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CHAPITRE I

INTRODUCTION





1.1. INTRODUCTION GENERALE

L'écoulement réel dans une turbomachine a un caractère très
complexe. Il est instationnaire, visqueux et tridimensionnel. L'outil le plus

approprié afin de décrire ces écoulements est constitué par les équations de
Navier Stokes. Celles-ci posent cependant des problèmes lors de leurs

applications à des cas pratiques qui intéressent l'ingénieur. Des modèles
approximatifs ont ainsi été développés, pour la simplification des équations
initiales.

Les calculs des turbomachines se sont d'abord orientés vers des
calculs non visqueux. Plusieurs méthodes ont été développées pour le calcul de
l'écoulement dont la plus courante est celle de WU I II qui substitue au problème

tridimensionnel deux problèmes bidimensionnels couplés. Le premier est résolu
sur une surface de courant dite "méridienne", et le second sur une surface de
courant dite "aube à aube". La superposition de deux calculs donne la solution
dite quasi-tridimensionnelle du problème. Ce type de démarche a été utilisé par
différents auteurs 12,3,41. Une analyse et une critique des méthodes

bidimensionnelles, quasi-tridimensionnelles et tridimensionnelles ont été données

dans la référence 151.

Des considérations visqueuses ont également été utilisées pour le
calcul de l'écoulement dans les turbomachines. Dans ce domaine, le caractère
visqueux se manifeste près de l'aubage ainsi que près du carter et du moyeu de la

machine. Bien que l'étude des couches visqueuses se développant sur les aubes, à
l'aide d'une approche classique de type couche limite, ait été fructueuse, une
démarche similaire n'est pas entièrement possible pour les couches visqueuses
situées à proximité du moyeu et du carter. Ces couches ont une nature beaucoup
plus complexe et seront désignées dans ce qui suit par le terme d' "écoulements
secondaires". Nous nous proposons dans ce travail de présenter une méthode de
calcul des écoulements secondaires. Mais tout d'abord, nous donnons une
présentation des différents modèles de calcul des écoulements secondaires, ainsi
que des méthodes numériques utilisées pour les déterminer.
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¡.2. MODELES DE CALCUL DES ECOULEMENTS SECONDAIRES

A) Pour étudier les écoulements secondaires, deux modèles ont été
développés. Ils seront employés simultanément. Le premier modèle, dit de trois
zones, se base sur les deux principes suivants:

L'existence d'un écoulement sain qui se définit comme un écoulement non
visqueux, rotationnel dans lequel on inclut les effets de la viscosité
associés aux aubages uniquement.

L'introduction d'une pseudoçouche limite pariétale près du carter et du
moyeu de la machine, de type couche limite classique, qui traduit les effets
de la viscosité dans ces régions.

Le deuxième modèle décrit les écoulements secondaires et utilise
deux principes:

U associe un caractère privilégié à la direction locale imposée par
l'écoulement sain en ce sens que l'évolution de l'écoulement sera étudiée
selon cette direction, ce qui entraînera des conséquences sur la fermeture
turbulente. Cette approximation a été utilisée plus ou moins explicitement
par différents auteurs et a été définie clairement par PAPAILIOU 16,71.
Dans la suite de ce texte, la composante de la vitesse réelle selon cette
direction privilégiée sera appelée "composante longitudinale" ; les
composantes selon les directions perpendiculaires seront nommées les
"composantes transversales de la vitesse".

Il donne l'hypothèse que le champ transversal de la vitesse est uniquement
induit par la vorticité I2 qui se développe selon la direction S de
l'écoulement sain.

B) Il est intéressant, à partir d'une étude bibliographique, d'étudier
l'utilisation de ces quatre principes dans le développement des méthodes pour le
calcul des écoulements secondaires.

Initialement, les deux principes, qui serviront de base au modèle des
écoulements secondaires, ont été utilisés séparément.



Le premier, d'abord utilisé par RAILLY et HOWARD ¡SI, met l'accent
sur les effets de la viscosité. Ces auteurs oìt traité la couche limite pariétale du
carter et du moyeu comme une couche limite classique en vue de déterminer les
pertes de pression d'arrêt dans ces zones. L'écoulement a été moyenné
circonférentiellement; cette opération a fait apparaître des termes
supplémentaires dont nous parierons plus loin. Le succès relatif de ce modèle a
conduit à l'apparition, dans la même voie, des méthodes plus élaborées telles que

celle de STRATFORD 91, SMITH ¡10,11!, HORLOCK et PERKINS 1121, MELLOR

et WOOD 1131 et DE RUYCK, HIRSCH, KOOL 1141.

Le deuxième principe détermine le champ de vitesse transversal par
il a été initié par SQUIRE et WINTER 1151. U traite l'écoulement

secondaire sur une base non visqueuse en utilisant un transport de la vorticité
d'origine visqueuse par un écoulement extérieur (sain). Son objectif était de
déterminer la variation de direction du vecteur de vitesse dans la direction
normale à la paroi. HAWTHORN 16,17! a donné une équation pour la composante
longitudinale de la vorticité associée à un écoulement moyenné
circonférentiellement et il a introduit une fonction de courant liée à
l'écoulement secondaire induit dans le plan transversal. La détermination de
est obtenue grâce à une équation de Poisson résolue en développant la fonction
de courant en série de Fourier. SMITH ¡18! a proposé un modèle légèrement
différent de celui de HAWTHORN dans la définition de l'écoulement primaire.
L'équation de la composante longitudinale de la vorticité pour le calcul des
écoulements secondaires a aussi été utilisée par MARRIS 119,20,21!, MARSH 1221

et HORLOCK 1231.

Les travaux théoriques de LAKSHMINARAYANA et
HORLOCK 24,25,26,271 ont contribué à la compréhension des écoulements
secondaires dans les turbomachines. L'utilisation d'un repère de FRESNET
associé à la vitesse locale a permis de déterminer le développement de la
composante longitudinale fl5 de la vorticité liée à la déflexion des lignes de
courant ainsi qu'à l'existence d'une composante normale J2Ñ de la vorticité. Une
expression générale a ainsi été obtenue pour le calcul de (2 dans un écoulement

visqueux, compressible dans une machine tournante. Notons que leur étude met
l'accent sur l'importance de la résolutìon successive des deux équations pour les
deux composantes J25 et f2,4 de la vorticité et a été longtemps considérée
comme référence par divers auteurs.



Pour la plupart des auteurs cités précédemment, utilisant l'équation
de transport de fl de base du modèle des écoulements secondaires, les effets
de la viscosité se produisent uniquement par une couche limite avant l'entrée
dans les aubes. Dans le passage interaube, seuls les gradients de pression jouent le
rôle important tandis que l'influence de la viscosité sur les écoulements
secondaires est alors négligeable. Tout récemment, POUAGARE et
LAKSHMINARAYANA 1281 ont réalisé une application de cette approche
classique en introduisant les effets de la viscosité complétés de ceux de la
rotation et des gradients de la masse volumique sur le développement de ..Q;
malgré tout, le traitement de fl reposait toujours sur un calcul approximatif
numérique.

Mentionnons au passage une deuxième origine de la vorticité
secondaire, moins étudiée pour le cas des turbomachines, qui est associée à
l'interaction turbulente des tensions de Reynolds. Elle a été étudiée en
particulier par GESSNER 1291 pour l'écoulement dans un coin et elle doit être
considérée comme une conséquence directe de la viscosité et de la turbulence.

La complémentarité des approches de types "couche limite" et
"transport de la vorticité secondaire", a conduit au développement des méthodes
les utilisant simultanément. Parmi les travaux les plus importants dans ce
domaine, nous pouvons isoler ceux de HORLOCK 130,31,32,331, et ceux effectués
au Laboratoire de Mécanique des Fluides de l'Ecole Centrale de
Lyon 134,35,36,37,38,39,4oj.

C) L'application du modèle de calcul des écoulements secondaires
dans le cadre des turbomachines est malgré tout délicate, ce qui nécessite des
traitements particuliers. Différents auteurs ont ainsi procédé à des intégrations
des équations selon des directions appropriées. Dans les nouvelles équations, les
inconnues correspondent à des quantités globales de l'écoulement et les pertes
d'informations engendrées par les intégrations successives doivent être restituées
par des hypothèses supplémentaires portant sur ces quantités intégrales.

En plus d'une intégration selon la normale à la paroi, RAILLY et
HOWARD 181 ont effectué les premiers une intégration circonférentielle afin
d'étudier le problème à un niveau plus global. Cette opération est en fait
semblable à celle effectuée par HIRSCH et WARZEE 121 pour un écoulement
sain. Elle a conduit à l'apparition d'inconnues supplémentaires et en particulier à
celle des forces d'aubage et des termes dits "de fluctuations spatiales" que



RAILLY et HOWARD ont complètement négligés. Les méthodes qui se sont
ensuite développées se distinguent par la modélisation de ces nouvelles inconnues
et par l'écriture plus ou moins correcte des équations.

Deux approches existent pour le calcul des termes de déficit de
force:

La première approche utilise des formules analytiques qui relient
chaque composante du déficit de force à diverses quantités

intégrales. HORLOCK et ses collaborateurs 112,311 ont utilisé une
expression analytique pour le calcul de la composante

circonférentielle qui a été vérifiée expérimentalement par

PAPAILIOU, FLOT, MATHIEU 1341. La base de cette expression est

la composante azimutale de l'équation intégrale de quantité de
mouvement, combinée avec considérations sur le profil de vitesse
transversale. Pour le calcul de la composante axiale, HORLOCK et
MARCH 1301 ont utilisé une relation liant les deux composantes du
déficit de force vérifiée expérimentalement elle aussi 1341. Dans la
même catégorie, DE RUYCK, HIRSCH, KOOL .1141 ont résolu les
deux composantes de l'équation intégrale de quantité de mouvement
simultanément en utilisant une relation empirique pour modéliser les
termes de déficit de force.

La deuxième approche utilise une relation entre les deux composantes
du déficit de force telle celle utilisée par HORLOCK et MARCH.
Cette démarche, en combinant les deux composantes de l'équation
intégrale de mouvement selon les directions axiale et
circonférentielle, permet d'obtenir une nouvelle équation où ces
termes n'existent pas. Cette approche est plus générale que la
première. Elle a été tout d'abord suivie par MELLOR et WOOD 1131
qui, à la suite de difficultés au niveau de la modélisation de ces
termes, ont effectué une deuxième intégration dans la direction
axiale entre l'amont et l'aval des aubes. Cette approche était aussi à
la base de la méthode développée à l'Ecole Centrale de Lyon 1341-
I 401.



-8

Dans les deux approches mentionnées plus haut, seule la mOdélisation
des termes du déficit de force a été tentée, les termes des fluctuations spatiales
et l'écart de pression moyenne entre les écoulements sain et secondaire étant
négligés.

Dans le Laboratoire de Mécanique des Fluides de l'Ecole Centrale de
Lyon, les recherches se sont orientées vers le développement théorique d'une
méthode de calcul, basée sur l'expérience acquise par des nombreuses mesures
effectuées sur un compresseur axial 141,42,431 et eri grille d'aubes 1441.
PAPAILIOU et ses collaborateurs 134,35,361 ont amélioré la méthode de
MELLOR et WOOD 1131 que LEBOEUF 151 a utilisée pour le calcul de
l'écoulement dans un compresseur axial. COMTE 1371 a développé une méthode
pour le calcul de l'écoulement dans une grille d'aubes que OHAYON 1381 a
améliorée pour la prise en compte de l'effet du jeu radial. La méthode a été
ensuite modifiée en accord avec la formulation de VOUILLARMET 1391. Dans
cette méthode, les deux modèles de calcul des écoulements secondaires
mentionnés précédemment sont utilisés simultanément. Le caractère visqueux de
l'écoulement est principalement considéré dans la direction longitudinale tandis
que le champ de vitesse transversal est considéré comme le résultat de la
présence de la vorticité secondaire. Le premier modèle permet d'aborder le
problème sous une forme parabolique de type couche limite, le deuxième restitue
le caractère elliptique de l'écoulement dans le plan transersal. Le couplage
successif de deux calculs donne la solution du problème. Une des bases de cette
méthode est l'hypothèse de l'existence d'une direction privilégiée, définie par
l'écoulement sain local. Dans cette direction, les propriétés de l'écoulement
cisaillé sont exprimées à l'aide des lois de similitude au niveau de la composante
longitudinale de la vitesse. Une moyenne circonférentielle des équations a été
effectuée ; les termes des fluctuations spatiales sont alors apparus exprimant la
non-uniformité azimutale de l'écoulement. Puis l'équation de continuité et de
quantité de mouvement ont été exprimées sous une forme décifitaire par rapport
à l'écoulement sain local et une intégration dans le sens normal à la paroi a été
effectuée. Ces deux équations sont résolues simultanément avec l'équation de la
vorticité secondaire. La fermeture du problème a été basée sur un ensemble
d'informations semi-empiriques. Sous cette forme intégro-différentielle la
méthode a été appliquée au cas d'un compresseur axial transsonique 1451. Malgré
les nombreuses approximations faites afin de l'appliquer dans une machine
tournante, elle a donné des résultats en général satisfaisants. Très récemment,
LEBOEUF 40! a présenté une étude théorique qui modifie le calcul dans le plan
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transversal de cette méthode qui a jusqu'ici utilisé la formule de

LAKSHMINARAYANA et HORLOCK 1251. Dans son travail, l'équation de la
vorticité secondaire proposée relie celle-ci non seulement à la déflexion des
lignes de courant de l'écoulement sain mais aussi à la variation longitudinale de
la valeur RVQ . En outre, une équation pour la composante transversale de la
vorticité 0Ñ permet de corriger l'hypothèse restrictive d'un écoulement type
couche limite dans la direction longitudinale et de traiter plus correctement le
transfert des informations lors des changements de repère.

Les méthodes de calcul des écoulements secondaires présentées
jusqu'ici résolvent les équations sous une forme intégrale dans la direction de la
couche limite. Les inconnues sont les quantités globales de l'écoulement. A
l'usage, ces équations présentent moins de difficultés au niveau numérique que
les équations initiales. Pour des raisons que nous détaillerons plus loin, le

développement des méthodes différentielles pour le calcul des écoulements
secondaires dans les turbomachines semble une idée très attirante. Des travaux
ont été déjà entrepris dans cette voie. ANDERSON j46j, suivant un travail de
BRILEY et Mc DONALD 1471, a présenté une analyse pour le calcul d'un

écoulement tridimensionnel, laminaire, visqueux, dans un passage interaube avec

des écoulements secondaires forts. Elle se base sur la décomposition du champ de

vitesse en une composante "visqueuse" et en une "non visqueuse". L'équation de
la vorticité secondaire est utilisée pour le calcul d'une vitesse secondaire "non
visqueuse" qui sert à la correction de la vitesse potentielle. Une équation de
mouvement parabolisée dans la direction longitudinale, couplée avec une
équation pour l'énergie et une équation globale de continuité sont utilisées pour
la correction visqueuse de la pression et de la vitesse longitudinale. Dans la
référence 1481, BRILEY et Mc DONALD ont étendu ce travail en conservant les
mêmes principes de base. Leur analyse superpose un écoulement primaire qui
définit une direction prépondérante avec un champ de vitesse secondaire
transversal. Plus précisément, la méthode corrige un écoulement primaire non
visqueux, connu a priori pour prendre en compte les effets visqueux, ceux des
écoulements secondaires et de la modification de la pression d'arrêt et l'effet du
blocage. Elle a été appliquée pour le calcul des écoulements dans des tuyaux
courbés et le passage interaube. ABDALLAH et HA MED 149,501 ont développé
une méthode pour le calcul d'un écoulement tridimensionnel, rotationnel, non
visqueux, dans un tuyau courbé en suivant l'évolution de la vorticité. Ils calculent
la vorticité et la composante longitudinale de la vitesse par une équation de



- lo-

mouvement, et une équation de transport de la vorticité, négligeant les termes

dissipatif s et résolvant les deux équations en utilisant une procédure évolutive
dans la direction longitudinale. Les composantes secondaires de la vitesse sont
alors déterminées par la résolution simultanée de l'équation de la continuité pour

la partie potentielle de la vitesse et des équations de Poisson pour la partie
rotationnelle. Des conditions aux limites de type Dirichiet sont utilisées pour ces

deux parties. ARNAL et COUSTEIX 1511, partant d'une conception analogue, ont

envisagé le problème d'un écoulement dans l'angle de deux parois. Leur système

des équations comprend l'équation de quantité de mouvement dans la direction

longitudinale, l'équation de la composante longitudinale de la vorticité et deux
équations du type Poisson pour le calcul des composantes secondaires de la
vitesse au plan transversal.

Les méthodes décrites précédemment ont en commun l'utilisation
d'une direction d'évolution particulière pour le calcul. Nous allons détailler ce
point dans le paragraphe suivant.

1.3. APPROCHE PARABOLIQUE POUR LE CALCUL DES ECOULEMENTS

Les schémas paraboliques que nous allons utiliser dans ce travail sont
une des approximations les plus utilisées des équations de Navier-Stokes. Ils
répondent à la demande contemporaine du développement des méthodes simples
et rapides pour le calcul de l'écoulement dans de nombreux cas d'intérêt
pratique.

Ces écoulements, dont un cas particulier est par exemple une couche
limite, ont les caractéristiques suivantes:

Les phénomènes de diffusion du mouvement, de la masse et de la chaleur,
sont négligeables dans une direction prépondérante.

Le champ de pression statique en aval influence peu les conditions en
amont.

Par conséquent, une intégration de l'amont vers l'aval peut être
utilisée dans la direction de l'écoulement. En résolvant les équations

correspondant, appelées aussi équations de N avier-Stokes Parabolisées (N .S.P.),

une réduction importante du temps de calcul et de la taille nécessaire en

mémoire de l'ordinateur peut être obtenue.



La réduction des équations de Navier-Stokes de type elliptique à type

parabolique a les conséquences suivantes:

Une partie du mécanisme de propagation des perturbations de l'aval vers

l'amont est négligée.

Certaines conditions aux limites (par rapport à un problème elliptique) sont
éliminées. Par conséquent, la méthode du traitement parabolique devrait
être intégrée dans un processus globalement elliptique si les conditions aux

limites avales sont à prendre en compte.

Un grand nombre de chercheurs ont utilisé l'approche parabolique des
équations de Navier-Stokes en suivant différentes méthodes pour leur résolution

numérique 152,53,54,55,56,57,58,59,60,61,62,63,641.

Une étude approfondie sur les problèmes que présente la solution du
système parabolique a été présentée par RUBIN et LIN 1571. Ils reconnaissent en
effet que les équations N.S.P.., dans le cas d'un écoulement subsonique, ne sont

pas vraiment paraboliques mais elles conservent un caractère faiblement
elliptique. Cette ellipticité s'introduit par le terme du gradient axial de la
pression dans la composante axiale de l'équation de quantité de mouvement et
par l'interaction avec l'effet de déplacement qui apparaît dans la composante
normale de cette équation. La résolution de ce problème faiblement elliptique
par une procédure de calcul de l'amont vers l'aval conduit à l'apparition d'une

instabilité ; ce phénomène est généralement nommé "effet de départ"

("departure effect"). Si le terme dp/dx est a priori connu, ou peut être négligé,
les équations deviennent purement paraboliques. Si ce terme de pression n'est pas
négligeable, un pas d'intégration vers l'aval minimum existe d'après RUBIN et
LIN 1571, au-delà duquel la solution est stable . Ce pas est en effet lié à l'étendue

de la "zone elliptique". PATANKAR et SPALDING 1521 ont traité le problème de

la pression d'une manière différente. Ils ont décomposé le champ de pression en

deux parties dont l'une dans le plan longitudinal et l'autre dans le plan

transversal. La première est issue d'une conservation globale du débit tandis que
la deuxième est le résultat de l'utilisation de la continuité locale. Malgré

l'inconsistance de ce découplage du champ de la pression du point de vue
physique, le schéma a donné de bons résultats dans certains cas. PRATAP1 et
SPALDING 1531 ont modifié la méthode ci-dessus pour le calcul des écoulements

appelés "partiellement paraboliques". Dans ce cas, des transferts de
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perturbations de l'aval en amont par l'intermédiaire de la pression sont permis.
La pression est alors calculée comme dans un écoulement elliptique. Des
comparaisons entre les résultats des deux méthodes "parabolique" et
"partiellement parabolique" ont montré des différences significatives. Enfin,
pour le cas d'une couche limite tridimensionnelle développée sur un corps en
rotation, AGUILAR 1541 a montré en utilisant la théorie des surfaces
caractéristiques que les équations réduites qui décrivent l'écoulement, même
dans le cas stationnaire, sont clairement paraboliques. Cela est le résultat de
l'élimination des termes diffusif s axiaux ainsi que du gradient axial de la
pression.

1.4. PRESENTATION DE LA METHODE ACTUELLE

Le travail cue nous allons présenter a pour but le développement
d'une méthode complètement différentielle pour le calcul des écoulements
secondaires. Une telle formulation répond à plusieurs objectifs reliés à une
description plus fine de l'écoulement. L'application de la méthode intégrale
développée à l'Ecole Centrale de Lyon sur une machine tournante a montré sa
limitation partielle pour décrire certains phénomènes particuliers 145,651. II est
possible de penser que des phénomènes pourraient être abordés plus
correctement avec une méthode différentielle. Il s'agit en particulier de

l'effet de vrillage des aubages

l'effet du passage de l'écoulement d'un repère fixe à un repère mobile ou
vice-versa;

l'effet du cisaillement à la paroi

tous les cas où les effets visqueux ne peuvent être décrits par une loi
analytique à travers un profil de vitesse.

Nous avons conservé les idées de base de la méthode intégrale
précédente 136,37,391 qui sont:

i) le traitement d'un écoulement moyenné dans la direction circonférentielle;
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ii) l'utilisation de l'équation de la vorticité secondaire pour le calcul du champ
transversal.

La démarche principale de cette méthode est présentée ci-après.

En partant des équations de Navier-Stokes sous une forme vectorielle

conservative, écrites dans un système orthogonal cylindrique, tournant à la
vitesse constante nous avons transformé ces équations afin de les traiter
dans un nouveau domaine de calcul constitué d'un maillage uniforme. A la suite
de cette transformation, les dérivées ont été discrétisées dans le nouveau
maillage, alors que les variables iont toujours associées au repère cylindrique.
Une intégration azimutale a été ensuite effectuée et la projection des équations
moyennées selon deux directions particulières est réalisée, ce qui conduit à
l'élimination des termes de force d'aubage.

Une des caractéristiques importantes des écoulements secondaires
est leur nature elliptique dans le plan transversal. Afin de restituer ce caractère,
nous avons remplacé la composante azimutale de l'équation de mouvement par
une relation cinématique qui relie la composante transversale de la vitesse avec
les composantes de la vitesse dans le repère cylindrique. Cette composante est
déterminée par la résolution d'une équation de Poisson qui introduit l'effet
elliptique de la vorticité secondaire, elle-même déjà calculée par une équation
de transport.

La direction perpendiculaire au plan transversal est considérée
comme privilégiée et l'écoulement selon celle-ci est déterminé par un schéma
parabolique. Le calcul dans cette direction suit une procédure de relaxation dans
le temps. LIN et RUBIN 1581 ont trouvé que cette technique introduit un effet de
relaxation dépendant du temps et supprimant "l'effet de départ" mentionné
précédemment. Avec cette procédure, le système des équations conduit à un
problème bien posé à conditions initiales. Les désavantages de cette approche
par rapport à une méthode intégrale se situent dans une augmentation légère du
stockage en mémoire de l'ordinateur et un accroissement des temps de calcul par
suite de la relaxation temporelle. Nous avons suivi cette procédure de calcul de

l'amont vers l'aval en relaxant à chaque pas les termes pseudo-instationnaires
jusqu'à la convergence qui nous fournit l'approximation stationnaire des

équations. Afin de traiter ces équations, fortement non linéaires, nous avons
effectué une linéarisation par rapport à ce temps fictif (numérique), procédure
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habituelle lors de la résolution de systèmes d'équations non linéaires. Le couplage

entre le calcul parabolique dans le plan longitudinal et le calcul elliptique dans le
plan transversal nous a donné la solution du problème.

Dans les chapitres suivants, nous présentons en détail les équations,
la méthode numérique utilisée et les résultats de l'application de cette méthode
au cas pratique. Dans le chapitre II, nous exposons le traitement mathématique
des équations initiales, qui aboutit à une forme appropriée de ces équations pour

notre problème. Dans le chapitre III, nous présentons la méthode numérique que
nous utilisons pour la résolution des équations transformées. La forme
discrétisée, l'algorithme de la résolution, l'introduction des conditions aux limites
dans l'algorithme ainsi qu'une analyse de stabilité y sont donnés. Les résultats
d'application de la méthode dans des cas divers sont considérés dans le
chapitre IV. Des écoulements bidimensionnels classiques laminaires et turbulents

ainsi que des écoulements se développant en grille d'aube ou dans des machines
tournantes sont étudiés. Dans le chapitre V, une critique de la méthode
développée est entreprise sur la base des résultats obtenus. L'efficacité de
l'algorithme ainsi que ses insuffisances et ses possibilités d'amélioration sont
examinées.



CHAPITRE II

FORMULATION MATHEMATIQUE DU PROBLEME
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11.1. INTRODUCTION

Dans cè chapitre, nous allons développer les équations de base pour

un écoulement visqueux, tridimensionnel, compressible ou incompressible dans un

système des coordonnées adapté à notre problème. Les équations initiales sont

les équations de Navier Stokes : l'équation de continuité, les trois composantes

de ltéquation de quantité de mouvement et une équation pour l'énergie interne

d'arrêt. Dans sa forme finale, le système utilisé comportera une équation pour la

vorticité secondaire qui prendra ainsi la place d'une composante de l'équation de

quantité de mouvement.

Nous résumons ici brièvement la procédure que nous avons suivie afin

d'amener nos équations à la forme qui nous a semblée appropriée pour notre cas.

Partant des équations de Navier-Stokes sous une forme vectorielle,

nous les avons projetées sous une forme faiblement conservative dans un repère

curviligne orthogonal cylindrique ( , ) tournant à la vitesse constante

Une moyenne statistique appliquée à ces équations a fait apparaître des

inconnues supplémentaires turbulentes, les tensions de Reynolds. Pour la

fermeture turbulente, nous utilisons une modélisation que nous décrirons en

détail dans le paragraphe (11.2.3). Nous effectuons ensuite une transformation de

notre repère cylindrique en un repère ( ,. L ,) de calcul, a priori quelconque

mais que nous supposerons par la suite lié au maillage utilisé. Cette technique

nous permet d'utiliser des schémas numériques sur un maillage uniforme dans le

plan transformé. Dans ce nouveau système, nous utilisons l'hypothèse d'un

écoulement parabolique selon une direction privilégiée que nous assimilons à

hypothèse qui permettra de négliger certains termes et guidera notre choix pour

une méthode numérique appropriée à la résolution des équations. Une moyenne

massique a été ensuite appliquée dans la direction 1' que nous avons assimilée

avec la direction circonférentielle e . Cette moyenne a fait apparaître des

termes de "fluctuations spatiales" ainsi que le terme de force d'aubage due à la

pression. Pour éliminer le terme de pression qui est inconnu, nous avons projeté

l'équation de quantité de mouvement sur deux directions indépendantes,

proprement choisie, et . L'ensemble des équations fourni par l'équation de

continuité, les deux composantes de l'équation de quantité de mouvement selon

les directions N et et l'équation de l'énergie d'arrêt, forment un système de

base noté système (1) dans la suite. A la place de la troisième composante de

l'équation de mouvement , nous avons utilisé une équation moyennée en 8 , de



transport de la vorticité secondaire i2. Cette équation est choisie, faisant peu
intervenir la pression statique et permettant de prendre en compte assez
correctement les conditions aux limites associées aux aubages, malgré sa forme
moyennée en 8 Elle ne contient pas de termes additionnels mais tient compte
du caractère elliptique de l'écoulement dans le plan transversal. L'information
contenue dans est ensuite transférée dans la Composante transversale
moyenne de la vitesse par le biais d'une variable de transfert '+', . Cette
variable apparaît comme une composante d'une fonction rotationnelle qui est
déterminée en fonction de fl. à l'aide d'une équation de Poisson. L'ensemble de
ces équations sera nommé système (II) des équations. Le lien entre le système
d'équations de base (I) et le système annexe (II) est assuré simplement par une
relation cinématique entre les composantes de la vitesse dans les repères
(,Ps,O)et(s,B, ).

11.2. LES EQUATIONS DE BASE

Les équations de base, formant deux systèmes d'équations distincts,
sont données ci-après:

- l'équation de Continuité

- l'équation de quantité de mouvement (deux composantes);
- l'équation pour l'énergie interne d'arrêt;
- les équations pour la fermeture turbulente.

Les équations ci-dessus constituent le système (I) qui est écrit sous
une forme vectorielle, conservative.

Le système (II) est formé par les équations suivantes

- l'équation pour la vorticité secondaire ..Q.

- l'équation de Poisson pour le calcul de '+

- l'équation reliant la composante transversale moyenne \.v'., de la
vitesse à '+15
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Dans les paragraphes suivants, nous présentons la forme initiale des

équations que nous allons utiliser et leur traitement mathématique qui permettra

de développer les équations de base présentées dessus.

11.2.1. Les équations de Navier-Stokes pour un écoulement compressible:

11.2.1.1. Forme vectorielle des équations:

Nous donnons la forme conservative des équations de Navier-Stokes,

comme elle a été décrite par PEYRET et VIVIAND 1661.

,P -
+ v(FV)= o

- -, -dv(Fvv -)= fe
(pE) )

Les variables indépendantes dans ces équations sont la masse

volumique p , le vecteur vitesse V et l'énergie interne d'arrêt E. Pour un fluide

Newtonien, le tenseur des tensions est une fonction linéaire du gradient de

vitesse, ce que nous exprimons par la loi de Newton

(a)
(2.2)

t = 2 I + eV (b)

avec ¿eVgradV +(gradV ) le tenseur de taux de déformation.

Les deux coefficients de viscosité se relient par la relation de Stokes:

3-2=° (2.3)

11.2.1.2. AdimensionnalisatiOfl des équations de Navier-Stokes:

Le problème que sous-entend l'adimensionnalisatiOn est

essentiellement numérique. 11 s'agit, lors de la résolution des équations, de

disposer d'une méthode qui fasse évoluer de manière comparable les différentes

variables inconnues. Ceci est lié à l'adimensionnalisatiOn des équations qui doit

conduire à un système bien conditionné.

(2.1)

Cc)
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Pour définir les variables adimensionnelles, des valeurs
caractéristiques sont construites pour toutes les variables intervenant dans les
équations, basées sur certaines valeurs de référence. La nature du problème qui
est envisagé et la méthode numérique utilisée pour la résolution, jouent un rôle
important dans le choix de ces valeurs. Nous allons nous concentrer dans ce qui
suit sur l'adimensionnalisation des équations de Navier-Stokes et sur l'influence
de celle-ci sur la méthode numérique que nous utilisons. Nous allons montrer
comment le choix des valeurs de référence, en fonction du type de l'écoulement
étudié, conduit à un système bien conditionné.

Pour le cas d'une couche limite bidimensionnelle, l'analyse
dimensionelle des équations de Navier-Stokes montre que le rapport des ordres
de grandeur de la composante normale et de la composante axiale de l'équation
de quantité de mouvement est de l'ordre de l'épaisseur de la couche limite /L
Lorsque /L est très petit, les deux composantes sont d'un ordre de grandeur
différent. Les variables adimensionnelles peuvent alors être définies comme
suit

= ) Y = V
L c

afin que les deux composantes soient de même ordre de grandeur. Cette
adimensionnalisation est utilisée tant pour une couche limite 1671 que pour
l'écoulement dans une conduite 1681.

Un autre facteur qui influence le choix des valeurs de référence est
le nombre de Mach M de l'écoulement. Pour un écoulement à un nombre de Mach
élevé, une vitesse de référence pour l'adimensionnalisation des vitesses peut être
la vitesse extérieure du son L& =c./yzT0. Pour un écoulement
incompressible où M est très petit devant 1, le choix d'une telle vitesse de
référence conduit à l'apparition de problèmes lors de la résolution numérique.
Pour que la méthode numérique soit stable et convergente, il faut que les termes
des matrices 3acobiennes de la résolution soient du même ordre de grandeur, ce
qui n'est pas obtenu si les variables adimensionnelles sont très différentes. Par
conséquent, pour un écoulement incompressible, une vitesse caractéristique de
l'ordre de grandeur des vitesses dans l'écoulement peut être utilisée pour
l'adimensionnaljsation. Or, même dans ce cas, des problèmes se présentent si la
pression est calculée par la formule (2.9) ou (2.11) car les termes e.cT ou
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h=cT adimensionnalisés par U sont beaucoup plus grands que les

termes Nous allons voir dans le chapitre 1V comment ce problème peut être

traité.

Considérons maintenant le choix que nous proposons. Pour la longueur

de référence L, nous avons choisi une longueur caractéristique dans la direction

axiale mais qui est en plus du même ordre de grandeur que l'épaisseur de la

couche limite . Les autres valeurs de référence que nous avons utilisées sont

données ensuite. Comme vitesse U une vitesse extérieure LJ donnée pour un

écoulement incompressible et la vitesse extérieure du son c=/Epour un
écoulement compressible. CommPt et une masse volumique p, et une

viscosité qui pour le cas d'un gaz parfait sont fonctions de température d'arrêt

liée à l'écoulement. Toutes les autres valeurs caractéristiques sont dérivées à

partir de ces valeurs de référence. Pour le temps t c'est la valeur Lfu-., pour la

pression p la valeur (pLL')f, pour les tensions de cisaillement la valeur

(F&u),/L, pour les forces f, la valeur (p1LL/L et pour l'énergie E ou l'enthalpie

H la valeur LtÇç . Après l'adimensionnalisation, les formules (2.2) deviennent

i
= - Re (2.4)

= Çdiv +

où Re=(upL4-&) un nomore de Reynolds caractéristique.

11.2.1.3. Forme conservative de Navier-Stokes dans un système

cylindrique:

Nous allons écrire les équations (2.1) sous une forme telle qu'elles

soient utilisées aussi bien dans un système cylindrique que cartésien ; ceci

permet de décrire la plupart des cas d'intérêt pratique en turbomachines, bien

que les équations y soient écrites sous une forme faiblement conservative. Le
caractère faiblement conservatif ne semble pas créer de problèmes au niveau

numérique. Les équations analogues obtenues, à partir des mêmes équations

initiales, par VOUILLARMET 1391 dans un système curviligne orthogonal (m,,G)

n'ont pas ce caractère conservatif et elles peuvent présenter plus de difficultés

dans la résolution numérique par une méthode différentielle j691. Dans notre cas,

les équations sont exprimées pour un écoulement non stationnaire dans un repère

relatif tournant, lié aux aubages. Nous les présentons sous une forme

adimensionnelle, vectorielle, et faiblement conservative dans un système
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cylindrique. Les détails des calculs sont donnés en Annexe i.
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Les tensions visqueuses sont données par les formules suivantes:

± j + 2

+

= =
L&

, )

(f)
R

[(R) (RR)

Les termes visqueux dans l'équation de l'énergie sont

Pr
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k 2e
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La pression est calculée par une équation de gaz parfait

P - ( -) r ( -
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2
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=Ei-

2. 2.
-I- L& Th

Z

P
P

(2.9)

Dans le terme , la force e regroupe d'une part la force de
Coriolis 2WAV!, d'autre part la force centrifuge Ces deux
forces s'exercent par suite de la rotation de la machine. Les forces de gravité
sont négligées.

Les termes non conservatifs H et k sont liés au choix d'un repère
cylindrique. Pour un système Cartésien, ils s'annulent. L'équation (2.5) est écrite
de manière à pouvoir être utilisée aussi bien dans un système cylindrique que
dans un système Cartésien. Pour un système cylindrique, il suffit de prendre le
coefficient j = 1. Pour un système Cartésien, nous aurons R = I et le coefficient
j = O. On peut voir par les formules (2.7) que le choix de l'un ou de l'autre
système influence aussi la forme des tensions visqueuses. Cette possibilité de
choix entre les deux systèmes par une simple modification de certains
coefficients rend la méthode souple et utilisable, aussi bien dans le cas d'une
grille d'aubes plane que dans le cas d'une machine tournante.

Remarque:

Il est possible, à la place de l'équation pour l'énergie interne d'arrêt,
d'utiliser une équation pour l'enthalpie d'arrêt définie par la formule suivante

Si cette formule est introduite dans l'équation pour E, nous obtenons l'équation
suivante:

RFH (Rpu H) + (RH) +(pu9k)=

ç i() +
G

J

+ pwZRuL

Re
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Nous pouvons remarquer, par rapport à l'équation pour E, que les termes

convectif s ne contiennent plus la pression. Ceci constitue peut être un grand

avantage pour la méthode numérique car les termes de pression P /

disparaissent des matrices JacobienfleS. Cependant, un terme supplémentaire non

stationnaire 2p/t apparaît ici dont le traitement n'est pas évident.

Si à la place de l'enthalpie d'arrêt H nous utilisions la ronthalpie

4 E, nous pourrions obtenir une équation totalement conservative puisque

le terme w2 R entrerait dans les dérivées.

Dans notre méthode,-.nous utilisons en pratique un écoulement à

enthalpie d'arrêt constante; ce qui fait l'objet du paragraphe suivant.

11.2.1.4. L'hypothèse d'une enthalpie d'arrêt constante:

Pour un gaz parfait, avec un rapport y de chaleurs spécifiques

constant, I'enthalpie d'arrêt k définie précédemment, peut s'exprimer par la

formule

(2.10)

Dans un grand nombre de problèmes d'intérêt pratique, on peut

supposer que l'enthalpie d'arrêt est constante si il n'y a pas de transfrt de
chaleur 70,711. Dans ce cas, il n'est pas nécessaire de résoudre une éqation

instationnaire pour l'énergie E ou pour l'enthalpie H. La pression est calculée en

fonction de la masse volumique, de la vitesse et de l'enthalpie d'arrêt.

2
¼

Y 2 )
(2.11)

avec H constante. Cette hypothèse peu restrictive d'une enthalpie totale

constante dans l'écoulement, permet de diminuer le nombre des équations

incluses dans l'équation vectorielle (2.5) et par conséquent de réduire l'effort

numérique exigé, le temps de calcul et la taille en mémoire de l'ordinateur

demandée pour sa résolution.

Nous avons utilisé cette hypothèse de H = constante pour nos calculs.

La pression a été calculée par la formule (2.11).
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11.2.2. Modifications des équations pour un écoulement incompressible:

Pour le calcul des écoulements stationnaires, deux sortes de
méthodes existent. Celles qui utilisent des équations stationnaires et celles qui
utilisent des équations instationnaires où le temps tend vers l'infini. Pour ces
dernières, il est demandé que la solution atteigne la solution stationnaire à la
convergence. Par conséquent, il n'est pas nécessaire que la méthode utilisée
décrive correctement l'état transitoire mais seulement la solution finale où l'état
stationnaire a été atteint.

Des problèmes cependant se présentent lors d'un calcul d'un
écoulement incompressible avec cette méthode. On peut remarquer grâce à
l'équation (2.5) que, pour un tel écoulement, dans la première composante qui
exprime l'équation de continuité, le terme instationnaire disparaît puisque la
masse volumique est partout constante. L'intégration de l'équation de continuité
devient alors difficile. Pour traiter ce problème, CHORIN ¡72! a proposé la
"méthode de la compressibilité artificielle". L'équation de Continuité est
remplacée par une équation de divergence perturbée, qui s'écrit

-i-- VV= (2.12)

où est une constante arbitraire. Cette équation n'a pas de sens physique avant
que l'état stationnaire soit atteint. La continuité classique pour un écoulement
incompressible O est satisfaite seulement à la convergence. Le
paramètre ' doit être choisi de manière à assurer l'existence d'une solution
numérique stationnaire pour le système des équations de la continuité (2.12) et
de quantité de mouvement. La méthode est appelée "méthode de la
compressibilité artificielle" car les équations correspondantes peuvent être
dérivées des équations de Navier-Stokes pour un écoulement compressible avec
une équation d'état pp avec constant. L'équation (2.12) tend vers l'équation

O si tend vers zéro, ce qui en pratique se traduit par » I.
Cependant, d'après PEYRET et TAYLOR ¡73!, l'utilisation des valeurs très
grandes pour le paramètre conduit souvent à l'apparition de difficultés
numériques.

Cette méthode de la compressibilité artificielle pour le calcul d'un
écoulement incompressible a été utilisée avec différentes modifications par
FORTIN, PEYRET et TEMAM ¡741, STEGER et KUTLER 1751, GANOULIS et
THIRRIOT 1761, DE SAINT-VICTOR et COUSTEIX 77!.
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Nous avons suivi cette méthode pour le calcul des écoulements

secondaires incompressibles. Le vecteur des inconnues principales est

4= ( ps,, ' ,u )'. Nous allons expliquer plus bas la signification du

terme , . La forme générale de l'équation vectorielle (2.5) reste la même mais

les termes de la première composante qui exprime la continuité, sont modifiés.

r
I1 - F = / J

= jA9
J '1

De plus, l'équation pour l'énergie est éliminée.

Avant de présenter quelques problèmes numériques liés au choix des

valeurs de , nous allons expliquer comment nous traitons la pression pour le

calcul des écoulements secondaires incompressibles.

Pour tenir compte de l'effet des écoulements secondaires, nous

séparons la pression statique en deux parties

P (2.13)

La première partie , qui est la plus importante, est associée au champ de

vitesse de l'écoulement sain ou au champ potentiel de vitesse. Elle constitue ne

donnée de notre problème. La deuxième partie est associée à l'eif et

secondaire. Puisque nous étudions l'écoulement avec une méthode parabolisée,

selon la direction longitudinale, nous pouvons supposer que , dépend

principalement de l'écoulement dans le plan transversal. Le calcul de p , par

conséquent, nous donne la correction de la pression statique associée aux

écoulements secondaires.

11.2.3. Fermeture turbulente du problème:

Pour un écoulement turbulent compressibles il est habituel d'appliquer

une moyenne statistique pondérée par la masse 78,79I sur les équations de

mouvement. Cette moyenne fait apparaître les tensions de Reynolds -ptu' qui

sont des inconnues supplémentaires. Une analyse théorique de certaines

approches pour la modélisation de ces termes a été effectuée par GENCE,

JEANDEL et MATHIEU 180L Parmi les nombreux modèles de fermeture



turbulente qui existent, nous avons considéré deux modèles différents. Le
premier est le modèle k -E à deux équations écrit sous une forme adaptée à

notre problème et le deuxième est le modèle simple de la viscosité turbulente.

11.2.3.1. Modèle k- :

Nous présentons ce modèle, utilisé entre autres par HAH et
LAKSHMINARAyANA 1811 dans le domaine des turbomachjnes. Ceux-ci en ont
proposé trois versions, toutes trois se basant sur l'utilisation des quantités k et
E. . La première version comprend deux équations pour le calcul direct de k et
de ¿ tandis que les deux autres utilisent les équations de transport pour les
tensions de Reynolds. Nous avons choisi la forme simple suivante écrite pour un
système cylindrique.

Pour l'énergie cinétique turbulente

F-it k
R(p k ft k

J

3Rpk +-iR(pk_.)
L

-

-f-f(fzLL9k -
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-t L k
2e

= Z k )

où la viscosité turbulente est donnée par l'expression

= FR(PE)
(2.14)

(2.15)

(2.16)

Pour la dissipation turbulente

RpE
t G R1J



le terme de production est donné par

,2

- 29 -

+ (.4L (
2R R 'G

R k

(
--

L)f
R J R s /

(2.17)

Pour le terme S dans l'équation (2.2), HAH et LAKSHtvCINARAYANA 1811 ont

proposé deux formes différentes

SI = .P (a) (2.18)

c - (u: ç - k SU ) (L u1 - - k i-) (D)

En utilisant le modèle k - E, nous supposons que, dans les équations
de Navier-Stokes, sous leur forme moyenne statistique, les termes de tensions
regroupent aussi bien les tensions visqueuses que- les tensions turbulentes. La
viscosité totale est égale à la somme de la viscosité laminaire et la
viscosité turbulente donnée par l'expression (2.16). Le système formé des
équations de Navier-Stokes moyennées, de la relation (2.16) sur la viscosité
turbulente et de deux équations (2.14) et (2.15) pour et E. , est un
système fermé qui peut être résolu numériquement.

Ce modèle n'a pas fait l'objet d'essais nurriériques dans notre

méthode, ainsi seul le second modèle sera finalement considéré.

11.2.3.2. Modèle de la viscosité turbulente

Nous avons choisi le modèle de CEBECCI-SMYTH 178,82,831 qui est

une extension du modèle de VAN DRIEST ; il s'applique clans des écoulements
compressibles ou incompressibles avec des gradients de pression. Il se base sur
l'hypothèse classique de Boussinesq qui relie les tensions turDulentes au gradient
du champ de vitesse moyenne. Malgré sa simplicité, ce modèle semble donner des

résultats globalement satisfaisants dans des cas divers I54,Z4,85,86l.
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Pour les couches limites axisymétriques, CEBECCI et SMJ[TH 1781 ont proposé
l'expression suivante pour le calcul de la viscosité turbulente

= L R

Rc, dR
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Nous décrirons ensuite ses principes de base. La couche limite est
séparée en deux régions : une région intérieure et une région extérieure dans
lesquelles deux expressions différentes pour la viscosité turbiulente sont définies.

1. Région intérieure:

CEBECCI et SMITH 1781 supposent que, dans la région intérieure, la
viscosité turbulente cinématique est donnée par la formule

( ) - i x()J2. (2.19)

pour un écoulement bidimensionnel dans un système carrtésien. est une
constante 1< = 0,4. A est un paramètre qui, pour le cas général d'un écoulement
compressible avec gradient de pression avec transfert de chaleur et de masse, se
définit par l'expression suivante

yw

(a) (2.20)

(2.21)

1- (b)

et 1- = Ve U c U



où L R0 -e R j j - - &_ e1
A

et R0 le rayon du cylindre.

AGUILAR 1541 a utilisé cette formulation mais avec une extension
pour prendre en compte la rotation du système et la torsion de la couche limite

qui devient tridimensionnelle.

(± ) = (2.23)

avec Z 2 R et L donnée par (2.22).
R0

Ue
RI

Pour le calcul du paramètre A, il a utilisé la formule simple

()
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- - z

A = 26 = 26(

où t.A- est la vitesse moyenne extérieure de l'écoulement

o168 si > 5000

ci =
.01GB 155 si < 5000

(2.22)

(2.24)

(2.26)

où = .J(R1) v. J0

Pour notre problème, nous employons l'expression d'AGUILAR (2.23)

avec les relations (2.24) et (2.25).

2. Région extérieure

La viscosité turbulente dans cette région est donnée par la relation

suivante:

y2

L ) (2.25)
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et 5S [ - exp(_.243'z .296)]

avec R

425

Les quantités intégrales de la couche limite pour un écoulement
bidimensionnel sur un système cartésien sont données par les expressions
suivantes:

) d,y l'épaisseur de déplacement (a)
L-Le "

y ( \' Ji

Pour calculer ces quantités, pour une couche limite tridimensionnelle

se développant sur un système axisymétrique tournant, AGUILAR a employé les
expressions

l'épaisseur de mouvement (b) (2.27)

le facteur d'intermittence (c)

J

1/
2

Y RdR -R (a)I

I,z
4- R.dJ - (D)

(2.28)

Dans notre méthode, nous avons utilisé l'expression (2.26) pour le
calcul de (Vt)e Pour le cas d'un écoulement bidimensionnel, nous avons pris
comme la vitesse extérieure axiale u. Pour le cas d'un écoulement
tridimensionnel se développant dans le passage interaube, nous avons pris comme

la vitesse extérieure longitudinale \VSe Pour le calcul des quantités intgrales,
nous avons employé les formules (2.27), les vitesses longitudinales remplaçant les
vitesses axiales pour un écoulement tridimensionnel.



11.2.4. Les équations pour le calcul du plan transversal:

11.2.4.1. L'équation de la vorticité secondaire:

L'équation qui régit le développement de la vorticité secondaire peut
être dérivée directement de l'équation vectorielle de la vorticité dans un
système de coordonnées intrinsèques 1251. Elle nous permet de calculer la

variation de la composante longitudinale moyenne de la vorticité _Q. qui est

responsable du profil de vitesse moyenne \AÇ4 . Son intérêt, pour l'utilisation de

cette équation, est de faire intervenir faiblement la pression statique.

L'équation de la vorticité est obtenue en appliquant l'opérateur
rotationnel (V à l'équation vectorielle de quantité de mouvement dans un
repère relatif pour un écoulement stationnaire.

-
=

(2.29)

- VA ( /p) - VA( 2A) +
où ...C2 VA \J le vecteur de vorticité relative.

Pour dériver l'expression de la vorticité secondiare, nous allons
utiliser un système de coordonnées intrinsèques (c,i-', b) lié à la ligne de courant

de l'écoulement sain. Le vecteur est tangent à la ligne de courant, le
vecteur i se trouve dans un plan normal à cette ligne et le vecteur b crée avec
les deux autres un trièdre direct (système de Fresnet). L'équation pour la
composante longitudinale de la vorticité fl est le résultat de la projection de
l'équation pour la vorticité sur la direction . Elle est développée par
LAKSHMINARAYANA et HORLOCK 1251.
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)
= 2 p\Ai

(1)

L ( ds ___ fY )Js
A'5 --:- /

-./
(2) (3)

+ 2cu cs + 2
F2'

(4) (5)

(2.30)
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Le membre de gauche représente l'évolution de la vorticité
secondaire. Les termes du membre de droite représentent les différentes
productions de la vorticité X2 . Le terme (1) de l'équation (2.30) exprime le
transfert d'une partie de la composante transversale ..C2LJ dans la direction
longitudinale à cause de la déflexion y de la ligne de courant dans le plan

Les termes (2) et (4) expriment les effets de la compressibilité de
l'écoulement. Le terme (3) caractérise les contraintes visqueuses et turbulentes.
Une formulation a été récemment proposée par POUAGARE et
LAKSHMINARAYANA 1281 pour la prise en compte des effets des tensions
turbulentes pour le calcul de la vorticité secondaire. Le terme (5) caractérise les
forces de Coriolis à cause de la xßtation de la machine et son effet peut être
important 1211.

Nous allons exprimer l'équation (2.30) pour X25 dans un repère
intrinsèque (S,N,B) suivant en cela COMTE ¡371 et VOUILLARMET 1391,
(figure 1). La déflexion d y de la ligne de courant est constituée par une
déflexion d4. dans le plan méridien et par une déflexion sur la surface aube
à aube. La composante Q) aussi peut être séparée en deux autres composantes

et . Mais comme nous traitons un écoulement moyenné
circonférentiellement, nous prenons en compte seulement la composante -N
résultat de la couche visqueuse pariétale 1391.

Après les calculs, la forme suivante pour J2 est obtenue

)=
2wd 2 I

Co c
Ñ JP'vV 2'S (2.31)

NJ /

Cette équation sera considérée en l'appliquant aux quantités
moyennes de l'écoulement. Son caractère est parabolique, mais il devient
hyperbolique si les termes de dissipation sont négligés.

LEBOEUF 1401 a proposé une équation pour la composante
longitudinale de la vorticité différente de celle de LAKSHMINARAyANA et
HORLOCK 1251. II a projeté l'équation vectorielle de la vorticité dans un repère
curviligne (S,N,B) associé à l'écoulement sain et il a ensuite appliqué une
moyenne selon la direction circonférentielle G . Les termes d'aubages, les
termes
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des fluctuations selon G et le terme de pression ont été négligés. L'équation
pour la vorticité secondaire obtenue, écrite pour un système curviligne ('»i, , )

lié à la machine tournante à la vitesse , est la suivante:

-
2 (4

Sk) * pJ
p SR)

- __\

k Ñ ) (R + 2 )

js -
b

- -
-f- 2 C (VJ k - vJ +. 2 L) ( -

H()A1 (v2R).Ts

Une équation analogue a été écrite pour la composante

transversale J2 de la vorticité.

Si nous assimilons le repère de Fresnet utilisé par

LAKSHMINARAYANA et HORLOCK au repère lié à l'écoulement sain, une
comparaison entre les deux formes (2.31) et (2.32) proposées pour la vorticité
secondaire peut être effectuée. On voit que, dans l'équation proposée par
LEBOEUF, la production de est associée d1une part à la déflexion de
l'écoulement sain d/5, d'autre part à la variation de RV9 selon la

direction '' tandis que, dans la formulation de LAKSHMINARAYANA et

HORLOCK, la production fl est associée seulement à la déflexion 2cJß,/cJS.

La formulation de LEBOEUF peut trouver son intérêt en particulier dans le cas
de veines centrifuges, et dans le cas de veines libres d'aubages en général.

2N)
(2.32)
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11.2.4.2. Détermination du champ de vitesse induit:

Dans ce paragraphe, nous allons exposer la procédure théorique pour
le calcul du champ de vitesse moyen transversal. Cette procédure a été utilisée
dans la version améliorée de la méthode intégrale déveIoppe à l'Ecole Centrale
de Lyon 134-401 et elle a été incorporée sans modification dans la méthode
différentielle que nous développons.

La composante longitudinale moyenne de la vorticité induit un champ
de vitesse secondaire sur une surface normale aux lignes de courant. Bien que la
géométrie de cette surface soit assez compliquée, nous l'assimilons à un plan afin
de ramener notre problème à un problème bidimensionnel.

Dans le cas général de l'étude d'un écoulement tridimensionnel où
nous traitons plusieurs lignes de courant de l'écoulement sain selon la direction
circonférentielle e , nous divisons chacune des composantes de vitesse dans le
plan transversal (B,N) en deux parties. Une partie potentielle '4 et une partie
rotationnelle W. comme suit.

JjJ (a)

- + (b)
(2.33)

Par hypothèse, le champ de vitesse transversal peut alors être
considéré comme le résultat d'une superposition d'une rotation et d'un gradient
d'un potentiel.

- -
C = 4 = )+ 7d?5 '2 (2.34)

La composante longitudinale de la vorticité s'exprimant par la
relation

L (k ) (2.35)
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les deux composantes de la vitesse dans le plan transversal sont alors données par

les expressions suivantes:

_L 4: L (a)
iJ

UN

(2.36)

(b)

En reportant ces relations dans l'expression (2.35) de la composante longitudinale

de la vorticité, nous obtenons

I k

kk Ç k3 h8 )
(2.37)

/ h L1'4
+

N N )

Si les expressions (2.36) sont introduites dans l'équation de la continuité locale,
l'équation suivante est obtenue

I i F5 )
( k1

h\

(

k5k8 2

)
1-

(

(2.38)



Les deux derniers termes de (2.38) se compensent en général, sauf pour des cas
fortement compressibles.

L'équation (2.37) permet de calculer la fonction de courant (4 après
avoir calculé J2 par (2.31) ou (2.32). Cette équation est de type Poisson et elle
est résolue dans un domaine défini par l'intersection de la surface s = constant
avec le moyeu, le couvercle et le contour de deux aubes voisines. Les conditions
aux limites sont de type Dirichiet sur . L'équation (238) sert à déterminer le
potentiel 4k.. En connaissant les fonctions 4 et , nous pouvons calculer les
composantes transversales 'v'J et par les expressions (2.36).

ANDERSON 1461 et BRILEY et Mac DONALD 1471 donnent, pour le
calcul du potentiel 1 , une équation analogue:

LkÑ

L-k (hP 2t'.
/ ( h

(
k9

(
k kN

Dans notre cas, nous traitons un écoulement moyenné selon la
direction circonférentielle. Nous assimilons cette moyenne à celle obtenue dans
la direction transversale N bien que cette hypothèse ne soit pas rigoureusement
vérifiée. Nous pouvons alors supposer que le tourbillon du passage J'2 est
centré au milieu du passage entre deux aubes voisines. Par conséquent, pour un
maillage sur une surface plane, la partie rotationnelle moyenne W() de
la composante normale V.IB sera nulle 651. L'effet tourbillonnajre dû à -P5

s'exprime alors seulement par la composante transversale moyenne Si nous
supposons aussi que la couche visqueuse selon a une évolution identique pour
toutes les positions azimutales, alors la partie potentielle moyenne \.'../,,

-=

de la composante transversale sera aussi nulle. Dans ce cas, l'effet du
blocage est associé seulement à la composante normale visqueuse à laquelle est
lié l'épaississement de la couche limite. Pour une méthode différentielle dans le
plan longitudinal, cette composante peut être déterminée par l'utilisation d'une
équation locale de continuité (2.38) ou (2.l.a) ; elle traduit ainsi l'effet du
blocage introduit par le déficit de masse dans la direction . Nous avons alors
pour le cas d'un écoulement moyenné dans la direction azimutale

,
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=0

(2.39)

(2.39)
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Dans le cas général d'un écoulement non moyenné selon E) , le

tourbillon sera déplacé vers le coin et la partie tourbillonnaire normale AJBJ ne

sera pas nulle. La partie potentielle transversale "4' ne sera pas nulle
également et dans ce cas l'effet du blocage est associé à l'action combinée de

deux parties potentielles et "is 1651.

11.3. TRAITEMENT MATHEMATIQUE DES EQUATIONS DE BASE

Nous allons exposer, dans cette partie, le traiitement mathématique
de nos équations, afin de les transformer sous une forme adaptée à l'étude des
écoulements secondaires dans une turbomachine. Le traitemfent qui suit est assez
lourd et conduit à des équations compliquées. 11 est cependant nécessaire car il
présente beaucoup d'avantages pour la résolution numériqute des équations ainsi

obtenues. Il permet ainsi:

une discrétisation simple des équations;

une meilleure approche de la fermeture;

un traitement du champ de vitesse moyenrré dans la direction
azimutale.

En plus, il conduit à un algorithme performant numériquement car il permet de
maintenir l'aspect conservatif des équations.

11.3.1. Transformation des équations dans un nouveau système de

coordonnées:

Nous allons transformer l'espace physique occupé par l'écoulement en
domaine de calcul dans lequel une solution par différences finies sera recherchée
à l'aide des équations différentielles développées au paragraphe 11.2.1.

Les équations transformées ont une forme plus ccompliquée que celle

des équations initiales mais elles présentent beaucoup d'avantages. L'avantage
principal est que, aux limites du domaine, des surfaces complexes dans le
domaine physique peuvent être représentées par des surfaces; rectangulaires dans
le domaine transformé. Un autre aspect important de cette transformation est
que les points du maillage peuvent se concentrer dans des régions où les
gradients des quantités de l'écoulement changent rapidement.
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HINDMAN 1871 a montré que la forme sous laquelle les équations
transformées sont écrites est très importante et peut influencer le
développement d'un algorithme consistant ainsi que le nombre des opérations
numériques pour l'application de l'algorithme. Ces formes s;ont:

la forme non conservative (F.N.C.) qui peut être représentée par une
équation générale de type

B(u) _ CCu)=o3x

les formes conservatives qui peuvent être représentées par une
équation de type

+ c(u) o

Pour ces dernières, différentes formes sont possibles. ILa forme fortement
conservative (F.F.R.C.), la forme faiblement conservative (F.F.L.C.) et la forme
conservative par permutation cyclique (F.C.P.CJ. HINDMAN 1871 a décrit
l'erreur induite géométriquement à cause de la difficulté de l'algorithme dans le
domaine transformé à satisfaire certaines conditions de consistance et il a
prouvé que la forme F.C.P.C. demande moins d'opérations pour la résolution
numérique que les trois autres.

VIVIAND 1881 a montré que la forme conser vative d'un système
d'équations peut être préservée après une transformation de coordonnées
arbitraire et non singulière et dépendante du temps.. Il applique cette
transformation à des équations pour le calcul des écoulements transsoniques,
instationnaires autour des objets en mouvement, non uniforme ou se déformant.
Dans un tel cas, il est avantageux de se ramener à un domaine de calcul à
frontières fixes par une transformation des coordonnées dépendant du temps.

Cette transformation du domaine physique en un domaine de calcul a
été utilisée par plusieurs chercheurs, comme THOMAS et LOMBARD 1691,
LAPIDUS 1891, VINOKUR 1901, pour la résolution des équations de Navier-Stokes
sur des maillages en mouvement, STEGER 175,91,921 pour le calcul des
écoulements subsoniques ou supersoniques, avec ou sans onde de choc, KUTLER
et alu 1861 pour un écoulement supersonique, HOLST1 193,941 pour des
écoulements transsoniques.
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Nous allons utiliser cette procédure et transformer le système
cylindrique (,R,e ) en un nouveau système ,) quelconque qui nous
permettra d'utiliser des schémas numériques plus simples et de mieux ajuster nos
hypothèses à la physique des phénomènes. L'équation (2.5) devient, après cette

transformation

j H

(2.40)

(2.41)

RFV ± -

Re

où
J

,-.., f-4v



qui donne plus précisément
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Dans ces relations, U, V, W sont les vitesses controvariantes du
système (,'i , ) et sont données par les expressions suivantes:

U + + LA

(2.43)
+ 4- V7 L-9

Les métriques de la transformation sont calculées par un

développement en permutation cyclique des termes , R. , ... et

déterminées à partir de ., , Finalement, on obtient la forme

générale suivante pour les métriques

.( RG - E R. - R G)

e- L) Th ( -o- -

. ( - R ) ( - R)
(2.44)

= - - t e

et
J-

est le Jacobien de la transformation avec

+ LA

e

(2.44.a)
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En général, ces métriques ne sont pas connues analytiquement et
seront calculées numériquement pour chaque point du maillage.

Les termes visqueux contiennent des dérivées qui doivent être
exprimées dans le nouveau système. La transformation de ces dérivées de
l'ancien système au nouveau s'effectue par une permutation cyclique (voir
Annexe 1) et les tensions visqueuses peuvent alors être exprimées dans le
nouveau repère.

11.3.2. Intégration des équations dans la direction azimutale:

Nous allons maintenant effectuer une moyenne massique selon la
direction circonférentielle O , que nous assimilerons à la direction ', ce qui
nous permettra de restreindre notre traitement à un écoulement moyen. Nous
définissons une moyenne massique comme suit

1

2 n 6 /Ñ1,
r

s

pAdO

Cette procédure est similaire à la moyenne massique temporelle
utilisée pour le calcul de la turbulence par FAVRE 79I et par CEBECCI et
SMITH 1781. Ces derniers ont exposé ses avantages par rapport à une moyenne
statistique ordinaire. Dans notre cas, l'emploi d'une moyenne massique par
rapport à une moyenne géométrique comme celle utilisée par
VOUILLARMET 1391, se justifie car la masse volumique p intervient dans tous
les termes des équations, hors les tensions visqueuses, du fait de l'emploi
particulier d'une forme conservative.

Après avoir décomposé chaque grandeur A en une valeur moyenne
et une valeur fluctuante A*



nous effectuons l'intégration azimutale, puis 'ous identifions la direction
avec la direction G , ce qui permet de simplifier la formulation finale.
L'équation moyennée obtenue ainsi à partir de l'équation (2.40) est la suivante:

bR 6R
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+

I I RF
Re

Dans l'équation ci-dessus, par souci de simplification, nous avons supprimé les

indices (' ) mais toutes les grandeurs qui apparaissent sont des moyennes
spatiales. Les détails de l'intégration sont donnés Annexe 1.

On peut constater que, dans l'équation (2.45), des termes nouveaux D1

et D2 apparaissent par rapport à l'équation initiale (2.40). Le terme D1 exprime
la force exercée par l'aubage sur l'écoulement; elle est le résultat de la
contribution simultanée de la pression et des tensions de cisaillement sur
l'aubage.

Dans le cas d'une zone non aubée, la périodicité impose D1 = 0. Dans
une zone aubée, s'il n'y a pas d'injection de fluide dans l'écoulement par les parois

des aubages (U = V= W = 0), ce terme a la forme suivante:

(2.45)

D=D14-D I

4 2r-1J,
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+
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(2.46)

p



La force due à la pression exercée par une face de l'aube sur le fluide
environnant est alors

___ ( R ) R , j )2n

où j = p côté intrados de l'aubage,

i=s côté extradas de l'aubage.

Cette force est donc normale à la surface de l'aube. Si nous utilisons
l'hypothèse des aubes minces, nous pouvons approcher la force -totale résultante
des forces de pression sur chaque côté par la formule suivante

D=4p
2ri

qui est normale à la surface moyenne O,,, de l'aube. Au contraire, la force due
aux tensions de cisaillement Di n'est pas perpendiculaire à la face de l'aube
ainsi que la force totale D1.

s-Le terme D2 contient les fluctuations spatiales du type UL U
résultat de la distorsion azimutale de l'écoulement due à la présence des aubes.
Ce terme a la forme suivante:

ou D210

D2

D25

D22
6

C
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D25 = _- b(Z3« í

+b(- «L L-

D24 b

- ID(fD

-.'Lk;u+p

i ,- L

-' - -.---.¼ ,&p

(4v«+ P4L

(2.47)

7«4 _'.' -'_ + y + vp vjj

On peut remarquer que ce terme D2 contient des termes dont la
forme rappelle celle des tensions turbulentes. Sa structure permet en outre de le
distribuer dans les termes F , et 1951. Dans ce qui suit, nous allons
ignorer la contribution de ce terme de fluctuations. Nous pouvons cependant
remarquer que sa contriDution peut devenir significative dans quelques cas
particuliers. Tout d'abord dans certaines grilles de turbine, comportant une forte
déflexion, pour lesquelles le champ de vitesse secondaire emporte une partie
significative de la quantité de mouvement; en outre, dans le cas oi des
interactions visqueuses ou turbulentes tridimensionnelles deviennent
importantes 1961. Mais dans ce cas les effets locaux doivent être pris en compte
et il est probable qu'un modèle tridimensionnel, même parabolisé, soit préférable
à un modèle moyenné.
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En ce qui concerne la fraction du terme de force d'aubage DL qui
contient les tensions, il est possible de la relier à des informations globales issues
de calcul des couches visqueuses sur l'aubage. Ainsi, en première approximation,
nous allons utiliser l'hypothèse d'HORLOCK 197! qui suppose

k (2.48)

où W le vecteur de la vitesse relative moyennée selon et k un coefficient
relié au changement de l'entropie moyennée en G , associé aux couches
visqueuses des aubages.

T5
(2.49)

Js -=.s
= dO

(2.49 .a)

et le changement de l'entropie de la station i à la station 2 est donnée par
l'expression

= s - s1 = C i
'1.2

T0

11.3.3. Approximation parabolique de l'écoulement moyen:

La nature de l'écoulement que nous allons étudier satisfait les
conditions déjà décrites dans l'introduction pour l'utilisation d'une approximation
parabolique. Nous allons alors négliger les termes diffusifs dans la direction
que nous considérons faibles par rapport aux termes diffusifs dans la direction

Les dérivées de deuxième ordre selon ainsi que les dérivées mixtes seront
éliminées. Nous n'avons pas, cependant, suivi la théorie d'une couche limite
classique puisque nous conservons la deuxième équation de mouvement dans la
direction normale et l'hypothèse d'une pression constante dans la couche limite
n'est pas a priori utilisée.

(2.49.b)
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L'hypothèse d'uTì écoulement parabolique selcn donne un rôle
prépondérant à cette direction qui devient privilégiée par rapport aux directions
"?L et . Le choix correct de cette direction est donc essentiel si nous voulons
reproduire correctement les effets visqueux de l'écou1ement. La direction
longitudinale S associée à l'écoulement sain local pourrait être définie comme
telle.

Après l'élimination des termes diffusifs selon l'équation (2.45)

prend la forme suivante

+
A LY D1 (2.50)
Re i

11.3.4. Nouvelles expressions des composantes de l'équation de quantité de
mouvement:

11.3.4.1. Traitement du terme de pression Dip:

L'équation (2.50) contient le terme D1 qui dépend d'une part de la
force de pression exercée par l'aubage sur le fluide D4 , d'atutre part de la force
due aux tensions de cisaillement sur l'aubage D1 . Nous aillons rechercher une
formulation qui soit exempte du terme D1.

Dans leur méthode intégrale, COMTE 1371 et VOUILLARMET 1381 ont
aussi cherché une équation ne contenant pas un terme de déficit de force qui
traduit la variation de la force d'aubage à l'intérieur de lLa couche visqueuse.
Dans ce but, ils ont utilisé une relation validée par l'expérience 1341 qui relie la
composante axiale de ce déficit de force à la composante circonférentielle par
l'intermédiaire de l'angle de la cambrure moyenne de l'aube Cette relation, que
nous présentons plus bas, leur a permis, en combinant deux composantes de
l'équation de mouvement sous une forme intégrale, d'éliminer le terme du déficit

de force. Une démarche analogue a été suivie par MELLOR et WOOD 1131 et par

HORLOCK 1311.



si

Après la projection selon Ñ l'équation obtenue est la suivarte

, (pu3\
1 /

#1'1N L

Re

- 50 -

Nous allons aboutir à un résultat analogue en suivant une procédure
mathématique qui ne 'tait appel à aucune hypothèse. Noius projetons les trois
composantes de l'équation de mouvement selon un vecteur )qui est
tangent à la surface moyenne de l'aube. Puisque le vecteur de la force de la
pressionD est normale à cette surface, le produit scalaire de celui-ci et du
vecteur 4 sera nul et par conséquent

ç p - p ).( RG Ñ Ñ6) _ o (2.51)

L'équation de mouvemet alors projetée selon N ne -comporte plus le
terme de force d'aubage qui dépend de la pression. Ceci es-t la généralisation au
cas des aubages vrillés de l'expression utilisée par VOUILLARMET pour le déficit
de force

- -c' 'e
qui à notre terminologie pourrait s'exprimer comme suit

R (U PÑ) -4-

f Ña)]

OÙ

+ -

frv N)]

(2.52)

- 4-Cr
2»iJ

ÇD Ñ ± DiÑ+ £4t9Ñe)
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et LÑ.5 4-

P1
- Ñ # N - N9

'1Ñ + ÑFVieÑ

Nous pouvons trouver encore une équation indépendante analogue à

(2.52) en projetant l'équation de mouvement selon une direction i tangente à la

surface moyenne de l'aubage et normale à la direction Ni. Les vecteurs N et

seront déterminés en fonction de la géométrie de l'aubage. La nouvelle équation

selon L a une forme complètement analogue à celle de l'équation (2.52).

11.3.4.2. Utilisation d'une relation cinématique:

Dans le paragraphe 11.3.4.1., nous avons éliminé le terme de force

d'aubage de l'équation de quantité de mouvement. Dans les deux composantes de

cette équation selon et 1, seuls des termes de pression moyenne en G sont

alors conservés. Nous avons décidé d'utiliser une équation de transport de la

vorticité secondaire _(2 qui fait peu intervenir cette pression moyenne. Cette

équation nous permet de déterminer une composante de vitesse normale à

dans le plan ( , à partir de l'utilisation d'une fonction rotationnelle . Pour

le couplage du calcul de l'équation de quantité de mouvement et de l'équation de

la vorticité secondaire, deux voies sont possibles

Soit effectuer une résolution simultanée des systèmes (1) et (11) des

équations, définis dans le paragraphe 11.1. Dans ce cas, nous avons à

résoudre une équation vectorielle qui contient les équations des deux

systèmes.

Soit découpler le calcul des deux systèmes qui seront reliés par une

relation cinématique du type traitée dans le système

(I) des équations principales.
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Nous avons décidé de suivre cette deuxième voie. La relation
cinématique que nous allons utiliser permet donc le transfert des informations
associées au caractère elliptique de l'écoulement dans le plan transversal (i3O)
(calculé par le système (Il)) sur le champ moyenné selon (calculé par le
système (I)). Nous allons ensuite présenter l'utilisation de cette relation dans le
système vectoriel (I).

Dans la couche visqueuse, les composantes longitudinale kf5 et
transversale kJÑ de la vitesse sont liées aux composantes et 'A de la
manière suivante 39I

tf'Js = U. ± Lt9 SI'ljBe

(2.53)

-Lk St U csjSe

On peut en déduire

P ± 0 (2.54)
Co5 /3

qui est la relation cinématique que nous allons utiliser. Nous l'introduirons dans
la quatrième ligne du terme non conservatif N'1

Après les calculs, nous obtenons la forme finale de notre équation
vectorielle qui est la suivante

'6RJ RF JM L ;&
Re VL

(2.55)

où
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et

- AJ F =

45 = F55 G5 G5

- R f + )
R

+

+
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- ( D4L + 4Z LR f Le )
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11.4. CONCLUSIONS

Dans ce chapitre, nous avons présenté les équations initiales et leur
traitement mathématique qui nous a permis d'obtenir deux systèmes des équations
de base pour notre problème.

Le premier système contient les équations dans le plan longitudinal,
moyennées selon la direction circonférentielle 9 . L'hypothèse d'un écoulement
parabolique dans la direction longitudinale est utilisée. De plus, un traitement
special de l'équation de quantité de mouvement a conduit à l'élimination du
terme inconnu de force de la pression.

Le deuxième système contient les équations pour le calcul des
inconnues sur le plan transversal. Des variables moyennées en O sont ici aussi
considérées.

Les deux systèmes sont liés par une relation cinématique qui assure le

transfert des informations associées au caractère elliptique de l'écoulement dans
le plan transversal sur le plan longitudinal.

Dans le chapitre qui suit, la méthode numérique utilisée pour la
résolution des équations de base sera exposée.



CHAPITRE III

METHODE NUMERIQUE
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111.1. INTRODUCTION

Dans le chapitre précédent, nous avons développé les équations qui
régissent l'écoulement secondaire pour les amener à une forme adéquate pour
notre cas. Nous avons créé deux systèmes d'équations dont le couplage nous
donnera la solution du problème étudié. Le premier système comprend l'équation
vectorielle (2.55) écrite sous une forme faiblement conservative pour un système
curviligne ( , Ç), moyennée dans la direction S' et avec une diffusion
longitudinale négligée selon . L'équation de quantité de mouvement est
projetée selon deux directions et proprement choisies. Le deuxième système
comprend l'équation pour la vortiçjté secondaire et une équation de type Poisson
pour le calcul de la fonction de courant et des vitesses transversales. Dans
ce chapitre, nous allons préciser le schéma numérique que nous utilisons pour la
résolution de ces deux systèmes de équations.

L'équation vectorielle (2.55) dans le plan ( , i..)

bRk/ RF 6RG 1. RC- +jH= O
Re V7

est non-linéaire. Pour sa résolution, nous allons suivre une procédure de
linéarisation par rapport à un temps fictif utilisée habituellement lors de la
résolution de systèmes non-linéaires d'équations différentielles ordinaires 198,991.

Pour effectuer cette linéarisation, nous introduisons tout d'abord un schéma de
différentiation que nous appliquons à une discrétisation de l'équation en temps,
et en calculant au passage les matrices Jacobiennes nécessaires à la
linéarisation.

Un schéma aux différences finies est appliqué sur les dérivées
spatiales pour tous les points intérieurs du maillage. L'équation (3.1) est ainsi
remplacée par un système des équations discrétisées qui conduit à une matrice
tridiagonale par blocs, elle-même traitée à l'aide d'un algorithme adapté. Une
analyse détaillée des conditions aux limites possibles et de leurs introductions
dans l'algorithme sont données. Enfin, une analyse de la stabilité de la méthode
est donnée.

Nous présentons ensuite le traitement numérique du deuxième
système des équations, dans le plan transversal. Pour l'équation de la vorticité
secondaire un schéma simple aux différences finies est uitlisé. Pour l'équation de

(3.1)



Poisson et le calcul des vitesses transversales nous avons utilisé, d'une part le
développement en séries de Fourier dans la direction transversale, d'autre part
des schémas aux différences finies dans la direction normale qui nous donnent un
système tridiagonal.

Différents schémas de couplage entre les deux systèmes des
équations dans le plan longitudinal et le plan transversal sont enfin proposés et
leurs avantages ainsi que leurs inconvénients seront exposés.

1112. DISCRETISATION EN TEMPS - LINEARISATION PAR RAPPORT AU
TEMPS DES EQUATIONS DANS LE PLAN LONGITUDINAL

La variable temporelle t est discrétisée comme t = n ¿\± où LIt est
le pas dans le temps et = . La dérivée du vecteur des
inconnues en temps peut s'écrire sous une forme générale de PADE utilisée par
BEAM et WARMING ¡100! comme suit:

kJ

2 tJ
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± ( -w--h-) (t) +
où L est un opérateur des différences vers le futur,

V est un opérateur des différences vers le passé.

La comlinaison de différentes valeurs des paramètres J et e donne
des schémas des différents ordres d'approximation. Dans notre cas, nous allons
utiliser le schéma implicite trapézoïdal avec e = 1/2 et w = O qui donne des
différences centrées autour du point temporel n + 1/2 avec deuxième ordre
d'approximation. En introduisant ces paramètres dans la formule (3.2), nous
prenons

(3.2)

(t2) (3.3)



Si cette relation est introduite dans l'équation (3.1), la forme suIvante est
obtenue

. ( 6RF1 ± ( bRF
2

2
('iRG (RG)1
k z) Ç òi,/

4 42R\
La présence des vecteurs non-linéaires F, G et M ne permet pas une

n 4-4

résolution directe de l'équation (3.4) pour calculer le vecteur inconnu Vi . Nous

procédons alors à une linéarisation de cette équation en utilisant un

développement en séries de Taylor autour d'un nouveau vecteur inconnu noté ici

et définit comme suit

-/(p,p,p,p91pE) / e, E

ou
- T

Ceci nous permettra d'obtenir un schéma numérique de la même précision
temporelle mais qui est en plus linéaire par rapport à

V 4-4

=
+

/1

= F1 + 74t +

=G
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2

I 6RGY

\ 2V 1

V)

t44-1)

(M4 + N1) (3.4)

+ (±1,'= o

f) + (t2)

cas compressible

cas incompressible

(3.5)

M+ + fn) +

V) 41

G



oi 5ÇJ, 3'' (etc/«' sont les matrices 3acobiennes de la linéarisation
temporelle définies ainsi

L)
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= (î_ %) I (x I

et dont le calcul détaillé est donné à l'Annexe 2.

En introduisant les formules (3.5) dans l'équation (3.4), nous obtenons
l'équation suivante qui est linéaire en

bR?7
+ 1fr() +

+ i}Re
'vl

+ ±r
2. j

(Y+ i1
+

où Re5 'RF4 çTG .j '1RG, +
Re

est le résidu obtenu à l'étape n. Sa valeur indique la précision atteinte à cette
étape par l'équation (3.1).

Remarques

Si le vecteur W est identique au vecteur des inconnues (cas d'un
écoulement bidimensionnel), la matrice 3acobienne est réduite à

la matrice unité I.

La dérivation spatiale dans l'équation (3.6) s'applique tant au matrices
3acobiennes qu'au vecteur des inconnues

(3.6)

7 - ¿-E Res

bRzY

L

Re



Dans l'équation (3.6), on peut noter que les coefficients matriciaux
.44

des vecteurs /t et /4 sont identiques. Par conséquent, nous pouvons écrire
l'équation sous une autre forme plus compacte appelée 'formulation delta" qui
utilise comme nouvelle inconnue la variation temporelle =,/l Nous

obtenons alors la forme suivante

R+ f)
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(3.7)

e) Il y a une possibilité d'appliquer différentes discrétisations spatiales
dans le nombre de droite et dans celui de gauche de l'équation (3.7) en

vue d'améliorer la propriété de convergence de la solution sans que
cela perturbe, au moins en pratique, la solution stationnaire.

Re (6R) ± = ±. es

Les avantages de l'équation ci-dessus sous forme delta par rapport à

l'équation (3.6) pour les méthodes implicites ont été étudiés en détail par BEAM

et WARMING 11001. Nous les mentionnons ici brièvement.

A la convergence, l'état stationnaire qui a été atteint

2RG i + =0

est indépendant de la grandeur du pas temprel L ± puisque le
vecteur variable 0. Pour une méthode à pas fractionnaires, au
contraire, dans certains cas, la solution stationnaire dépend de

Si les conditions aux limites sont de type Dirichiet, elles peuvent être

facilement introduites dans l'algorithme en mettant 41limites = 0.

La forme delta demande moins d'opérations que la forme classique.

L'utilisation de formule de PADE (3.2) pour la différenciation en
temps conduit à une dérivation immédiate de l'algorithme à cause de
la commutativité des dérivations en temps et en espace.



HL3. CHOIX DU MAILLAGE - DISCRETISATION SPATIALE DE L'EQUATION
VECTORIELLE

¡Dans ce paragraphe, nous allons exposer le type du maillage utilisé et

présenter la discrétisation de l'équation (3.7).

Pour remplacer les dérivées de l'équation (3.7) par des différences
finies, nous établissons un maillage sur lequel nous allons discrétiser cette
équation. La précision de la solution calculée dépend souvent du choix du
maillage notamment dans des régions où des gradients importants des inconnues

existent. Dans ces régions, l'utilisation d'un maillage non uniforme, dense, peut
améliorer la solution.

Deux sortes de maillage non uniforme existent pour le calcul des
couches limites. ¡Dans la première, le domaine de calcul est divisé en plusieurs

régions avec un maillage uniforme sur chacune mais à pas différents entre
elles 541. Dans la deuxième, la densité du maillage évolue continuellement de

manière analogue à l'évolution de la vitesse 87,l0l1.

ROBERTS 1101! a proposé une transformation analytique des

coordonnées qui introduit un maillage non-uniforme. Elle est donnée par la
formule suivante

= N+ (N-1)
/9
e»
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cl - - y)
cz *(YNY)
c. + >"Ñ

(3.8)

V
où Q-2

"N

1
Yo-

YN

Yo- l'épaisseur de la région où des gradients forts existent;

N le nombre de points du maillage dans la direction Y.
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Si l'équation (3.8) est résolue par rapport à Y, nous trouvoins pour la coordonnée

initiale la relation suivante

RCYÌ) =
(#y).LoA +

(3.9)
+ i

où
N-i

Nous avons appliqué la formule (3.9) pour générer notre maillage.
Différentes valeurs de Y0- ont été testées et l'influence d'un maillage fin près
de la paroi sur la solution a ainsi été constatée.

Pour la résolution numérique de l'équation (3.7) nous approchons les
dérivées spatiales par des différences finies écrites entre les noeuds du maillage.

L'approximation parabolique utilisée lors de l'écriture des équations
nous permet de réaliser une première discrétisation selon la direction . Nous

obtenons alors une équation portant sur la correction de la solution dans le
nouveau plan (i + 1) à constant et dépendant de la solution en (i). Si nous
considérons l'équation (3.7), écrite autour d'un point (i + 1/2), et nous remplaçons

la dérivée selon par une différence centrée de précision de deuxième ordre,
nous obtenons la forme suivante

f
2

(3.10)

V'

4
= Res.+L
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Nous recherchons la solution stationnaire de l'équation (3.10). Dans ce
cas, le temps ¿E n'a pas le caractère d'un temps physique -comme ce serait le
cas pour le traitement d'un écoulement instationnaire- mais il représente un pas
de calcul numérique. A la convergence au pas n de ce temps fictif, la solution
stationnaire de notre problème sera . En plus, et par conséquent

= 0. Nous avons déjà noté que l'hypothèse d'un écoulement parabolique dans
la direction s'exprime par le f ait que le vecteur des inconnues au point (i + 1)

ne dépend que des valeurs des variaoles au pas précédent (i) déjà calculées. Dans
ce plan, puisque la solution a convergé, nous avons 0.

Supposons que nous ayons calculé au pas (i + 1) le vecteur en
temps n et nous recherchons le vecteur iy'1 =,/t' -/t par
l'équation (3.10). Le memore de droite de cette équation est calculé en fonction
des valeurs du vecteur et caractérise le résidu de l'équation au pas
temporel n. Dans le membre de gauche, l'opérateur sera approché

appliqués aux points (i)

Or O et la relation ci-dessus se réduit à

o.-' ¿.. ,,
'..-. ¿.4e

L
R +J ¿4.4/Re 3r

est un opérateur appliqué au vecteur au point (i + 1/2)

Res - (6RF)L
et Lr

( 6RG 1. + jM)
YÌ.

linéairement en fonction des opérateurs et.
.4 4

et (i + I).

2 2
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En introduisant cette relation dans l'équation (3.10), nous obtenons le schéma

suivant

f

¿ (6R)
2

(±j2 2 ;

+
.{ RG1 1

- Re '
tRG L RG ± j6M]

2 2 ¿

(3.11)

Cette équation représente le schéma de base de notre calcul. Nous
allons ensuite discrétiser les dérivées selon la direction en utilisant des

formules d'approximation qui nous conduisent au traitement d'un système

tridiagonal par blocs pour la résolution duquel des méthodes efficaces existent.

Les dérivées des termes convectif s au point (j) pour le résidu seront
approchées par différences centrées qui font intervenir les variables aux points

(j + 1) et (j - 1). Pour le premier membre de l'équation (3.11), des différences
décentrées pour ces termes pourront être utilisées. Les termes diffusif s, écrits
aux points (j + 1/2) et (j - 1/2), seront approchés par différences centrées qui font

intervenir les variables aux points (j - 1), (j) et (j + 1) Après la discrétisation des

dérivées selon la direction Y de la façon décrite dessus, l'équation (111.1) prend

la forme suivante
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t
2 2

± L (6R 4,j44 -
2 2

( bR 1: (6 R
2 2 1 v1-

(b F
= _±.1

L Ç 6R G') i4.4, H - (b
2

i (
Re. 2.

4

2 R

44,j

6 G: ) -

(6 (b R) , (b RGTM)

2 2

(bG: )L,j4-f ( )i,3-»2

L,e membre de gauche de (3.12) ne contient que des variables au
point (i + 1) et pour simplification nous allons supprimer l'indice (i + 1). On peut
noter aussi que dans le membre de droite, ce résidu se compose de deux parties.
L'une fixe qui comprend les variables au point (i) et ne change pas avec les
itérations; l'autre écrite au point (i + 1) qui varie à chaque itération en temps;
nous écrivons par conséquent

'1

= R1 C ì4 1 ) R. (i)

(3.12)

(bM).. i/L) I

2 J
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L'équation (3.12) est une équation matricielle tridiagonale. Les

détails de l'analyse qui suit sont donnés dans l'Annexe 3.

Les matrices Jacobiennes des termes diffusif s Vj contiennent des

dérivées des variables dans la direction 7 multipliées par les métriques de la
transformation. La différence de ces matrices entre les points (j + 1/2) et (j -
1/2) peut s'exprimer de la façon suivante

/ - (".. ,Ç ' í

+ ()1V1f .ii

où la partie du terme GV au point (K)

avec ¿ = (11, 0, 1) pour K = (j - 1 j, j + 1) respectivement.

La matrice associée au terme non conservatif contient
également des dérivées selon ? qui font apparaître les variables aux points (j -

1),(j) et (j + 1). De façon analogue à celle utilisée pour la matrice nous

ecrirons

H=

= f)J4 + +

où c/k)1a partie du terme H au point (K).

(3.13.a)

(3.13.b)

En introduisant les relations (3.13) dans l'équation (3.12) le schéma

suivant est obtenu



f RY'1 + Z.± R"
.L

2. 2
.1

+ ( )J+4 - (6R
2 4

(6r'4:4r)4, --(6R($)j -
2 Pe

(67)3,
2. 2

= - ¿±. Resi

qui après le réarrangement des termes nous donne la forme finale tridiagonale
par blocs au point (j)

E A1 J ¿y + L BJI,J Lc37z= RS (3.15)

où les coefficients matriciaux sont donnés par les formules suivantes

-68-

+ (4)
('4Th-4

(6R 7')J4
4 (6R Ç4, )4jv 2''2

[BJ} z± f (R)1
Z 2E

(R-:) (4)j
2 2

(3.14)

4-j

(3.16)

I
ci) r ( R 9fl)j) (64

J

2 1 4Lv 2 2 j

i
[A3 2



Dans certains cas, par suite de problèmes de stabilité numérique dont

nous parlerons dans un prochain paragraphe, nous approcherons la dérivée selon

du terme convectif 9 par une différence décentrée en arrière. Dans ce cas,
l'équation discrétisée est légèrement différente de l'équation (3.12) et également

les matrices IAI IBI et ICÌ de l'équation (3.16).

[ A - ' +. '-' i

2 2x Re 2vl 2 J

I
Bji = ( ?7,)

Z 2 2LvL
(3.17)

___i_ +
2 2
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Si nous étudions un écoulement adiabatique à enthalpie d'arrêt

constante et uniforme dans le domaine de calcul, nous utilisons une forme

stationnaire de l'équation de l'enthalpie, et les matrices de résolution AI, BI, ICI

sont de dimensions (4 x 4). Pour le cas d'un écoulement non adiabatique où une

inconnue supplémentaire existe, une forme instationnaire de l'équation pour
l'énergie doit être utilisée, et les matrices de résolution sont de

dimension (5 x 5).

Pour chaque point intérieur du maillage de j = 2 à = N - 1, une

équation matricielle de type (3.15) doit être écrite. Pour les points j 1 et j = N

des conditions aux limites seront imposées; nous les décrirons dans la suite. En

regroupant les équations (3.15) pour tous les points intérieurs du maillage de j = 2

et i = N - 1, la forme globale de notre système tridiagonal par blocs pour le pas

(i+1 ) peut être obtenue.
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f B, J (CNJ

4ï2

Z73

-

(3.18)

S3

Après Cette analyse qui nous a donné le schéma de résolution (3.18), nous
récapitulons le processus de calcul que nous allons suivre dans le plan
longitudinal ( ,rz ).



- 71 -

La solution au pas (i) pour tous les points du maillage (j) dans la

direction connue, nous cherchons la solution/i44, au pas (i + 1).

Nous supposons pour la première itération =/ . La partie du

résidu à (i + 1) est calculée avec les valeurs et les métriques

calculées à (i+i ).

Le schéma discrétisé (3.18) nous donne un système tridiagonal par
blocs à résoudre. A l'itération (n), il faut calculer le vecteur
pour tous les points dans la direction "? . La méthode numérique de la

résolution sera exposée plus bas.

Après avoir calculé le vecteur des inconnues pour l'itération

(n+i ) est obtenu par

744,j +

Le résidu est déterminé à partir des nouvelles valeurs

Cette procédure est répétée jusqu'à la convergence où O, qui

nous donne la solution au pas (i+ ) et nous avançons au

prochain pas (i 2) jusqu'à l'extrémité de la zone de calcul.

111.4. ALGORITHME DE LA RESOLUTION

Dans ce paragraphe, la méthode numérique utilisée dans la résolution

de l'équation (3.18) sera exposée. Pour l'inversion de la matrice tridiagonale par
blocs de cette équation, nous utiliserons une méthode de récurrence souvent

connue sous le nom d' "algorithme de Thomas". Elle est une technique efficace

d'élimination Gauss dont l'application à des problèmes divers a été donnée par
ROACI-LE lO2I et YANENKO 11031.

La formule de récurrence pour un point j du maillage est

(3.19)
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En introduisant la relation (3.19) écrite au point (j - 1) dans
l'équation (3.15), nous obtenons l'équation suivante

([A][ x4] + [B1 )L + [c1JA = - L]
qui après sa résolution par rapport à donne

= - ([A]L x1] + L ]) [Cj] LJI
(3.20)

+({Jf X] + [ß] )(Rs1 - [A

En comparant les expressions (3.19) et (3.20), nous en déduisons

= -( [A1J[X1 ] + [11)'k3]

3. = (LAJ1[XJ [B)'(Rs-[A] -\fI. ) (3.21)

Les coefficients matriciaux L Xj J et > pour j 2 ne seront pas
calculés par les formules de récurrence (3.21) mais directement à partir de
l'équation (3.15) écrite à j = 2 dans laquelle les conditions aux limites à j 1 sont
introduites.

Les différentes étapes de l'algorithme pour la résolution du

sytème (111.10) sont résumées ci-après.

Nous calculons les coefficients [)1 et '>Ç à j = 2 en utilisant
l'équation (3.15) et les conditions aux limites sur la paroi j = 1.

Les coefficients f. >Ç J et avec les formules (3.21) de j = 3 à j = N -

2 ou j = N - 1 sont obtenus. Le choix entre j = N - 1 et j = N - 2

dépend des conditions aux limites sur la frontière extérieure j = N.
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Si des conditions Neumann sont utilisées à = N, les L >(] et
sont calculés jusqu'à j N - 2. Le vecteur est calculé par une
relation (présentée dans le paragraphe 111.5.1.) résultant de la
combinaison de l'équation matricielle (3.15) écrite à j = N - I où les
conditions aux limites à j = N sont introduites et de la relation de
récurrence (3.19) entre 4ç, et Lji. Si des conditions Dirichlet
sont utilisées à j = N, les coefficients LXJI et Y. sont calculés
jusqu'à j = N - 1. Le vecteur est alors calculé directement par
la formule (3.19).

Le vecteur est calculé de j = N - 2 à j = 2 en descendant dans la
couche limite de l'extérieur vers la paroi, par la formule de
récurrence (3.19).

Cet algorithme de la résolution du système (3.18) est introduit dans
l'étape (3) du processus général de la résolution du problème dans le plan
longitudinal pour chaque pas (i).

ffl.5 INTRODUCTION DES CONDITIONS AUX LIMITES DANS L'ALGORITHME

DE LA RESOLUTION

Dans ce paragraphe, les conditions aux limites seront présentées ainsi
que leur introduction dans l'algorithme de résolution. Les conditions utilisées
sont issues soit d'un choix arbitraire mais qui est justifié par la physique de
l'écoulement, soit de l'application directe des équations sur les frontières. Nous
examinons séparément le cas d'un écoulement incompressible et celui d'un
écoulement compressible puisque les variables sont un peu différentes dans les
deux cas.

111.5.1. Ecoulement incompressible:

A) Conditions sur la paroi:

Pour un écoulement visqueux sur une paroi imperméable, la condition
de non-glissement sur la paroi donne u=A-_4= O. Il faut imposer une condition

supplémentaire pour la quatrième variable indépendante qui est la pression.
Celle-ci ne peut être choisie arbitrairement mais elle doit satisfaire les

équations de Navier-Stokes sur la paroi. Dans ce paragrapte, un inventaire des
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conditions à la paroi pour la pression sera exposé. PULLIAM et STEGER 1911
ont donné une expression pour le gradient de la pression dans la direction
normale à la paroi en combinant les trois composantes de l'équation de
mouvement dans le domaine transformé. Cette expression pour un écoulement
tridimensionnel, non visqueux, est la suivante

P
(; V?: f V?; ) = R'2 )p

+(vv+vt)p

= - pUf f( R) + V?6 (Q)
J

où (n ) est la direction normale à la paroi sur le domaine physique et = ct est
la direction sur laquelle la surface est transformée dans le nouveau système.
Pour un écoulement visqueux, la même expression a été proposée avec la
condition pour les vitesses controvariantes sur la paroi U = V = W = O. Cette
expression devient

1D (v) + : )12
+ ee )p

(3.23)
+ ( ) o

Pour un écoulement moyenné dans la direction '' comme dans notre cas, la
relation ci-dessus donne

(3.22)

P (V? + V?
)2 = ( V? ) (; V? ) p = o (3.24)

qui est équivalente à la condition suivante

o (3.24.a)
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Les expressions (3.23), et aussi (3.24.a) qui en est déduite, sont une

approximation dans laquelle les termes visqueux des trois composantes de

l'ér'uation de mDuvement ont été négligés. Pour un écoulement de type couche

limite à un nombre de Reynolds élevé, l'approximation (3.24.a) p/v2 = O est

bonne et elle a été souvent utilisée comme condition pour la pression sur la

paroi 59 661.

Une approche plus correcte serait d'utiliser une expression analogue

à (3.23) qui en plus contient les termes visqueux. Pour un système ( , , non

orthogonal aux frontières, l'expression correspondante est assez compliquée.

Nous faisons alors l'hypothèse que-.la direction v est normale à la paroi (et par

conséquent elle est supposée coïncider avec la direction n sur la paroi). Dans ce

cas, nous pouvons utiliser directement la deuxième composante de l'équation de

mouvement écrite sur la paroi pour le calcul du gradient de la pression sur ce

point.

Dans le cas d'un système transformé, cette composante écrite sur la

paroi donne

)±i L(1
l F'1 'JPI

\ 2
2()] 4 D(R)JJJ(R\

(3.25)

La discrétisation du membre de droite de l'expression (3.25) demande l'utilisation

des différences décentrées en amont de précision de premier ordre, pour

l'approximation des dérivées de deuxième ordre dans la direction . Pour un

écoulement à nombre de Reynolds élevé, nous pouvons considérer que les termes

de droite de (3.25) sont faibles et nous retrouvons la relation (3.24a) ap/ai= O.

Une autre possibilité pour calculer la pression sur la paroi est

d'utiliser l'équation de continuité comme elle est écrite dans le

paragraphe (11.2.2.) par la méthode de la compressibilité artificielle

2VL
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En appliquant la formule trapézoidale dans l'équation ci-dessus, nous avons

+ i
3(6RF)4 (Rc), J_o21

Après avoir introduit les formules

F44 = +

G4 = +

dans cette équation et avoir remplacé ,G1 par ses expressions, nous.
obtenons une nouvelle forme de l'équation de continuité qui, écrite sur la paroi,
donne une condition pour la pression

zt i 2(bR)
3 J

(3.26)

3VL

Cette expression est sous une forme implicite compatible avec la forme
implicite de l'algorithme. Une autre expression simplifiée pour la pression sur la
paroi est celle déduite de la continuité mais écrite sous une forme explicite

(6R;) i
3 V? 3vL

J

(3.27)

On peut remarquer que la relation explicite (3.27) peut être directement déduite
de la relation (3.26) si les deux termes implicites du premier membre sont
supprimés. L'utilisation d'une condition explicite (3.27) pour le calcul de la
pression sur la paroi peut conduire à des oscillations fortes et même à la
divergence dans certains cas 166L
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Nous avons trouvé jusqu'ici quatre expressions possibles pour le calcul

de la pression sur la paroi, soient (3.24), (3.25), (3.26) et (3.27) en utilisant soit
l'équation de mouvement, soit l'équation de continuité sur la paroi. Nous allons
montrer ensuite corn ment ces conditions peuvent s'introduire dans l'algorithme

qui a été présenté.

i) Gradient de pression nul sur la paroi (équation (3.24)):

En supposant un système orthogonal aux limites et les lignes
?

= ct

normales à la paroi, nous avons -i. v = 0 et l'expression (3.24) donne

(3.28)

Pour la discrétisation de la relation (3.28), une formule en trois points

d'approximation au deuxième ordre sera utilisée

=0
2

et après arrangement des termes

zJ;1 +O(3Zp (3.29)

et O(3

En introduisant l'expression (3.29) dans l'équation matricielle (3.15) et après le
calcul, la relation suivante est obtenue

d = b1 L=2

= C L = 3

- L 2
3

(3.30)

a<44+ d44 d4a

cKL a2 * d,

cx..3 + cL

c4

d

«22

d3

d

cJ34

ccJX4 + d d4 d43 cJ44

et [c' ={D3]
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et afl., b , sont les éléments des matrices A2I, 1B21, IC2 de
l'équation (3.15).

En résolvant l'équation (3.30) par rapport à ¿ij et en comparant le
résultat avec la formule (111.19) nous pouvons calculer les coefficients L XL J et

[X1 = - [ B f c; J

(3.31)

Gradient de la pression sur la paroi qui prend en compte les termes
visqueux (expression (3.25))

L'utilisation de l'expression (3.25) donne une forme similaire pour[xj et > mais les matrices s'en déduisant sont plus compliquées. Pour la
discrétisatjon des dérivées de deuxième ordre du membre de droite, nous utilisons
une formule à trois points décentrée vers l'intérieur du domaine, de précision de
premier ordre. L'utilisation de cette formule est basée sur l'hypothèse que la
précision globale d'un schéma de deuxième ordre est conservée si des
approximations de premier ordre sont appliquées sur les limites 104I. Après la
discrétisation, une expression pour la pression sur la paroi est obtenue, du type

= + +

qui, introduite dans l'équation (3.15) et après les calculs, donne les coefficients
de récurrence L)ÇJet >

Pression sur la paroi par la continuité implicite (expression (3.26)):

En utilisant l'expression (3.26), nous obtenons après la discrétisation
une formule analogue à (3.32) mais où apparaissent des termes de résidu qui
dépendent de l'itération précédente.

= 6 zi g ¿:J (3.33)

2 + y Ai + k (Rs4 )

(3.32)
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Si cette expression est introduite dans l'équation (3.15), elle donne

4

= [D2j
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et {c' J = [ Dj

/ - [ k(RS,) 21k(s4 ) a3k(Rs, ) kCRS1) J2.

pour i = 2, dcÇe pour i = 3.

Les coefficients de récurrence sont

xj _[&J Lcr']
(3.35)

iv) Pression sur la paroi par la continuité explicite (expression (3.27)):

Dans ce cas simplifié du cas précédent, la pression sur la paroi est

donnée par la formule

- k ( RS ). (3.36)

et les coefficients de récurrence par les formules

[xj = - I [c
(3.37)

=

(3.34)

d44 ea42. 4-cL d

[DL d2 d ya 4d3 d2

d + c2_ aJcS d4

d4 d42. 'a4+d43 d44



de la pression sont connues. Nous
coefficients de récurrence LXJ et
j = N - 1. La formule de récurrence (3.
les conditions mentionnées,

B) Conditions sur la frontière extérieure du domaine:

Nous distinguons deux cas de conditions pour la frontière extérieure.
Dans le premier, toutes les conditions imposées sont de type Dirichlet tandis que,
dans le deuxième, nous traitons simultanément des conditions Dirichiet ainsi que
des conditions Neumann.

i) Conditions Dirichlet:

Dans ce cas, les trois composantes de vitesse ainsi que la distribution

puisque

R )
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avons alors = = ¿ ¿= O. Les
'Y doivent être calculés jusqu'au point

19) donne alors, après avoir pris en compte

Y4

En connaissant maintenant ¿2I/Ç. et en utilisant la formule (3.19), nous pouvons
en descendant le maillage de j = N - 2 à j 2 calculer les vecteurs pour ces
points.

ii) Combinaison de conditions Dirichiet et conditions Neumann:

Nous imposons des conditions Dirichlet pour les composantes U et
--e et pour la pression et une condition Neumann pour la composante normale
U. Cette condition est trouvée à partir de l'équation de continuité écrite au

bord extérieur au point N

4-L4l/,Ñ

En appliquant l'opérateur en temps et tenant compte de ¿U-i 0
nous obtenons

+

(3.38)
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Pour la discrétisation de celle-ci, nous utilisons une différence centrée au
point (r "i) dans la direction , et des différences en trois points en arrière au
point (N) selon la direction 'l . Après la discrétisation et le réarrangement des
termes, il vient

= kN, L' + kÑ2 N- (3.39)

(____ .

3 3 ¿ v1

L (4 Rj ±
3 \\3 ¿

-p
(f A4[x2] + 1)( RSÑ([A' i yN-. N- /

L AÇ, { D2 I et f a'.] L r- J
kc4 d44

k, C2 c124

K C,, j,4

kC4 d44

L

(3.41)

d ci d4 +

d, d?.z d2 +

ci d32 d33 -

d d4 d4 +

d = pouri=N-2; b pouri=N-1

Dans ce cas, les coefficients de récurrence L > I et > doivent être calculés
jusqu'au point j = N - 2. Avec l'expression (3.41), nous calculons le vecteur

et ensuite, en utilisant la formule de récurrence (3.19), nous calculons le

vecteur en descendant le maillage de j = N - 2 à j = 2.

Si l'expression (3.39) est introduite dans l'équation (3.15) écrite au point (N - 1),
la forme suivante est obtenue

[A'N, i -L + [B,] Ñ-i = (3.40)

En introduisant celle-ci dans la formule de récurrence (3.19) écrite à j = N - 2,

nous obtenons une expression pour le vecteur
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111.5.2. Ecoulement compressible:

A) Conditions sur la paroi

Pour un écoulement compressible visqueux, la condition de non-
glissement sur la paroi impose U=L& L&e = O. Il reste deux variables pour
lesquelles des conditions doivent être imposées, la masse volumique p et
l'énergie interne d'arrêt E. En plus, la pression sur la paroi doit être connue pour
le calcul du gradient 3p/ au deuxième point du maillage. Par conséquent, nous
devons calculer la pression sur la paroi même si celle-ci n'est pas une des
variables principales.

La température statique et la pression statique sont obtenues en
fonction de la vitesse, de l'énergie et de la masse volumique par les formules
suivan tes

T 1 +
(a)

P cv

(3.42)

= ({).f
J

()
2P

Une relation entre la pression et l'énergie interne d'arrêt peut être déduite de
l'expression (3.42.b) écrite sur la paroi avec = = ¿ = O.

= 2E (3.43)( )

où E=Ek=E

Pour le calcul du gradient de la pression, nous pouvons utiliser les expressions
(3.24.a) ou (3.25) utilisées pour un écoulement incompressible.



avec o( -z-
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i) Gradient de pression nul sur la paroi (équation (3.24)):

Dans ce cas, l'équation (3.43) donne Ef2i= O et en utilisant une
formule à trois points décentrée vers l'intérieur, nous obtenons

aLEz +o<,LE3 (3.44)

où et

Pour une paroi adiabatique, nous avons = 0. Cette relation en
combinaison avec la relation (3.24.a) et l'équation d'état d1un gaz parfait donne

p / 'i. = O qui, après la discrétisation avec une formule en trois points,
fournit une expression pour ¿1E sur la paroi

ZJ4 - + O3 (3.45)

=----
3 3

-J-.,

( oI 4 ± 3 P3

+ + 63A3 + i- y3 ¿'13

En introduisant les expressions (3.44) et (3.45) dans l'équation (3.15)
et après les calculs, nous obtenons une relation de même forme que (3.30). En
comparant celle-ci avec la formule de récurrence (3.19), nous trouvons les
coefficients L)Ç J et >"2 qui ont la même forme que (3.3H.

ii) Gradient de pression sur la paroi qui prend compte les termes
visqueux (expression (3.25))

L'utilisation des différences décentrées en aval pour la discrétisation
des dérivées de second ordre de l'équation (3.25) donne la relation

Pour le calcul du membre de gauche de cette relation, l'expression (3.42.b) écrite
sur la paroi sera utilisée. Après introduction de cette expression dans la relation
ci-dessus, la discrétisation nous fournit

+ O + D< ¿ + 2 + (3.46)

+ + ¿V3 + 4- ¿ jE + - O
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L
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E
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Cette expression comprend les deux inconnues et . Une relätion entre
Lip4 et E1 est encore nécessaire.

Pour une paroi adiabatique avec la condition de non-glissement sur la
paroi, la formule (3.42.a) donne

ou en introduisant l'opérateur temporel nous avons

Si nous utilisons une formule de trois points en avant poir la discrétisation de
l'expression (3.48), nous obtenons

PI 4.
P p ii

-( L)
3

=0

E -
P z

(3.47)

(3.48)

(3.49)

=0
Les équations (3.46) et (3.49) forment un système de deux équations

avec deux inconnues Li et . En le résolvant et en introduisant la solution
dans l'équation (3.15), nous obtenons une équation similaire à (3.30) et qui, après
calculs, nous permet d'obtenir les coefficients Lx et )Ç qui ont la même
forme que ceux de (3.31).

B) Conditions sur la frontière extérieure du domaine

Pour un écoulement compressible, comme dans un écoulement
incompressible, nous distinguons deux cas. Dans le premier, des conditions
Dirichlet seulement peuvent être imposées tandis qu'au deuxième des conditions
mixtes Neumann et Dirichiet peuvent être utilisées. Pour un écoulement
compressible, la distribution de la masse volumique et de l'énergie d'arrêt ou
leurs gradients doivent être donnés sur la frontière extérieure.

Si des conditions Dirichiet sont utilisées pour p , p , , Lk9 et E et
condition Neumann pour sur la frontière extérieure, 'les équations obtenues
ont exactement la même forme que celles utilisées dans le cas d'un écoulement
incompressible.
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ffl.5.3. Résumé des conditions aux limites utilisées en pratique dans le
présent calcul:

Ecoulement incompressible:

Sur la paroi, la condition de non-glissement a été imposée
U Lke = O. Pour la pression, la condition (3.24) d'un gradient nul a été

utilisée pour tous les cas calculés. Cette condition pour un maillage orthogonal
sur la paroi conduit à la relatin (3.28)

qui a été introduite dans l'algorithme. Dans le cas d'un écoulement laminaire,
bidimensionnel, la relation (3.27) qui donne la variation temporelle de la pression
sur la paroi par la continuité explicite a aussi été testée avec succès.

Sur la frontière extérieure, des conditions Dirichiet ont été données
pour les composantes L'1 et L'&e de la vitesse et pour la pression p,, . Pour la
composante normale L de la vitesse, le gradient de sa variation temporelle
obtenu par la continuité écrite sur cette frontière a été imposé

R

Ecoulement compressible:

Dans ce cas, nous avons fait l'hypothèse d'une enthalpie d'arrêt
constante, uniforme partout sur le domaine 1-La = CTc. = ct. Par conséquent,

l'équation instationnaire pour l'énergie n'a pas été utilisée.

Sur la paroi, la condition de non-glissement a imposé ==u.,9= O.
Pour la pression, la condition (3.28) d'un gradient nul sur la paroi a été choisie.
Pour une paroi adiabatique, il s'en déduit

v11

Sur la frontière extérieure, la distribution de -e et de la
pression p a été donnée. Pour la composante Ui,. la même condition Neumann
que pour un écoulement incompressible a été utilisée. La masse volumique sur
cette frontière a été calculée par une équation de gaz parfait et elle a été
imposée comme condition Dirichlet.



HI.6. ANALYSE DE STABILITE

Une méthode numérique implicite a été présentée dans les
paragraphes précédents pour la résolution des équations développées. Les
schémas implicites sont théoriquement inconditionnellement stables. Au

contraire, pour les schémas explicites, le pas d'intégration en temps se limite à
de petites valeurs par suite de problèmes numériques liés à la stabilité. Dans la
pratique, cependant, même pour les schémas implicites, le pas temporel n'est pas
illimité et les conditions de stabilité, liant divers paramètres intervenant dans la
résolution, peuvent servir d'indicateurs. -

Dans ce paragraphe, une brève référence à la théorie inéaire de
stabilité sera présentée, ce qui permettra d'évaluer les possibilités et les
limitations de point de vue numérique de la méthode développée. Une analyse
claire de stabilité des différents schémas explicites et implicites a été effectuée
par PEYRET et TAYLOR 1731. Des travaux importants sur l'application de la
théorie de stabilité sur les écoulements visqueux et non-visqueux ont aussi été
réalisés par BEAM et WARMING I100,105,106,107,l08,l091 et
Mac CORMACK I 110,111,1121. Nous allons en mentionner les principes de base.

111.6.1. Schémas explicites centrés:

i) Cas d'une équation linéaire:

Considérons tout d'abord une équation de convection-diffusion
parabolique, monodi mensionnelle et linéaire
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où Act et

Si des différences spatiales centrées sont utilisées pour la discrétisation, cette
équation peut être approchée par le schéma suivant.

- _J_4
V2x

- 2Jr
¿x2.

(3.50)

=0 (3.51)



L'analyse linéaire de stabilité de type Von Newmann (développement en série de
Fourier) montre que, pour que le schéma explicite (3.51) soit stable, les
conditions suivantes doivent être satisfaites 173L

avec ¿Xx -

ii) Cas d'une équation non-linéaire:

Examinons maintenant le cas d'une équation monodimensionnelle
parabolique non-linéaire du type des équations de Navier--Stokes

kf F(J) »
xa

= (3.56.a)
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et 2t

+ A C4 - -2x 2y

(3.52)

Nous considérons maintenant une équation linéaire, parabolique et
bidimensionnelle

)) 72W = 0 (3.53)

La discrétisation de cette équation par des différences finies centrées dans les
deux directions donne le schéma

(3.54)

Ce schéma de précision de premier ordre en temps et de deuxième ordre en
espace doit satisfaire les conditions suivantes d'après PEYRET et TAYLOR 1731

4),)

((Al IB)Z e
¿x2.

(3.55)



et le cas dtune équation hyperboliqe non-linéaire du type des équations d'Euler

4

2Xz

Quand )) est très petit, la solution de (3.56.a) a le même comportement que la
solution de (3.56.b) pour les régions éloignées de limites solides. En général, les

méthodes pour la résolution de (3.56.a) sont des extensions des méthodes pour la
résolution de (3.56.b). Une analyse pour la deuxième équation sera donc tout
d'abord entreprise.

Equation (3.56.b):

En appliquant la formule trapézoidale autour du point temporel
(n + 1/2) sur l'équation (3.56.b), elle devient

-- j ( 'F v) 'FCW)
2

) - o

La procédure de linéarisation de la fonction ou du vecteur F, présentée dans le
paragraphe (111.2)

4 A
(n# w)

appliquée sur l'équation (3.57) et en utilisant une relation explicite

(Ai

donne l'équation ci-dessous
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o

()j
En utilisant un schéma aux différences centrées autour du point (i) pour la
discrétisation spatiale de cete équation, nous obtenons

- ¿± -
2x

(3.58)

Ah,, .(FH - F) -
L

4-

A - (F - F)]

(3.56.b)
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Ce schéma est totalement conservatif de forme analogue à celle sous laquelle

nous avons discrétisé nos équations. L'analyse linéaire de stabilité impose que la
condition suivante soit satisfaite

Dans le cas où l'équation (3.56.b) est vectorielle, BEAM et
WARMING IlO5, en considérant la matrice A constante pour pouvoir appliquer la

théorie linéaire de stabilité, ont remplacé l'équation (3.56.b) par un système des
équations

où les valeurs propres de la matrice A. La condition imposée par l'analyse

de stabilité est analogue à (3.59.a)

i

(3.59.a)

(3.59 'b)

Les expressions (3.59.a) et (3.59.b) sont connues sous le nom de critères de

courant - Friedrichs - Lewy (C.F.L.).

Equation (3.56.a):

Pour cette équation parabolique, discrétisée de façon analogue à
celle utilisée pour la discrétisation de l'équation hyperbolique (3.56.b), le pas en

temps imposé par la théorie de stabilité est

Nous examinons maintenant les cas de deux équations analogues aux

équations (3.56.a) et (3.56.b) mais bidimensionnelles.

Pour une équation non-linéaire, hyperbolique, bidimensionnelle

+
F(W) + 'G(w) O
9x

(3.60)

(3.61)

2 - O
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la condition de stabilité est donnée ci-après

i
IAL IBJ

où A=dF/iW et

Pour une équation non-linéaire, parabolique, bidimensionnelle

+ _) (363)Ex

l'analyse de stabilité impose, si ¿3 x = ¿1 y

'L

4J) ( AI IBI+c +
'\ ¿x ¿:x /

Les équations de Navier-Stokes écrites sous une forme vectorielle
adimensionnelle, analogue à l'équation (3.63)

-J - - -J

4- '' ') - O (3.65.a)
' YJ

et transformées dans un nouveau système ( , "Z) prennent la forme

Pour cette équation transformée, approchée par un schéma aux différences
centrées, explicite KUTLER, CHACRAVARTHY et LOMBARD 1861 ont choisi la
condition suivante sur le pas en temps

L± L±A,LtB) (3.66)

'

j=o

(3.62)

(3.64)

(3.65.b)
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où les pas L ± , L L sont déterminés par le critère C.F.L. sous la forme

FL (t t t. i i) t
(3.66.a)

CFL ¿± L4cç( I2Bl, I2B1l,lJ )i

Les valeurs propres des matrices lacobiennes A = et = /
sont données par les formules

k+ k, +vk.

23,4 k. + k, y k c ( k,t + k )L

où K les métriques et la vitesse locale du son.

Nous pouvons remarquer que, dans le critère de stabilité (3.66) pour
l'équation (3.65.b), les termes dissipatif s n'interviennent pas. Cependant, pour
l'équation analogue (3.63), la prise en compte de ces termes conduit à un
critère (3.64) qui est plus strict. Pour un écoulement laminaire, le terme de la
viscosité est négligeable mais, pour un écoulement turbulent, il peut être
important et modifier beaucoup la valeur de C.F.L. donnée par l'expression (3.64)

par rapport à celle fournie par (3.66).

111.6.2. Schémas explicites décentrés:

Des schémas explicites aux différences finies centrées pour les
termes convectifs ont été présentés jusqu'ici. Nous avons vu que, pour ces
schémas, des pas temporels d'intégration très petits sont imposés par l'analyse de
stabilité. Pour traiter ce problème, des différences non centrées pour les
dérivées convectives de premier ordre ont été souvent utilisées ; une analyse
approfondie sur la stabilité des schémas décentrés, explicites ou implicites, a été
effectuée par BEAM et WARMING 1100,105,1081 dont nous allons présenter les
principes. Considérons l'équation hyperbolique (3.56.b) écrite sous une forme non-

conservative

2\'J4 A2W o A=



AJ- vir A .I(-EL4 )(E)(C-1)J2X
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La direction du décentrement est déterminée par le signe de A et ce choix peut
se justifier par la théorie des lignes caractéristiques. La solution générale de
cette équation est de type .J=W(-At). La forme de la solution exacte reste
constante le long de la ligne caractéristique A±=cf: . Par conséquent, pour un
point (x,E), l'information vient d'une direction caractérisée par la valeur de A.
Alors, si A> O, l'information se propage dans la direction x> O, l'information se
propage dans la direction x < O et nous devons utiliser une différence décentrée
en avant.

Si l'équation (3.56.b) est vectorielle, elle peut être remplacée par un
système d'équations

+ (3.67)

où ç les valeurs propres de la matrice Jacooienne A.

L'analyse de stabilité effectuée par BEAM et WARMING lO8I
montre, pour un schéma décentré en arrière, qu'une condition nécessaire de
stabilité se traduit par des valeurs propres positives. Au contraire, dans le
cas de décentrement en aval, il faut que toutes les valeurs propres 2k,< soient
négatives.

Les deux cas des différences décentrées peuvent être regroupées dans
un seul schéma pour discrétiser l'équation parabolique (3.56.a)

-z+)
ou E = signe (A). Pour ce schéma, PEYRET et TAYLOR, avec l'analyse en série

de Fourier, ont trouvé la condition suivante

(3.69)2+ iAj.(

(3.68)



Pour -' = 0, le critère (3.69) devient

-: -

ou autrement FL (A
1 (3.70)

qui est moins strict que la condition (3.52) d'après PEYRET et TAYLOR 173L

La restriction sur le pas d'intégration peut donc être diminuée avec
l'utilisation des schémas non centrés mais la précision de la discrétisatiori
spatiale diminue sauf dans le cas d'utilisation des différences non centrées aux
trois points avec précision de deuxième ordre. Or, dans ce cas, les conditions aux
limites doivent être spécialement traitées comme YEE, BEAM et
WARMING 1106i le suggèrent.

Pour l'équation bidirnensionnelle (3.53) un schéma décentré analogue
à (3.68) est

- vñj

+A f (-).(f4 - - J2Lx I

B {(4-).(4i _) +(i+c8).( -wi)12i y

- o

2i/ +
L

)
AI + IBI

(3.71)

(3.72)

où = signe (A), signe (B).

La condition de stabilité est

I



i

¿Y

où P la vitesse locale du son qui traduit la contribution de la
pression dans l'équation de quantité de mouvement.

111.6.3. Schémas implicites:

La limitation du pas en temps, quelques fois très restrictive,
notamment pour des maillages denses pour les schémas explicites, a conduit à
l'apparition des schémas implicites. Cependant, tous les schémas implicites ne
sont pas inconditionnellement stables 1731.

Examinons tout d'abord la discrétisation des équations hyperboliques
de type des équations d'Euler.

a) Cas des équations hyperboliques:

La forme générale d'un schéma implicite pour la discrétisation de
l'équation linéaire, hyperbolique (3.56.b) est
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Mac CORMACK 11101 a utilisé pour la discrétisation des équations de

Navier-Stockes un schéma explicite, décentré avec les conditions de stabilité
suivantes

i:

(3.73)

4:14 (ic) At A2-1
¿ (3.74)

2
+

21'

2 2
+
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où &, peut désigner une différence centrée ou décentrée en amont ou en aval.

Si c( ) représente une différence centrée, le schéma ci-dessus est
théoriquement inconditionnellement stable pour o( > 1/2.

Mac CORMACK 11121 a utilisé un schéma implicite décentré en
amont ou en aval en fonction du signe de A

( f A - \A/') crLi
- ¿ix ¿Xx

(3.75)

où c-=o< (AI . Afin d'assurer une stabilité inconditionnelle, il a choisi pour le
paramètre

T--- (i
¿H: /

(3.76.a)

BEAM et WARMING 11001 ont testé la stabilité d'un schéma décentré

en amont pour la discrétisation spatiale de l'équation hyperbolique (3.56.b) sous
forme vectorielle, pour différentes discrétisations en temps. D'après ces auteurs,
ce schéma spatial est conditionnellement stable si la formule trapézoïdale
définie dans le paragraphe (111.2) est utilisée pour la discrétisation temporelle. La

condition suivante doit être satisfaite

(F L = L (3.77)
¿ix

D'après les mêmes auteurs, une discrétisation en temps de type Euler

implicite (avec les paramètres O = 1 et c- O dans la formule (3.2)) ou de type

à trois points en amont (avec O = i et c. = i dans la formule (3.2)) conduit à un

schéma inconditionnellement stable.

Nous pouvons remarquer que la relation (3.76.a) proposée par

Mac CORMACK, avec la valeur du paramètre o( = 112 (qui signifie que le
schéma (3.75) et le résultat d'une discrétisation trapézoïdale en temps), est
équivalent à la condition (3.77) proposée par BEAM et WARMING pour la formule

trapézoïdale.
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BEAM et WARMING 11001 ont trouvé que l'utilisation d'une formule
trapézoïdale avec des différences spatiales centrées pour la discrétisation des
équations d'Euler conduit à un schéma dont le facteur d'amplification est
toujours unité. Ce schéma est non-dissipatif et une dissipation additionnelle doit

souvent être ajoutée.

Examinons maintenant la discrétisation implicite des équations
paraboliques de type des équations de Navier-Stokes.

b) Cas des équations paraboliques

Pour l'équation parabolique linéaire (3.56.a) où les termes convectifs
sont discrétisés de la même façon (schéma (3.75)) que ceux de l'équation
hyperbolique (3.56.b), Mac CORMACK 11121 a choisi des valeurs pour le
paramètre

¿r 2P ¿X
XT[IAÇ ¿X ¿4

Pour la résolution des équations non-linéaires par des méthodes
implicites, des procédures itératives sont nécessaires. Pour les éviter,
différentes sortes de linéarisation des équations ont été entreprises. Nous allons

nous concentrer aux travaux de Mac CORMACK 1111,1121 et de BEAM et
WARMING 100,104!.

Pour la discrétisation des équations de Navier-Stokes,

Mac CORMACK 1112! a utilisé un schéma décentré analogue à celui utilisé pour

l'équation linéaire (3.56). Ii a redéfini les matrices 3acobiennes de linéarisation
des termes convectif s en fonction des paramètres c liés aux valeurs propres
des matrices initiales

= ( ± C J +
2 ¿X Jo (3.78)

(3.76.b)
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de sorte que ces nouvelles matrices soient toujours positives. Pour la résolution
de équations résultantes, il a utilisé un schéma de prédicteur-correcteur. Dans le
schéma du prédicteur, un décentrement en aval a été réalisé, les valeurs propres
de nouvelles matrices étant toutes positives. Dans le schéma du correcteur, un
décentrement en amont a été effectué, les valeurs propres étant considérées
avec le signe inversé. Le schéma global conserve la précision du deuxième ordre
d'un schéma centré. Pour le régions où L L satisfait les conditions

explicites (3.73), les paramètres O s'annulent et le système se réduit à un
système explicite. On peut remarquer dans cette méthode que les termes
visqueux interviennent dans le premier membre implicite par l'intermédiaire des
paramètres , qui ne sont traités que par des dérivées premières ce qui allège
considérablement le calcul. Le schéma de discrétisation conduit alors à un
système bidiagonal par blocs dont la résolution demande moins d'effort
numérique que pour celle d'un système tridiagonal. Cependant, en revanche, le
nouveau calcul des matrices Jacobiennes par des matrices de transformation
augmente le poids du calcul notamment quand ces dernières ne sont pas
analytiquement connues.

Le schéma de BEAM et WARMING 11001 pour la discrétisation des
équations de Navier-Stokes, avec des dérivées spatiales mixtes de précision
temporelle de deuxième ordre, est inconditionnellement stable si les paramètres

et L) sont

e = et + 2w)>4 ou
2

Dans le cas où cette précision n'est pas nécessaire, le schéma est
inconditionnellement stable si

9-- (3.79.b)

Ce schéma conduit à un système tridiagonal par blocs dont la résolution par
l'algorithme de Thomas demande que des conditions de stabilité soient imposées.

Nous en parlerons dans le paragraphe 111.6.5.

U) ... 385 (3.79.a)
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111.6.4. Schémas paraboliques implicites:

Une des caractéristiques des schémas paraboliques, comme celui
développé dans le chapitre précédent, est que les informations se propagent dans
une direction privilégiée dans un seul sens (de l'amont vers l'aval). Dans chaque
plan, le calcul dépend seulement des variables au plan précédent. Les dérivées de
premier ordre sont par conséquent approchées par des différences décentrées en
amont dans cette direction. D'après l'analyse de BEAM et WARMING 11081,
mentionnée dans le paragraphe 111.6.2, pour que la stabilité d'un te! schéma soit
assurée, toutes les valeurs propres de la matrice convective dans la direction
longitudinale doivent être posjjives.

Or, dans le cas du calcul d'un écoulement compressible subsonique par
les équations parabolisées de Navier-Stokes

t
Re

cette condition n'est pas satisfaite. Les valeurs propres de matrice =

sont

1,z
= , ± C (3.80 .a)

On peut remarquer que \4 < 0, ce qui peut être une source des instabilités
numériques. Pour traiter ce problème, SCHIFF et STEGER 1591 ont imposé la
pression dans le calcul du vecteur F et de la matrice . Après cette
opération, ils obtenaient des valeurs propres = > O si > 0.

Pour un écoulement incompressible étudié avec la méthode de la
compressibilité artificielle par SIEGER et KUTLER 1751, les valeurs propres de
matrice /-d étaient

(3.80.b)

Si l'analyse de BEAM et WARMING 11001, exposée dans le paragraphe 111.6.3., est

considérée, un schéma avec des différences spatiales centrées n'est pas instable.
Cette démarche a été suivie notamment par STEGER et KUTLER 1751. Mais dans
le cas où une dérivée décentrée en amont selon est utilisée (comme pour un
écoulement parabolique) itexistence d'une valeur propre négative ( 2t1. < 0) peut
conduire à l'apparition des instabilités.
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Nous allons voir, dans le paragraphe 111.6.6. comment les problèmes
de stabilité mentionnés ci-dessus pour un écoulement compressible ou

incompressible, ont été envisagés dans la présente méthode.

111.6.5. Stabilité de l'algorithme de la résolution:

L'application de la technique de factorisation (3.19)

= X

pour la résolution d'un système tridiagonal comme (3.15)

A1 A,tt4 + B1 At + C1 = RS

impose certaines limitations sur le nombre de Reynolds local lié au pas du
maillage ou sur le pas d'intégration, associées à la dominance diagonale. La
dominance diagonale

IAJ IIC1 (3.81)

et une condition nécessaire pour que le système (3.15) converge 1O2I.

KHOSLA et RUBIN 11131 ont montré que, pour une méthode utilisant
cette technique, si les dérivées de premier ordre sont approchées par des
différences décentrées, la dominance diagonale du système (3.15) est toujours
vérifiée et la technique de récurrence (3.19) est inconditionnellement stable. Si
des différences centrées sont utilisées dans la direction de la résolution (R. par
exemple) la dominance diagonale est assurée si

R...e. 2. (a)

(3.82)

ou R. et i (b)
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Si la condition (3.82.a) n'est pas satisfaite, une limitation du pas en
temps équivalente est donnée d'après PEYRET et TAYLOR 1731

2(R)
2 (3.83)

Si aucune des conditions (3.82) ou (3.83) n'est satisfaite, la procédure (3.19) peut
conduire à l'amplification des erreurs numériques lors de la résolution.

Dans le paragraphe qui suit, la combinaison et l'utilisation des
différentes restrictions dépendant du schéma de la discrétisation et de
l'algorithme de la résolution de ce travail seront présentées.

111.6.6. Stabilité de la présente méthode:

Nous avons vu dans les paragraphe 111.6.3. et 111.6.4. que des
conditions de stabilité sont, dans certains cas, nécessaires, même pour des
schémas implicites. Nous allons les répéter ici très brièvement.

Si des dérivées convectives décentrées en amont ou en aval selon une
direction sont utilisées, les valeurs propres de 1a matrice Jacobienne
dans cette direction doivent être toutes positives ou toutes négatives
respectivement.

Si une formule trapézoïdale de discrétisation en temps avec des
différences spatiales décentrées sont utilisées, le critère C.F.L.
(relation (3.77)) doit être satisfait. Si une formule Euler implicite ou

à trois points en amont avec des différences spatiales décentrées sont
utilisées, le schéma résultant est inconditionnellement stable.

Si une formule de discrétisation en temps quelconque avec des
différences spatiales centrées sont utilisées, le schéma résultant est
inconditionnellement stable. Cependant, ce schéma est dans certains
cas non-dissipatif et une viscosité artificielle doit être ajoutée.

Si des différences spatiales mixtes de précision temporelle de
deuxième ordre interviennent dans le schéma discrétisé, la
relation (3.79.a) doit être satisfaite pour que le schéma soit
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inconditionnellement stable. Si cette précision rest pas nécessaire, la
relation (3.79.b) est suffisante pour que le schéma soit
inconditionnellement stable.

Dans notre méthode, nous avons calculé le pas e temps ¿ imposé

par les critères explicites (3.73) qui nous ont servi c?indicateurs. Des pas
temporels ± beaucoup plus grands sont ensuite testés. Nous avons alors
remarqué l'existence d'un pas optimum pour la convergence dont nous parlerons
en détail dans le chapitre IV où les résultats sont exposés.

Un schéma parabolique dans la direction a été utilisé dans Cette
méthode. Nous avons vu dans le paragraphe 111.6.4. que, dans ce cas, toutes les
valeurs propres de la matrice doivent être positives. Pour un élément
compressible subsonique, les valeurs propres de de notre schéma ont une
forme analogue à (3.79) mais plus compliquées à cause du fait que nous n'utilisons
pas l'équation instationnaire par l'énergie. L'apparition d'une valeur propre
négative peut perturber la solution. Pour la supprimer, nous avons suivi la même
démarche que SCHIFF et STEGER 1591 en imposant la pression dans le vecteur
F à partir d'un calcul annexe. Pour un écoulement incompressible, les valeurs
propres de notre schéma ont une forme analogue à(3.80.b) mais plus compliquée
à cause de transformation des équations. Une valeur propre négative de forme

-v'fi+u' apparaît, dans notre cas. Pour des petites valeurs de la

méthode a donné des résultats sans présenter des instabilités. En augmentant
la valeur propre négative devenait plus grande en valeur absolue et des
problèmes de convergence se sont présentés. Nous avons alors utilisé des valeurs
de très petites, bien inférieures à celles données par la relation

4z ( ++
¿x \Re 2

(3.34)

proposée par PEYRET et TAYLOR 1731 pour assurer la stabilité de la méthode de
compressibilité artificielle.

Pour la résolution du système tridiagonal (3.18) dans la direction V2
nous avons utilisé la méthode de récurrence (3.19). L'algorithme construit permet
l'utilisation soit des différences décentrées en amont, soit des différences
centrées dans la direction V? . Dans le premier cas, la dominance diagonale,
condition nécessaire pour la stabilité de la méthode, est assurée

inconditionnellement 11131. Or, d'après BEAM et V/ARMING 11001, la
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condition (3.77) doit être satisfaite dans ce cas puisque nous utilisons une
formule trapézotdale. Dans le deuxième cas, des limitations sur le pas en temps
ne sont pas nécessaires mais la condition (3.82.a) a été utilisée pour assurer la
dominance diagonale

¡ PB» -)FA» + 'PC» (3.85)

OU PAJ p. , les rayons spectraux des matrices 1A1 ' ,I Sj 1, Ic1].

111.7. DISCRETISATION SPATIALE - METHODE DE RESOLUTION DES
EQUATIONS DANS LE PLAN TRANSVERSAL

Comme nous l'avons mentionné dans le paragraphe 11.2.4.2., la

composante moyenne de la vorticité dans la direction longitudinale induit un
champ de vitesse secondaire dans le plan transversal. Nous allons calculer ces
vitesses secondaires en utilisant le système (II) des équations qui se compose de

une équation (2.31) ou (2.32) pour la vorticité secondaire

une équation de Poisson (2.37) pour la fonction de courant

une équation de continuité locale (2.38) pour le potentiel

Nous allons présenter dans ce qui suit la méthode numérique utilisée
pour la résolution de chaque équation.

111.7.1. L'équation de la vorticité secondaire:

Nous avons utilisé l'équation simplifiée (2.31) où seulement le terme
de production de J2 dû à la déflexion de ligne de courant a été conservé

(s )2.
Pv/5J

(3.86)

Pour discrétiser l'équation ci-dessus, nous considérons des points intermédiaires

(i 1/2) du maillage dans la direction

lì»
_(2 _í'2=2 I.L4',rW z



et après le réarrangement des termes, nous avons

(P/s)1.i
-

Toutes les variables au point (i) sont déjà connues. Or les termes (pW5)4 et
(pW5),,interve1ant dans le deuxième membre sont inconnus. Ils seront

déterminés par approximations successives.

111.7.2. L'équation de Poisson par le calcul de

Les composantes de la vitesse dans le plan transversal sont obtenues

par les relations (2.36). Pour un écoulement moyenné circonférentiellement, ces
relations se réduisent aux relations suivantes après l'analyse exposée au
paragraphe 11.2.4.2.
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=
k8

Pour la détermination des composantes transversales locales, il faut
tout d'abord calculer la fonction de courant par l'équation (2.37). Pour la
résolution de celle-ci, nous introduisons la décomposition en série de Fourier de

et de comme celle réalisée par HAWTHORN I16 et OHAYON 138t.

LEBOEUF 96I a distingué deux cas pour Papplication de cette
décomposition dans les turbomachines.

Celui du tourbillon confiné entre deux aubages.
Celui du tourbillon dans la zone libre d'aubages.

Dans la zone aubée, la présence de deux parois est simulée en
introduisant un tourbillon image -f25 dans les passages adjacents. Posant

;.44

+ 2 (3.87)(P)'a

I (kP)
(3.88)

>K8= (3.89)
esor



la fonction impaire fl5(x) selon Xe a été approchée par une série de Fourier

fl5(x9,B) - z
ku

0ì1 X E L.i,IJ

Dans une zone non-aubée, les conditions de périodicité selon & aux
limites imposent pour une distribution constante de ..(2 selon G

(X9 B) = (ß) (3.91)

Dans le cas où le tourbillon .D n'est pas constant selon G , nous
pouvons utiliser la série de Fourier générale

I- - I,

K = I, 3

+ Z bKI'i(krrxe)
K , 3,

OÙ = O pour une zone non-aubée,

= 1 pour une zone auDée,

bK = 4 a(s)
kri
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.Q5 () si (knrX9 ) (3.90)

(3.92)

L'équation de Poisson (2.37), après l'application de certaines
hypothèses, prend la forme

2 (k 'S
2

B k fl

L'introduction de (3.89) dans celle-ci et l'hypothèse que est constant, donne

( i
h

h8 2US ,i (ccos)1 B
(3.93)
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Pour la résolution de cette équation, nous introduisons un

développement en série de Fourier de "f(9,8) analogue à celui pour

'-P5 = (i-5) 7 2K().CosLfrrT(xe-Lf2)]

Z LPK()i(krrXe) (3.94)

Les deux cas de zone aubée et de celle non-aubée seront examinés
séparément dans ce qui suit.

i) Zone aubée:

L'équation (3.93) après l'introduction des formules (3.92) et (3.94)
avec = i donne

3 L

2u81

= - k 7 s)51ke)
kn

Après les calculs, une expression pour chaque indice k est obtenue,
le développement en série de Fourier étant unique

(4. \_
h/ (feY

krT

L'équation ci-dessus est de deuxième ordre avec des coefficieents qui

ne dépendent pas de l'inconnue. Pour sa discrétisation, nous allons utiliser un
schéma aux différences finies, selon B, similaire à celui utilisé pour

l'équation (2.55). Cette discrétisation conduit à un système tridiagonal pour la
résolution duquel l'algorithme de Thomas sera utilisé. Les conditions aux limites
sont de type Dirichiet '+ = O pour toutes les parois.

(3.95)

(9.ccsg ) ka
x f z



i
h

L'équation (3.95) écrite sur un point (j) du maillage devient

- 106 -

L

Lib.
J _I/2

B. -
J

(kn)1T1. = 4
(c.Co)2 J JrT J

ou = - =
'J

et les métriques h8 sont calculées aux points (j . 1/2)

et
J 2..

= (B)4 - (B)

h3+2 +-

2

Après le réarrangement des termes, l'équation (3.96) prend la forme
ci-après

A 4. c P. =
J j+4

(3.96)

(3.97)



ou

xJ.

h -

K Bk,,

4
krr J

Pour le calcul de à chaque point (j) du maillage, le formules de
récurrence ont été utilisées

9)fr. Y.
14-t

ci
+ A X3

k
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,

h (kn)
k B

>'
F-AP

i B +A

Après le calcul du coefficient la fonction de courant
peut être déterminée par la formule (3.94) avec = i

=

Dans notre cas, nous étudions un écoulement moyenné en G . Nous calculons la
fonction y-VB) moyennée selon e

(B) Lf4 i(X) dXe
(3.100)

(3.99)

:1 (3.98)

h.
J 4-



La relation (3.88.a) en supposant que k ne change pas dans la
direction , devient avec la formule de Leibniz

et puisque 4S = O sur toutes les limites

L -
Ñ - 2B(65)

Si un schéma aux différences centrées pour chaque point (j) est utilisé pour la
discrétisatin de relation (3.101) nous avons
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L

(2B - 2nb 25 )

L (6 - (
(8 - ( j-1

(3.101)

(3.102)

Pour la détermination de la composante moyenné v-i il faut d'abord
calculer le potentiel moyen . Dans la pratique, pour un écoulement moyenné
selon G il n'est pas nécessaire d'utiliser l'équation (2.38) pour le calcul de
Dans ce cas, LEBOEUF 96! a montré que peut être directement calculée par
une équation de continuité locale

bRpVJ 2Q(B)
(3.103)

a(B) /6RdB
o

Notons que, dans ce cas, pour notre problème, la composante normale W5 (qui
coincide avec Lk, ) est en fait donnée par la résolution de notre système
principal (I).



ii) Zone non-aubée:

L'équation (3.93) après l'introduction des formules (3.92) et (3.94)
avec = O donne pour chaque indice k Itexpression suivante

/ L ) Çkri)

b B
-

Cette équation en combinaison avec la relation (3.91) nous donne

O(. Q.(B) et ao
Laconditionsurlaparoiest 'R (e,=c) 4 (=)

et l'équation (3.104) impose () o Iço

puisque v' I(O

Nous pouvons alors écrire EY et (3.104) donne

= -_Q50(B)

=
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-f- W»B=c)

(3.104)

(3.105)
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111.8. COUPLAGE DE LA RESOLUTION DANS LE PLAN LONGITUDINAL AVEC

CELLE DANS LE PLAN TRANSVERSAL - ORGANISATION GENERALE

DU CALCUL

Nous avons vu jusqu'ici la méthode numérique que nous avons utilisée

pour la résolution des équations traitant le problème dans le plan longitudinal
(paragraphes 111.3. et 111.4.) ainsi que celle utilisée pour la résolution des
équations relatives dans le plan transversal (paragraphe 111.7). Dans le présent
paragraphe, les différentes possibilités de coupler ces deux calculs de façon
cohérente seront présentées.

Le problème global se pose de la manière suivante. En connaissant le
facteur de blocage b dans le passage interaube, la géométrie des aubages, la
répartition extérieure de la vitesse moyenne selon e (module et angle) et l'état
de la couche visqueuse tridimensionnelle à l'entrée du domaine de calcul, il faut
calculer les couches visqueuses pariétales se développant dans ce domaine. Nous

présentons la méthode de la résolution pour un pas de calcul.

Supposons que toutes les quantités de l'écoulement sont connues à une

station de calcul (i). Connaissant l'évolution des quantités de l'écoulement à
l'extérieur de la couche visqueuse, nous devons les déterminer à la station (i + 1).

Deux démarches sont possibles.

i) Dans la première, nous découplons la résolution du calcul dans les
plans longitudinal et transversal. La vorticité secondaire _C2 est

calculée au plan (i + 1) par l'équation (3.87) où les quantités à (i) sont
déjà connues. En connaissant la composante X25 la fonction de
courant moyenne 4-?5(B) peut être calculée par l'équation (3.100) et
ensuite la composante transversale moyenne de la vitesse WÇ/B) par
l'équation (3.102). Nous introduisons cette composante dans l'équation

matricielle (3.18) par la relation cinématique et nous résolvons

l'équation avec la méthode itérative présentée dans le

paragraphe 111.3. Pendant les itérations dans le plan longitudinal, les

variables fl5(B) et () restent constantes. A la convergence de
la solution au plan longitudinal, nous obtenons p (ou p ), '-

et 'A au plan (i + 1). Ces valeurs sont utilisées pour

déterminer de nouveau ( ) et (B) qui sont



réintroduites dans l'équation (3.18) jusqu'à la convergence de
après quelques itérations du calcul sur le plan transversal. Ces étapes
sont illustrées dans l'organigramme du schéma 1.

Cette démarche est celle que nous avons utilisée pour obtenir les
résultats présentés dans le chapitre IV.

ii) Dans la deuxième, un couplage plus fort entre le calcul dans le plan
longitudinal et celui dans le plan transversal peut être réalisé. Les
équations pour , et WN sont introduites dans l'équation
matricielle (3.18). Dans chaque itération, un nouveau vecteur global
des inconnues

,c=

est calculé. Les étapes de cette démarche, qui n'a pas été testée en
pratique, sont illustrées dans l'organigramme du schéma 2.
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Schéma i Organigramme du calcul de la première démarche.



- 113-

Schéma 2 : Organigramme du calcul de la deuxière démarche.
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111.9. CONCLUSIONS

Dans ce chapitre, la méthode numérique rpour la résolution des
équations dans le plan longitudinal ainsi que dans le iplan transversal a été

exposée.

Nous avons présenté le schéma implicite de discrétisation des
équations du système (I), qui a conduit à l'apparition d'un système tridiagonal par
blocs. Pour sa résolution, une procédure de factorisation (algorithme de Thomas)

a été utilisée. Différentes conditions aux limites adaptées au problème ont été
examinées. L'analyse de stabilité-effectuée ensuite a fourni des conditions qui
doivent être imposées afin que la stabilité de la méthode soit assurée. Ces
conditions émanent d'une part du schéma parabolique impticite de discrétisation,
d'autre part de l'algorithme de la résolution. Ainsi, lles possibilités et les
limitations de la présente méthode ont pu être distinguées

La méthode numérique pour la résoluticn des équations du

système (II) a été aussi exposée.

Enfin, nous avons présenté le couplage utiläsé pour lier les deux
systèmes des équations de oase. Nous avons vu que ce couplage, qui s'effectue
seulement par l'intermédiaire d'une relation cinématique, peut être remplacé par
un couplage plus fort qui pourrait peut-être donner de meilleurs résultats. Dans
ce cas, les deux systèmes des équations peuvent être Templacés par un seul
système où toutes les équations seront simultanément résolues. Cependant, ce
deuxième cas n'a pas fait l'objet des essais numériques.

Dans le chapitre qui suit, nous allons présenter les résultats obtenus
par la méthode présentée pour divers cas d'intérêt pratique.



CHAPITRE IV

RESULTATS DU CALCUL



IV.1. INTRODUCTION

Nous présentons dans ce chapitre les résultats obtenus avec la
méthode développée dans les chapitres II et III.

Nous distinguons deux cas. Dans le premier, la méthode de la
"compressibilité artificielle" a été utilisée pour le calcul des écoulements
incompressibles, nommée dans ce qui suit "version incompressible" du
programme. L'apparition des problèmes avec cette version, nous a conduit à
utiliser la méthode écrite pour un écoulement compressible, nommée "version
corn pressible".

Avant de présenter les résultats obtenus pour divers cas étudiés, nous
mentionnons en bref certaines difficultés apparues au niveau numérique lors de
la résolution des équations.

a) Version incompressible:

Dans la méthode de la compressibilité artificielle (paragraphe 11.2.2),

nous avons divisé le champ de pression en deux parties

P Pcp+ Pv

en supposant que la première est associée à l'écoulement sain tandis que la
deuxième aux écoulements secondaires et aux effets visqueux. La première est
une donnée pour notre calcul. La deuxième est une des inconnues principales et sa
correction temporelle à chaque itération donne une nouvelle valeur de p et de p.
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Pv

4 I

En plus, pour des raisons de stabilité, le gradient axial (ou longitudinal) de la
pression a été assimilé à celui de la partie potentielle

=
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Des difficultés sont apparues lors du calcul de , liées au choix du
paramètre ß . L'utilisation des grandes valeurs pour , comme cela a été
recommandé par STEGER et KUTLER 1751 créant des problèmes numériques.
Pour assurer la stabilité et la convergence de l'algorithme, nous avons été obligés
d'utiliser des valeurs pour de l'ordre de i- et 10-6. Or ces valeurs
conduisent à supprimer pratiquement l'évolution de p . Le problème similaire
apparaît dans le travail de SAINT VICTOR et COUSTEIX 1771 qui utilisent

10-5. Une solution éventuelle à ce problème, que nous n'avons pas
cependant utilisée, est de faire évoluer pendant le calcul en fonction de
l'évolution du résidu. Ainsi, en initialisant avec des valeurs faibles pour afin

d'assurer la stabilité, nous les auguientons lors de la résolution pour arriver à la
convergence à des valeurs supérieures à l'unité théoriquement indiquées.

b) Version compressible:

A cause des problèmes apparus en utilisant la méthode de la
compressibilité artificielle, nous avons décidé d'utiliser les équations écrites pour
un écoulement compressible.

Cependant, des difficultés ont été rencontrées au cours du calcul des
écoulements incompressibles. Tout d'abord les différences importantes entre le
terme cT0 et le terme d'énergie cinétique V/2. conduisent à des matrices
mal conditionnées. Ceci fournit de fortes évolutions pour la masse volumique et
la pression dans la couche limite qui ne sont pas justifiées par le caractère
incompressible de l'écoulement étudié. Nous avons alors décidé d'imposer la
pression constante dans la couche visqueuse donnée par la condition imposée à la
frontière extérieure. Cette hypothèse est souvent utilisée pour le calcul des
écoulements supersoniques dans les régions près des limites solides. Dans une
telle région, le nombre de Mach est f aible (l'écoulement devient subsonique) et la
pression est imposée constante à partir de la valeur qu'elle a à la frontière des
régions supersonique et subsonique 59l. Dans ce cas, la résolution du système
matriciel (3.18), en ce qui concerne la première composante, devient simplement

une procédure de minimisation d'une fonctionnelle mais qui, à la convergence, ne
donnera pas une solution qui satisfasse la Continuité (résidu minimum mais non

nul). Si alors la pression statique est imposée dans la couche limite pendant le
calcul, il serait justifié de supprimer l'équation de continuité du système (3.18).



Les détails spécifiques ainsi que les résultats obtenus pour chaque

cas étudié sont présentés dans le paragraphe qui suit.

La méthode développée (version incompressible ou version
compressible) est utilisée pour le calcul de l'écoulement dans les cas suivants

Ecoulement bidimensionnel laminaire.

Ecoulement bidimensionnel turbulent sans gradient de pression

extérieur.

Ecoulement bidimensionnel turbulent décéléré.

Ecoulement dans une grille d'aubes de turbine.

Ecoulement dans une grille d'aubes de compresseur.

Ecoulement dans un compresseur axial.

Les conditions aux limites pour tous les cas étudiés étaient similaires.

Comme conditions à l'entrée, nous avons considéré les prof ils des composantes de

la vitesse (fournis par l'expérience correspondant) et la distribution de la pression

et de la masse volumique. Sur la paroi, la condition de non-glissement a été
imposée pour la vitesse Dans la même région, une condition
Neumann a été utilisée pour la pression p/ o et la masse

volumique 3p/=O. Au bord extérieur du domaine de calcul, des conditions
Dirichlet ont été données pour la pression, la masse volumique et les

composantes axiales et circonférentielles de la vitesse et une condition Neumann

sur la composante normale de la vitesse.

Pour les cas de l'écoulement dans un passage interaube (cas (d), (e),

(f)), toutes les données ont été considérées moyennées en azimut. Pour les cas

(a), (b), (c) et (d) des écoulements incompressibles, les deux versions

"incompressible" et "compressible" (avec la pression constante dans la couche
limite) ont été utilisées. Les résultats étaient analogues.
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IV.2. PRESENTATION DES RESULTATS OBTENUS

Cas test d'un écoulement bidimensionnel laminaire sur une plaque
plane:

Le maillage utilisé selon la direction R était constitué par deux
régions uniformes à pas différents chacune: R1 .000285 m et

R2 =.000414m.

A part les conditions aux limites citées précédemment, une condition

différente sur la paroi pour la pression a été ici en plus testée.- Dans celle-ci la
pression a été calculée par une équation de continuité explicite
(relation (3.27)) écrite à la paroi.

Les résultats obtenus sont comparés avec ceux de BLASIUS 11141
dans les figures 2 et 3. L'utilisation des deux conditions différentes sur la
pression p, n'influence pas les résultats pour la composante axiale de la
vitesse (figure 2). Cependant, des résultats légèrement différents près de la paroi
ont été obtenus pour la composante LL . Ceux donnés par la relation (3.27)
satisfont mieux la Continuité dans Cette région (figure 3).

Un test sur l'efficacité de l'algorithme a été aussi effectué. En
utilisant les critères explicites de stabilité (3.73) adaptés à ce problème, nous
avons calculé un temps = 104. Ensuite différents pas en temps
A± > L±ex ont été testés pour le schéma implicite. Nous pouvons voir

(figure 4) qu'il existe un temps limite (dans ce cas 10-2) au-delà
duquel le nombre des itérations pour arriver à un certain niveau de convergence
augmente avec ultérieurement des problèmes de stabilité.

Ecoulement bidimensionnel turbulent sans gradient de pression
extérieure:

Une partie du maillage non uniforme, selon R utilisé, est présentée
dans la figure 5.

Nous avons utilisé les mesures de WIEGHARDT 11151 pour imposer les
conditions aux limites. La station 4 (position axiale = .487 m) de son

expérience était considérée comme première station de calcul.
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Les résultats obtenus, comparés avec les résultats expérimentaux de

WIEGHARDT dans les figures 6-9, présentent un bonaccord.

c) Ecoulement bidirnensionflel turbulent décéléré:

Une partie du maillage utilisé, non-uniforme dans la direction R, est

présentée dans la figure 10.

Les mesures de SAMUEL et JOUBERT L1l6 ont été utilisées pour

choisir les conditions aux limites. La station Ti (position axiale 1.04 m) de

leur expérience était considérée comme l'entrée au domaine de calcul.

Les résultats obtenus sont comparés avec les résultats expérimentaux

de SAMUEL et JOUBERT dans les figures 11-14. Un léger désaccord sur les

profils axiaux près de la paroi peut être remarqué (figure ii). Cela peut être dû

au calcul des tensions turbulentes dans cette région. Celles-ci calculées par le

modèle de CEBECCI-SMITH présentent un écart assez important avec les

mesures (figure 15).

d) Grille d'aube de turbine:

La grille d'aube est présentée dans la figure 16. Elle a été utilisée

expérimentalement à I'E.C.L. par ONVANI 11171. Les aubes forment un angle de

calage 2. = - 41° 30' par rapport à la direction axiale . La longueur de la

corde est C = .163 m, le pas entre les aubes = .141 m et la hauteur

= .28 m. Le domaine de calcul est défini par l'intrados et l'extrados de deux

aubes voisines, la quatrième et l'onzième fentes des mesures et la paroi

inférieure et la demi-hauteur h /2. de la grille.

Le maillage utilisé dans le système physique ( 3, R. ) est présenté

dans la figure 17. Les positions des stations de calcul coincident avec celles des

fentes des mesures. Les dimensions du maillage étaient 8 x 42.

Deux tests ont été réalisés pour le calcul de la composante

transversale de la vitesse.
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Dans le premier, une seule itération a été effectuée pour le calcul de
\4,4 (une itération sur la boucle générale (a) du schéma 1) avec les valeurs

initiales des variables dans chaque station. Les effets visqueux sur la paroi ont
été négligés dans le calcul au plan transversal. Avec le prof il de J4 ainsi
obtenu, les inconnues du plan longitudinal ont été calculées (22 itérations sur la
boucle (b) du schéma 1 jusqu'à la convergence). Les résultats comparés avec
l'expérience d'ONVANI sont présentés dans les figures 18-24. Des petites
anomalies sur les prof ils calculés des composantes axiale et
longitudinale peuvent être remarquées très près de la paroi. En plus, le prof il
de composante transversale t'v', présente un écart important près de la paroi par
rapport aux mesures. Ces écarts peuvent être justifiés par le fait que nous avons
négligé les effets visqueux dans le calcul du plan transversal.

Dans le deuxième calcul, trois itérations ont été effectuées pour le
calcul de (trois itérations sur la boucle (a) du schéma 1). En plus, un
raccordement de ce profil a été effectué près de la paroi au point

y' .0005 m. Les résultats obtenus sont comparés avec les mesures dans les
figures 25-31. Les petites anomalies près de la paroi pour les prof ils axiaux et
longitudinaux sont amorties et le profil transversal s'approche plus des mesures
que dans le test précédent.

e) Grille d'aube de compresseur:

La grille étudiée est présentée dans la figure 32. Elle a été étudiée
expérimentalement à l'E.C.L. et à I'O.N.E.R.A. I11S. Les aubes forment un angle
de calage = - 35.24° par rapport à la direction axiale . La longueur de la
corde est c = .079 m, le pas entre les aubes .048 m et la hauteur k = .1 m.
Le domaine de calcul est défini par l'intrados et l'extrados de deux aubes voisines,
la première et la huitième fentes des mesures, la paroi inférieure et la demi-
hauteur de la grille.

Le maillage utilisé dans le plan ( R ) est présenté dans la
figure 33. Les stations de calcul, choisies à distances égales selon , sont
légèrement décalées par rapport aux fentes des mesures positionnées à distances
différentes. Les dimensions du maillage sont 8 x 42.

L'écoulement dans la grille était compressible. Le nombre de Mach à
l'entrée (Fente 1) était Nl = .82 à la sortie (Fente 8) et Nl = .57.
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Les résultats du calcul obtenus dans chaque station sont comparés
avec les mesures effectuées à la fente la plus proche de cette station dans les
figures 34-40. Des anomalies sur les profils des composantes axiales et
longitudinales peuvent être remarquées près de la paroi. Deux raisons nous

semblent possibles. La première est le calcul de la viscosité turbulente dans la
région intérieure par notre modèle qui ne prend bien en compte les divers
paramètres de cet écoulement particulier. En effet des phénomènes de coin ont
été remarqués pendant les mesures mais le modèle que nous utilisons n'est pas
bien adapté à ce cas. La deuxième raison tient dans le calcul du plan transversal.
Pour calculer nous ne prenons en compte les effets visqueux que par un
raccordement du profil de W,, plus ou moins arbitraire. Or, le choix du point de
raccordement peut influencer le calcul de (A , et vs./,, très près de la paroi.
Les résultats présentés ici sont obtenus avec )= .001 =(h/2) /50.

Nous pouvons aussi remarquer un écart relativement important entre
le calcul et l'expérience pour la composante transversale %.AJÑ de la vitesse. Cela

peut s'expliquer par le fait que nous avons considéré la vorticité secondaire i2
étant nul à l'entrée du domaine de calcul, ce qui produit = O au premier plan.

Or, les mesures de l'état de la couche visqueuse à l'amont de la grille ont montré
que la couche limite n'était pas collatérale en amont de la grille comme nous
l'avons supposé.

f) Compresseur axial :

Le compresseur axial étudié théoriquement et expérimentalement à
I'E.C.L. par LEBOEUF 1961 est présenté dans la figure 41.

Avec notre méthode, nous avons d'abord calculé l'écoulement dans la
roue mobile du compresseur en considérant un système relatif tournant à la
vitesse constante w
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Roue mobile compresseur:

Le domaine du calcul est défini par la position axiale = .693 peu
après le bord d'attaque ( .69 1) et le plan 5, l'intrados et l'extradas de deux
aubes voisines et la demi-hauteur à l'entrée et le moyeu de la roue mobile. Le
maillage utilisé est présenté dans la figure 42. Les stations 11 et 18 du calcul
correspondent aux plans 4 et 5 (figure 41) respectivement. Les dimensions du
maillage sont 18 x 42. Le nombre de Mach au plan 3 étant M = 77 et celui au
plan 5 étant M =49.

Nous avons d'abord effectué un calcul avec vitesse de rotation
constante (Q = 1109.2 sec-1 et en introduisant un gradient normal de la pression
donné par la résolution d'un écoulement sain correspondant à l'écoulement réel
que nous étudions. Ce calcul a présenté un décollement au voisinage du bord de
fuite de la roue (plan 4). LEBOEUF Il 191 a rencontré la même difficulté quand il

calculait l'écoulement dans la roue avec sa méthode intégrale. Il a réussi à éviter
ce problème lorsqu'il a introduit une équation d'itération avec l'écoulement sain
locale.

Nous avons ensuite effectué un calcul en supprimant les forces de
Coriolis et centrifuges; ce qui a éliminé tous les problèmes précédents. Les
résultats ainsi obtenus sont présentés dans les figures 43_I4, pour les plans 4 et 5.



CHAPITRE V

CONCLUSIONS
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Nous avons développé une méthode différentielle pour le calcul de
l'écoulement visqueux dans le passage interaube d'une turbomachine.

Le principe d'une décomposition de l'écoulement en une partie saine
et une partie visqueuse dite secondaire a été adopté. Une démarche parabolique
au niveau des équations de Navier-Stokes a été utilisée pour le calcul de
l'écoulement visqueux de l'amont vers l'aval. Ces équations moyennées

circonférentiellement et projetées selon deux directions particulières, ce qui
évite l'introduction des forces d'aubages, ont formé le premier système
d'équations de base. La partie du champ de vitesse dans des directions normales
de l'écoulement sain est déduite comme une conséquence d'un champ de
vorticité. Une formulation (fl,'1-') utilisée pour la détermination du champ
transversal de la vitesse a permis de constituer le deuxième système d'équations.
Le couplage entre les deux systèmes d'équations a été réalisé à l'aide d'une
relation cinématique simple.

Les deux systèmes ont été ensuite résolus dans un domaine de calcul
défini par les frontières du domaine physique. Le domaine du calcul est obtenu
par une transformation générale qui préserve le caractère conservatif des
équations et permet d'utiliser des schémas numériques sur un maillage uniforme.

Pour la résolution numérique du premier système non-linéaire
d'équations dans le plan longitudinal, nous avons suivi une procédure de
linéarisation en introduisant les matrices 3acobiennes de cette linéarisation. Un
schéma aux différences finies appliqué sur les dérivées spatiales des équations a
conduit à un système tridiagonal par blocs. Celui-ci a été traité d'un algorithme
de factorisation adapté. Les conditions aux limites choisies de façon à être
compatibles avec la physique de l'écoulement ont été introduites implicitement
dans l'algorithme de la résolution.

Le deuxième système d'équations a été résolu en utilisant un
développement en série de Fourier et un algorithme de factorisation.

La méthode a été appliquée au calcul des écoulements

bidimensionnels, turbulents et au calcul des écoulements secondaires dans
différents cas de turbomachines. Les résultats obtenus ont montré un accord
satisfaisant avec les résultats expérimentaux. Cependant, des améliorations
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peuvent être apportées à la méthode afin d'éviter certaines hypothèses utilisées
dans le calcul et éliminer des difficultés au niveau numérique présentées lors de
la résolution.

Une amélioration possible du calcul des écoulements subsoniques avec

cette méthode serait de traiter simultanément une équation d'interaction avec
l'écoulement sain (LEBOEUF 11191). L'équation de continuité pourrait aussi être

remplacée par une équation de Poisson pour le calcul de la pression d'un
écoulement potentiel correspondant à notre écoulement réel (ALKALAI 11201).
L'interaction forte entre l'écoulement sain et l'écoulement secondaire nous
permettrait de mieux calculer 1coulement en supprimant l'hypothèse d'un
gradient normal de pression imposé a priori.

Une autre amélioration importante serait de remplacer les deux
systèmes d'équations de base par un seul comme il a été exprimé dans
l'organigramme du Schéma 2 (chapitre III). Dans ce cas, le couplage du calcul
dans le plan longitudinal avec celui du plan transversal serait plus fort et le
transfert des informations d'un plan à l'autre meilleur. Ce couplage fort peut
néanmoins présenter plus de difficultés au niveau numérique, ce qui n'a pas été
envisagé ici.
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ANNEXES



avec

ANNEXE i

DEVELOPPEMENT DE LA FORME FINALE DES EQUATIONS

1. LES EQUATIONS INITIALES

Les équations de départ sont les équations de continuité, de quantité
de mouvement et d'énergie interne d'arrêt, sous une forme Conservative,
différentielle, décrite par PEYRET et VIVIAND I66

(p)

- 144 -

+ dtv

-* * -
(FE) +dtv(pEV -

Pour un fluide Newtonien, le tenseur des tensions est une fonction
linéaire du gradient de vitesse (loi de Newton)

= cItvV I -dÇ'V
- '..t-

de PV = 'rcd V + (rcAci V) = le tenseur du taux de déformation.

Les équations (A.1.l) peuvent décrire l'écoulement compressible dans
un système absolu ainsi que celui dans un système relatif. Pour un système
tournant à la vitesse c.) , la vitesse V dans (A.l.l) est la vitesse relative

- - -.

V = V b uJ 'Ç

(A.1.2)

+ div ) o



H

et la force fe dans (A.l.l) regroupe d'une part la force de Coriolis -2p4 ,

., -.. z id'autre part la force centrifuge -pt..i(c.C)w pQ(w R /2). Ces deux forces
stexercent par suite de la rotation du système. Les forces des gravités sont
négligées.

Nous allons exprimer les équations (AI.l) sous une forme

adimensionnelle, vectorielle et faiblement conservative dans un système
cylindrique. Elles s'écrivent:

RF

P

pE

Pt.AR

o.

o

Q

RQ

o

D

ae

R

F

(FE- p)L

o

ZR

T .î

-. 115 -
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PRL
p4tp

Lt6

(E+p)u

o

o

pR
-2 wpu

Wp R 'R

o

(A.1.4)

L f RFV
+ i j) 4-

(A.l.3)

o

o

_pUeZ_F



(e) -7 - - .1 L. 4- RLGR- R6 LR '

(f) (Ru)

-3--
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Les tensions visqueuses sont données par les foemules suivantes:

Z- (RL)+ 2(RA.R
2e J

+22

+
2R.

= v-( Ue

I
(A.1.5)

UeJ 2,L

R

= eL + k
Pr

Les termes visqueux dans l'équation de l'énergie sont:

L k
Pv-

{
R 2E?

frk
(

2R-

R \
4

(A.1.6)

13R=
Pr

k- e

R
F&..

R 9 3R.
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Nous considérons que l'équation (A.1.3) est écrite sous Une forme
moyenne statistique. Les termes des tensions alors dans les expressions (A.1.4)
regroupent aussi bien les tensions visqueuses que les tensions turbulentes. Ceci
peut être exprimé en considérant que la viscosité 1.A dans les formules (A.1.6)
est la somme d'une viscosité laminaire A.e et d'une viscosité turbulente
(dont la méthode de calcul est donnée dans le paragraphe 1L2.3).

La pression est calculée par une équation de gaz parfait

(A.1.7)

Pour un écoulement incompressible, si nous utilisons la méthode de la
compressibilité artificielle, la composante (a) de l'équation (A.l.1) peut être
remplacée par l'équation

- =0 (A.1.8)

2. TRANSFORMATIoN DES E'UATIONS DANS UN NOUVEAU SYSTEME
DES COORDONNEES

Nous allons transformer le système cylindrique ( , R , e ) en un
nouveau système ( ., Z

, ') quelconque. L'équation (A.1.3) devient après la
transformation

(A.1.9)

.1 2RRI 'Ev
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o

4- * vis ?:

v$ Z9 f V Z + L6 Z

+ 'l-R9 + VeZ9G

vl + vl +

pU

pu;U + P

(pEf p)U- t P

v

pV

puVt V1lrF

ptARV + p

+ v1 P
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e 5$

- etR.9

+ KR -«e

o
. tee7-p p-2 RpcR

pti -- 2 PLRLAR
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(A.1.1O)
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4 RZeR +
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Dans ces expressions U , V, J sont les vitesses contravariantes du
système ( , , ) données par (2.43). La forme générale des métriques et du
Jacobien de la, transformation est donnée par les formules (2.44) et (2.44.a)
respectivement.

La transformation des dérivées de l'ancien système ( , , 9 ) au

nouveau ( ,1 , ), s'effectuant par une permutation cyclique, nous donne la
forme des tensions dans le nouveau système

/L) +2f(---)
+

(a)
e j

RL

kk=L()2(fl ckL)2)7
f

(R ±T e( + í) -RL

(e)

(+2) I e(+2) (
(-0G \PJVL R.

(P)7 2-& 3.f + ç

(A.1.l1)
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oi le nouveau vecteur des inconnues est défini comme suit

ç , ; j, )T (, P,P,FU9,PE)T/

Les termes visqueux f dans l'équation de l'énergie prennent après
la transformation une forme assez compliquée. Puisque finalement nous

n'utiliserons pas cette équation, nous ne présentons pas cette nouvelle forme de
19L ici.

3. INTEGRATION DES EQUATIONS DANS LA DIRECTION AZIMUTALE

Nous allons effectuer une moyenne massique selon la direction
circoriférentielle & que nous assimilons à la direction . A cause de la
périodicité de l'écoulement, les équations seront intégrées seulement entre
l'intrados d'une aube et I'extrados de l'aube voisine.

Nous définissons une moyenne massique dans la direction
circonférentielle comme suit

ou

b ± le facteur de blocage dû aux aubes;

+ l'épaisseur tangentielle des aubes

le pas de l'aubage;

indices pour côtés extrados et iritrados de l'aubage respectivement.

5 5

pA L

P

-
r

2nR
R,

(A. 1.12)
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La valeur moyenne du gradient de la quantité (p A ) peut être
exprimée en utilisant la formule de Leibnitz

(pAs_PAr )

pA L.a(,j_ (pA5_
6 zrr6

pA
5 2rtb %et

F 2 (A.1.13)

Après avoir décomposé chaque grandeur A en une valeur moyenne
et une valeur fluctuante A*

e-'

(A.1.14)

nous effectuons l'intégration azimutale en utilisant les expressions (A.1.13) et en
assimilant la direction avec la direction . L'équation (A.l.9) devient après
l'intégration

(A.1.15)

Dans ce qui suit, nous allons supprimer les indices (') en
tenant compte que toutes les grandeurs qui apparaissent sont des moyennes
spatiales.

+ rv 4-D2



Le terme D. dans l'équation (A.l.15) exprime la force exercée par

l'aubage sur l'écoulement. Cette force est le résultat de la contribution
simultanée de la pression et des tensions de cisaillement sur l'aubage. Pour une
zone aubée avec = = = O sur les parois des aubages, elle a la forme

suivante

D D4 b =-J_.
p '. 2n

2n
/

- 152 -

o

Re,

-F'
- R

o

Rt+ 9Rtrat
+

& Re,;- tee
4-

ej
/

Pr

s

La force de la pression exercée par une surface de l'aube sur le fluide

environnant est

-F

o

R pG

RpG

-P
-Rpe.

1p 211

Cette force est normale à la surface moyenne 6L de l'aube.

P.

I

o

RQt+ RZrte
R t . et-z
RG te3 + RZø,tee
RE 4

(A.l.16)

avec j=p ou

et elle est normale à la surface de l'aube. En utilisant l'hypothèse des aubes
minces, la force totale résultante des forces sur chaque côté peut être exprimée

par la formule

(A. 1.17)
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-- s. --Ur
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L;u'+ p._L)pr e
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Le terme D dans Péquation (A.1.15) contient les fluctuations
spatiales du type ULL qui expriment la non-uniformite de l'ecoulement dans la
direction azimutale. Ce terme a la forme

( / D23 D2 D25
)T (A.1.18)

(A.1.18.a)

-% -%« U par_L.. pp L) + pL)'.fF E 0 + Pf
F4'

I.'
$r4 -'

2-LL
p.P

..- i PG - (2.47)

Rc
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Dans ce qui suit, nous allons ignorer la contribution de ce terme des
fluctuations.

Nous allons utiliser l'approche parabolique pour le calcul de

l'écoulement que nous étudions. Pour cela, nous allons négliger les termes
diffusif s dans la direction . Les dérivées de deuxième ordre selon ainsi que

les dérivées mixtes seront alors éliminées. Après l'élimination des termes
diffusifs selon l'équation (A.1.15) devient

.4-
26 L + D (A.1.19)i

4. NOUVELLES EXPRESSIONS DES COMPOSANTES DE L'EQUATION DE

QUANTITE DE MOUVEMENT

L'équation (A.1.19) contient le terme D dépendant de la force de
pression D4 et de la force de cisaillement . Nous cherchons une
formulation qui ne contienne le terme . Puisqué le vecteur de la force de la
pression est normale à la surface de l'aube, le produit scalaire de celui-ci avec un
vecteur tangent à cette surface sera nul.

(s Pr). (Ra!Ñ RÑ--N) o (A.1 .20)

Nous projetons alors les trois composantes de l'équation de

mouvement selon deux vecteurs tJ)et (L,L,.,L9)tangents à la
surface de l'aube. Les deux composantes résultantes ne contiennent pas le
terme

A la place de la troisième équation de mouvement, nous utilisons une
équation cinématique reliant les composantes de vitesse au système ( , R , ) à

celles du système ( S , Ñ , B)

- + AQ = o (A.1.21)



Après la projection selon NJ et L et l'introduction de la
relation (A.1.21), l'équation (A.1..19) devient

ou

et
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(A.1.23)

(A.1.23.a)
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ANNEXE 2

CALCUL DES MATRICES JACOBIENNES POUR LA LINEARISATION

Nous allons calculer les matrices Jacobiennes 7, /, '% et
A? de la procédure de linéarisation (définie par les formules (3.5)) des vecteurs

F ,G , G., et t-1 de itéquation finale (A.l.22).

Puisque les vecteurs W, F , G , G., et H sont cies fonctions linéaires
des vecteurs , , , , et i données par les formules (A.l.23.a), les
matrices Jacobiennes associées aux W , F , G , G., et '-1 seront aussi des
fonctions linéaires des matrices associées aux W , F, G, G., et H . Nous
présentons ensuite le calcul détaillé de ces matrices.

a) Calcul de la matrice Jacobienne

Il est

k'1 W, =

= 4 -- NJ9 = - NJv\ 4 NJ9 )

J3 L
(A.2.l)

k'4 o

et les éléments de la matrice

= = oti

=0 Ñ.

L

o
/

I :::/cz_
23

/ 3 = L /

Ni8

(A.2.2)

J.

j=4Ct)4



b) Calcul de la matrice

Il est

-

F =
1

+

KR

Ke
r

+

it;, +
?

R}

+ L.
P
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J

=0

(A.2.4)

s
ou

) pour

K L(L,L,Le ) pour .=3

Les éléments de la matrice sont

C 1- R) +
(A.2.3)
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+ KR {

40

4f
o (í)4
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-.,
où K=N pour C2

-
KL pour i=3

Les éléments de la matrice son t

i.

=0
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-f-

K

/ V1 (A.2.6)

c) Calcul de la matrice G /3:

Il est

= = ç : + Vj)

2
+ i-

(A.2.5)



4-

4

G oV4

{

I

f2

1X

2 V; 4.

P

P

ij

I

- 160 -

¿1 - K3I
247+%R

2/L.r.
4-4

I

I

.() #2.()
jP

fIP
t V 4 2

P

ç

{
R () () I +

E' LP- p-/,

iE Uj
v() f-3J

F'L

+ 2

d) Calcul de la matrice Ç)G,1 /Dt:

Il est

= vI = O

k3 4. K + e G
(A.2.7)
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avec
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H3 -

= o j=L(Ù4

f) Calcul de la matrice '2)k1/'t:

Il est

t'11= 1=CD

= + - 3 f (A.2.9)
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Les éléments de la matrice A? sont
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Dans toutes les expressions pour les matrices 3acobiennes écrites
jusqu'ici, nous distinguons deux cas

i) Compressible avec:

/ -i
(cT0

-r-I z

= A --t-,
i:4 X

ii) Incompressible avec:

-'=10

- 165 -
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ANNEXE 3

CALCUL DES MATRICES DE LA RESOLUTION

Nous allons calculer les matrices [A7, Jet { C1 j du système

tridiagonal par blocs (3.18) pour chaque point (j) du maillage.

En partant de l'équation discrétisée (3.12) écrite au point (j), nous
allons réarranger les termes de façon à ce qu'elie prenne la forme (3.15). Les
matrices LA J, L BJ, Lc1 1 dans (3.15) contiennent les inconnues aux points
(j-i ) , (j) (541) respectivement.

Dans l'équation (3.12), les matrices lacobiennes 4-set i' font
apparaître les inconnues au point (j). La dérivée (//? ) fait apparaître le
vecteur des inconnues aux points (j # 'i ) et q -i ) pour un schéma centré et aux
points Cj) et (j-i) pour un schéma décentré en arrière. La dérivée ¡i )
et la matrice font intervenir le vecteur des inconnues aux points (j-i), Cj )

et (j #1). Nous allons examiner en détail la distribution des différents termes à

ces points pour les deux dernières.

Dérivée (ÇY/., /Z ):

Elle est divisée en trois parties

3 / 2

vL

(j-ji) C1(j) c7..,CíH)

En utilisant les expressions (A.2.8) et en développant les dérivées selon , nous

pouvons définir les éléments des matrices '/, f et

(A.3.l)
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Les autres elements

= 2(1)4 , des matrices

calculés de façon analogue.

En plus il est

44

4 F )l

tI )i+1

(Kic,)' ('4 )pour

et peuvent être
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Matrice

Elle est divisée en trois parties:

(j) 4(j4) (j) + CJi)

En utilisant les expressions (A.2.lO), les éléments des matrices et

c,4 peuvent être définies.

En utilisant les formules trouvées dans cette annexe, nous pouvons

calculer les coefficients matriciaux LA 7, [] et L (j 7 du système (3.18). Ils

sont donnés par les expressions (3.16) ou (3.17).
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Ce travail porte sur l'étude et sur le développement d'une méthode différentielle
pour le calcul de l'écoulement visqueux dans le passage interaube d'une turbornachine.
Le principe d'une décomposition de l'écoulement en une partie saine et une partie
visqueuse dite secondaire a été adopté. En ce qui concerne l'écoulement secondaire,
la partie du champ de vitesse dans des directions normales de l'écoulement sain, est
déduite comme une conséquence d'un champ de vorticité. Une formulation ( fl , N' )
utilisée pour la détermination du champ transversal de la vitesse permet de constituer
le premier système d'équations. Une démarche parabolique au niveau des équations de
NavierStokes a été utilisée pour le calcul de l-'écoulementvísqueux de l'amont vers
l'aval. Ces équations moyennées en azimut et projetées selon deux directions particu-
lières, ce qui évite l'introduction des forces d'aubages, ont formé le deuxième système
d'équations. Le couplage entre les deux systèmes d'équations a été réalisé à l'aide
d'une relation cinématique. Un schéma aux différences finies a été appliqué pour la
discrétisation des équations mentionnées. Le système tridiagonal qui apparait a été
résolu par une procédure de factorisation.

La méthode estappliquée au calcul de l'écoulement turbulent bidimensionnel et dans
des grilles d'aubes de turbine et de compresseur et dans un compresseur axial. Les
comparaisons avec les résultats expérimentaux sont très encourageantes et montrent
l'intérêt d'une formulation totalement différentielle, en vue de la prise en compte de
phénomènes particuliers, tels les passages de repères fixes à mobiles et les évolutions
de l'écoulement sain selon le rayon.
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