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CHAPITRE 1

INTRODUCTION






I.1. INTRODUCTION GENERALE

L'écoulement réel dans une turbomachine a un caractere tres
complexe. Il est instationnaire, visqueux et tridimensionnel. L'outil le plus
approprié afin de décrire ces écoulements est constitué par les équations de
Navier Stokes. Celles-ci posent cependant des probléemes lors de leurs
applications a des cas pratiques qui intéressent lingénieur. Des modeles
approximatifs ont ainsi été développés, pour la simplification des équations

initiales.

Les calculs des turbomachines se sont d'abord orientés vers des
calculs non visqueux. Plusieurs méthodes ont été développées pour le calcul de
'écoulement dont la plus courante est celle de WU [1] qui substitue au probleme
tridimensionnel deux problémes bidimensionnels couplés. Le premier est résolu
sur une surface de courant dite "méridienne", et le second sur une surface de
courant dite "aube a aube". La superposition de deux calculs donne la solution

dite quasi-tridimensionnelle du probleme. Ce type de démarche a été utilisé par

différents auteurs 12,3,4l. Une analyse et une critique des méthodes
bidimensionnelles, quasi-tridimensicnnelles et tridimensionnelles ont été données

dans la référence |5].

Des considérations visqueuses ont également été utilisées pour le
calcul de I'écoulement dans les turbomachines. Dans ce doméine, le caractere
visqueux se manifeste prés de l'aubage ainsi que pres du carter et du moyeu de la
machine. Bien que I'étude des couches visqueuses se développant sur les aubes, a
l'aide d'une approche classique de type couche limite, ait été fructueuse, une
démarche similaire n'est pas entierement possible pour les couches visqueuses
situées a proximité du moyeu et du carter. Ces couches ont une nature beaucoup
plus complexe et seront désignées dans ce qui suit par le terme d' "écoulements
secondaires". Nous nous proposons dans ce travail de présenter une méthode de
calcul des écoulements secondaires. Mais tout d'abord, nous donnons une
présentation des différents modéles de calcul des écoulements secondaires, ainsi

que des méthodes numériques utilisées pour les déterminer.



I.2. MODELES DE CALCUL DES ECOULEMENTS SECONDAIRES

A) Pour étudier les écoulements secondaires, deux modéles ont été
développés. Ils seront employés simultanément. Le premier modele, dit de trois

zones, se base sur les deux principes suivants :

i) L'existence d'un écoulement sain qui se définit comme un écoulement non
visqueux, rotationnel dans lequel on inclut les effets de la viscosité

associés aux aubages uniquement.

it)  L'introduction d'une pseudo-couche limite pariétale prés du carter et du
moyeu de la machine, de type couche limite classique, qui traduit les effets

de la viscosité dans ces régions.

Le deuxieéme modéle décrit les écoulements secondaires et utilise

deux principes :

i) Il associe un caractére privilégié a la direction locale imposée par
I'écoulement sain en ce sens que I'évolution de I'écoulement sera étudiée
selon cette direction, ce qui entralnera des conséquences sur la fermeture
turbulente. Cette approximation a été utilisée plus ou moins explicitement
par différents auteurs et a été définie clairement par PAPAILIOU 16,71,
Dans la suite de ce texte, la composante de la vitesse réelle selon cette
direction privilégiée sera appelée "composante longitudinale" ; les
composantes selon les directions perpendiculaires seront nommées les

""composantes transversales de la vitesse".

ii) Il donne I'hypothése que le champ transversal de la vitesse est uniquement
induit par la vorticité (25 qui se développe selon la direction S de

I'écoulement sain.

B) Il est intéressant, a partir d'une étude bibliographique, d'é¢tudier
l'utilisation de ces quatre principes dans le développement des méthodes pour le

calcul des écoulements secondaires.

Initialement, les deux principes, qui serviront de base au modéle des

écoulements secondaires, ont été utilisés séparément.



Le premier, d'abord utilisé par RAILLY et HOWARD |8/, met I'accent
sur les effets de la viscosité. Ces auteurs ont traité la couche limite pariétale du
carter et du moyeu comme une couche limite classique en vue de déterminer les
pertes de pression d'arrét dans ces zones. L'écoulement a été moyenné
circonférentiellement; cette opération a fait apparaitre des termes
supplémentaires dont nous parlerons plus loin. Le succes relatif de ce modele a
conduit a I'apparition, dans la mé&me voie, des méthodes plus élaborées telles que
celle de STRATFORD [9], SMITH |10,11|, HORLOCK et PERKINS |12, MELLOR
et WOOD [13| et DE RUYCK, HIRSCH, KOOL |14

Le deuxieme principe détermine le champ de vitesse transversal par
L2 ; il a été initié par SQUIRE et WINTER |15|. II traite l'écoulement
secondaire sur une base non visqueuse en utilisant un transport de la vorticité
d'origine visqueuse par un écoulement extérieur (sain). Son objectif était de
déterminer la variation de direction du vecteur de vitesse dans la direction
normale a la paroi. HAWTHORN [16,17| a donné une équation pour la composante
longitudinale de la vorticité associée a un écoulement moyenné
circonférentiellement et il a introduit une fonction de courant \Ps lide a
I'écoulement secondaire induit dans ie plan transversal. La détermination de Y
est obtenue grace a une équation de Poisson résolue en développant la fonction
de courant en série de Fourier. SMITH |18! a proposé un modele légérement
différent de celui d¢ HAWTHORN dans la définition de I'écoulement primaire.
L'équation de la composante longitudinale de la vorticité poUr le calcul des
écoulements secondaires a aussi été utilisée par MARRIS {19,20,21], MARSH |22|

et HORLOCK {23

Les travaux théoriques de  LAKSHMINARAYANA et
HORLOCK |24,25,26,27! ont contribué a la compréhension des écoulements
secondaires dans les turbomachines. L'utilisation d'un repere de FRESNET
associé a la vitesse locale a permis de déterminer le développement de la
composante longitudinale (2. de la vorticité liée a la déflexion des lignes de
courant ainsi qu'a I'existence d'une composante normale f2,, de la vorticité. Une
expression générale a ainsi été obtenue pour le calcul de {25 dans un écoulement
visqueux, compressible dans une machine tournante. Notons que leur étude met
'accent sur I'importance de la résolution successive des deux équations pour les
deux composantes (2 et {2 de la vorticité et a été longtemps considérée

comme référence par divers auteurs.



Pour la plupart des auteurs cités précédemment, utilisant I'équation
de transport de (2 de base du modele des écoulements secondaires, les effets
de la viscosité se produisent uniquement par une couche limite avant l'entrée
dans les aubes. Dans le passage interaube, seuls les gradients de pression jouent le
rle important tandis que linfluence de la viscosité sur les écoulements
secondaires est alors négligeable. Tout récemment, POUAGARE et
LAKSHMINARAYANA [28] ont réalisé une application de cette approche
classique en introduisant les effets de la viscosité complétés de ceux de la
rotation et des gradients de la masse volumique sur le développement de _(Zs;
malgré tout, le traitement de {2, reposait toujours sur un calcul approximatif

numérique. _
Mentionnons au passage une deuxiéme origine de la vorticité
secondaire, moins étudiée pour le cas des turbomachines, qui est associée a
l'interaction turbulente des tensions de Reynolds. Elle a été étudiée en
particulier par GESSNER [29] pour I'écoulement dans un coin et elle doit &tre

considérée comme une conséquence directe de la viscosité et de la turbulence.

La complémentarité des approches de types "couche limite" et
"transport de la vorticité secondaire", a conduit au développement des méthodes
les utilisant simultanément. Parmi les travaux les plus importants dans ce
domaine, nous pouvons isoler ceux de HORLOCK |30,31,32,35i, et ceux effectués
au Laboratoire de Mécanique des Fluides de I'Ecole Centrale de
Lyon |34,35,36,37,38,39,40].

C) L'application du modele de calcul des écoulements secondaires
dans le cadre des turbomachines est malgré tout délicate, ce qui nécessite des
traitements particuliers. Différents auteurs ont ainsi procédé a des intégrations
des équations selon des directions appropriées. Dans les nouvelles équations, les
inconnues correspondent & des quantités globales de I'écoulement et les pertes
d'informations engendrées par les intégrations successives doivent &tre restituées

par des hypotheses supplémentaires portant sur ces quantités intégrales.

En plus d'une intégration selon la normale a la paroi, RAILLY et
HOWARD [8| ont effectué les premiers une intégration circonférentielle afin
d'étudier le probléme a un niveau plus global. Cette opération est en fait
semblable a celle effectuée par HIRSCH et WARZEE |2} pour un écoulement
sain. Elle a conduit a I'apparition d'inconnues supplémentaires et en particulier a

celle des forces d'aubage et des termes dits "de fluctuations spatiales" que



RAILLY et HOWARD ont complétement négligés. Les méthodes qui se sont

ensuite développées se distinguent par la modélisation de ces nouvelles inconnues

et par I'écriture plus ou moins correcte des équations.

force :

Deux approches existent pour le calcul des termes de déficit de

La premiere approche utilise des formules analytiques qui relient
chaque composante du déficit de force a diverses quantités
intégrales. HORLOCK et ses collaborateurs 112,31] ont utilisé une
expression analytique pour le calcul de la composante
circonférentielle qui a été vérifiée expérimentalement par
PAPAILIOU, FLOT ., MATHIEU |34|. La base de cette expression est
la composante azimutale de I'équation intégrale de quantité de
mouvement, combinée avec considérations sur le profil de vitesse
transversale, Pour le calcul de la composante axiale, HORLOCK et
MARCH [30] ont utilisé une relation liant les deux composantes du
deficit de force vérifiée expérimentalement elle aussi |34]|. Dans la
méme catégorie, DE RIUYCK, HIRSCH, KOOL |14| ont résolu les
deux composantes de I'équation intégrale de quantité de mouvement
simultanément en utilisant une relation empirique pour modéliser les

termes de deficit de force.

La deuxieme approche utilise une relation entre les deux composantes
du déficit de force telle celle utilisée par HORLOCK et MARCH.
Cette démarche, en combinant les deux composantes de l'équation
intégrale de mouvement selon les directions axiale et
circonférentielle, permet d'obtenir une nouvelle équation ou ces
termes n'existent pas. Cette approche est plus générale que la
premiére. Elle a été tout d'abord suivie par MELLOR et WOOD 13|

qui, & la suite de difficultés au niveau de la modélisation de ces

termes, ont effectué une deuxiéme intégration dans la direction

axiale entre I'amont et I'aval des aubes. Cette approche était aussi a
la base de la méthode développée a I'Ecole Centrale de Lyon |34|-
[40




Dans les deux approches mentionnées plus haut, seule la modélisation
des termes du déficit de force a été tentée, les termes des fluctuations spatiales

et l'ecart de pression moyenne entre les écoulements sain et secondaire étant
négligés.

Dans le Laboratoire de Mécanique des Fluides de I'Ecole Centrale de
Lyon, les recherches se sont orientées vers le développement théorique d'une
méthode de calcul, basée sur I'expérience acquise par des nombreuses mesures
effectuées sur un compresseur axial 141,462,43] et en grille d'aubes |44].
PAPAILIOU et ses collaborateurs |34,35,36] ont amélioré la méthode de
MELLOR et WOOD [13] que LEBOEUF |5| a utilisée pour le calcul de
I'¢coulement dans un compresseur axial. COMTE |37| a développé une méthode
pour le calcul de l'écoulement dans une grille d'aubes que OHAYON [38] a
améliorée pour la prise en compte de l'effet du jeu radial. La méthode a été
ensuite modifiée en accord avec la formulation de VOUILLARMET |39]. Dans
cette méthode, les deux modeéles de calcul des écoulements secondaires
mentionnés précédemment sont utilisés simultanément. Le caractere visqueux de
I'écoulement est principalement considéré dans la direction longitudinale tandis
que le champ de vitesse transversal est considéré comme le résultat de la
présence de la vorticité secondaire. Le premier modele permet d'aborder le
probleme sous une forme parabolique de type couche limite, le deuxieme restitue
le caractere elliptique de l'écoulement dans le plan transersal. Le couplage
successif de deux calculs donne la solution du probleme. Une des bases de cette
méthode est l'hypothése de l'existence d'une direction privilégiée, définie par
I'écoulement sain local. Dans cette direction, les propriétés de I'écoulement
cisaillé sont exprimées a l'aide des lois de similitude au niveau de la composante
longitudinale de la vitesse. Une moyenne circonférentielle des équations a été
effectuée ; les termes des fluctuations spatiales sont alors apparus exprimant la
non-uniformité azimutale de I'écoulement. Puis l'équation de continuité et de
quantité de mouvement ont été exprimées sous une forme décifitaire par rapport
a I'écoulement sain local et une intégration dans le sens normal a la paroi a été
effectuée. Ces deux équations sont résolues simultanément avec 'équation de la
vorticité secondaire. La fermeture du probléme a été basée sur un ensemble
d'informations semi-empiriques. Sous cette forme intégro-différentielle la
méthode a été appliquée au cas d'un compresseur axial transsonique |45]. Malgré
les nombreuses approximations faites afin de I'appliquer dans une machine
tournante, elle a donné des résultats en général satisfaisants. Trés récemment,

LEBOEUF [40] a présenté une étude théorique qui modifie le calcul dans le plan
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vorticité secondaire proposée relie celle-ci non seulement a la déflexion des

. Dans son travail, ['équation de la

lignes de courant de I'écoulement sain mais aussi a la variation longitudinale de
la valeur RVy . En outre, une équation pour la composante transversale de la
vorticité (), permet de corriger I'nypothése restrictive d'un écoulement type
couche limite dans la direction longitudinale et de traiter plus correctement le

transfert des informations lors des changements de repere.

Les méthodes de calcul des écoulements secondaires présentées
jusqu'ici résolvent les équations sous une forme intégrale dans la direction de la
couche limite. Les inconnues sont les quantités globales de I'écoulement. A
I'usage, ces équations présentent moins de difficultés au niveau numérique que
les équations initiales. Pour des raisons que nous détaillerons plus loin, le
développement des méthodes différentielles pour le calcul des écoulements
secondaires dans les turbomachines semble une idée trés attirante. Des travaux
ont été déja entrepris dans cette voie. ANDERSON |46|, suivant un travail de
BRILEY et Mc DONALD |47|, a présenté une analyse pour le calcul d'un
écoulement tridimensionnel, laminaire, visqueux, dans un passage interaube avec
des écoulements secondaires forts. Elle se base sur la décomposition du champ de
vitesse en une composante "visqueuse" et en une "non visqueuse". L'équation de
la vorticité secondaire est utilisée pour le calcul d'une vitesse secondaire "non
visqueuse" qui sert a la correction de la vitesse potentielle. Une équation de
mouvement parabolisée dans la direction longitudinale, couplée avec une
équation pour I'énergie et une équation globale de continuité sont utilisées pour
la correction visqueuse de la pression et de la vitesse longitudinale. Dans la
référence |48, BRILEY et Mc DONALD ont étendu ce travail en conservant les
mémes principes de base. Leur analyse superpose un écoulement primaire qui
définit une direction prépondérante avec un champ de vitesse secondaire
transversal. Plus précisément, la méthode corrige un écoulement primaire non
visqueux, connu a priori pour prendre en compte les effets visqueux, ceux des
écoulements secondaires et de la modification de la pression d'arrét et ['effet du
blocage. Elle a été appliquée pour le calcul des écoulements dans des tuyaux
courbés et le passage interaube. ABDALLAH et HAMED [49,50| ont développé
une méthode pour le calcul d'un écoulement tridimensionnel, rotationnel, non
visqueux, dans un tuyau courbé en suivant I'évolution de la vorticité. Ils calculent

la vorticité et la composante longitudinale de la vitesse par une équation de
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mouvement, et une équation de transport de la vorticité, négligeant les termes
dissipatifs et résolvant les deux équations en utilisant une procédure évolutive
dans la direction longitudinale. Les composantes secondaires de la vitesse sont
alors déterminées par la résolution simultanée de I'équation de la continuité pour
la partie potentielle de la vitesse et des équations de Poisson pour la partie
rotationnelle. Des conditions aux limites de type Dirichlet sont utilisées pour ces
deux parties. ARNAL et COUSTEIX |51l, partant d'une conception analogue, ont
envisagé le probleme d'un écoulement dans I'angle de deux parois. Leur systéme
des équations comprend ['équation de quantité de mouvement dans la direction
longitudinale, I'équation de la composante longitudinale de la vorticité et deux
équations du type Poisson pour le calcul des composantes secondaires de la

vitesse au plan transversal.
Les méthodes décrites précédemment ont en commun l'utilisation

d'une direction d'évolution particuliére pour le calcul. Nous allons détailler ce

point dans le paragraphe suivant.

I.3. APPROCHE PARABOLIQUE POUR LE CALCUL DES ECOULEMENTS

Les schémas paraboliques que nous allons utiliser dans ce travail sont
une des approximations les plus utilisées des équations de Navier-Stokes. Ils
répondent & la demande contemporaine du développement des méthodes simples

et rapides pour le calcul de I'écoulement dans de nombreux cas d'intérét

pratique.

Ces écoulements, dont un cas particulier est par exemple une couche

limite, ont les caractéristiques suivantes :

i) Les phénomeénes de diffusion du mouvement, de la masse et de la chaleur,

sont négligeables dans une direction prépondérante.

ii)  Le champ de pression statique en aval influence peu les conditions en

amont.

Par conséquent, une intégration de I'amont vers l'aval peut étre
utilisée dans la direction de I'écoulement. En résolvant les équations
correspondant, appelées aussi équations de Navier-Stokes Parabolisées (N.S.P.),
une réduction importante du temps de calcul et de la taille nécessaire en

mémoire de ['ordinateur peut &tre obtenue.
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La réduction des équations de Navier-Stokes de type elliptique a type

parabolique a les conséquences suivantes :

i) Une partie du mécanisme de propagation des perturbations de l'aval vers

'amont est négligée.

ii)  Certaines conditions aux limites (par rapport & un probleme elliptique) sont
éliminées. Par conséquent, la méthode du traitement parabolique devrait
étre intégrée dans un processus globalement elliptique si les conditions aux
limites avales sont a prendre en compte.

Un grand nombre de chercheurs ont utilisé 'approche parabolique des
équations de Navier-Stokes en suivant différentes méthodes pour leur résolution
numérique 152,53,54,55,56,57,58,59,60,61,62,63,64|.

Une étude approfondie sur les problemes que présente la solution du
systeme parabolique a été présentée par RUBIN et LIN |57]. Ils reconnaissent en
effet que les équations N.S.P., dans le cas d'un écoulement subsonique, ne sont
pas vraiment paraboliques mais elles conservent un caractere faiblement
elliptique. Cette ellipticité s'introduit par le terme du gradient axial de la
pression dans la composante axiale de l'équation de quantité de mouvement et
par linteraction avec l'effet de déplacement qui apparait dans la composante
normale de cette équation. La résolution de ce probleme faiblement elliptique
par une procédure de calcul de I'amont vers l'aval conduit a l'apparition d'une
instabilité ; ce phénoméne est généralement nommé "effet de départ"
("departure effect"). Si le terme dp/dx est a priori connu, ou peut étre néglige,
les équations deviennent purement paraboliques. Si ce terme de pression n'est pas
négligeable, un pas d'intégration vers l'aval minimum existe d'apres RUBIN et
LIN |57], au-dela duquel la solution est stable . Ce pas est en effet lié a I'étendue
de la "zone elliptique". PATANKAR et SPALDING [52] ont traité le probleme de
la pression d'une maniére différente. Ils ont décomposé le champ de pression en
deux parties dont l'une dans le plan longitudinal et Il'autre dans le plan
transversal. La premiere est issue d'une conservation globale du débit tandis que
la deuxieme est le résultat de l'utilisation de la continuité locale. Malgré
I'inconsistance de ce découplage du champ de la pression du point de vue
physique, le schéma a donné de bons résultats dans certains cas. PRATAP. et
SPALDING 153| ont modifié la méthode ci-dessus pour le calcul des écoulements

appelés ‘"partiellement paraboliques". Dans ce cas, des transferts de
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perturbations de l'aval en amont par l'intermédiaire de la pression sont permis.
La pression est alors calculée comme dans un écoulement elliptique. Des
comparaisons entre les résultats des deux méthodes "parabolique" et
"partiellement parabolique" ont montré des différences significatives. Enfin,
pour le cas d'une couche limite tridimensionnelle développée sur un corps en
rotation, AGUILAR |54 a montré en utilisant la théorie des surfaces
caractéristiques que les équations réduites qui décrivent l'écoulement, méme
dans le cas stationnaire, sont clairement paraboliques. Cela est le résultat de
I'élimination des termes diffusifs axiaux ainsi que du gradient axial de la

pression.

L.4. PRESENTATION DE LA METHODE ACTUELLE

Le travail aue nous allons présenter a pour but le développement
d'une méthode complétement différentielle pour le calcul des écoulements
secondaires. Une telle formulation répond a plusieurs objectifs reliés a une
description plus fine de l'écoulement. L'application de la méthode intégrale
développée a I'Ecole Centrale de Lyon sur une machine tournante a montré sa
limitation partielle pour décrire certains phénomenes particuliers |45,65]. Il est
possible de penser que des phénomenes pourraient &tre abordés plus

correctement avec une méthode différentielle. Il s'agit en particulier de :
i) I'effet de vrillage des aubages ;

ii)  l'effet du passage de I'écoulement d'un repere fixe a un repére mobile ou

vice-versa ;
iii}  l'effet du cisaillement a la paroi ;

iv)  tous les cas ou les effets visqueux ne peuvent &tre décrits par une loi

analytique a travers un profil de vitesse.

Nous avons conservé les idées de base de la méthode intégrale

précédente |36,37,39| qui sont :

i) le traitement d'un écoulement moyenné dans la direction circonférentielle 3
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ii)  lutilisation de 1'équation de la vorticité secondaire pour le calcul du champ

transversal.
La démarche principale de cette méthode est présentée ci-apres.

En partant des équations de Navier-Stokes sous une forme vectorielle
conservative, écrites dans un systeme orthogonal cylindrique, tournant a la
vitesse constante a, nous avons transformé ces équations afin de les traiter
dans un nouveau domaine de calcul constitué d'un maillage uniforme. A la suite
de cette transformation, les dérivées ont été discrétisées dans le nouveau
maillage, alors que les variables sont toujours associées au repere cylindrique.
Une intégration azimutale a été ensuite effectuée et la projection des équations
moyennées selon deux directions particulieres est réalisée, ce qui conduit a

'élimination des termes de force d'aubpage.

Une des caractéristiques importantes des écoulements secondaires
est leur nature elliptique dans le plan transversal. Afin de restituer ce caractere,
nous avons remplacé la composante azimutale de l'équation de mouvement par
une relation cinématique qui relie la composante transversale de la vitesse avec
les composantes de la vitesse dans le repere cylindrique. Cette composante est
déterminée par la résolution d'une équation de Poisson qui introduit l'effet
elliptique de la vorticité secondaire, elle-méme déja calculée par une équation

de transport.

La direction perpendiculaire au plan transversal est considérée
comme privilégiée et l'écoulement selon celle-ci est déterminé par un schéma
parabolique. Le calcul dans cette direction suit une procédure de relaxation dans
le temps. LIN et RUBIN |58] ont trouvé que cette technique introduit un effet de
relaxation dépendant du temps et supprimant "l'effet de départ" mentionné
précédemment. Avec cette procédure, le systeme des équations conduit a un
probleme bien posé a conditions initiales. Les désavantages de cette approche
par rapport a une méthode intégrale se situent dans une augmentation légére du
stockage en mémoire de l'ordinateur et un accroissement des temps de calcul par
suite de la relaxation temporelle. Nous avons suivi cette procédure de calcul de
I'amont vers l'aval en relaxant a chaque pas les termes pseudo-instationnaires
jusqu'a la convergence qui nous fournit l'approximation stationnaire des
équations. Afin de traiter ces équations, fortement non linéaires, nous avons

effectué une linéarisation par rapport a ce temps fictif (numérique), procédure
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habituelle lors de la résolution de systémes d'équations non linéaires. Le couplage
entre le calcul parabolique dans le plan longitudinal et le calcul elliptique dans le

plan transversal nous a donné la solution du probléme.

Dans les chapitres suivants, nous présentons en détail les équations,
la méthode numérique utilisée et les résultats de l'application de cette méthode
au cas pratique. Dans le chapitre II, nous exposons le traitement mathématique
des équations initiales, qui aboutit a une forme appropriée de ces équations pour
notre probleme. Dans le chapitre Ill, nous présentons la méthode numérique que
nous utilisons pour la résolution des équations transformées. La forme
discrétisée, l'algorithme de la résolution, l'introduction des conditions aux limites
dans l'algorithme ainsi qu'une analyse de stabilité y sont donnés. Les résultats
d'application de la méthode dans des cas divers sont considérés dans le
chapitre IV. Des écoulements bidimensionnels classiques laminaires et turbulents
ainsi que des écoulements se développant en grille d'aube ou dans des machines
tournantes sont é€tudiés. Dans le chapitre V, une critique de la méthode
développée est entreprise sur la base des résultats obtenus. L'efficacité de
l'algorithme ainsi que ses insuffisances et ses possibilités d'amélioration sont

examinées.
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CHAPITRE 1l

FORMULATION MATHEMATIQUE DU PROBLEME
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II.l. INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous allons développer les équations de base pour
un écoulement visqueux, tridimensionnel, compressible ou incompressible dans un
systeme des coordonnées adapté a notre probléme. Les équations initiales sont
les équations de Navier Stokes : I'équation de continuité, les trois composantes
de I'équation de quantité de mouvement et une équation pour I'énergie interne
d'arrét. Dans sa forme finale, le systeme utilisé comportera une équation pour la
vorticité secondaire qui prendra ainsi la place d'une composante de I'équation de
quantité de mouvement.

Nous résumons ici brievement la procédure que nous avons suivie afin

d'amener nos équations & la forme qui nous a semblée appropriée pour notre cas.

Partant des équations de Navier-Stokes sous une forme vectorielle,
nous les avons projetées sous une forme faiblement conservative dans un repere
curviligne orthogonal cylindrique (3, R, © ) tournant a la vitesse constante @ .
Une moyenne statistique appliquée a ces équations a fait apparaitre des
inconnues supplémentaires turbulentes, les tensions de Reynolds. Pour la
fermeture turbulente, nous utilisons une modélisation que nous décrirons en
détail dans le paragraphe (11.2.3). Nous effectuons ensuite une transformation de
notre repere cylindrique en un repere (§ v ,5) de calcul, a priori quelconque
mais que nous supposerons par la suite lié au maillage utilisé. Cette technique
nous permet d'utiliser des schémas numériques sur un maillage uniforme dans le
plan transformé. Dans ce nouveau systeme, nous utilisons Phypothese d'un
écoulement parabolique selon une direction privilégiée que nous assimilons a § ,
hypothése qui permettra de négliger certains termes et guidera notre choix pour
une méthode numérique appropriée a la résolution des équations. Une moyenne
massique a été ensuite appliquée dans la direction ~$ que nous avons assimilée
avec la direction circonférentielle © . Cette moyenne a fait apparaitre des
termes de "fluctuations spatiales" ainsi que le terme de force d'aubage due a la
pression. Pour éliminer le terme de pression qui est inconnu, NOUs avons projeté
'équation de quantité de mouvement sur deux directions indépendantes,
proprement choisie, N et L. L'ensemble des équations fourni par I'équation de
continuité, les deux composantes de I'équation de quantité de mouvement selon
les directions N et L et I'équation de I'énergie d'arrét, forment un systeme de
base noté systeme (I) dans la suite. A la place de la troisiéme composante de

I'équation de mouvement , nous avons utilisé une équation moyennée en 8 , de
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transport de la vorticité secondaire fz,. Cette équation est choisie, faisant peu
intervenir la pression statique et permettant de prendre en compte assez
correctement les conditions aux limites associées aux aubages, malgré sa forme
moyennée en 6 . Elle ne contient pas de termes additionnels mais tient compte
du caractere elhpmque de I'écoulement dans le plan transversal. L'information
contenue dans _(2 est ensuite transférée dans la composante transversale
moyenne w de la vitesse par le biais d'une variable de transfert \P . Cette
variable apparait comme une composante d'une fonction rotationnelle qui est
déterminée en fonction de _Qs a l'aide d'une équation de Poisson. L'ensemble de
ces équations sera nommé systeme (II) des équations. Le lien entre le systeme
d'equations de base (I) et le systtme annexe (Il) est assuré simplement par une
relation cinématique entre les composantes de la vitesse dans les reperes
(3,R,©)et(s,8 N ),

II.2. LES EQUATIONS DE BASE

Les équations de base, formant deux systemes d'é uations distincts,
q y q

sont données ci-apres :

- I'équation de continuité ;
- I'équation de quantité de mouvement (deux composantes) ;
- I'équation pour I'énergie interne d'arrét ;

- les équations pour la fermeture turbulente.

Les équations ci-dessus constituent le systeme (I) qui est écrit sous

une forme vectorielle, conservative.
Le systeme (II) est formé par les équations suivantes :

- I'équation pour la vorticité secondaire Q.
- I'équation de Poisson pour le calcul de ) S
“~
- I'équation reliant la composante transversale moyenne W, de la
-~

vitesse a Y, .
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Dans les paragraphes suivants, nous présentons la forme initiale des
équations que nous allons utiliser et leur traitement mathématique qui permettra

de développer les équations de base présentées dessus.

I.2.1. Les équations de Navier-Stokes pour un écoulement compressible :

I.2.1.1. Forme vectorielle des équations :

Nous donnons la forme conservative des équations de Navier-Stokes,
comme elle a été décrite par PEYRET et VIVIAND |66].

-—

%—Tt—- + div(fbv)= O (a)
%—E(P—\-/’) 4- cliv( P—’V - g ) = fe . (b) (2.1)
%jc(pE) + dw(;oEV—gV):?e-V (c)

Les variables indépendantes dans ces équations sont la masse

-
volumique p , le vecteur vitesse V et I'énergie interne d'arrét E. Pour un fluide
Newtonien, le tenseur des tensions est une fonction linéaire du gradient de

vitesse, ce que nous exprimons par la loi de Newton

o=-pl + % (a)
B I — (2.2)
B e - - -~ ¢ .
avec deiV=z=grad V +(gradV ) = le tenseur de taux de deformation.
Les deux coefficients de viscosité se relient par la relation de Stokes :
3A+2m =0 (2.3)

I1.2.1.2. Adimensionnalisation des équations de Navier-Stokes :

Le probleme que  sous-entend I'adimensionnalisation  est
essentiellement numérique. 1l s'agit, lors de la résolution des équations, de
disposer d'une méthode qui fasse évoluer de maniere comparable les différentes
variables inconnues. Ceci est lié a I'adimensionnalisation des équations qui doit

conduire 3 un systeme bien conditionné.
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Pour definir les  variables adimensionnelles, des valeurs
caractéristiques sont construites pour toutes les variables intervenant dans les

€quations, basées sur certaines valeurs de référence. La nature du probleme qui
est envisagé et la méthode numérique utilisée pour la résolution, jouent un réle

important dans le choix de ces valeurs. Nous allons nous concentrer dans ce qui
suit sur l'adimensionnalisation des équations de Navier-Stokes et sur l'influence
de celle-ci sur la méthode numérique que nous utilisons. Nous allons montrer
comment le choix des valeurs de référence, en fonction du type de I'écoulement

€tudié, conduit A un systéme bien conditionné.

Pour le cas dune couche limite pidimensionnelle, I'analyse
dimensionelle des équations de Navier-Stokes montre que le rapport des ordres
de grandeur de la composante normale et de la composante axiale de I'équation
de quantité de mouvement est de l'ordre de I'épaisseur de la couche limite 5/L .
Lorsque &/L est tres petit, les deux composantes sont d'un ordre de grandeur
différent. Les variables adimensionnelles peuvent alors &tre définies comme

suit:

x = —— ) Y = — y W = ) Vo= =
] “ “ )
afin que les deux composantes soient de méme ordre de grandeur. Cette

adimensionnalisation est utilisée tant pour une couche hmlte |67 que pour
ll

Un autre facteur qui influence le choix des valeurs de référence est
le nombre de Mach M de I'écoulement. Pour un écoulement & un nombre de Mach
élevé, une vitesse de référence pour l'adimensionnalisation des vitesses peut étre
la vitesse extérieure du son W, =C_ =V yZT.. Pour un écoulement
incompressible ou M est trés petit devant 1, le choix d'une telle vitesse de
référence conduit a l'apparition de problémes lors de la résolution numérique.
Pour que la méthode numérique soit stable et convergente, il faut que les termes
des matrices Jacobiennes de la résolution soient du m&me ordre de grandeur, ce
qui n'est pas obtenu si les variables adimensionnelles sont tres différentes. Par
conséquent, pour un écoulement incompressible, une vitesse caractéristique de
'ordre de grandeur des vitesses dans I'écoulement peut étre utilisée pour
I'adimensionnalisation. Or, méme dans ce cas, des problemes se présentent si la

pression est calculée par la formule (2.9) ou (2.11) car les termes e-c,T ou
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. . . s 2 N ’
h=CPT adimensionnalisés par W sont beaucoup plus grands que les
~ 2 . . Lo ~
termes W . Nous allons voir dans le chapitre [V comment ce probleme peut €tre
traité. '

Considérons maintenant le choix que nous proposons. Pour la longueur
de référence L, nous avons choisi une longueur caractéristique dans la direction
axiale mais qui est en plus du méme ordre de grandeur que I'épaisseur de la
couche limite S . Les autres valeurs de référence que nous avons utilisées sont
données ensuite. Comme vitesse U, une vitesse extérieure W, donnée pour un
écoulement incompressible et la vitesse extérieure du son C.,g\/ﬁpouf un
écoulement compressible. Comme P,.¢ €1 [Aef UnE Masse volumique p_ et une
viscosité M, qui pour le cas d'un gaz parfait sont fonctions de température d'arrét
liée & I'écoulement. Toutes les autres valeurs caractéristiques sont dérivées a
partir de ces valeurs de référence. Pour le temps t C'est la valeur L/du«f, pour la
pression P la valeur (PW)«i, pour les tensions de cisaillement Z la valeur

-
(MWkqo/L, pour les forces f. la valeur (pW) /L et pour I'énergie E ou l'enthalpie

H la valeur We.s . Apres l'adimensionnalisation, les formules (2.2) deviennent
p

Al

o =-pl <

er—\
0

_ (2.4)
= 9\ div U I_. + }"A' de{ \/

ey

ou Re=(.pL/) un nomore de Reynolds caractéristique.
ref

[I.2.1.3. Forme conservative de Navier-Stokes dans un systeme

cylindrique :

Nous allons écrire les équations (2.1) sous une forme telle qu'elles
soient utilisées aussi bien dans un systeme cylindrique que cartésien; ceci
permet de décrire la plupart des cas d'intérét pratique en turbomachines, bien
que les équations y soient écrites sous une forme faiblement conservative. Le
caractere faiblement conservatif ne semble pas créer de problémes au niveau
numérique. Les équations analogues obtenues, a partir des mémes équations
initiales, par VOUILLARMET |39] dans un systéme curviligne orthogonal (m,n,©)
n'ont pas ce caractére conservatif et elles peuvent présenter plus de difficultés
dans la résolution numérique par une méthode différentielle 69]. Dans notre cas,
les équations sont exprimées pour un écoulement non stationnaire dans un repere
relatif tournant, lié aux aubages. Nous les présentons sous une forme

adimensionnelle, vectorielle, et faiblement conservative dans un systeme
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cylindrique. Les détails des calculs sont donnés en Annexe 1.

R W arRG | E 0o
At IR 36 ] B
1 IRG 9E ~
> —+ 1 H ) +
Re IR 96 J R
ou
P P43 FHe
puUs PUs +p P U U
Fu'k E: F\A}\AR G: P%;-}-P
P Ue pUs U P Us Ug
pE (pE+p)bL} (PE+p)uUe
& 0 0
© %33 Cey
—Pué"f:‘ F ZSR ZRR Ev-:
PUe Ug Zse Cre
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Les tensions visqueuses sont données par les formules suivantes :

_ A2 D Ug U
Gy == [ _—QS(Ru}) + QR(RULQ)di- <ze ] +2H—19}
7= U YU

PS"ZSR“ M ( _57:' + _QER

z :2.{3

TR 03
U,
ZQR:ZRS:M[F?-(BQ

a2
Ze@-—;z'[—%(Ru;)-}—

(2.7)

Les termes visqueux dans I'équation de I'énergie sont :
g

Y

Pr

P
k-——e (2.8)
2%
de
2R
4. e
R =)
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La pression est calculée par une équation de gaz parfait

p:(x_zl).f:.(g_uz‘“;n*ue) (2.9)

—~ -y
Dans le terme D, la force fe regroupe d'une part la force de

- > . - —
Coriolis -2waV, d'autre part la force centrifuge -wA((:)’Av‘)=V(w’R’/2). Ces deux
forces s'exercent par suite de la rotation de la machine. Les forces de gravité

sont négligées.

Les termes non conservatifs H et H, sont liés au choix d'un repéere
cylindrique. Pour un systeme Cartésien, ils s'annulent. L'équation (2.5) est écrite
de maniére a pouvoir &tre utilisée aussi bien dans un systeme cylindrique que
dans un systeme Cartésien. Pour un systeme cylindrique, il suffit de prendre le
coefficient j = I. Pour un systéme Cartésien, nous aurons R = | et le coefficient
j=0. On peut voir par les formules {2.7) que le choix de I'un ou de I'autre
systeme influence aussi la forme des tensions visqueuses. Cette possibilité de
choix entre les deux systémes par une simple modification de certains
coefficients rend la méthode souple et utilisable, aussi bien dans le cas d'une

grille d'aubes plane que dans le cas d'une machine tournante.

Remarque :

Il est possible, a la place de I'équation pour I'énergie interne d'arrét,

d'utiliser une équation pour I'enthalpie d'arrét définie par la formule suivante :

\/2 P
‘:C = ——t =
H N H+2 E-f-P

Si cette formule est introduite dans I'équation pour E, nous obtenons l'équation

suivante :

oRpH _ 3Rp |, 2
It ot a3

L J d 3 Be s
EE”T%(RB5)+BE(RB*)+ o ]*—PLOR Ue
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Nous pouvons remarquer, par rapport a l'équation pour E, que ies termes
convectifs ne contiennent plus la pression. Ceci constitue peut &tre un grand
avantage pour la méthode numérique car les termes de pression dp/dm;
disparaissent des matrices Jacobiennes. Cependant, un terme supplémentaire non

stationnaire dp/dt apparait ici dont le traitement n'est pas evident.

Si a la place de l'enthalpie d'arrét H nous utilisions la ronthalpie
2 . ’ . . .
H,= H--‘-*’-;_&z, nous pourrions obtenir une équation totalement conservative puisque

2 . VT
le terme w R? entrerait dans les dérivees.
2.

Dans notre méthode,-nous utilisons en pratique un écoulement a

enthalpie d'arrét constante ; ce qui fait I'objet du paragraphe suivant.
11.2.1.4. L'hypothése d'une enthalpie d'arrét constante :

Pour un gaz parfait, avec un rapport [ de chaleurs spécifiques
constant, I'enthalpie d'arrét H définie précédemment, peut s'exprimer par la

formule

2

Vi
2

Yy P
H = St
F

v (2.10)
Y -1

Dans un grand nombre de problemes d'intérét pratique, on peut
supposer que l'enthalpie d'arrét est constante si il n'y a pas de transfzrt de
chaleur 170,71]. Dans ce cas, il n'est pas nécessaire de résoudre une équation
instationnaire pour I'énergie E ou pour I'enthalpie H. La pression est calculée en

fonction de la masse volumique, de la vitesse et de I'enthalpie d'arrét.

2

p=2Lp(H- Vs ) (2.11)
Y 2

avec H = constante. Cette hypothése peu restrictive d'une enthalpie totale

constante dans l'écoulement, permet de diminuer le nombre des équations

incluses dans l'équation vectorielle (2.5) et par conséquent de réduire l'effort

numérique exigé, le temps de calcul et la taille en mémoire de l'ordinateur

demandée pour sa résolution.

Nous avons utilisé cette hypothése de H = constante pour nos calculs.

La pression a été calculée par la formule (2.11).
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n.2.2. Modifications des équations pour un écoulement incompressible :

Pour le calcul des écoulements stationnaires, deux sortes de
méthodes existent. Celles qui utilisent des €quations stationnaires et celles qui
utilisent des équations instationnaires ou le temps tend vers l'infini. Pour ces
dernieres, il est demandé que la solution atteigne la solution stationnaire a la
convergence. Par conséquent, il n'est pas nécessaire que la méthode utilisée
décrive correctement I'état transitoire mais seulement la solution finale ou I'état

stationnaire a ete atteint.

Des problemes cependant se présentent lors d'un calcul d'un
écoulement incompressible avec cette méthode. On peut remarquer grace a
I'équation (2.5) que, pour un tel écoulement, dans la premiére composante qui
exprime l'équation de continuité, le terme instationnaire disparaft puisque la
masse volumique est partout constante. L'intégration de I'équation de continuité
devient alors difficile. Pour traiter ce probléme, CHORIN |72] a proposé la
"meéthode de la compressibilité artificielle". L'équation de continuité est

remplacée par une équation de divergence perturbée, qui s'écrit

op = .

— + B V.V = O (2.12)

ot
ou B est une constante arbitraire. Cette équation n'a pas de sens physique avant
que l'état stationnaire soit atteint. La continuité classique pour un écoulement
incompressible V.V =0 est satisfaite seulement a la convergence. Le
parametre R doit &tre choisi de maniére a assurer l'existence d'une solution
numérique stationnaire pour le systéme des équations de la continuité (2.12) et
de quantité de mouvement. La méthode est appelée "méthode de la
compressibilité artificielle" car les équations correspondantes peuvent &tre
dérivées des équations de Navier-Stokes pour un écoulement compressible avec
une equamon d'état p=Ppavec £ constant. L'équation (2.12) tend vers I'équation
V. V 0 si ﬁ" tend vers zéro, ce qui en pratique se traduit par B > 1.
Cependant, d'apres PEYRET et TAYLOR |73|, l'utilisation des valeurs tres
grandes pour le paramétre B conduit souvent a l'apparition de difficultés

numériques.

Cette méthode de la compressibilité artificielle pour le calcul d'un
écoulement incompressible a été utilisée avec différentes modifications par
FORTIN, PEYRET et TEMAM |74], STEGER et KUTLER 175], GANOULIS et
THIRRIOT |76l, DE SAINT-VICTOR et COUSTEIX |77].
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Nous avons sulvi cette méthode pour le calcul des écoulements
secondaires incompressibles. Le vecteur des inconnues principales est

W= (pv, U, Ua g ) . Nous allons expliquer plus bas la signification du

terme P, . La forme générale de I'équation vectorielle (2.5) reste la méme mais

les termes de la premiére composante qui exprime la continuité, sont modifiés.

\/\/1 =Pv ) F:1=EV\,$/ G1=ﬁV\R)E1=EMQ

De plus, I'équation pour l'énergie est éliminée.
Avant de présenter quelques problémes numériques liés au choix des
valeurs de B, nous allons expliquer comment nous traitons la pression pour le

calcul des écoulements secondaires incompressibles.

Pour tenir compte de l'effet des écoulements secondaires, nous

séparons la pression statique en deux parties

P = Pet+ Pv (2.13)

La premiere partie Pg , qui est la plus importante, est associée au champ de
vitesse de l'écoulement sain ou au champ potentiel de vitesse. Elle constitue une
donnée de notre probléeme. La deuxieme partie P, est associee a l'eifet
secondaire. Puisque nous étudions l'¢coulement avec une méthode parabolisée,
selon la direction longitudinale, nous pouvons supposer que P, dépend
principalement de l'écoulement dans le plan transversal. Le calcul de P, , par
conséquent, nous donne la correction de la pression statique associée aux

écoulements secondaires.

1.2.3. Fermeture turbulente du probleme :

Pour un écoulement turbulent compressible, il est habituel d'appliquer
une moyenne statistique pondérée par la masse |78,79] sur les équations de
mouvement. Cette moyenne fait apparaitre les tensions de Reynolds -pTA_;u_J’ qui
sont des inconnues supplémentaires. Une analyse théorique de certaines
approches pour la modélisation de ces termes a été effectuée par GENCE,
JEANDEL et MATHIEU |80]. Parmi les nombreux modeles de fermeture
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turbulente qui existent, nous avons considéré deux modeles différents. Le
premier est le modele k-g a deux équations écrit sous une forme adaptée a

notre probleme et le deuxiéme est le modele simple de la viscosité turbulente.

110203010 MOdéle k -8 H

Nous présentons ce modele, utilisé entre autres par HAH et
LAKSHMINARAYANA |81| dans le domaine des turbomachines. Ceux-ci en ont
proposé trois versions, toutes trois se basant sur I'utilisation des quantités k et
€ . La premiere version comprend deux équations pour le calcul direct de k et
de &£ tandis que les deux autres utilisent les équations de transport pour les
tensions de Reynolds. Nous avons choisi la forme simple suivante écrite pour un

systeme cylindrique.

Pour I'énergie cinétique turbulente

aRpk [ Me ok 3( — M Ik
RO L 2 et 2
24 J ; 2 P )
1 0. 937]  OR| < ORI o
’; - My 1 gk — D_
+—95(P“°‘<" ch'T{‘_;E) = pR( e)

IRpe _E?_[R(P Uy - Mi‘éa)JﬂLg[R(PaQE*y_tgi)]

at T d3 '] R Ce 9R

(2.15)
9 - My 1 Q& E
2 (pu,e-2t. L. ) R -c, £
t5g(Plee- = 28 = pR(S -, &)
ou la viscosité turbulente est donnée par I'expression
C {<2

e = BopE (2.16)
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le terme de production P est donné par

_P _ K/LI; Quz +u:_ DLLE Ue ( AU, + G&Q)
J3 2R R Y
3 5 v . 90 (2.17)
, , U u-}_ K e 4 )
+‘*5“R(95+9R>+u39(9§+fa 26
’ / v C{ (1
+ g U4 (9;;9 +-—;--999" —ug)

Pour le terme S dans I'équation (2.2), HAH et LAKSHMINARAYANA [81] ont

proposé deux formes différentes

S, =¢£. P @) (2.18)
_ 2T 2 —
SZ—CC—EI:S'(ULMJ —g_ks".f)<u-’u'“_%k5‘ui) (o)

En utilisant le modéle k-€, nous supposons quie, dans les équations
de Navier-Stokes, sous leur forme moyenne statistique, lees termes de tensions
regroupent aussi bien les tensions visqueuses que- les temsions turbulentes. La
viscosité totale est égale a la somme de la viscosité laminaire Me et la
viscosité turpulente [« donnée par l'expression (2.16). L:e systéme formé des
équations de Navier-Stokes moyennées, de la relation (2.16) sur la viscosité
turbulente M+ et de deux équations (2.14) et (2.15) powur k et €, est un

systeme fermé qui peut &tre résolu numériquement.

Ce modele n'a pas fait l'objet d'essais nummériques dans notre

méthode, ainsi seul le second modéle sera finalement considieré.

I1.2.3.2. Modele de la viscosité turbulente My

Nous avons choisi le modele de CEBECCI-SMFTH |78,82,83| qui est
une extension du modele de VAN DRIEST ; il s'applique dlans des écoulements
compressibles ou incompressibles avec des gradients de pr-ession. Il se base sur
I'hypothese classique de Boussinesq qui relie les tensions turpulentes au gradient
du champ de vitesse moyenne. Malgré sa simplicité, ce modiele semble donner des

résultats globalement satisfaisants dans des cas divers |54,84,85,86].
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Nous décrirons ensuite ses principes de base. ILa couche limite est
séparée en deux régions : une région intérieure et une région extérieure dans

lesquelles deux expressions différentes pour la viscosité turthulente sont définies.

1. Région intérieure :

CEBECCI et SMITH |78] supposent que, dans la. région intérieure, la
viscosité turbulente cinématique est donnée par la formule
2 s .
A 2.19)
dy

(), = (hyl |- exp(- L)

pour un écoulement bidimensionnel dans un systéme cartésien. ’{< est une
constante ‘f< = 0,4. A est un parametre qui, pour le cas général d'un écoulement
compressible avec gradient de pression avec transfert de chaleur et de masse, se

définit par I'expression suivante :

Tw \" %2 .
A = 26_)i_< . (._p___ 2 (a)
N Puw Pw (2.20)
2 + )
: R P [ My |, + ]
= . el B R <4 & —= U
ol N o <Pe) 78y xp(11.8 o v )
(b)
+ exp(M.e«TA—wrua)
+ Ve qu .duxe
et P = VE o (c)
u‘c:(tw/Pw)z (d)
+
Uy, = Uy, / Uy (e)

Pour les couches limites axisymétriques, CEBECCI et SMITH |78| ont proposé
I'expression suivante pour le calcul de la viscosité turbulente :

(Ve ) = 2R dy (2.21)
‘ R, dR
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ou L = 4 Ro v RE{ 4 - @XP[-%—'@V’ (.SR_” (2.22)

[

et Ry le rayon du cylindre.

AGUILAR |54 a utilise cette formulation mais avec une extension

pour prendre en compte la rotation du systeme et la torsion de la couche limite

qui devient tridimensionnelle.

(ve ), = &7 (2.23)

¢

avec VAN R et L donnée par (2.22).

2 _ { 3 ue ue ) ( a_\:(_'j_)
= - + (2.24)
J \UoR R \ IR
Pour le calcul du parametre A, il a utilisé la formule simple
3V, v ]
A =26 .2 = 26 ( : )
Uz 1,
(2.25)

ol Cw = M('J(R%%):Mé'jo

Pour notre probléme, nous employons l'expression d'AGUILAR (2.23)
avec les relations (2.24) et (2.25).

2. Région extérieure :

La viscosité turbulente dans cette région est donnée par la relation

suivante :

- ¥

(Ye), = a Ued y (2.26)
ou K_Ae est la vitesse moyenne extérieure de I'écoulement
L0168 si > 5000

0168 . 425 si <5000
1+ T
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et ﬂ:.Ss[i—exp(—.243z"2—.2982)]
avec z=Ro _
425

Les quantités intégrales de la couche limite pour un écoulement

bidimensionnel sur un systeme cartésien sont données par les expressions
suivantes :

S *z/ ( [ - Us dy -~ I'épaisseur de déplacement (a)
Ue
0=/ M3 ( 4 g_L dy I'épaisseur de mouvement (b) (2.27)
e o,
Y - { 1+55 (_L)( ]_1 le facteur d'intermittence (c)
' ')

Pour calculer ces quantités, pour une couche limite tridimensionnelle

se développant sur un systéme axisymétrique tournant, AGUILAR a employé les
expressions :

¥ If 5 = L_A V5
d =/ R +2/(1—_‘)RdR} - R, (a)
[ ° Ue
RO
(2.28)
roy My = 2
=R, +2 —L_AY({—‘—fZ— R.dR} -R. (D)
L uc u‘/’

Dans notre méthode, nous avons utilisé ['expression (2.26) pour le
calcul de (V:),. Pour le cas d'un écoulement bidimensionnel, nous avons pris
comme ae la vitesse extérieure axiale Uz_. Pour le cas dun écoulement
tridimensionnel se développant dans le passage interaube, nous avons pris comme
W, la vitesse extérieure longitudinale Ws,. Pour le calcul des quantités intgrales,
nous avons employé les formules (2.27), les vitesses longitudinales remplagant les

vitesses axiales pour un écoulement tridimensionnel.
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1I.2.4. Les équations pour le calcul du plan transversal :

11.2.4.1. L'équation de la vorticité secondaire :

L'équation qui régit le développement de la vorticité secondaire peut
étre dérivée directement de l'équation vectorielle de la vorticité dans un
systtme de coordonnées intrinseques |25|. Elle nous permet de calculer la
variation de la composante longitudinale moyenne de la vorticité :(\ls qui est
responsable du profil de vitesse moyenne \//\\/N . Son intérét, pour l'utilisation de

cette équation, est de faire intervenir faiblement la pression statique.

L'équation de la vorticité est obtenue en appliquant l'opérateur
rotationnel (Va ) & l'équation vectorielle de quantité de mouvement dans un
repere relatif pour un écoulement stationnaire.

-

(w-T) 0B = (B.9)w -0 (v.W)
(2.29)

—

-
~ VA (VPp/p) = TVaA(28 AW ) + Taf
— —
ou (D =AW le vecteur de vorticité relative.

Pour dériver l'expression de la vorticité secondiare, nous allons
utiliser un systéme de coordonnées intrinseques (S,», b) lié & la ligne de courant
de l'écoulement sain. Le vecteur $ est tangent & la ligne de courant, le
vecteur U se trouve dans un plan normal a cette ligne et le vecteur E crée avec
les deux autres un triedre direct (systeme de Fresnet). L'équation pour la
composante longitudinale de la vorticité {2 est le résultat de la projection de
'équation pour la vorticité sur la direction S . Elle est développée par
LAKSHMINARAYANA et HORLOCK |25].

(2 S Y
OS(PV\S/S ) =2 o (2.30)
(1)
_ 1 .(Gp_ap_g_}f‘g_e_>ds+(aﬂ,__'3{v)ejs
p3\/\/ oV 2b Jb QY SV b
(2) (3)
2w o ds 4+ 2 =X V\;\/S iS
PZWS os Pws
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Le membre de gauche représente I'évolution de la vorticité
secondaire. Les termes du membre de droite représentent les différentes

productions de la vorticité (2. Le terme (1) de I'déquation (2.30) exprime le
transfert d'une partie de la composante transversale {2, dans la direction

longitudinale a cause de la déflexion dy de la ligne de courant dans le plan
(¥,5). Les termes (2) et (4) expriment les effets de la compressibilité de
I'écoulement. Le terme (3) caractérise les contraintes visqueuses et turbulentes.
Une formulation a été récemment proposée par POUAGARE et
LAKSHMINARAYANA 128 pour la prise en compte des effets des tensions
turbulentes pour le calcul de la vorticité secondaire. Le terme (5) caractérise les
forces de Coriolis a cause de la rotation de la machine et son effet peut étre

important |21].

Nous allons exprimer I'équation (2.30) pour {25 dans un repere
intrinseque (S,N,B) suivant en cela COMTE 1371 et VOUILLARMET |39],
(figure 1). La déflexion dy de la ligne de courant est constituée par une
déflexion d¢ dans le plan méridien et par une déflexion d R sur la surface aube
a aube. La composante {2, aussi peut &tre separée en deux autres composantes
L2, et (2, Mais comme nous traitons un écoulement moyenné
circonferenUeUement, nous prenons en compte seulement la composante DN R

résultat de la couche visqueuse pariétale |39].

Apres les calculs, la forme suivante pour _(25 est obtenue

ds(-(zs ): Z—QNd/g n 2w

W, oW
| CosP(cosS_ eWs _ o . s
P Ws P W pr"[ ( Igc 2s "Re ON )

(2.31)

+ SMCP-—-——S—BW .( ds + ( A - BFB )015
°B |

Cette équation sera considérée en 'appliquant aux quantités
moyennes de I'écoulement. Son caractere est parabolique, mais il devient

hyperbolique si les termes de dissipation sont négligés.

LEBOEUF [40] a proposé une équation pour la composante
longitudinale de la vorticité différente de celle de LAKSHMINARAYANA et
HORLOCK [25]. 1l a projeté I'équation vectorielle de la vorticité dans un repere
curviligne (S,N,B) associé a I'écoulement sain et il a ensuite appliqué une
moyenne selon la direction circonférentielle & . Les termes d'aubages, les

termes



-.35-

des fluctuations selon & et le terme de pression ont été négligés. L'équation
pour la vorticité secondaire obtenue, écrite pour un systéme curviligne (™m,B, © )
PN . S . - .

lié a la machine tournante a la vitesse wJ, est la suivante :

p W 2 (5 D oW 9 (L B
b dw P'QSR)+ b 93( SR)

. (Cosﬁe . glb\’\/s

FaN -\ N
L e +KSBWB+KSNWN>(ﬂ5g+2ws)+

(W, Ks;s——i--a;g‘)(ﬁek‘@%)+(‘:/s’<s~ pStab D;::}( o+ 20y )
(2.32)
= ZWS( i\:/;_g:éb _ CZ‘; S Be- —5%%-)

+ ’ZWB(V\/S ng - \//\\/B Kas) + 2wN<\/A\/§KSN_WyJ KNS)

+[V(—;+)AVP (‘—V—QR)'—:

Une équation analogue a été écrite pour la composante

transversale _Q,,Rde la vorticité.

Si nous assimilons le repére de Fresnet utilisé par
LAKSHMINARAYANA et HORLOCK au repere lié a l'écoulement sain, une
comparaison entre les deux formes (2.31) et (2.32) proposées pour la vorticité
secondaire peut étre effectuée. On voit que, dans l'équation proposée par
LEBOEUF, la production de ﬁsR est associée d'une part a la déflexion de
I'écoulement sain dPe/ds, d'autre part 3 la variation de Rog selon la
direction ™ tandis que, dans la formulation de LAKSHMINARAYANA et
HORLOCK, la production ﬁs

La formulation de LEBOEUF peut trouver son intérét en particulier dans le cas

. est associée seulement a la déflexion 2J8. /ds.

de veines centrifuges, et dans le cas de veines libres d'aubages en général.
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11.2.4.2. Détermination du champ de vitesse induit :

Dans ce paragraphe, nous allons exposer la procédure théorique pour
le calcul du champ de vitesse moyen transversal. Cette procédure a été utilisée
dans la version améliorée de la méthode intégrale développée & I'Ecole Centrale
de Lyon [34-40] et elle a été incorporée sans modification dans la méthode

différentielle que nous développons.

La composante longitudinale moyenne de la vorticité induit un champ
de vitesse secondaire sur une surface normale aux lignes de courant. Bien que la
géométrie de cette surface soit assez compliquée, nous I'assimilons & un plan afin

de ramener notre probleme a un probléme bidimensionnel.

Dans le cas général de I'étude d'un écoulement tridimensionnel ol
nous traitons plusieurs lignes de courant de I'écoulement sain selon la direction
circonférentielle © , nous divisons chacune des composantes de vitesse dans le
plan transversal (B,N) en deux parties. Une partie potentielle W, et une partie

rotationnelle W, comme suit.

WN = \/\/Ncp + w”_@ (a)

~ ) (2.33)
+ \/\/B-Q (b)

W, = W

B¢

Par hypothése, le champ de vitesse transversal peut alors étre
considéré comme le résultat d'une superposition d'une rotation et d'un gradient

d'un potentiel.

—_—
d -

Wsee = Wit W = Va (VT )+ U, = W, + W, (2.34)

La composante longitudinale de la vorticité s'exprimant par la
P 8 P p

relation

02 - 4+ [3thW)  athg W) (2.35)
1’78L‘~ WU, U
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les deux composantes de la vitesse dans le plan transversal sont alors données par

les expressions suivantes :

\/\/ - i qus _ L DL'\S \Ps (a)
N L\N E\AN hs(’le’ ’BuB

(2.36)

’B‘bs + ] 'th \l’s

4 (b)
I/\B 9 Ug "\SL\N QU

W, =

B

En reportant ces relations dans l'expression (2.35) de la composante longitudinale

de la vorticite, nous obtenons :

42 (P\N_DHS\PS)
h,hy dYa h,h,  2us /

+ L . 2 ( ’y\B .falqsq/s ): -
L) L\B DUN HSL\N auN

(2.37)

S

Si les expressions (2.36) sont introduites dans I'équation de la continuité locale,

I'équation suivante est obtenue

P 2 hs he o 2%
gu-s ( "\a L\N PWS) + QK/LB( L\g P aMB )

2 (hsl«a_o_ Qb )_ ? (P'%S\P’ ) (2.38)

U h, du T AU, AUg

Uy

3 (F'ghs‘f’s)
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Les deux derniers termes de (2.38) se compensent en général, sauf pour des cas

fortement compressibles.

L'équation (2.37) permet de calculer la fonction de courant ¥, apres
avoir calculé _(Zs par (2.31) ou (2.32). Cette équation est de type Poisson et elle
est résolue dans un domaine défini par l'intersection de la surface s = constant
avec le moyeu, le couvercle et le contour de deux aubes voisines. Les conditions
aux limites sont de type Dirichlet sur Y . L'équation (2.38) sert a déterminer le
potentiel q’; - En connaissant les fonctions Y. et P: , nous pouvons calculer les
composantes transversales W, et W, par les expressions (2.36).

ANDERSON [46] et BRILEY et Mac DONALD 47| donnent, pour le
calcul du potentiel ¥F; , une équation analogue :

2 (Hshe_N’s L 9 hs hy 2% )
auﬂ L\N aMN gb(.e "\B BUS

/ (2.39)

(b e

Dans notre cas, nous traitons un écoulement moyenné selon la

direction circonférentielle. Nous assimilons cette moyenne a celle obtenue dans
la direction transversale N bien que cette hypothese ne soit pas rigoureusement
vérifiée. Nous pouvons alors supposer que le tourbillon du passage 'QSP est
centré au milieu du passage entre deux aubes voisines. Par consequent, pour un
maillage sur une surface plane, la partie rotationnelle moyenne We,f m) de
la composante normale Wp sera nulle |65]. L'effet tourpillonnaire dd i W

s'exprime alors seulement par la composante transversale moyenne \’/\\/,,.a. Si nous
supposons aussi que la couche visqueuse selon < a une évolution identique pour
toutes les positions azimutales, alors la partie potentielle moyenne \«/Nq, = W)
de la composante transversale W, sera aussi nulle. Dans ce cas, I'effet du
blocage est associé seulement i la composante normale visqueuse a laquelle est
lié I'épaississement de la couche limite. Pour une méthode différentielle dans le
plan longitudinal, cette composante peut &tre déterminée par l'utilisation d'une
équation locale de continuité (2.38) ou (2.1.a) ; elle traduit ainsi l'effet du
blocage introduit par le déficit de masse dans la direction S . Nous avons alors

pour le cas d'un écoulement moyenné dans la direction azimutale

(2.39)
B s

-~ N
W, = Q WN¢=O
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Dans le cas général -d'un écoulement non rnoyenné selon © , le
tourbillon sera déplacé vers le coin et la partie tourbillonmaire normale Wg, ne

sera pas nulle. La partie potentielle transversale WN-¢ ne sera pas nulle
également et dans ce cas l'effet du blocage est associé a l'action combinée de

deux parties potentielles Ws, et Wny 165

II.3. TRAITEMENT MATHEMATIQUE DES EQUATIONS DI BASE

Nous allons exposer, dans cette partie, le traitement mathématique
de nos équations, afin de les transformer sous une forme adaptée a I'étude des
écoulements secondaires dans une turbomachine. Le traitem:ent qui suit est assez
lourd et conduit & des équations compliquées. Il est cepenclant nécessaire car il
présente beaucoup d'avantages pour la résolution numériquie des équations ainsi

obtenues. Il permet ainsi :

1) une discrétisation simple des équations ;

2) une meilleure approche de la fermeture ;

3) un traitement du champ de vitesse moyenné dans la direction
azimutale.

En plus, il conduit a un algorithme performant numériquement car il permet de

maintenir I'aspect conservatif des équations.

IL.3.1. Transformation des équations dans un nouveau systeme de

coordonnées :

Nous allons transformer I'espace physique occupé: par I'écoulement en
domaine de calcul dans lequel une solution par différences fiinies sera recherchée

a l'aide des équations différentielles développées au paragraphe IL.2.1.

Les équations transformées ont une forme plus compliquée que celle
des équations initiales mais elles présentent beaucoup d'avantages. L'avantage
principal est que, aux limites du domaine, des surfaces complexes dans le
domaine physique peuvent &tre représentées par des surfaces; rectangulaires dans
le domaine transformé. Un autre aspect important de cette: transformation est
que les points du maillage peuvent se concentrer dans .des régions ou les

gradients des quantités de I'écoulement changent rapidement.
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HINDMAN [87] a montré que la forme sous laquelle les équations
transformées sont écrites est trés importante et peut influencer le
développement d'un algorithme consistant ainsi que le mombre des opérations
numériques pour l'application de l'algorithme. Ces formes siont :

1) la forme non conservative (F.N.C.) qui peut &tre représentée par une

€quation générale de type

A(u).ga‘: - s(u)-%‘;—+ Clu) = O

2) les formes conservatives qui peuvent &tre weprésentées par une

équation de type

C2A(V) 2B (V) _
aax + b 5y c(u) = O

Pour ces dernieres, différentes formes sont possibles. 'La forme fortement
conservative (F.F.R.C.), la forme faiblement conservative (F.F.L.C.) et la forme
conservative par permutation cyclique (F.C.P.C.). HINDMAN I187] a décrit
l'erreur induite géométriquement a cause de la difficulté de l'algorithme dans le
domaine transformé & satisfaire certaines conditions de consistance et il a
prouvé que la forme F.C.P.C. demande moins d'opératioms pour la résolution

numérique que les trois autres.

VIVIAND |83 a montré que la forme conservative d'un systeme
d'équations peut &tre préservée apreés une transformation de coordonnées
arbitraire et non singuliére et dépendante du temps. Il applique cette
transformation a des équations pour le calcul des écoulesments transsoniques,
instationnaires autour des objets en mouvement non uniforme ou se déformant.
Dans un tel cas, il est avantageux de se ramener 3 un ciomaine de calcul a

frontiéres fixes par une transformation des coordonnées dépe:ndant du temps.

Ce'tte transformation du domaine physique en un. domaine de calcul a
été utilisée par plusieurs chercheurs, comme THOMAS. et LOMBARD |69],
LAPIDUS [89], VINOKUR 190l, pour la résolution des équations de Navier-Stokes
sur des maillages en mouvement, STEGER |75,91,92] pour le calcul des
€coulements subsoniques ou supersoniques, avec ou sans ondie de choc, KUTLER
et alii 186] pour un écoulement supersonique, HOLST [93,94| pour des

écoulements transsoniques.
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Nous allons utiliser cette procédure et transformer le systéeme
cylindrigue (3,R,© ) en un nouveau systeme (§,v1,%) quelconque qui nous
permettra d'utiliser des schémas numériques plus simples et de mieux ajuster nos
hypotheéses & la physique des phénomeénes. L'équation (2.5) devient, apres cette
transformation :

9RW

JRF

(2.40)

2t oz +g§§ %—@ t
- _i_[ 9RF, . ARG, . 2E.
Re OF ™M 0%
ol \——:\7//} , M=(H_RrRD
'F_3=(§t0)\/+§§F+§Rc;+§GE)/}
G=(n, Wt F+ G +v,E)/

§=<\StC\/+*§}E +‘§Ra+‘feE)/}

=

\%

a)

ml

]

~ ~

(Z,F +8,G +8 E)/}

(S5 Fo+ $SuGv + S.E,)/7

(2.41)



qui donne plus précisément
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o U

pusU + §; P
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@)
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Dans ces relations, U, V, W sont les vitesses controvariantes du
systeme (¥  , S ) et sont données par les expressions suivantes :

U = gt + g}u‘g“‘ggun*‘geue

(2.43)

W = \§t+ f}us'}\gauk*‘ieue

Les métriques de la transformation sont calculées par un

développement en permutation cyclique des termes §§ R Rg , ©%

. et
déterminées a partir de §., §., §, .. Finalement, on obtient la forme
générale suivante pour les métriques
—§} = }( R‘l@f - R’S@'L )

M5 =} (8gRs - RgO5)
Se

1l

}'(eng”f"?mef) Vln=]'(§’g@~g"3'-59§)

§e=}'<§1RS‘R~13/$) Vle=}-(R§j/_s—§/§Rx>
(2.44)

Y‘g = }-(Rsen‘esRm)

Se

g't _§t§§_Ptga_@t§e

]

}-(5493"7}91) Y1y

]

—3tYl5‘RtVlg‘Qtvlg

e

}-(?SRQ_R§§'1> ft=~$tf§“RtXR_etT9

et } est le Jacobien de la transformation avec

J-* _ H(3,Re) _
ab ( E/YZ/“S) (2.44.&)
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En général, ces métriques ne sont pas connues analytiquement et
seront calculées numériquement pour chaque point du maillage.

Les termes visqueux contiennent des dérivées qui doivent &tre
exprimées dans le nouveau systéme. La transformation de ces dérivées de
'ancien systéme au nouveau s'effectue par une permutation cyclique (voir
Annexe 1) et les tensions visqueuses peuvent alors &tre exprimées dans le

nouveau repere.

11.3.2. Intégration des équations dans la direction azimutale :

Nous allons maintenant effectuer une moyenne massique selon la
direction circonférentielle © , que nous assimilerons a la direction <, ce qui
nous permettra de restreindre notre traitement a un écoulement moyen. Nous

définissons une moyenne massique comme suit

)
)
)

1 i 1 )
. d0 = . AdB
B, -0, / A 2nb /N, / ©

, 3

Cette procédure est similaire 2 la moyenne rmassique temporelle
utilisée pour le calcul de la turbulence par FAVRE |79] et par CEBECCI et
SMITH |78]. Ces derniers ont exposé ses avantages par rapport a une moyenne
statistique ordinaire. Dans notre cas, 'emploi d'une moyenne massique par
rapport a une moyenne géométrique comme celle utilisée par
VOUILLARMET [39], se justifie car la masse volumique p intervient dans tous
les termes des équations, hors les tensions visqueuses, du fait de I'emploi

particulier d'une forme conservative.

~ . ’ 4 A
Apres avoir décomposé chaque grandeur A en une valeur moyenne A
€t une valeur fluctuante A*

A(S,m,0)=A(Tn) + Af (g, wn,0)
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nous effectuons l'intégration azimutale, puis nous identifions la direction

avec la direction © , ce qui permet de simplifier la formulation finale.

L'équation moyennée obtenue ainsi a partir de I'équation (2.40) est la suivante :

AbLRW

dbRF ObRG J-Hj‘ _
ot ’3 o (2.45)
L_( QLR F PLRGy ) + D s+ D
Re 9% oM ! 2

Dans l'équation ci-dessus, par souci de simplification, nous avons supprimé les
indices (™) mais toutes les grandeurs qui apparaissent sont des moyennes

spatiales. Les détails de l'intégration sont donnés Annexe 1.

On peut constater que, dans l'équation (2.45), des termes nouveaux D}
et D, apparaissent par rapport a I'équation initiale (2.40). Le terme D) exprime
la force exercée par l'aubage sur l'écoulement; elle est le résultat de la
contribution simultanée de la pression et des tensions de cisaillement sur

I'aubage.

Dans le cas d'une zone non aubée, la périodicité impose D} = 0. Dans
une zone aubée, s'il n'y a pas d'injection de fluide dans 'écoulement par les parois

des aubages (U = V= W = 0), ce terme a la forme suivante :

O 0
_ C Na 9 (2.46)
D1 D1p+ D{I_;._‘J_/. PS. RP 3 — Pf" RPQS
~p -p
“RP@{ —Rpet
S P
@) O
Ng 4 -
_;_:__,}__R =3 RO Tys+ RO Ts, ng - P RO;Zgc+ RO Ty ~ T
€
R@S Q-s + RGRTRR-?RQ R~es tp-s “' Reazﬁg"zhg
R S5 2'9.5 + RO, Top- Too R O3 Tes + RO Ton-Top
RO Ps + RO B P RS By + ROaPa~ B
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La force due a la pression exercée par une face de l'aube sur le fluide

environnant est alors

Ne . 29; 29;  _
2n PJ(R:);}RaR’i)

ou J=P cote intrados de l'aubage,

j=s cOté extrados de l'aupage.

Cette force est donc normale a la surface de l'aube. Si nous utilisons
I'hypothese des aubes minces, nous-pouvons approcher la force totale résultante

des forces de pression sur chaque cdté par la formule suivante

D :N«, - -(R&/R%——i)
qui est normale a la surface moyenne O de l'aube. Au contraire, la force due
aux tensions de cisaillement Di n'est pas perpendiculaire a la face de l'aube

ainsi que la force totale Dj.

. . . /‘x
Le terme Dy contient les fluctuations spatiales du type WU U7,
résultat de la distorsion azimutale de I'écoulement due 2 la présence des aubes.

Ce terme a la forme suivante :

D2,
D2= D22
D2y
D2,
D2
Ol\.l D21= ®)
D2 Z—L[ A/‘\ﬁ « |
: asb(P%UJfPP;;%;}
_ 9 A TTTR oA T
QQ[E(PM§V PP Vls)J
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95 9"\.
b(-p Thub - PP el P oTh L
+ <—P s Yo e P - Rep se o

Dz, = "%é[b (,a Uy U+ P P“—L:ie)] —%[E(PQJPP P";.%}
+h( P wrud -—;? 2:/:9\;-3*) (2.47)
D25=—3—[B(§E"\U‘+§Op{‘\k+’f5’p\u“« + P*UT+ B PV
J% P P
-%{b-(@ﬁ*ﬂtﬁv P/*—E+F33V/*—;+ Wﬁ—?’m /\]

On peut remarquer que ce terme D3 contient des termes dont la
forme rappelle celle des tensions turbulentes. Sa structure permet en outre de le
distribuer dans les termes &, , G, et M |95|. Dans ce qui suit, nous allons
ignorer la contribution de ce terme de fluctuations. Nous pouvons cependant
remarquer que sa contripution peut devenir significative dans quelques cas
particuliers. Tout d'abord dans certaines grilles de turbine, comportant une forte
déflexion, pour lesquelles le champ de vitesse secondaire emporte une partie
significative de la quantité de mouvement; en outre, dans le cas ou des
interactions  visqueuses ou turbulentes tridimensionnelles deviennent
importantes |96]. Mais dans ce cas les effets locaux doivent &tre pris en compte
et il est probable qu'un modele tridimensionnel, méme parabolisé, soit préférable

a un modele moyenné.
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En ce qui concerne la fraction du terme de force d'aubage Dir qui
contient les tensions, il est possible de la relier a des informations globales issues

de calcul des couches visqueuses sur l'aubage. Ainsi, en premiere approximation,
nous allons utiliser I'nypothese d'HORLOCK |97} qui suppose

—
—
ou W le vecteur de la vitesse relative moyennée selon © et k un coefficient

reli€ au changement de l'entropie moyennée en © , associé aux couches
visqueuses des aubages.

k- Ts ds_ (2.49)
w2 Jdi
et ds  _ = _w. Ss Js ds (2.49.a)
e S WeVE =Y d3 AP TRl ey

et le changement de l'entropie de la stationl 3 la station 2 est donnée par

I'expression

5 .
DS =S, -5, =Cp € Teea 5 4 Pon, (2.49.0)
TOQ‘ TDQR1
11.3.3. Approximation parabolique de I'écoulement moyen :

La nature de I'écoulement que nous allons étudier satisfait les
conditions déja décrites dans Il'introduction pour l'utilisation d'une approximation
parabolique. Nous allons alors négliger les termes diffusifs dans la direction g,
que nous considérons faibles par rapport aux termes diffusifs dans la direction
v) . Les dérivées de deuxiéme ordre selon € ainsi que les dérivées mixtes seront
éliminées. Nous n'avons pas, cependant, suivi la théorie d'une couche limite
classique puisque nous conservons la deuxieme équation de mouvement dans la

direction normale et I'nypothése d'une pression constante dans la couche limite
yp p

n'est pas a priori utilisée.
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L'hypothése d'un écoulement parabolique selon § donne un rdle
prépondérant a cette direction qui devient privilégiée par rapport aux directions

V] et T . Le choix correct de cette direction est donc essientiel si nous voulons
reproduire correctement les effets visqueux de ['‘écoufement. La direction

longitudinale S associée a I'écoulement sain local pourrait &tre définie comme

telle.

Apres l'élimination des termes diffusifs selonr & [I'équation (2.45)

prend la forme suivante

2ERW ' DBRF N DBRG - jEM -4 9bRG, D, (250)
9t L on Re 27
I.3.4. Nouvelles expressions des composantes de I'équation de quantité de

mouvement :
I1.3.4.1. Traitement du terme de pression D1P :

L'équation (2.50) contient le terme Dj qui dépend d'une part de la
force de pression exercée par l'aubage sur le fluide D‘P , d'autre part de la force
due aux tensions de cisaillement sur l'aubage D4z . Nous alllons rechercher une

formulation qui soit exempte du terme D‘P‘

Dans leur méthode intégrale, COMTE |37| et VOUILLARMET [38! ont
aussi cherché une équation ne contenant pas un terme de déficit de force qui
traduit la variation de la force d'aubage a l'intérieur de ka couche visqueuse.
Dans ce but, ils ont utilisé une relation validée par l'expérie:nce |34| qui relie la
composante axiale de ce déficit de force a la composante circonférentielle par
I'intermédiaire de l'angle de la cambrure moyenne de l'aube. Cette relation, que
nous présentons plus bas, leur a permis, en combinant deux composantes de
I'équation de mouvement sous une forme intégrale, d'éliminer le terme du déficit
de force. Une démarche analogue a été suivie par MELLOR et WOOD |13] et par
HORLOCK |31].
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Nous allons aboutir a un résultat analogue en suivant une procédure
mathématique qui ne fait appel a aucune hypothese. Nows projetons les trois

composantes de I'équation de mouvement selon un vecteur N (N5, N ,Ng )qui est
tangent a la surface moyenne de l'aube. Puisque le vecteur de la force de la

pression Dip est normale a cette surface, le produit scalaire de celui-ci et du
-—

vecteur N sera nul et par conséquent

(PS_PP).(R%NS+R9RMR-NG)=® (2.51)

—-

L'équation de mouvement alors projetée selon N ne comporte plus le
terme de force d'aubage qui dépend de la pression. Ceci est la généralisation au
cas des aubages vrillés de I'expression utilisée par VOUILLARMET pour le déficit

de force

L\Di,m = - 'taﬁ/. dD‘e

qui a notre terminologie pourrait s'exprimer comme suit

1]

(ps=pr)(ROgNs = Ng ) =0 o5 Ne tqf
Ny

Apres la projection selon N » I'équation obtenue est la suivarste

at\ g 5| 3 7
+ijN :.—- { BR(szNSJ:-GV NR+GV N )] (2.52)
GL
o BMuy =k (M, Ng+ My + M, Ng)

- o - ) _ _
-bR (5 _iég + R 93; . a:;)_ LR (32N 4 g BN | 7 on

R /= ong = =
_L.(G-vza_}_*_Gvs.a_r:J_R_*_ Gv 9“9) —_ (D4t Ns =+~ DIt:RNp\-(- D"CGNG)

Re o oM “ on ]
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et uN=M5N5+uRNR+u\eNS

§N=_§5N5+ ERNQ*‘EQNQ

Tu =V16N3+ Vo Nr + g Ne

Nous pouvons trouver encore une €quation indépendante analogue a
(2.52) en projetant l'équation de mouvement selon une direction T tangente a la
surface moyenne de l'aubage et normale a la direction N. Les vecteurs NetL
seront déterminés en fonction de la géométrie de l'aubage. La nouvelle équation

selon L a une forme complétement analogue a celle de I'équation (2.52).
11.3.4.2. Utilisation d'une relation cinématique :

Dans le paragraphe II.3.4.1., nous avons éliminé le terme de force
d'aubage de I'équation de quantité de mouvement. Dans les deux composantes de
cette équation selon N et _I-.’, seuls des termes de pression moyenne en © sont
alors conservés. Nous avons décidé d'utiliser une équation de. transport de la
vorticité secondaire (2. qui fait peu intervenir cette pression moyenne. Cette
équation nous permet de déterminer une composante de vitesse normale a §
dans le plan ( §,© ) a partir de l'utilisation d'une fonction rotationnelle ¥s . Pour
le couplage du calcul de I'équation de quantité de mouvement et de I'équation de

la vorticité secondaire, deux voies sont possibles

i) Soit effectuer une résolution simultanée des systemes (I) et (II) des
équations, définis dans le paragraphe II.l. Dans ce cas, nous avons a
résoudre une équation vectorielle qui contient les équations des deux

systemes.

ii) Soit découpler le calcul des deux systemes qui seront reliés par une
relation cinématique du type v/ = f(uy s o) traitée dans le systeme

(I) des équations principales.
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Nous avons décidé de suivre cette deuxieéme voie. La relation
cinématique que nous allons utiliser permet donc le transfert des informations
associées au caractere elliptique de l'écoulement dans le plan transversal (n,6)
(calculé par le systeme (II)) sur le champ moyenné selon © (calculé par le

systeme (I)). Nous allons ensuite présenter l'utilisation de cette relation dans le
systeme vectoriel (I).

Dans la couche visqueuse, les composantes longitudinale W, et

transversale W, de la vitesse sont lides aux composantes WUz et Wy de la
maniére suivante |39|

Ws = (/L} CC)Sﬁc -+ ue Sin Be
(2.53)
WN = ~u§ S\V\Bc + ue COSBE
On peut en déduire
— -tj Be pu§ + pUg — e W = O (2.54)

<os Be

qui est la relation cinématique que nous allons utiliser. Nous I'introduirons dans
la quatrieme ligne du terme non conservatif M.

Apres les calculs, nous obtenons la forme finale de notre équation
vectorielle qui est la suivante

bR W . DERF + bRG

4 1M =L 26RGy (2.55)

o9

.
W=[ Wi, w, , Wy, o, w]

.
F:(_F1/F2,F‘5,O/ Fse ]

T
Gz,GS/o,GS‘l

i
G,=lo G, G,, o, G,

. T
M=Lo, ™M, M, M, M)
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et
\/\/4=_\/—\/1 ’ F\=E‘ ;CU:—EU
We = W, , Fo=F G, = Gs
wZ:WzN§+W3NR+—4Ne
W3=W2LS+W3LR+W4L9
F2=E_,_N-5+_F_3NR+F4MG
F5=r'52 L3+FBL,Z-1-_F_4L6
Cr‘2 = _62 M% + -Er-s Ne + Ga Ne
Gy = Gslz +Gale +Gale
Gy, = Gu, NS + Guy Ng + Gy Ne
Gvy = Guw. bz + Gvsy Le + Gule
M, = F/\stﬁLDBM‘Iéfaqme—R(ﬁ%’:‘z+;—32@‘§ia+;_:§9r\le>
: ER3 2%
-R(G, 22 G 2 G 200 ), F;e.(caé’é%+a@_;le.+avgg_§f_)
-~ ‘:.( Dizg Ny + Digg Na + Dize™Ne ) )
Mg = Maols + Msle+Mile R(\_z?aiéi__k"agal-;-f-agl—;)
~r (G, 2L, G aé.p e DaLe) . i(avlﬂi+5v ol | g, 2Ls
] 1 Re ovL 3w 4 m /
= (Diggly + Dizo bn + Pizg Lo )
M, = - +qB. pUy . BYe P Wa
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I.4. CONCLUSIONS

Dans ce chapitre, nous avons présenté les équations initiales et leur
traitement mathématique qui nous a permis d'obtenir deux systemes des équations
de base pour notre probléme.

Le premier systeme contient les équations dans le plan longitudinal,
moyennées selon la direction circonférentielle © . L'hypothése d'un écoulement
parabolique dans la direction longitudinale est utilisée. De plus, un traitement
special de I'équation de quantité de mouvement a conduit a I'élimination du

terme inconnu de force de la pression.

Le deuxiéme systéme contient les équations pour le calcul des
inconnues sur le plan transversal. Des variables moyennées en © sont ici aussi

considérées.

Les deux systemes sont liés par une relation cinématique qui assure le
transfert des informations associées au caractere elliptique de l'écoulement dans

le plan transversal sur le plan longitudinal.

Dans le chapitre qui suit, la méthode numérique utilisée pour la

résolution des équations de base sera exposée.
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CHAPITRE III

METHODE NUMERIQUE
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IIl.1. INTRODUCTION

Dans le chapitre précédent, nous avons développé les équations qui
régissent l'écoulement secondaire pour les amener a une forme adéquate pour

notre cas. Nous avons créé deux systemes d'équations dont le couplage nous
donnera la solution du probleme étudié. Le premier systéme comprend l'équation
vectorielle (2.55) écrite sous une forme faiblement conservative pour un systeme
curviligne (& ,\Q,'S), moyennée dans la direction S et avec une diffusion
longitudinale négligée selon § . L'équation de quantité de mouvement est
projetée selon deux directions NetL proprement choisies. Le deuxieme systeme
comprend I'équation pour la vorticité secondaire et une équation de type Poisson
pour le calcul de la fonction de courant Y, et des vitesses transversales. Dans
ce chapitre, nous allons préciser le schéma numérique que nous utilisons pour la

résolution de ces deux systéemes de équations.
L'équation vectorielle (2.55) dans le plan (§ ,v )

(3.1

obRW _ 9bRF = 9bRG _ 1  9bRG, +ibM=0
Jt PR3 an Re -3¢}

est non-linéaire. Pour sa résolution, nous allons suivre une procédure de
linéarisation par rapport a un temps fictif utilisée habituellement lors de la
résolution de systemes non-linéaires d'équations différentielles ordinaires |98,99].
Pour effectuer cette linéarisation, nous introduisons tout d'abord un schéma de
différentiation que nous appliquons a une discrétisation de l'équation en temps,
et en calculant au passage les matrices Jacobiennes nécessaires a la

linéarisation.

Un schéma aux différences finies est appliqué sur les dérivées
spatiales pour tous les points intérieurs du maillage. L'équation (3.1) est ainsi
remplacée par un systeme des €quations discrétisées qui conduit a une matrice
tridiagonale par blocs, elle-m&me traitée a l'aide d'un algorithme adapté. Une
analyse détaillée des conditions aux limites possibles et de leurs introductions
dans l'algorithme sont données. Enfin, une analyse de la stabilité de la méthode

est donnée.

Nous présentons ensuite le traitement numérique du deuxieme
systeme des €quations, dans le plan transversal. Pour l'équation de la vorticité

secondaire un schéma simple aux différences finies est uitlisé. Pour I'équation de
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Poisson et le calcul des vitesses transversales nous avons utilisé, d'une part le
développement en séries de Fourier dans la direction transversale, d'autre part
des schémas aux différences finies dans la direction normale qui nous donnent un

systeme tridiagonal.

Différents schémas de couplage entre les deux systemes des
équations dans le plan longitudinal et le plan transversal sont enfin proposés et

leurs avantages ainsi que leurs inconvénients seront exposés.

HI.2. DISCRETISATION EN TEMPS - LINEARISATION PAR RAPPORT AU
TEMPS DES EQUATIONS DANS LE PLAN LONGITUDINAL

La variable temporelle t est discrétisée comme t=n 4t ou At est
le pas dans le temps et W (t)= W{nat)=W". La dérivée du vecteur des
inconnues en temps peut s'écrire sous une forme générale de PADE utilisée par
BEAM et WARMING |100]| comme suit :

oW _ L (t+rw)d - wV N (3.2)

dt at 1+ 06 A

+(6-w-L)o(at) + 0(at?)

ou YA est un opérateur des différences vers le futur,

\/ estun opérateur des différences vers le passé.

La compinaison de différentes valeurs des parameétres o et © donne
des schémas des différents ordres d'approximation. Dans notre cas, nous allons
utiliser le schéma implicite trapézoidal avec © =1/2 et w = 0 qui donne des
différences centrées autour du point temporel n + /2 avec deuxiéme ordre
d'approximation. En introduisant ces parametres dans la formule (3.2), nous

prenons

+ o(at?) (3.3)

Aw“:_L_,H BW_) A TVA
Nt 2




- 59

Si cette relation est introduite dans l'équation (3.1), la forme suivante est
obtenue

AbRW®. | L ‘ JbRF "”+<SBRF ”
At 2 2% 2% /

i ARG\ /okRrG )] - "

+?. __’aT) +(TV1) +—;-j'«b<M + M ) (3.4)
1 4 dbrG, ™ [ AbRG, ) 2\ _

T2 Re <_’3—“z_)+< 9‘1) ' Omt)_o

——

La présence des vecteurs non-linéaires F, G et M ne permet pas une
résolution directe de I'équation (3.4) pour calculer le vecteur inconnu W Nous
procédons alors & une linéarisation de cette équation en utilisant un
développement en séries de Taylor autour d'un nouveau vecteur inconnu noté ici

Soet définit comme suit

/:( P, PUs, P Ur, PYUs, pE)T/} =(p,m,n, Z E )T cas compressible

ou

/(z(Pv, \/L-i,MR,L/Le)T/} = <EV/ m, v

2 \T . .
, ) cas incompressible

Ceci nous permettra d'obtenir un schéma numérique de la mé&me précision

temporelle mais qui est en plus linéaire par rapport a /L"”
gl .
W™ = W™+ & (a7 p0) = Blat?)
//

Fn+1 _ FV\ + 9“ (/7(,\”_/{4) + @(A_tz)

(3.5)

[
3
]
Y
3
1—

?" (- p0) + 6(at?)

G:u - va\ . 7'4 (/m« _/tn) + 6(61’.2)
Mv\+4 _ ny . (/({'1 (//zn44_/1v,) + 6<4t2,)
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" 4] %) " ”
ou 5(7, f R 9, % et .4 sont les matrices Jacobiennes de la linearisation

temporelle définies ainsi
-3 P B S A

et dont le calcul détaillé est donné a I'Annexe 2.

En introduisant les formules (3.5) dans 'équation (3.4), nous obtenons

I'équation suivante qui est linéaire en

LRES +é§i-[%§—(gkf") + 2 (bR

e SR (eRg ) (AT AT

Re

bR + LAt

2

2(LRET) + 2-(bRES) (3.6)

-t 2 (bRY)r jhA || 77 - 4t Res

ol Res = 2bRF, DbRG _ L . 2BbLRG., , FbM’
DE 2V Re v

est le résidu obtenu a I'étape n. Sa valeur indique la précision atteinte i cette

étape par l'équation (3.1).

Remargques :

1. Si le vecteur W est identique au vecteur des 1nconnues/t (cas d'un
écoulement bidimensionnel), la matrice Jacobienne @a’ est réduite a

la matrice unite I.

2, La dérivation spatiale dans I'équation (3.6) s'applique tant au matrices

Jacobiennes qu'au vecteur des inconnues /z .
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Dans l'équation (3.6), on peut noter que les coefficients matriciaux
des vecteurs /L" et //lm‘sont identiques. Par conséquent, nous pouvons écrire
I'équation sous une autre forme plus compacte appelée "formulation delta" qui
utilise comme nouvelle inconnue la variation temporelle A/(E/{"'—/{‘, Nous

obtenons alors la forme suivante

BRU“+

—%?(L_)RE") + %V—L(uztg“)

(3.7)

-4t - Res

S B (brY) 4 b

Les avantages de I'équation ci-dessus sous forme delta par rapport a
I'équation (3.6) pour les méthodes implicites ont été étudiés en détail par BEAM

et WARMING ]100}. Nous les mentionnons ici brievement.

a) A la convergence, I'état stationnaire qui a été atteint
JbRF L9bRG _ 1 2bRG, j!oM =0
2% on Re v

est indépendant de la grandeur du pas temporel At puisque le
vecteur variable A/t“: 0. Pour une méthode a pas fractionnaires, au

contraire, dans certains cas, la solution stationnaire dépend de 4 ¢ .

b) Si les conditions aux limites sont de type Dirichiet, elles peuvent étre

facilement introduites dans l'algorithme en mettant A/ﬂimites = 0.
c) La forme delta demande moins d'opérations que la forme classique.

d) L'utilisation de formule de PADE (3.2) pour la différenciation en
temps conduit & une dérivation immédiate de I'aigorithme a cause de

la commutativité des dérivations en temps et en espace.

e) Il y a une possibilité d'appliquer différentes discrétisations spatiales
dans le nombre de droite et dans celui de gauche de I'équation (3.7) en
vue d'améliorer la propriété de convergence de la solution sans que

cela perturbe, au moins en pratique, la solution stationnaire.
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III.3. CHOIX DU MAILLAGE - DISCRETISATION SPATIALE DE L'EQUATION
VECTORIELLE

Dans ce paragraphe, nous allons exposer le type du maillage utilisé et
présenter la discrétisation de I'équation (3.7).

Pour remplacer les dérivées de I'équation (3.7) par des différences
finies, nous établissons un maillage sur lequel nous allons discrétiser cette
équation. La précision de la solution calculée dépend souvent du choix du
maillage notamment dans des régions ou des gradients importants des inconnues
existent. Dans ces régions, l'utilisation d'un maillage non uniforme, dense, peut

améliorer la solution.

Deux sortes de maillage non uniforme existent pour le calcul des
couches limites. Dans la premiere, le domaine de calcul est divisé en plusieurs
régions avec un maillage uniforme sur chacune mais & pas différents entre
elles |54]. Dans la deuxiéme, la densité du maillage évolue continuellement de

maniere analogue a I'évolution de la vitesse |87,101].

ROBERTS |101] a proposé une transformation analytique des
coordonnées qui introduit un maillage non-uniforme. Elle est donnée par la

formule suivante

OL—(Y.;-Y)
4G )
-+ N T
NR)= N+ (N-1) - = (3.8)
go? X
Q—Y,.,

Y, l'épaisseur de la région ou des gradients forts existent ;

N le nombre de points du maillage dans la direction Y.
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Si I'équation (3.8) est résolue par rapport a Y, nous trouvoms pour la coordonnée

initiale la relation suivante

R(M) = (s Ye) 10* + (Yu-a)

(3.9)
10% + 14
0l:l A zu. (O?%
N—1 Q"YN

Nous avons appliqué la formule (3.9) pour générer notre maillage.
Différentes valeurs de Y, ont été testées et l'influence d'un maillage fin pres

de la paroi sur la solution a ainsi été constatée.

Pour la résolution numérique de I'équation (3.7), nous approchons les
q q pp

dérivées spatiales par des différences finies écrites entre les noeuds du maillage.

L'approximation parabolique utilisée lors de I'écriture des équations
nous permet de réaliser une premiere discrétisation selon la direction § . Nous
obtenons alors une équation portant sur la correction de la solution dans le
nouveau plan (i + 1) a &€ constant et dépendant de la solution en (i). Si nous
considérons I'équation (3.7), écrite autour d'un point (i + 1/2), et nous remplagons
la dérivée selon ¥ par une différence centrée de précision de deuxieme ordre,

nous obtenons la forme suivante :

At (bRE42),, - (LRE44),
2

A%
(3.10)

"

* 41y A/LL“Q = -4t . Res,

"“/z
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7., = bR, +25 | L (Lres) -

T:_e_._?ﬁgbas%“) +jg¢ét’“]

l:+ 4/2

est un opérateur appliqué au vecteur A/l:‘ ., aupoint (i + 1/2)

_ (LRF )iey - (BRF),;
L+L/z— ’ A-g

et R es

Nous recherchons la solution stationnaire de I'équation (3.10). Dans ce
cas, le temps 4+ n'a pas le caractere d'un temps physique -comme ce serait le
cas pour le traitement d'un écoulement instationnaire- mais il représente un pas
de calcul numérique. A la convergence au pas n de ce temps fictif, la solution
stationnaire de notre probleme sera /i" . En plus, /t""f/" et par conséquent
A/Ln = 0. Nous avons déja noté que I'nypothése d'un écoulement parabolique dans
la direction & s'exprime par le fait que le vecteur des inconnues au point (i + 1)
ne depend que des valeurs des variables au pas précédent (i) déja calculées. Dans
ce plan, puisque la solution a convergé, nous avons A/t?: 0.

’ - : "
Supposons que nous ayons calculé au pas (i + 1) le vecteur A en

temps n et nous recherchons le vecteur A//c:'ﬂ =/<'::: -/L:‘H par
I'¢quation (3.10). Le mempre de droite de cette equation est calculé en fonction
des valeurs du vecteur /l: et caractérise le résidu de l'équation au pas
temporel n. Dans le membre de gauche, l'opérateur ,;i’:h‘/z sera approche
linéairement en fonction des opérateurs %1 et ZCH appliqués aux points (i)
et (i+ 1)

_ %L Aﬁ:‘ + ;’5&“ A/{l:‘“

2

ZH- '/2 A/tih’z
‘ ’, ~
Or A/g: 0 et la relation ci-dessus se réduit a

ﬁ/ A n _ ;i“ A/(w.
Wé-&l/z ﬁ‘.“’z B 2
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En introduisant cette relation dans I'équation (3.10), nous obtenons le schéma

suivant
e [ 5 m ) -
_iz_.éfa_vz(bkc%nw]:@_z/{__ﬂ)jm]A/:H:
-At (laRF~)iH_(uaF“):+_4__[M 4 9LRG) (3.11)
AE 21 M Re 31
+JbM“L LZX 2%‘%22__1_9_; %;fv . JEW}LI

Cette équation représente le schéma de base de notre calcul. Nous
allons ensuite discrétiser les dérivées selon la direction ™ en utilisant des
formules d'approximation qui nous conduisent au traitement d'un systeme

tridiagonal par blocs pour la résolution duquel des méthodes efficaces existent.

Les dérivées des termes convectifs au point (j) pour le résidu seront
approchées par différences centrées qui font intervenir les variables aux points
(j+ 1) et (j - 1). Pour le premier membre de I'équation (3.11), des différences
décentrées pour ces termes pourront &tre utilisées. Les termes diffusifs, écrits
aux points (j + 1/2) et (j - 1/2), seront approchés par différences centrées qui font
intervenir les variables aux points (j - 1), (j) et (j + 1). Apres la discrétisation des
dérivées selon la direction v} de la fagon décrite dessus, l'équation (IIl.1) prend

la forme suivante
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LR L Dt LR %

> > A_g ﬁ/‘iu,j
Chd,§
+ At L (bR ‘7"4’/'“)@%“4 - (bR ‘fg"A//“)m,j_,
2 2 2 D
- 4\‘{;_{_. i ] (bR QVWA/I“)LH,M.H,_ —(‘QR %nA/f‘)iH,J-U,_
2 2 Re ' A
+J(‘:>‘/‘/f)L_H_J. - —At- (bQF‘“%;Z_(‘oRF)LJ
2 E (3.12)
_*__1_' (ERG“)EH,J'M - CBRG“)1+(,]-4
2 2 av
4 9 . < bRva‘>'ut,j+‘/z - (,OQG:‘)LH,J—I/,_
Re 2 pany)
+]“ (E)Mn)m,j + 4 (LD RG" )i_,}+4 - (bRrRG )L,J-«t
2 2 24V

L 4 (bRGS ) v, — (bRGY )i izt +.J" (bm")c.y

2

Le membre de gauche de (3.12) ne contient que des variables au
point (i + 1) et pour simplification nous allons supprimer Y'indice (i + 1). On peut
noter aussi que dans le membre de droite, ce résidu se compose de deux parties.
L'une fixe qui comprend les variables au point (i) et ne change pas avec les
itérations ; l'autre écrite au point (i + 1) qui varie & chaque itération en temps ;

nous écrivons par conséquent
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L'équation (3.12) est une équation matricielle tridiagonale. Les

détails de l'analyse qui suit sont donnés dans I'Annexe 3.

Les matrices Jacobiennes des termes diffusifs 9vj contiennent des
dérivées des variables dans la direction ¥} multipliées par les métriques de la
transformation. La différence de ces matrices entre les points (j + 1/2) et (j -

1/2) peut s'exprimer de la fagon suivante

GV} = (“%"Aﬁ")j% - (%HA/)J__VZ
(?ﬂ A/A (? A/) (? ﬁ/')m (3.13.a)

ou %e(k) la partie du terme GVJ au point (K)
avec ¢ =(11, 0, 1) pour K ={(j- 1, j, j+ 1) respectivement.

La matrice ‘/é(J associée au terme non conservatif contient
également des dérivées selon Y qui font apparaitre les variables aux points {j -
1), (j) et (j + 1). De fagon analogue a celle utilisée pour la matrice %“ nous
écrirons ’
Mi= (AT a0 )
(3.13.b)
n " " w“ n "
= (A, af),_ + (ALAS0) + (AL 21,

ol r/éé(k)la partie du terme M3J au point (K).

En introduisant les relations (3.13) dans I'équation (3.12) le schéma

suivant est obtenu



- 68 -

bR " At LRET "
Z T A% J,A/.'«

LAt (bR DA ) = (bR ™A™ )i
2 4 Aavn

ot 4 (bRY M), + (bRH 4™ + (6RF ),
2 Re 2 4av

(3.14)

LAt (b A ) (bt 82" ); + (b AL )y
2 2

- at . F-?esJ = RSJ

qui apres le réarrangement des termes nous donne la forme finale tridiagonale

par blocs au point (j)

[AJ-] Afti-y + ( BJ-]A/Q- + LCJ-]A\/j“= RS; (3.15)

ou les coefficients matriciaux sont donnés par les formules suivantes

_ Ot (bR{/")J’q 1 (E\Réx{\:‘” )i"l (1:(/‘{4: )j-c
[AJ] —_2—'[* 4 2 " Re 2av 4_'7”_J

[B] _(bR&L);, ot [ (LRE™);
iy 2 2 8%

(3.16)

i _(LOQ?V:)j + j.(b‘/%ﬂ)j
Re 2 49 2

[c _ At_l (bREY " )jve _ 4 (bR )i 5 (bl )y
]_ 2 409 Re 2 8v) =32
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Dans certains cas, par suite de problemes de stabilité numérique dont
nous parlerons dans un prochain paragraphe, nous approcherons la dérivée selon
v) du terme convectif ‘7 par une différence décentrée en arriére. Dans ce cas,
I'équation discrétisée est légérement différente de I'équation (3.12) et également

les matrices |Aj|, |Bj| et Ile de I'équation (3.16).

[ 45] = __f.[_ (bR )i 4 (bR Fu i, 5 (60 )i
! 2 Z av Re 24n =72

| - (LRE”), 6t [(bRET); | (bRY);
2 2 % 249
(3.17)

L (BREAD; (b A J
2

Re 24

[C]:_t.[__i ‘(bR%:‘)ju +j'(b‘/({:)“4]
Re 2o 2

Si nous étudions un écoulement adiabatique .a enthalpie d'arrét
constante et uniforme dans le domaine de calcul, nous utilisons une forme
stationnaire de I'équation de l'enthalpie, et les matrices de résolution |Al, |Bl, |C|
sont de dimensions (4 x 4). Pour le cas d'un écoulement non adiabatique ou une
inconnue supplémentaire existe, une forme instationnaire de 'équation pour
'énergie doit &tre utilisée, et les matrices de résolution sont de

dimension (5 x 5).

Pour chaque point intérieur du maillage de j=2 a j=N-1, une
équation matricielle de type (3.15) doit étre écrite. Pour les points j=1 et j=N
des conditions aux limites seront imposées ; nous les décrirons dans la suite. En
regroupant les équations (3.15) pour tous les points intérieurs du maillage de j = 2
et j= N -1, la forme globale de notre systéme tridiagonal par blocs pour le pas

(i+1 ) peut &tre obtenue.
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(3.18)

RS-

Apres cette analyse qui nous a donné le schéma de résolution (3.18), nous

récapitulons le processus de calcul que nous allons suivre dans le plan

longitudinal (% ,v7 ).




1)

2)

3)

4)

3)

6)
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La solution /1.-J- au pas (i) pour tous les points du maillage (j) dans la

direction v} connue, nous cherchons la solution/lm,j au pas (i + 1).

N . ’ . ! ‘ .
Nous supposons pour la premiere iteération /m,j =/(;J- . La partie du
résidu a (i + 1) est calculée avec les valeurs /‘.’“J et les métriques

calculées a (i+4 ).

Le schéma discrétisé (3.18) nous donne un systeme tridiagonal par
~ ’ . ’ . . ]

blocs a résoudre. A l'itération (n), il faut calculer le vecteur A/'WJ

pour tous les points dans la direction ? . La méthode numérique de la

résolution sera exposée plus bas.

~ . ’ “ . . ’ .
Apres avoir calcule A/iu,j’ le vecteur des inconnues pour l'iteration
(n+1 ) est obtenu par

nad

" n
/Lu,j —/{Lu,j + A/iu,j
n+d

Le résidu est déterminé a partir des nouvelles valeurs /fmj .
4

"
Cette procedure est répetee jusqu'a la convergence ou A/me 0, qui
. * .
nous donne la solution /’iw,j au pas (i+41) et nous avangons au

prochain pas (i + 2) jusqu'a I'extrémité de la zone de calcul.

.4, ALGORITHME DE LA RESOLUTION

Dans ce paragraphe, la méthode numérique utilisée dans la résolution

de I'équation (3.18) sera exposée. Pour l'inversion de la matrice tridiagonale par

blocs de cette équation, nous utiliserons une méthode de récurrence souvent

connue sous le nom d' "algorithme de Thomas". Elle est une technique efficace

d'élimination Gauss dont l'application & des problémes divers a été donnée par
ROACHE |102] et YANENKO |103].

La formule de récurrence pour un point j du maillage est

—

A}g = [Xj]A7j+4 + 7 (3.19)
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En introduisant la relation (3.19) écrite au point (j-1) dans

I'¢quation (3.15), nous obtenons I'équation suivante
([AJ][XJ—4] + [ BJ] )A/l‘; + [CJ]A/:[H = RSJ - [AJ] \/j-i

——
qui apres sa résolution par rapport a A/J- donne

—>

A/{J. = - ([Aj][qu] + [ Bj]/\-L [Cj] A_/';‘j“

(3.20)
+(fAJ'][ Xj- ] + [ B;] ) (RSJ' - [A;1%.,)
En comparant les expressions (3.19) et (3.20), nous en déduisons
(%] =-(tA 0% 1+08,7)" [¢]
o= (LA 1Ix T [8;7)" (rs; - 4] g;?ﬂ y e

Les coefficients matriciaux [X;] et % pour j=2 ne seront pas
calculés par les formules de récurrence (3.21) mais directement a partir de

I'équation (3.15) écrite a j = 2 dans laquelle les conditions aux limites a j=1 sont
introduites.

Les différentes étapes de l'algorithme pour la résolution du
syteme (I11.10) sont résumées ci-apres.

1) Nous calculons les coefficients [X,] et ¥, & j=2 en utilisant

I'équation (3.15) et les conditions aux limites sur la paroi j= 1.

2) Les coefficients [Xj] et >j avec les formules (3.21)dej=3aj=N-
2 ou j=N-1 sont obtenus. Le choix entre j=N-1 et j=N-2

dépend des conditions aux limites sur la fronti&re extérieure j = N.
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3) Si des conditions Neumann sont utilisées a j = N, les [X;] et —;J
sont calculés jusqu'a j = N - 2. Le vecteur A#,_, est calculé par une
relation (présentée dans le paragraphe IlL.5.1.) résultant de la
combinaison de l'équation matricielle (3.15) écrite a j= N -1 ou les
conditions aux limites a j = N sont introduites et de la relation de
récurrence (3.19) entre Az, et Az . Si des conditions Dirichlet
sont utilisées a j= N, les coefficients [X;] et Y; sont calculés
jusqu'a j = N - 1. Le vecteur A/(N_‘ est alors calculé directement par

la formule (3.19).

4) Le vecteur A/fj est calculé de j = N - 2 3 j = 2 en descendant dans la
couche limite de l'extérieur vers la paroi, par la formule de

récurrence (3.19).

Cet algorithme de la résolution du systeme (3.18) est introduit dans
'étape (3) du processus général de la résolution du probléme dans le plan

longitudinal pour chaque pas (i).

M.5> INTRODUCTION DES CONDITIONS AUX LIMITES DANS L'ALGORITHME
DE LA RESOLUTION

Dans ce paragraphe, les conditions aux limites seront présentées ainsi
que leur introduction dans l'algorithme de résolution. Les conditions utilisées
sont issues soit d'un choix arbitraire mais qui est justifié par la physique de
'écoulement, soit de l'application directe des équations sur les frontiéres. Nous
examinons séparément le cas d'un écoulement incompressible et celui d'un
écoulement compressible puisque les variables sont un peu différentes dans les

deux cas.
1L.5.1. Ecoulement incompressible :

A) Conditions sur la paroi :

Pour un écoulement visqueux sur une paroi imperméable, la condition
de non-glissement sur la paroi donne Uyg=Ug=Uy= 0. Il faut imposer une condition
supplémentaire pour la quatrieme variable indépendante qui est la pression.
Celle-ci ne peut étre choisie arbitrairement mais elle doit satisfaire les

équations de Navier-Stokes sur la paroi. Dans ce paragraphe, un inventaire des
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conditions a la paroi pour la pression p sera exposé. PULLIAM et STEGER |91|
ont donné une expression pour le gradient de la pression dans la direction
normale a la paroi en combinant les trois composantes de l'équation de
mouvement dans le domaine transformé. Cette expression pour un écoulement

tridimensionnel, non visqueux, est la suivante

= (Vz; t s+l ) = (85 + 8, t8.Me ) Pe

N5 e o) Py (g4 S, 150, ) P
(3.22)

= - PU[Q.}(u-})g“’VZp(uR)E + Vle(ue}gl

- PW[ Vls(u.5>3+ ‘QR<MR)~; + Yle(ue)SI

ou(n )'est la direction normale a la paroi sur le domaine physique et Y] =ctest
la direction sur laquelle la surface est transformée dans le nouveau systéme.
Pour un écoulement visqueux, la méme expression a été proposée avec la
condition pour les vitesses controvariantes sur la paroi U=V =W = 0. Cette

expression devient

l:)..,, <V)'§ + Vl; + ‘7; )“2 = <§5‘Qz+ §R‘QR + 5o Mg )Pg
(3.23)
tng+g +ng8) py + ( 5575+ Sea + e, ) Pe = ©

Pour un écoulement moyenné dans la direction 3 comme dans notre cas, la

relation ci-dessus donne

pn (1 +15 o= ( Sy + gg"zk)pgf‘ ("l;-r"z:)p,z =0 (324

qui est équivalente & la condition suivante

P'" = O (3.24.a)
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Les expressions (3.23), et aussi (3.24.a) qui en est déduite, sont une
approximation dans laquelle les termes visqueux des trois composantes de
['‘énuation de mouvement ont été négligés. Pour un écoulement de type couche
limite & un nombre de Reynolds élevé, l'approximation (3.24.a) op/ov1 =0 est
bonne et elle a été souvent utilisée comme condition pour la pression sur la
paroi |59,66/.

Une approche plus correcte serait d'utiliser une expression analogue
a (3.23) qui en plus contient les termes visqueux. Pour un systeme ( ¥,%, ) non
orthogonal aux frontieres, l'expression correspondante est assez compliquée.
Nous faisons alors I'hypothése que-la direction v} est normale a la paroi (et par
conséquent elle est supposée coincider avec la direction M sur la paroi). Dans ce
cas, nous pouvons utiliser directement la deuxiéme composante de l'équation de
mouvement écrite sur la paroi pour le calcul du gradient de la pression sur ce

point.

Dans le cas d'un systeme transformé, cette composante écrite sur la

paroi donne

d — -
5§<p§,,)1+—§5(m>

1

—é—e-g—‘il 3[ ”’Z}H[ YZR-%;{( 3:) + Vz;-%(——g—)] (3.25)

et 2 (B 4 2 i L] e el

La discrétisation du membre de droite de l'expression (3.25) demande 'utilisation

des différences décentrées en amont de précision de premier ordre, pour
I'approximation des dérivées de deuxiéme ordre dans la direction ¥] . Pour un
écoulement 3 nombre de Reynolds élevé, nous pouvons considérer que les termes

de droite de (3.25) sont faibles et nous retrouvons la relation (3.24.a) dp/a1= 0.

Une autre possibilité pour calculer la pression sur la paroi est
d'utiliser I'équation de continuité comme elle est écrite dans le

paragraphe (11.2.2.) par la méthode de la compressibilité artificielle

3/14 . ALRF), " 9(bRG ),

@
Jt 2% oV
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En appliquant la formule trapézoidale dans I'équation ci-dessus, nous avons

AAC 4 [2GRF™), | D(BRFY), L A(LRG™),  3(LRGT) | _
At 2 o3 o§ o 21

O

Apres avoir introduit les formules

"4

Foo = an + AR

it

G = G, + AG]

q 1

dans cette équation et avoir remplacé F, , G, par ses expressions, nous
obtenons une nouvelle forme de l'équation de continuité qui, écrite sur la paroi,

donne une condition pour la pression

— At [ 3(bREVIz4m) QCBRBQRAE)]
Ap + > [ 3 + 5
(3.26)
_ —At-[ 3(bRBVy m™) N ’a(bRBVzRVx")}
oV . ' oV

Cette expression est sous une forme implicite compatible avec la forme
implicite de l'algorithme. Une autre expression simplifiée pour la pression sur la

paroi est celle déduite de la continuité mais écrite sous une forme explicite

AP = -t | 2REI M) | BCLRELH) | 5,
oV M

On peut remarquer que la relation explicite (3.27) peut étre directement déduite
de la relation (3.26) si les deux termes implicites du premier membre sont
supprimés. L'utilisation d'une condition explicite (3.27) pour le calcul de la
pression sur la paroi peut conduire 3 des oscillations fortes et méme a la

divergence dans certains cas |66].
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Nous avons trouvé jusqu'ici quatre expressions possibles pour le calcul
de la pression sur la paroi, soient (3.24), (3.25), (3.26) et (3.27) en utilisant soit
'équation de mouvement, soit l'équation de continuité sur la paroi. Nous allons

montrer ensuite comment ces conditions peuvent s'introduire dans l'algorithme

qui a été présenté.

i) Gradient de pression nul sur la paroi (équation (3.24)) :

En supposant un systéme orthogonal aux limites et les lignes v = ct

normales a la paroi, nous avons + § n . =0 etl'expression (3.24) donne
5\15 R ‘R

Py = O (3.28)

Pour la discrétisation de la relation (3.28), une formule en trois points

d'approximation au deuxieme ordre sera utilisée

9P Lo o =3P tEP TPy | o
on 240
et apres arrangement des termes
AP, =L, AP, + %, AP, (3.29)
. 4 3 1 45
ou A, = ——" 2 et <, = —- 3
SRR P >3

En introduisant l'expression (3.29) dans l'équation matricielle (3.15) et apres le

calcul, la relation suivante est obtenue
, —_— , — —
(B ]ap, + L YA/, = RS, (3.30)

ol [8/]=[D,] et [Cz/]:[D3]

D<.LQ"‘+ d4( dlz d,5 CJJ4

D _ X Qs + da, S S23 da4
L

ol Oan + ds, A3z dss di4

o ; Oa + Ja daz das Saa

dr.e = b

e pour L=

éke = Cre pour L=3
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et Oiey bre,Cpe sont les éléments des matrices |Azl, IB2l, ICs| de
'équation (3.15).

En résolvant I'équation (3.30) par rapport a A/(z et en comparant le

résultat avec la formule (Il1.19) nous pouvons calculer les coefficients [X,T et

; -4 ’
[ Xl =-[8i] ][]
— , L Je—
Y. = [8] RS, (3.31)
ii) Gradient de la pression sur la paroi qui prend en compte les termes

visqueux (expression (3.25)) :

L'utilisation de I'expression (3.25) donne une forme similaire pour
{.Xz—] et 2 mais les matrices s'en déduisant sont plus compliquées. Pour la
discrétisation des dérivées de deuxieéme ordre du membre de droite, nous utilisons
une formule a trois points décentrée vers l'intérieur du domaine, de précision de
premier ordre. L'utilisation de cette formule est basée sur I'hypothese que la
précision globale d'un schéma de deuxieme ordre est conservée si des
approximations de premier ordre sont appliquées sur les limites |104|. Apres la

discrétisation, une expression pour la pression sur la paroi est obtenue, du type
Ap, = ol dp, + oty Ap, + 6, 4D, + £, Aa, (3.32)

Y, A, & Ys 4w,

qui, introduite dans l'équation (3.15) et apres les calculs, donne les coefficients
-
de récurrence [ X, ]et >: .

iii) Pression sur la paroi par la continuité implicite (expression (3.26)) :

En utilisant l'expression (3.26), nous obtenons aprés la discrétisation
une formule analogue a (3.32) mais ol apparaissent des termes de résidu qui

dépendent de l'itération précédente.

Ap, = 6, Aw, + 6, 44, (3.33)

F Y. AV + Y, 49, + k (RS,),
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Si cette expression est introduite dans I'équation (3.15), elle donne

[ g;]A';(l N [Q’]A}s - ,{’5; (3.34)
v (8 1=[Dn]1 et [C/]=[Dy]

S Biou. +dn Yo Qs + Sas g
[ DL] - I 5¢OLH. +da, Y‘q“ yday dad

dsv BiQu + dar YO tds  dsd

da; Bi Qay+ ez YiQas+as Jaa
RS = RS, - [k (RS, a,k(Rs,) au,k(RS,), ak®rs) ]
Jre=be pouri = 2, Iye=Cee pouri=3.

Les coefficients de récurrence sont
[x.]=-(8/7" [T
- ‘ (3.35)

Y, = [8.)7 RS/

2 =

iv) Pression sur la paroi par la continuité explicite (expression (3.27)) :

Dans ce cas simplifié du cas précédent, la pression sur la paroi est

donnée par la formule

Ap, =k (RS), (3.36)
et les coefficients de récurrence par les formules
[x.T=-[81 [c.]
(3.37)

Yo = [8/7'RE

kS =
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B) Conditions sur la frontiére extérieure du domaine :

Nous distinguons deux cas de conditions pour la frontiere extérieure.
Dans le premier, toutes les conditions imposées sont de type Dirichlet tandis que,

dans le deuxieme, nous traitons simultanément des conditions Dirichlet ainsi que

des conditions Neumann.

1) Conditions Dirichlet :

Dans ce cas, les trois composantes de vitesse ainsi que la distribution
de la pression sont connues. Nous avons alors Ap Al =A% =A€=0. Les
coefficients de récurrence L[X;] et \/ doivent &tre calculés jusqu'au point
j=N - 1. La formule de récurrence (3.19) donne alors, apres avoir pris en compte

les conditions mentionnées,

—>

AA,.. = g/:-, (3.38)

-

-
puisque A/N = O
~>
En connaissant maintenant A/fu,et en utilisant la formule (3.19), nous pouvons
en descendant le maillage de j = N - 2 3 j = 2 calculer les vecteurs A/ pour ces

points.

i) Combinaison de conditions Dirichlet et conditions Neumann :

Nous imposons des conditions Dirichlet pour les composantes M5 et
e et pour la pression et une condition Neumann pour la composante normale
Us . Cette condition est trouvée a partir de l'équation de continuité écrite au

pord extérieur au point N

CE Ry ” _
ot + (\U\§ +V]§ >L+‘/N E(wq}+nqk>' =0

En appliquant l'opérateur A en temps et tenant compte de A&:H =0

nous obtenons
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Pour la discrétisation de celle-ci, nous utilisons une différence centrée au
point (i+ 1/2) dans la direction § et des différences en trois points en arriére au
point (N) selon la direction ©1 . Apres la discrétisation et le réarrangement des

termes, il vient

-_—

A, = Kui An + ke, A, (3.39)

. _ 4 . "lﬁ.,. 4 Eﬁ,‘ Yl‘?u -4
ou k,.,_( - 3 ( AVL )

k - L . Ylﬂn-z . 4 . S-kv-l + Y.zﬂrl -4
ne 3 an 3 A% An )

Si l'expression (3.39) est introduite dans I'équation (3.15) écrite au point (N - 1),

la forme suivante est obtenue
/ - / — N
[ AN—' ] A/(N-z + [ BN" .J A/\N-i = RSN" (3.40)

En introduisant celle-ci dans la formule de récurrence (3.19) écrite a j =N - 2,

nous obtenons une expression pour le vecteur

= ((AL T X T+ 0BT ) (RS -1 ALT Y. (3.41)

ou [ AIN--‘_S = [ DN-: .] et [ B/N-J‘] = [ DN-‘I
dqq &41 d45+ k‘LC45 dq(. *
[ DL] .._:. d,, S Aoy + K. Cia d 24
da« dsz d.ﬂ + ki Cas dss

dqq ddz dd! + KﬁCﬂS d44

J

e = XNpe pouri=N-2; Ike = b, pouri=N-1

—-,
Dans ce cas, les coefficients de récurrence [_X;] et ¥, doivent étre calculés
-
jusqu'au point j = N - 2. Avec l'expression (3.41), nous calculons le vecteur A/{,._.
et ensuite, en utilisant la formule de récurrence (3.19), nous calculons le

vecteur A/«J- en descendant le maillagede j=N-2aj= 2.
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n1.5.2. Ecoulement compressible :

A) Conditions sur la paroi :

Pour un écoulement compressible visqueux, la condition de non-
glissement sur la paroi impose Wsy=WUz=WUg=0. Il reste deux variables pour
lesquelles des conditions doivent &tre imposées, la masse volumique p et
'énergie interne d'arrét E. En plus, la pression sur la paroi doit &tre connue pour
le calcul du gradient 9p/on au deuxiéme point du maillage. Par conséquent, nous
devons calculer la pression sur la paroi méme si celle-ci n'est pas une des

variables principales. -

La température statique et la pression statique sont obtenues en

fonction de la vitesse, de I'énergie et de la masse volumique par les formules

suivantes
TI‘-=_L '[E‘w+:\+cl (@)
P < ZP
(3.42)
E=(X_i)_[g_u4+w_+£ ] ).
2p

Une relation entre la pression et I'énergie interne d'arrét peut &tre déduite de

I'expression (3.42.b) écrite sur la paroi avec m=n= € = 0.

— (v_,).°E (3.43)
= (e

Pour le calcul du gradient de la pression, nous pouvons utiliser les expressions

(3.24.a) ou (3.25) utilisées pour un écoulement incompressible.
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i) Gradient de pression nul sur la paroi (équatior {3.24)) :

Dans ce cas, l'équation (3.43) donne 0E/2n=© et en utilisant une

formule a trois points décentrée vers l'intérieur, nous obtenons

AE, = o, AE, + o, AE, (3.44)
. 4 3 _ L 3
ou O(2=—-§- T, et Ay ——S—'jj—

Pour une paroi adiabatique, nous avons @7/2v1 = 0. Cette relation en
combinaison avec la relation (3.24.a) et l'équation d'état d'un gaz parfait donne
9P/ 9w =0 qui, apres la discrétisation avec une formule en trois points,

fournit une expression pour Ag_o sur la paroi

Ap, = o, Ap, + X, 4p, (3.45)

avec 0(7_:__4..?2 o« = L s

37, ’ 3 3

En introduisant les expressions (3.44) et (3.45} dans l'équation (3.15)
et apres les calculs, nous obtenons une relation de méme forme que (3.30). En
comparant celle-ci avec la formule de récurrence (3.}19), nous trouvons les

coefficients [X,] et Y, qui ontla mé&me forme que (3.31).

ii) Gradient de pression sur la paroi qui prend en compte les termes

visqueux (expression (3.25)) :

L'utilisation des différences décentrées en aval pour la discrétisation

des dérivées de second ordre de l'équation (3.25) donne la relation
—( P&, + ——( P, ) = X, AP, +, &P, + &, 4F,
+ 8, A%, + 6,48w, + ¥, AW, + Y, 4n,

Pour le calcul du membre de gauche de cette relation, l'expression (3.42.b) écrite
sur la paroi sera utilisée. Apres introduction de cette expression dans la relation

ci-dessus, la discrétisation nous fournit
X AP+ ol 8P, + %, AP, + 6, Awi, + 6, Suay (3.46)

+ Y, AT, + Y, AW, + S, AE, + 5. 0B, + Sy 4E, = ©
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Cette expression comprend les deux inconnues 4P, et AE, . Une relation entre

Ap, et AE, est encore nécessaire.

Pour une paroi adiabatique avec la condition de non-glissement sur la

paroi, la formule (3.42.a) donne

oM 1 c, o\ P

ou en introduisant l'opérateur temporel 4 nous avons
9 -—Ai—%-éﬁj = o : (3.48)
1l B G

Si nous utilisons une formule de trois points en avant pour la discrétisation de

I'expression (3.48), nous obtenons

—3~(———A_E— E-AF-J) + 4. (LE- gz'é\f—’)
5 : P P .
o (3.49)
LE _E = _
—( § éz éP)a = O

Les équations (3.46) et (3.49) forment un systeme de deux équations
avec deux inconnues AP, et A_F:1 . En le résolvant et en introduisant la solution
dans 1'équation (3.15), nous obtenons une équation similaire a (3.30) et qui, apres
calculs, nous permet d'obtenir les coefficients [X,] et —Y: qui ont la méme
forme que ceux de (3.31).

B) Conditions sur la frontiére extérieure du domaine :

Pour un écoulement compressible, comme dans un écoulement
incompressible, nous distinguons deux cas. Dans le premier, des conditions
Dirichlet seulement peuvent &tre imposées tandis qu'au deuxieme des conditions
mixtes Neumann et Dirichlet peuvent &tre utilisées. Pour un écoulement
compressible, la distribution de la masse volumique et de I'énergie d'arrét ou

leurs gradients doivent &tre donnés sur la frontiere extérieure.

Si des conditions Dirichlet sont utilisées pour P sP,YUy,Us et E et
condition Neumann pour U sur la frontiére extérieure, les équations obtenues
ont exactement la méme forme que celles utilisées dans ke cas d'un écoulement

incompressible.
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MI.5.3. Résumé des conditions aux limites utilisées en pratique dans le
présent calcul :

Ecoulement incompressible :

Sur la paroi, la condition de non-glissement a été imposée
Uz = Up= Ue = 0. Pour la pression, la condition (3.24) d'un gradient nul a été
utilisée pour tous les cas calculés. Cette condition pour un maillage orthogonal
sur la paroi conduit a la relatin (3.28)
PvL = O
qui a été introduite dans l'algorithme. Dans le cas d'un écoulement laminaire,
bidimensionnel, la relation (3.27) qui donne la variation temporelle de la pression

sur la paroi par la continuité explicite a aussi été testée avec succes.

Sur la frontiere extérieure, des conditions Dirichlet ont été données
pour les composantes Us et Ue de la vitesse et pour la pression p, . Pour la
composante normale WUa de la vitesse, le gradient de sa variation temporelle
obtenu par la continuité écrite sur cette frontiere a été imposé

g_g(gaaa) °_(v, 4% ) -0

. o "
L, w i Led W

Ecoulement compressible :

Dans ce cas, nous avons fait I'nypothése d'une enthalpie d'arrét
constante, uniforme partout sur le domaine H°=CPT°=ct. Par conséquent,

I'"équation instationnaire pour l'énergie n'a pas été utilisée.

Sur la paroi, la condition de non-glissement a imposé Uy = U =\Ue= 0.
Pour la pression, la condition (3.28) d'un gradient nul sur la paroi a été choisie.

Pour une paroi adiabatique, il s'en déduit

22 o
o 1

Sur la frontiere extérieure, la distribution de Us , Ug et de la
pression p a été donnée. Pour la composante Ys la mé&me condition Neumann
que pour un écoulement incompressible a été utilisée. La masse volumique sur
cette frontieére a été calculée par une équation de gaz parfait et elle a été

imposée comme condition Dirichlet.
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IMI.6. ANALYSE DE STABILITE

Une méthode numérique implicite a été présentée dans les
paragraphes précédents pour la résolution des équations développées. Les
schémas implicites sont théoriquement inconditionnellement stables. Au
contraire, pour les schémas explicites, le pas d'intégration en temps se limite a
de petites valeurs par suite de problémes numériques liés a la stabilité. Dans la
pratique, cependant, mé&me pour les schémas implicites, le pas temporel n'est pas
illimité et les conditions de stabilité, liant divers paramétres intervenant dans la

résolution, peuvent servir d'indicateurs.

Dans ce paragraphe, une bréve référence a la théorie linéaire de
stabilité sera présentée, ce qui permettra d'évaluer les possibilités et les
limitations de point de vue numérique de la méthode développée. Une analyse
claire de stabilité des différents schémas explicites et implicites a été effectuée
par PEYRET et TAYLOR |73|. Des travaux importants sur l'application de la
théorie de stabilité sur les écoulements visqueux et non-visqueux ont aussi été
réalisés par BEAM et WARMING {100,105,106,107,108,109} et
Mac CORMACK {110,111,112|. Nous allons en mentionner les principes de base.

I1.6.1. Schémas explicites centrés :

i) Cas d'une équation linéaire :

Considérons tout d'abord une équation de convection-diffusion

parabolique, monodimensionnelle et linéaire

PR oW D W
on . Low . (3.50)
ot A % ¥ ox 2

ou A=ct et D= ct

Si des différences spatiales centrées sont utilisées pour la discrétisation, cette

équation peut &tre approchée par le schéma suivant.

W:‘M - W:‘ + A W;\H-\'\/:-( -y W:‘u - 2\’\/: *“’\l;\..
at 24X ax?*

o (3.51)



- 87 -

L'analyse linéaire de stabilité de type Von Newmann (développement en série de

Fourier) montre que, pour que le schéma explicite (3.51) soit stable, les

conditions suivantes doivent étre satisfaites |73/,
A2t 2y 4t

< 1 et

< 1 (3.52)
2P Axt

Nous considérons maintenant une équation linéaire, parabolique et

bidimensionnelle
aw 2 W ) 2
Tt + A X + B Sy vy VW (3.53)

La discrétisation de cette équation par des différences finies centrées dans les

deux directions donne le schéma

N4 " LY [
W(’J‘ - \’\/:; + A \/\/Cu,j - \/\/i."-(,j + B WL,i*q - WL,j-!
At 248X 248y (3.54)

—))(éxx +dyy)\’\/:j = O

Ce schéma de précision de premier ordre en temps et de deuxiéme ordre en

espace doit satisfaire les conditions suivantes d'apres PEYRET et TAYLOR |73}

At < 4 p ot ))At< L

< A — < (3.55)
Clal+181) 4% <

avec A x =Ay

ii) Cas d'une éguation non-linéaire :

Examinons maintenant le cas d'une équation monodimensionnelle
parabolique non-linéaire du type des équations de Navier-Stokes

oW 2Flw) _ 92w (3.56.a)
ot ox ox*

= O
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et le cas d'une équation hyperbolige non-linéaire du type des équations d'Euler

- o (3.56.0)

AW . 2F(w)
ot 29X

Quand » est tres petit, la solution de (3.56.a) a le méme comportement que la
solution de (3.56.b) pour les régions éloignées de limites solides. En général, les
méthodes pour la résolution de (3.56.a) sont des extensions des méthodes pour la
résolution de (3.56.b). Une analyse pour la deuxiéme équation sera donc tout
d'abord entreprise.

—

Equation (3.56.b) :

En appliquant la formule trapézoidale autour du point temporel

(n + 1/2) sur I'équation (3.56.b), elle devient

- W L(’aF (w) +9F"(W))=o (3.57)
At 2 o X

La procédure de linéarisation de la fonction ou du vecteur F, présentée dans le

paragraphe (II1.2)
Fvs«\-t - FV\ + An(wmu_ W—))

appliquée sur I'équation (3.57) et en utilisant une relation explicite

(3\/\/ )V\Q’l/l _ < ’BF \"’\
ot - ox |/

donne I'équation ci-dessous

2

nwhe n 9F>V’ At 9 “ ('BF ')J
W™= WA (B) < S5 Aot (5
En utilisant un schéma aux différences centrées autour du point (i) pour la

discrétisation spatiale de cete équation, nous obtenons

" n

o =W - At Fooo = Feor
y 24%
(3.58)
A'tz " n "
_2_6-?‘ ACH/L'<FCH - F(. ) - AL-uz' (FC— Ft-c)]
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Ce schéma est totalement conservatif de forme analogue a celle sous laquelle
nous avons discrétisé nos équations. L'analyse linéaire de stabilité impose que la

condition suivante soit satisfaite

At
ax

| Atw)] - <1 (3.59.2)

Dans le cas ou I'équation(3.56.b) est vectorielle, BEAM et
WARMING |[105], en considérant la matrice A constante pour pouvoir appliquer la
théorie linéaire de stabilité, ont remplacé l'équation (3.56.b) par un systéme des

équations

W 0 oWk _ o K=1L,2,...,M

Jt I %

ou Ao les valeurs propres de la matrice A. La condition imposée par ['analyse

de stabilité est analogue a (3.59.a)

(o] L2 < 1 (3.59.b)
PARS

Les expressions (3.59.a) et (3.59.b) sont connues sous le nom de critéres de

courant - Friedrichs - Lewy (C.F.L.).

Equation (3.56.a) :

Pour cette équation parabolique, discrétisée de fagon analogue a
celle utilisée pour la discrétisation de I'équation hyperbolique (3.56.b), le pas en

temps imposé par la théorie de stabilité est

At <« Ax* (3.60)
2r + |Al-Ax

Nous examinons maintenant les cas de deux équations analogues aux

équations (3.56.a) et (3.56.b) mais bidimensionnelles.

Pour une équation non-linéaire, hyperbolique, bidimensionnelle

oW, 9F(w) . PGw) _ 4 (3.61)

0t 9 X oy
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la condition de stabilité est donnée ci-apreés

1
4t < (3.62)
{A | + Ry
ax ay
ol A=dF/dW et B=dG/dW

Pour une équation non-linéaire, parabolique, bidimensionnelle

W + DF(w) N G (w)

- AX)( + A = 3-63)
dt O Y v ( ) W=o (

I'analyse de stabilité impose,si Ax = 4y

At < t (3.64)

4p ( LA | [ B )
+ +
Ax2 AX A x

Les équations de Navier-Stokes écrites sous une forme vectorielle
adimensionnelle, analogue a 1'équation (3.63)

~

oW + oF + G 4 <’aFv N ’SGV) — (3.65.2)
ot ox 2y Re Ox oy
et transformées dans un nouveau systéme ( § ,v ) prennent la forme
W + °F + 906G A oF, 4 °Gy ) = O (3.65.b)
pys 0% oL Re 9% o

Pour cette équation transformée, approchée par un schéma aux différences
centrées, explicite KUTLER, CHACRAVARTHY et LOMBARD |86} ont choisi la

condition suivante sur le pas en temps

At = win (At,, ot,) (3.66)
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ou les pas At,, Ate sont déterminés par le critére C.F.L. sous la forme

CFL = At, - wax (121,121, 12.1) = 4
(3.66.a)

CFL = Atg- wax (1 Del, 106,01, 1 %eal ) < £

1]

Les valeurs propres des matrices Jacobiennes A= OF/ 9w et B= G /W

sont données par les formules
q ‘/1 p=3 kg + (W8 kq + V kz
L9
Na,6= ket Uk, + Vi, (k' +kI)?*

ou Ki les métriques et < la vitesse locale du son.

Nous pouvons remarquer que, dans le critere de stabilité (3.66) pour
I'équation (3.65.b), les termes dissipatifs n'interviennent pas. Cependant, pour
'équation analogue (3.63), la prise en compte de ces termes conduit a un
critere (3.64) qui est plus strict. Pour un écoulement laminaire, le terme de la
viscosité est négligeable mais, pour un écoulement turbulent, il peut &tre
important et modifier beaucoup la valeur de C.F.L.- donnée par l'expression (3.64)

par rapport a celle fournie par (3.66).

IM.6.2. Schémas explicites décentrés :

Des schémas explicites aux différences finies centrées pour les
termes convectifs ont été présentés jusqu'ici. Nous avons vu que, pour ces
schémas, des pas temporels d'intégration trés petits sont imposés par l'analyse de
stabilité. Pour traiter ce probléme, des différences non centrées pour les
dérivées convectives de premier ordre ont été souvent utilisées ; une analyse
approfondie sur la stabilité des schémas décentrés, explicites ou implicites, a été
effectuée par BEAM et WARMING |100,105,108| dont nous allons présenter les
principes. Considérons 'équation hyperbolique (3.56.b) écrite sous une forme non-
conservative

9_\’_\/__+ Ag—w_-;o o:,k A:EF

ot X ow
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La direction du décentrement est déterminée par le signe de A et ce choix peut
se justifier par la théorie des lignes caractéristiques. La solution générale de
cette équation est de type W=W(x-At). La forme de la solution exacte reste
constante le long de la ligne caractéristique x- At=ct . Par conséquent, pour un
point (x,t), l'information vient d'une direction caractérisée par la valeur de A.
Alors, si A > 0, I'information se propage dans la direction x > 0, l'information se

propage dans la direction x < 0 et nous devons utiliser une différence décentrée

en avant.

Si I'équation (3.56.b) est vectorielle, elle peut &tre remplacée par un
systeme d'équations

M_‘_ ’Ak.m._:o K=42,.... (3.67)
ot 9x

ol A, les valeurs propres de la matrice Jacobienne A.

L'analyse de stabilité effectuée par BEAM et WARMING |108]
montre, pour un schéma décentré en arriére, qu'une condition nécessaire de
stabilité se traduit par des valeurs propres A. positives. Au contraire, dans le
cas de décentrement en aval, il faut que toutes les valeurs propres A. soient

négatives.
Les deux cas des différences décentrées peuvent étre regroupées dans

un seul schéma pour discrétiser 1'équation parabolique (3.56.a)

Wt - W A " " " "
¢ i ) e _ A w. —
T + [(( € ) (Wi -~ Wi )+ (+e ) (Wi WL-|>I

(3.68)

¥ "
ﬂx"' (WL-H - 2.\/\/:‘ + \/\/;\_‘ )

ou € =signe (A). Pour ce schéma, PEYRET et TAYLOR, avec 'analyse en série

de Fourier, ont trouvé la condition suivante

At < Ax* (3.69)
22 + |Al.Ox



-93-
Pour y =0, le critére (3.69) devient

_tAalat

At gA—X ou autrement <FL <1 (3.70)

(A

qui est moins strict que la condition (3.52) d'apres PEYRET et TAYLOR |73|.

La restriction sur le pas d'intégration peut donc &tre diminuée avec
I'utilisation des schémas non centrés mais la précision de la discrétisation
spatiale diminue sauf dans le cas d'utilisation des différences non centrées aux
trois points avec précision de deuxieéme ordre. Or, dans ce cas, les conditions aux
limites doivent @&tre spécialement traitées comme YEE, BEAM et
WARMING [106] le suggeérent.

Pour I'équation bidimensionnelle (3.53) un schéma décentré analogue
a (3.68) est

Wi = Wi
4t

+.__A_.[({—€A).<WEH,3— W) + (t+€a) (W —Wi:;,j.)}

‘4
ZAx (3.71)
+—-——5——-{ (4- €5)‘(\’\/L,ju ~ Wi )+ (1+€a) (Wi —\.«h,;-«)]
248y
- V(Axx'*‘é)’)’)wsj = (@}
ol €, = signe (A), €, = signe (B).
La condition de stabilité est
1
At L (3.72)
v 4 n 1 ) 4 [A ] + [ B
ax* = Oy Ax ay



-94 .

Mac CORMACK [110] a utilisé pour la discrétisation des équations de

Navier-Stockes un schéma explicite, décentré avec les conditions de stabilité

suivantes
L 1
At £ re
C 2
luirc p
Ax ax?®
(3.73)
1
At £ ; i
vl + ¢ p
n 2
8y — Ay *
ou <= yp/p " la vitesse locale du son qui traduit la contribution de la

pression dans |'équation de quantité de mouvement.

11.6.3. Schémas implicites :

La limitation du pas en temps, quelques fois tres restrictive,
notamment pour des maillages denses pour les schémas explicites, a conduit a
I'apparition des schémas implicites. Cependant, tous les schémas implicites ne

sont pas inconditionnellement stables |73|.

Examinons tout d'abord la discrétisation des équations hyperboliques

de type des équations d'Euler.

a) Cas des équations hyperboliques :

La forme générale d'un schéma implicite pour la discrétisation de
I'équation linéaire, hyperbolique (3.56.b) est

it " At wed
W =W —(1—0()—%- oW - o Adx LS W, (3.74)
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ou &, peut désigner une différence centrée ou décentrée en amont ou en aval.
Si 9,( ) représente une différence centrée, le schéma ci-dessus est
théoriquement inconditionnellement stable pour o > 1/Z.

Mac CORMACK [112| a utilisé un schéma implicite décentré en

amont ou en aval en fonction du signe de A

(44 GA&)'AWW = 1ALt (] - Wi FRCEL Y I e RAY

X ¢ AX - Ax

ol o=olA|. Afin d'assurer une stabilité inconditionnelle, il a choisi pour le

parametre

i AX
g = ——- Al — (3.76.a)
- ( { [ A% )

BEAM et WARMING |100] ont testé la stabilité d'un schéma décentré
en amont pour la discrétisation spatiale de I'équation hyperbolique (3.56.b) sous
forme vectorielle, pour différentes discrétisations en temps. D'apres ces auteurs,
ce schéma spatial est conditionnellement stable si la formule trapézoidale
définie dans le paragraphe (II1.2) est utilisée pour la discrétisation temporelle. La

condition suivante doit étre satisfaite

CFL:A‘A‘{:__QL (3.77)
A%

D'apres les mé&mes auteurs, une discrétisation en temps de type Euler
implicite (avec les paramétres 8 = | et w = 0 dans la formule (3.2)) ou de type
a trois points en amont (avec 8 =1 et w =1 dans la formule (3.2)) conduit a un

schéma inconditionnellement stable.

Nous pouvons remarquer que la relation (3.76.a) proposée par
Mac CORMACK, avec la valeur du paramétre o = 1/2 (qui signifie que le
schéma (3.75) et le résultat d'une discrétisation trapézoidale en temps), est
équivalent 3 la condition (3.77) proposée par BEAM et WARMING pour la formule

trapézoidale.
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BEAM et WARMING /100! ont trouvé que P'utilisation d'une formule
trapézoidale avec des différences spatiales centrées pour la discrétisation des

équations d'Euler conduit & un schéma dont le facteur d'amplification est
toujours unité. Ce schéma est non-dissipatif et une dissipation additionnelle doit

souvent &tre ajoutée.

Examinons maintenant la discrétisation implicite des équations

paraboliques de type des équations de Navier-Stokes.

b) Cas des équations pagaboliques :

Pour l'équation parabolique linéaire (3.56.a) ol les termes convectifs
sont discrétisés de la méme fagon (schéma (3.75)) que ceux de I'équation
hyperbolique (3.56.p), Mac CORMACK |112| a choisi des valeurs pour le

parameétre

i 2p A X
> X — + - o (3.76.0)
o wa 5 LA | i oy ’

Pour la résolution des équations non-linéaires par des méthodes
implicites, des procédures itératives sont nécessaires. Pour les éviter,
différentes sortes de linéarisation des équations ont été entreprises. Nous allons
nous concentrer aux travaux de Mac CORMACK |111,112] et de BEAM et
WARMING |100,104].

Pour la discrétisation des équations de  Navier-Stokes,
Mac CORMACK [112] a utilisé un schéma décentré analogue a celui utilisé pour
I'équation linéaire (3.56). Il a redéfini les matrices Jacobiennes de linéarisation
des termes convectifs en fonction des parameétres g, li€s aux valeurs propres

des matrices initiales

G, = w\ox([u_.t-l_-cl-k-zv - 8X s O)

Ax o (3.78)
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de sorte que ces nouvelles matrices soient toujours positives. Pour la résolution
de équations résultantes, il a utilisé un schéma de prédicteur-correcteur. Dans le
schéma du prédicteur, un décentrement en aval a été réalisé, les valeurs propres
de nouvelles matrices étant toutes positives. Dans le schéma du correcteur, un
décentrement en amont a été effectué, les valeurs propres étant considérées
avec le signe inversé. Le schéma global conserve la précision du deuxiéme ordre
d'un schéma centré. Pour le régions ou At satisfait les conditions
explicites (3.73), les paramétres G; s'annulent et le systeme se réduit a un
systeme explicite. On peut remarquer dans cette méthode que les termes
visqueux interviennent dans le premier membre implicite par l'intermédiaire des
parameétres O; , qui ne sont traités que par des dérivées premieéres ce qui allege
considérablement le calcul. Le schéma de discrétisation conduit alors a un
systeme bidiagonal par blocs dont la résolution demande moins d'effort
numérique que pour celle d'un systeme tridiagonal. Cependant, en revanche, le
nouveau calcul des matrices Jacobiennes par des matrices de transformation
augmente le poids du calcul notamment quand ces derniéres ne sont pas

analytiquement connues.

Le schéma de BEAM et WARMING |100]| pour la discrétisation des
équations de Navier-Stokes, avec des dérivées spatiales mixtes de précision
temporelle de deuxiéme ordre, est inconditionnellement stable si les parameétres
© et w sont

(1 + 2w)3

4 >4 ou w>. 585 (3.79.a)
1+w

= et
e W=

Dans le cas ou cette précision n'est pas nécessaire, le schéma est
inconditionnellement stable si

O wg B - (3.79.b)

A
2
Ce schéma conduit @ un systéme tridiagonal par blocs dont la résolution par
l'algorithme de Thomas demande que des conditions de stabilité soient imposées.

Nous en parlerons dans le paragraphe III.6.5.
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M.6.4. Schémas paraboliques implicites :

Une des caractéristiques des schémas paraboliques, comme celui
développé dans le chapitre précédent, est que les informations se propagent dans
une direction privilégiée dans un seul sens (de I'amont vers l'aval). Dans chaque
plan, le calcul dépend seulement des variables au plan précédent. Les dérivées de
premier ordre sont par conséquent approchées par des différences décentrées en
amont dans cette direction. D'aprées l'analyse de BEAM et WARMING |108|,
mentionnée dans le paragraphe I11.6.2, pour que la stabilité d'un tel schéma soit
assurée, toutes les valeurs propres de la matrice convective dans la direction

longitudinale ¥ doivent étre positives.

Or, dans le cas du calcul d'un écoulement compressible subsonique par

les équations parabolisées de Navier-Stokes

QW 2 F 2G 4 3G,
+ + = :
PR 0% oV Re LA

cette condition n'est pas satisfaite. Les valeurs propres de matrice P = 9F/0w

sont
Ny = Us A, = Ustc (3.80.2)

On peut remarquer que A, <0, ce qui peut &tre une source des instabilités
numériques. Pour traiter ce probléme, SCHIFF et STEGER |59] ont imposé la
pression dans le calcul du vecteur F et de la matrice ,/C—’\ . Aprés cette

opération, ils obtenaient des valeurs propres A_ = Ug > 0 si UL} > 0.

Pour un écoulement incompressible étudié avec la méthode de la
compressibilité artificielle par STEGER et KUTLER |75, les valeurs propres de
matrice ¥ = 9F/aw étaient

24/2 = Us ) A34 = Ug £\ p+ VL; (3.80.b)

Si I'analyse de BEAM et WARMING |100|, exposée dans le paragraphe I11.6.3., est
considérée, un schéma avec des différences spatiales centrées n'est pas instable.
Cette démarche a été suivie notamment par STEGER et KUTLER |75|. Mais dans
le cas ol une dérivée décentrée en amont selon & est utilisée (comme pour un
écoulement parabolique) 'existence d'une valeur propre négative ( A, < 0) peut

conduire a l'apparition des instabilités.



-99 -

Nous allons voir, dans le paragraphe 1I1.6.6. comment les problémes
de stabilité mentionnés ci-dessus pour un écoulement compressible ou

incompressible, ont été envisagés dans la présente méthode.

11.6.5. Stabilité de I'algorithme de la résolution :

L'application de la technique de factorisation (3.19)
A/‘J = XJ A/‘J*‘ +>/J
pour la résolution d'un systéme tridiagonal comme (3.15)

Aj A/J_‘ + Bj A/lJ + A/1J+1 = RS;

impose certaines limitations sur le nombre de Reynolds local lié au pas du
maillage ou sur le pas d'intégration, associées a la dominance diagonale. La

dominance diagonale
IBJ-I>IAJ'I+iCJ'5 (3.81)
et une condition nécessaire pour que le systeme (3.15) converge |102|.

KHOSLA et RUBIN |113| ont montré que, pour une méthode utilisant
cette technique, si les dérivées de premier ordre sont approchées par des
différences décentrées, la dominance diagonale du systéme (3.15) est toujours
vérifiée et la technique de récurrence (3.19) est inconditionnellement stable. Si
des différences centrées sont utilisées dans la direction de la résolution ( R par

exemple) la dominance diagonale est assurée si

Re___\AR.AR < 2 (a)

/

(3.82)

L/LR-AR \,{R.A't

ou > 2 et — < 4 (b)



- 100 -

Si la condition (3.82.a) n'est pas satisfaite, une limitation du pas en
temps équivalente est donnée d'aprés PEYRET et TAYLOR |73]

2 (sR)*
Uy - 4R ~- 20

At L (3.83)

Si aucune des conditions (3.82) ou (3.83) n'est satisfaite, la procédure (3.19) peut

conduire a l'amplification des erreurs numériques lors de la résolution.

Dans le paragraphe qui suit, la combinaison et I'utilisation des
différentes restrictions dépendant du schéma de la discrétisation et de

l'algorithme de la résolution de ce travail seront présentées.

I1.6.6. Stabilité de la présente méthode :

Nous avons vu dans les paragraphe IIl.6.3. et IIl.6.4. que des
conditions de stabilité sont, dans certains cas, nécessaires, méme pour des

schémas implicites. Nous allons les répéter ici trés brievement.

. Si des dérivées convectives décentrées en amont ou en aval selon une
direction sont utilisées, les valeurs propres de la matrice Jacobienne
dans cette direction doivent &tre toutes positives ou toutes négatives

respectivement.

. Si une formule trapézoidale de discrétisation en temps avec des
différences spatiales décentrées sont utilisées, le critére C.F.L.
(relation (3.77)) doit &tre satisfait. Si une formule Euler implicite ou
a trois points en amont avec des différences spatiales décentrées sont

utilisées, le schéma résultant est inconditionnellement stable.

. Si une formule de discrétisation en temps quelconque avec des
différences spatiales centrées sont utilisées, le schéma résultant est
inconditionnellement stable. Cependant, ce schéma est dans certains

cas non-dissipatif et une viscosité artificielle doit &tre ajoutée.

. Si des différences spatiales mixtes de précision temporelle de
deuxieme ordre interviennent dans le schéma discrétisé, Ia

relation (3.79.a) doit é&tre satisfaite pour que le schéma soit



- 101 -

inconditionnellement stable. Si cette précision m'est pas nécessaire, la
relation (3.79.b) est suffisante pour que le schéma soit

inconditionnellement stable.

Dans notre méthode, nous avons calculé le pas en temps At imposé
par les criteres explicites (3.73) qui nous ont servi d'indicateurs. Des pas
temporels At beaucoup plus grands sont ensuite testés. Nous avons alors
remarqué l'existence d'un pas optimum pour la convergence dont nous parlerons

en détail dans le chapitre IV ou les résultats sont exposés.

Un schéma parabolique dans la direction & a été utilisé dans cette
méthode. Nous avons vu dans le paragraphe IIl.6.4. que, dans ce cas, toutes les
valeurs propres de la matrice £ doivent &tre positives. Pour un élément
compressible subsonique, les valeurs propres de 9 de notre schéma ont une
forme analogue a (3.79) mais plus compliquées a cause du fait que nous n'utilisons
pas l'équation instationnaire par l'énergie. L'apparition d'une valeur propre
négative peut perturber la solution. Pour la supprimer, nous avons suivi la méme
démarche que SCHIFF et STEGER |59| en imposant la pression dans le vecteur
F a partir d'un calcul annexe. Pour un écoulement incompressible, les valeurs
propres de notre schéma ont une forme analogue a°(3.80.b} mais plus compliquée
a cause de transformation des équations. Une valeur propre négative de forme
2=u5-\/ﬁ+—u{- apparait, dans notre cas. Pour des petites valeurs de B la
méthode a donné des résultats sans présenter des instabilités. En augmentant B,
la valeur propre négative devenait plus grande en vauleur' absolue et des
problemes de convergence se sont présentés. Nous avons alors utilisé des valeurs

de B trés petites, bien inférieures a celles données par la relation

4 A1 _<4 +BAt)é 1 (3.84)
Ax? Re 2
proposée par PEYRET et TAYLOR |73] pour assurer la stabilité de la méthode de

compressibilité artificielle.

Pour la résolution du systéme tridiagonal (3.18) dans la direction v ,
nous avons utilisé la méthode de récurrence (3.19). L'algorithme construit permet
l'utilisation soit des différences deécentrées en amont, soit des différences
centrées dans la direction V7 . Dans le premier cas, la dominance diagonale,
condition nécessaire pour la stabilité de la méthode, est assurée
inconditionnellement {113{. Or, d'aprées BEAM et WARMING |100|, la
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condition (3.77) doit étre satisfaite dans ce cas puisque nous utilisons une
formule trapézoidale. Dans le deuxiéme cas, des limitations sur le pas en temps
ne sont pas nécessaires mais la condition (3.82.a) a été utilisée pour assurer la

dominance diagonale
| | > 1p. |+ lec| ' (3.85)
po;l > lpyl +lpe, -
ou Pu; v Pa;s Poy les rayons spectraux des matrices [A; 1,1 B; 1, [Cj] .

NIL.7. DISCRETISATION SPATIALE - METHODE DE RESOLUTION DES
EQUATIONS DANS LE PLAN TRANSVERSAL

Comme nous l'avons mentionné dans le paragraphe I.2.4.2., la
composante moyenne de la vorticité dans la direction longitudinale induit un
champ de vitesse secondaire dans le plan transversal. Nous allons calculer ces

vitesses secondaires en utilisant le systéme (II) des équations qui se compose de :

. une équation (2.31) ou (2.32) pour la vorticité secondaire .(2,;
. une équation de Poisson (2.37) pour la fonction de courant A\Ps H
. une équation de continuité locale (2.38) pour le potentiel ‘Ps .

Nous allons présenter dans ce qui suit la méthode numérique utilisée

pour la résolution de chaque équation.

m.7.1. L'équation de la vorticité secondaire :

Nous avons utilisé 'équation simplifiée (2.31) ou seulement le terme

P

de production de (2 di a la déflexion de ligne de courant a été conservé

SH <:F%) = 2. ‘E‘V'\‘/s 4B (3.86)

Pour discrétiser l'équation ci-dessus, nous considérons des points intermédiaires

(i + 1/2) du maillage dans la direction §

-Qs _(7.5 ‘ = 2. _Q,.n 144

{:;V\/5 e PWS

P\/\[s i-l-'/z t
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et aprés le réarrangement des termes, nous avons

vk

_(25 - (Pws)iu ‘_(25 +Z‘(Pws)ih'_{2 AB

| | N e
L44 (Pws )1 i (P\/\/s)l. LH/Z i

Toutes les variables au point (i) sont déja connues. Or les termes (PW,)L.H et
(pWs);,, intervenant dans le deuxiéme membre sont inconnus. Ils seront
2

déterminés par approximations successives.

m.7.2. L'équation de Poisson par le calcul de 4

Les composantes de la vitesse dans le plan transversal sont obtenues
par les relations (2.36). Pour un écoulement moyenné circonférentiellement, ces
relations se réduisent aux relations suivantes aprés I'analyse exposée au

paragraphe 11.2.4.2.

3 %)
o a2 lhiY
W = he he U
s , (3.88)
We = he ause,

Pour la détermination des composantes transversales locales, il faut
tout d'abord calculer la fonction de courant q), par Y'équation (2.37). Pour la
résolution de celle-ci, nous introduisons la décomposition en série de Fourier de
() etde Vi comme celle réalisée par HAWTHORN |16} et OHAYON |38].

LEBOEUF 96| a distingué deux cas pour Iapplication de cette

décomposition dans les turbomachines.

i) Celui du tourbillon confiné entre deux aubages.

it) Celui du tourbillon dans la zone libre d'aubages.

Dans la zone aubée, la présence de deux parois est simulée en

introduisant un tourbillon image —ﬂs dans les passages adjacents. Posant

Xy = 2 O (3.89)

o, - o,
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la fonction impaire _Qs(xO,B) selon Xg aété approchée par une série de Fourier

Qs(xe;s) = Z 4 'QS(B)'S\"!CKWXQ) (3.90)

kgu,gls... kn

ou XeeL‘i,iJ

Dans une zone non-aubée, les conditions de périodicité selon © aux

limites imposent pour une distribution constante de {2 selon ©
- e ,
Q.(xe,8) =2 (8) (3.91)

Dans le cas ou le tourbillon _QS n'est pas constant selon e , hous

pouvons utiliser la série de Fourier générale

2 (% B) = (1-8).- 2. & cos[knlxg-1/2)]

(3.92)
+ 5.2 b.sim(knxe)

k=43, ...

ou S = 0 pour une zone non-aubée, )
O = 1 pour une zone aubée,
~
b, = 4 L (8)

krr

L'équation de Poisson (2.37), aprés l'application de certaines
hypothéses, prend la forme

3 he 39, i hy bR
’aue< hey 0OWg ) -*“(Rcosfie)1 5o 9> L‘BL‘N ‘(25

L'introduction de (3.89) dans celle-ci et I'hnypothese que hﬂ est constant, donne

£ ( 1 Y >+ { 2 Y
Uy he 2Us (g‘;cosﬁe)z ° PXg2 (3.93)

= —L\B-_(ZS (xe_ B)
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Pour la résolution de cette équation, mous introduisons un

développement en série de Fourier de ‘ﬂ(xe/B ) analogue & celui pour {2

W (xe,B8) = (1-8) Z D (®) cos[kn(xe-1/:)]

(3.94)
+ 8 2 Y (B)sm(knxg)

Les deux cas de zone aubée et de celle non-aubée seront examinés

séparément dans ce qui suit.
1) Zone aubée :

L'équation (3.93) apreés l'introduction des formules (3.92) et (3.94)

avec 3 = ! donne

9 L2 IZ k{i(a)-sm(knxe)]}

(7]
U, heg 9Ys

oy ; ’
(gcosBe)? ' L\R' TXQT[ Z \H:(B)'Swlikrrxg)]

= - L\B 7 —i;-ﬁs(s)-s‘w(kWYe>

Apres les calculs, une expression pour chaque indice k est optenue,

le développement en série de Fourier étant unique

fa 4. 9\P|< i L‘ 2
: e — Y (PR

Que( hg 22U, ) (3@5{36)‘ a (k) (3.95)
4 N

= - hs' e "‘QS(B>

L'équation ci-dessus est de deuxieme ordre avec des coefficieents qui
ne dépendent pas de l'inconnue. Pour sa discrétisation, nous allons utiliser un
schéma aux différences finies, selon B, similaire & celui utilisé pour
I'équation (2.55). Cette discrétisation conduit & un systéme tridiagonal pour la
résolution duquel l'algorithme de Thomas sera utilisé. Les conditions aux limites

sont de type Dirichlet ‘PK = 0 pour toutes les parois.



- 106 -

L'équation (3.95) écrite sur un point (j) du maillage devient

4 qjkiu \Pkl L q)“l' — \Pkl"
- U e,
8 j4u Usj, = e he;., ® ot
k3
Ug . - U
BJ+ 1, BJ"'/z

(3.96)

ou AMB = UB, - UB- =4

et les métriques he sont calculées aux points (j + 1/2)

et ne;

J4iry

= (B>ju - (B))-

hBJ. 3 haju/! + 1’)5_',-“;
2

Apres le réarrangement des termes, l'équation (3.96) prend la forme

ci-apres

U (3.97)
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ou AJ = :
=ty
E) - L _ 1 _ L"\g,j "(kﬂ)z
’ hBJ-uL thu/z (%“cc’sﬁe )jz
_ 4 (3.98)
Cj =
BJ*'/v_
- 4 o
Fpo= = hey s L2

Pour le calcul de ‘Pk a chaque point (j) du maillage, le formules de
récurrence ont été utilisées

N

A; wg . (3.99)

U
AR

X, = — J >/ —
J J .=

@

Apres le calcul du coefficient \Pk la fonction de courant \VS(XSIB)

peut &tre déterminée par la formule (3.94) avec O =1

Y, (xe,8) = 2 Y (B) smlknaxe)

Dans notre cas, nous étudions un écoulement moyenné en © . Nous calculons la

fonction ¥, (B) moyennée selon ©

:Ps. () = Z_/4 kPk(B)'Sl\’l(kﬂXg)dXe

_ Z >y, (3.100)
krm

(4
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La relation (3.88.a) en supposant que Hs ne change pas dans la
direction B, devient avec la formule de Leibniz

l ©

I 265 _ 260
(6% ) - (kpsas w‘?95>

LB

- L
W, - =

2nb

et puisque KPS = 0 sur toutes les limites
L 2 :
W '—'T'T(E\{)) (3.101)

Si un schéma aux différences centrées pour chaque point (j) est utilisé pour la

discrétisatin de relation (3.101) nous avons

-—~

W, LY )i - (B )y, (3.102)

—_

J bJ (8)1‘_‘ —<B)J-1

Pour la détermination de la composante moyenné \//\\/ il faut d'abord
calculer le potentiel moyen $ . Dans la pratique, pour un €coulement moyenne
selon © il n'est pas nécessaire d'utiliser l'equatxon (2.38) pour le calcul de ‘P
Dans ce cas, LEBOEUF |96 a montré que \/\/B peut étre directement calculée par

une équation de continuité locale

bR,o\//\\/,3 = - 9%5 (8 (3.103)
&
— H
ol Q; (8) = [ bRu;d8

Notons que, dans ce cas, pour notre probleme, la composante normale Wg (qui

coincide avec Up ) est en fait donnée par la résolution de notre systéme
principal (I).
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ii) Zone non-aubée :

L'équation (3.93) aprés l'introduction des formules (3.92) et (3.94)
avec O =0 donne pour chaque indice k l'expression suivante

3 S I VA N 1 D N S (3.104)
PUg ( he U ) (g cosBe )? o A = h'} S

Cette équation en combinaison avec la relation (3.91) nous donne
N
o, = L2, (8) et a, =0  ¥Yk#o
La condition sur la paroi est Y (8, B=0) = Y (B=o)
et I'équation (3.104) impose 2 ,‘v(B) =0 Y Kk+#o

puisque A, =0 ¥ k4o

Nous pouvons alors écrire }°(6)= \PSQ et (3.104) donne

2% ~

_—°: — s B

981 _Qo( )

N a/@a Bn PN (3.105)
W (8) = - == __.[ﬂ%(s)w £ W, (8-0)

P () =/'[ W, (8) - Wu(B=c)]dB + ¥, (B=o)

-4
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M.8. COUPLAGE DE LA RESOLUTION DANS LE PLAN LONGITUDINAL AVEC
CELLE DANS LE PLAN TRANSVERSAL - ORGANISATION GENERALE
DU CALCUL

Nous avons vu jusqu'ici la méthode numérique que nous avons utilisée
pour la résolution des équations traitant le probleme dans le plan longitudinal
(paragraphes I1I1.3. et IIL.4.) ainsi que celle utilisée pour la résolution des
équations relatives dans le plan transversal (paragraphe III.7). Dans le présent

paragraphe, les différentes possibilités de coupler ces deux calculs de fagon

cohérente seront présentées.

Le probléme global se pose de la maniere suivante. En connaissant le
facteur de blocage b dans le passage interaube, la géométrie des aubages, la
répartition extérieure de la vitesse moyenne selon © (module et angle) et I'état
de la couche visqueuse tridimensionnelle a I'entrée du domaine de calcul, il faut
calculer les couches visqueuses pariétales se développant dans ce domaine. Nous

présentons la méthode de la résolution pour un pas de calcul.

Supposons que toutes les quantités de l'écoulement sont connues a une
station de calcul (i). Connaissant I'évolution des quantités de l'écoulement a
'extérieur de la couche visqueuse, nous devons les déterminer a la station (i + 1).

Deux démarches sont possibles.

i) Dans la premiére, nous découplons la résolution du calcul dans les
plans longitudinal et transversal. La vorticité secondaire L2 est
calculée au plan (i + 1) par I'équation (3.87) ou les quantités a (i) sont
déja connues. En connaissant la composante fz\s“(‘s) la fonction de
courant moyenne W (B) peut &tre calculée par l'équation (3.100) et
ensuite la composante transversale moyenne de la vitesse /\A\/,,(B) par
I'équation (3.102). Nous introduisons cette composante dans I'équation
matricielle (3.18) par la relation cinématique et nous résolvons
'équation avec la méthode itérative présentée dans le
paragraphe I11.3. Pendant les itérations dans le plan longitudinal, les
variables _?25(6) et \//\\/N(B> restent constantes. A la convergence de
la solution au plan longitudinal, nous obtenons P (ou p, ) U} ,
Up €t U au plan(i+1). Ces valeurs sont utilisées pour

déterminer de nouveau (2.(8), YVis) et W, (B) qui sont



i)

-1l -

”~
réintroduites dans l'équation (3.18) jusqu'a la convergence de W,

apres quelques itérations du calcul sur le plan transversal. Ces étapes

sont illustrées dans l'organigramme du schéma 1.

Cette démarche est celle que nous avons utilisée pour obtenir les

résultats présentés dans le chapitre IV.

Dans la deuxieme, un couplage plus fort entre le calcul dans le plan
longitudinal et celui dans le plan transversal peut &tre réalisé. Les
équations pour ﬁs ) ?Ps et QN sont introduites dans l'équation
matricielle (3.18). Dans chaque itération, un nouveau vecteur global

des inconnues
~ ~~

A= (p, pus, P4, Pue , 25, ¥, Wi )

est calculé. Les étapes de cette démarche, qui n'a pas été testée en

pratique, sont illustrées dans l'organigramme du schéma 2.
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(b/ B’ﬁ/'P’P/u5/ Ye )ie:«}
(P ou PPy, L""S/LA'R/ Ue 1—(/7\-5 )41

Calcul de ﬁs;j pav (3.87)

CQ.éCbL( a‘e q)s;.j Pq\' (3.100)

Calcul de WNL] por (3.402)

Calcul de

P; o Pvj , Uz, , Ug;, Ue; par (3.48)

(b)

Py o Py,
\A;J ’ \/LQJ ’ ueJ

Now

cony eraels ?

Non

Schéma 1 : Organigramme du calcul de la premiére démarche.
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(b/ﬁ/ﬁ//P,P/uSI WUe )Eext

(poupy, Uz, Up, Ug, L1s 4

=
L =L(+1
Ca_(cuf de

pj ou PVJ- ) LASJ. ) \ARJ. , uej
-~ —~ A~
s, @,

PQV. une e’oiuc;\{—iov; 34@0’::«{6

de type de (3.18)

pJ oun PV;
usJ ) M'RJ‘ /\/LQJ‘

NoN

-

-~
SRRV

Ccvsvcr%e's ?

Schéma 2 : Organigramme du calcul de la deuxiérne démarche.
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IM1.9. CONCLUSIONS

Dans ce chapitre, la méthode numérique pour la résolution des
équations dans le plan longitudinal ainsi que dans le plan transversal a été

exposée.

Nous avons présenté le schéma implicite de discrétisation des
équations du systeme (I), qui a conduit a l'apparition d'un systeme tridiagonal par
blocs. Pour sa résolution, une procédure de factorisation {algorithme de Thomas)
a été utilisée. Différentes conditions aux limites adaptéess au probleme ont été
examinées. L'analyse de stabilité-effectuée ensuite a fourni des conditions qui
doivent &tre imposées afin que la stabilité de la méthode soit assurée. Ces
conditions émanent d'une part du schéma parabolique impiicite de discrétisation,
d'autre part de l'algorithme de la résolution. Ainsi, lles possibilités et les

limitations de la présente méthode ont pu étre distinguées.

La méthode numérique pour la résolution des équations du

systeme (II) a été aussi exposée.

Enfin, nous avons présenté le couplage utilisé pour lier les deux
systemes des €quations de pase. Nous avons vu que ce couplage, qui s'effectue
seulement par l'intermédiaire d'une relation cinématique, peut &tre remplacé par
un couplage plus fort qui pourrait peut-&tre donner de meilleurs résultats. Dans
ce cas, les deux systémes des équations peuvent &tre remplacés par un seul
systtme ou toutes les équations seront simultanément résolues. Cependant, ce

deuxiéme cas n'a pas fait l'objet des essais numériques.

Dans le chapitre qui suit, nous allons présenter les résultats obtenus

par la méthode présentée pour divers cas d'intérét pratique.
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CHAPITRE 1V

RESULTATS DU CALCUL
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IV.1l. INTRODUCTION

Nous présentons dans ce chapitre les résultats obtenus avec la
méthode développée dans les chapitres II et III.

Nous distinguons deux cas. Dans le premier, la méthode de la
"compressibilité artificielle” a été utilisée pour le calcul des écoulements
incompressibles, nommée dans ce qui suit "version incompressible" du
programme. L'apparition des problemes avec cette version, nous a conduit a
utiliser la méthode écrite pour un écoulement compressible, nommée "version

compressible'.

Avant de présenter les résultats obtenus pour divers cas étudiés, nous
mentionnons en bref certaines difficultés apparues au niveau numérique lors de

la résolution des équations.
a) Version incompressible :

Dans la méthode de la compressibilité artificielle (paragraphe 11.2.2),

nous avons divisé le champ de pression en deux parties

P= P<P+Pv

en supposant que la premiere est associée a I'écoulement sain tandis que la
deuxieme aux écoulements secondaires et aux effets visqueux. La premiére est
une donnée pour notre calcul. La deuxiéme est une des inconnues principales et sa

correction temporelle a chaque itération donne une nouvelle valeur de P, et de p.

nea “ i
Pv = P/ T Dp

4

P™ = PL + Py

En plus, pour des raisons de stabilité, le gradient axial (ou longitudinal) de la

pression a été assimilé a celui de la partie potentielle

AP _ 9P¢
9% 9;
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Des difficultés sont apparues lors du calcul de P, liées au choix du
parametre ﬁ L'utilisation des grandes valeurs pour B , comme cela a été
recommandé par STEGER et KUTLER |75] créant des problémes numériques.
Pour assurer la stabilité et la convergence de l'algorithme, nous avons été obligés
d'utiliser des valeurs pour f de l'ordre de 10-? et 10-6. Or ces valeurs
conduisent a supprimer pratiquement I'évolution de P, . Le probléme similaire
apparalt dans le travail de SAINT VICTOR et COUSTEIX |77| qui utilisent
B~ 10-. Une solution éventuelle a ce probléme, que nous n'avons pas
cependant utilisée, est de faire évoluer P pendant le calcul en fonction de
I'évolution du résidu. Ainsi, en initialisant avec des valeurs faibles pour 8 afin
d'assurer la stabilité, nous les augmentons lors de la résolution pour arriver a la

convergence a des valeurs supérieures a 'unité théoriquement indiquées.
b) Version compressible :

A cause des problemes apparus en utilisant la méthode de la
compressibilité artificielle, nous avons décidé d'utiliser les équations écrites pour

un écoulement compressible.

Cependant, des difficultés ont été rencontrées au cours du calcul des
écoulements incompressibles. Tout d'abord les différences importantes entre le
terme Cpl, et le terme d'énergie cinétique Vi /2 conduisent & des matrices
mal conditionnées. Ceci fournit de fortes évolutions pour la masse volumique et
la pression dans la couche limite qui ne sont pas justifiées par le caractere
incompressible de l'écoulement étudié. Nous avons alors décidé d'imposer la
pression constante dans la couche visqueuse donnée par la condition imposée a la
frontiere extérieure. Cette hypothése est souvent utilisée pour le calcul des
écoulements supersoniques dans les régions prés des limites solides. Dans une
telle région, le nombre de Mach est faible (I'écoulement devient subsonique) et la
pression est imposée constante a partir de la valeur qu'elle a a la frontiére des
régions supersonique et subsonique [59]. Dans ce cas, la résolution du systeme
matriciel (3.18), en ce qui concerne la premiére composante, devient simplement
une procédure de minimisation d'une fonctionnelle mais qui, a la convergence, ne
donnera pas une solution qui satisfasse la continuité (résidu minimum mais non
nul). Si alors la pression statique est imposée dans la couche limite pendant le

calcul, il serait justifié de supprimer 'équation de continuité du systeme (3.18).
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La méthode développée (version incompressible ou version

compressible) est utilisée pour le calcul de I'écoulement dans les cas suivants :

a) Ecoulement bidimensionnel laminaire.

b) Ecoulement bidimensionnel turbulent sans gradient de pression
extérieur.

c) Ecoulement bidimensionnel turbulent décéléré.

d) Ecoulement dans une grille d'aubes de turbine.

e) Ecoulement dans une grille d'aubes de compresseur.

f) Ecoulement dans un compresseur axial.

Les conditions aux limites pour tous les cas étudiés étaient similaires.
Comme conditions a l'entrée, nous avons considéré les profils des composantes de
la vitesse (fournis par I'expérience correspondant) et la distribution de la pression
et de la masse volumique. Sur la paroi, la condition de non-glissement a été
imposée pour la vitesse Ug=Ug=Ug0. Dans la méme région, une condition
Neumann a été utilisée pour la pression 9p/9M =0 et la masse
volumique 9p/9v=0. Au bord extérieur du domaine de calcui, des conditions
Dirichlet ont été données pour la pression, la masse volumique et les
composantes axiales et circonférentielles de la vitesse et une condition Neumann

sur la composante normale de la vitesse.

Pour les cas de |'écoulement dans un passage interaube (cas (d), (e),
(), toutes les données ont été considérées moyennées en azimut. Pour les cas
(@), (), (c) et (d) des écoulements incompressibles, les deux versions
"incompressible" et "compressible" (avec la pression constante dans la couche

limite) ont été utilisées. Les résultats étaient analogues.

Les détails spécifiques ainsi que les résultats obtenus pour chaque

cas étudié sont présentés dans le paragraphe qui suit.
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IV.2. PRESENTATION DES RESULTATS OBTENUS

a) Cas test d'un écoulement bidimensionnel laminaire sur une plaque
plane :

Le maillage utilisé selon la direction R était constitué par deux
régions uniformes a pas différents chacune: AR,=.000285m et
AR, =.000414 m.

A part les conditions aux limites citées précédemment, une condition
différente sur la paroi pour la pression a été ici en plus testée. Dans celle-ci la
pression p, a été calculée par une équation de continuité explicite

(relation (3.27)) écrite a la paroi.

Les résultats obtenus sont comparés avec ceux de BLASIUS |114|
dans les figures 2 et 3. L'utilisation des deux conditions différentes sur la
pression P, n'influence pas les résultats pour la composante axiale Uz de la
vitesse (figure 2). Cependant, des résultats légerement différents pres de la paroi
ont été obtenus pour la composante W, . Ceux donnés par la relation (3.27)

satisfont mieux la continuité dans cette région (figure 3).

Un test sur l'efficacité de l'algorithme a été aussi effectué. En
utilisant les criteres explicites de stabilité (3.73) adaptés a4 ce probleme, nous
avons calculé un temps 4’3\"&“[,5 = 10-4, Ensuite différents pas en temps
At >Z§‘t“P< ont été testés pour le schéma implicite. Nous pouvons voir
(figure 4) qu'il existe un temps limite (dans ce cas At, _~ 10-2) au-dela
duquel le nombre des itérations pour arriver a un certain niveau de convergence

augmente avec ultérieurement des problémes de stabilité.

b) Ecoulement bidimensionnel turbulent sans gradient de pression

extérieure :

Une partie du maillage non uniforme, selon R utilisé, est présentée

dans la figure 5.

Nous avons utilisé les mesures de WIEGHARDT |115] pour imposer les
conditions aux limites. La station 4 (position axiale % = .487 m) de son

expérience était considérée comme premiére station de calcul.
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Les résultats obtenus, comparés avec les résultats expérimentaux de

WIEGHARDT dans les figures 6-9, présentent un bon accord.
¢) Ecoulement bidimensionnel turbulent décéléré :

Une partie du maillage utilisé, non-uniforme dans la direction R, est

présentée dans la figure 10.

Les mesures de SAMUEL et JOUBERT [l16} ont été utilisées pour
choisir les conditions aux limites. La station Tl (position axiale % = 1.04 m) de

leur expérience était considérée comme I'entrée au domaine de calcul.

Les résultats obtenus sont comparés avec les résultats expérimentaux
de SAMUEL et JOUBERT dans les figures 11-14. Un léger désaccord sur les
profils axiaux prés de la paroi peut &tre remarqué (figure 11). Cela peut étre di
au calcul des tensions turbulentes dans cette région. Celles-ci calculées par le
modele de CEBECCI-SMITH présentent un écart assez important avec les

mesures (figure 15).
d) Grille d'aube de turbine :

La grille d'aupe est présentée dans la figure 16. Elle a été utilisée
expérimentalement a I'E.C.L. par ONVANI {117]. Les aubes forment un angle de
calage A =-4l1° 30" par rapport a la direction axiale ¥ . La longueur de la
corde est c =.163m, le pas entre les aubes ¢ =.l4l m et la hauteur
lh =.28 m. Le domaine de calcul est défini par l'intrados et l'extrados de deux
aubes voisines, la quatrieme et l'onzieme fentes des mesures et la paroi

inférieure et la demi-hauteur h/2 de la grille.

Le maillage utilisé dans le systeme physique (3,R ) est présenté
dans la figure 17. Les positions des stations de calcul coincident avec celles des

fentes des mesures. Les dimensions du maillage étaient 8 x 42.

Deux tests ont été réalisés pour le calcul de la composante
N

transversale W de la vitesse.
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i) Dans le premier, une seule itération a été effectuée pour le calcul de
W,, (une itération sur la boucle générale (a) du schéma 1) avec les valeurs

initiales des variables dans chaque station. Les effets visqueux sur la paroi ont
été négligés dans le calcul au plan transversal. Avec le profil de W/, ainsi

obtenu, les inconnues du plan longitudinal ont été calculées (22 itérations sur la
boucle (b) du schéma | jusqu'a la convergence). Les résultats comparés avec
'expérience d'ONVANI sont présentés dans les figures 18-24. Des petites
anomalies sur les profils calculés des composantes axiale Uz et
longitudinale W, peuvent &tre remarquées trés prés de la paroi. En plus, le profil
de composante transversale W, présente un écart important pres de la paroi par
rapport aux mesures. Ces écarts peuvent &tre justifiés par le fait que nous avons
négligé les effets visqueux dans le calcul du plan transversal.

ii) Dans le deuxieme calcul, trois itérations ont été effectuées pour le
calcul de W, (trois itérations sur la boucle (a) du schéma l). En plus, un
raccordement de ce profil a été effectué prés de la paroi au point
Yv¢ac =.0005 m. Les résultats obtenus sont comparés avec les mesures dans les
figures 25-31. Les petites anomalies pres de la paroi pour les profils axiaux et

longitudinaux sont amorties et le profil transversal s'approche plus des mesures
g p PP p

que dans le test précédent.
e) Grille d'aube de compresseur :

La grille étudiée est présentée dans la figure 32. Elle a été étudiée
expérimentalement a I'E.C.L. et a I'O.N.E.R.A. |118]. Les aubes forment un angle
de calage A =-35.24° par rapport a la direction axiale % . La longueur de la
corde est < =.079 m, le pas entre les aubes ? = .048 m et la hauteur h = .l m.
Le domaine de calcul est défini par l'intrados et I'extrados de deux aubes voisines,
la premiére et la huitieme fentes des mesures, la paroi inférieure et la demi-

hauteur de la grille.

Le maillage utilisé dans le plan (5,&) est présenté dans la
figure 33. Les stations de calcul, choisies a distances egales selon Z , sont
légerement décalées par rapport aux fentes des mesures positionnées a distances

différentes. Les dimensions du maillage sont 8 x 42.

L'écoulement dans la grille était compressible. Le nombre de Mach a
I'entrée (Fente |) était M = .82 3 la sortie (Fente 8) et ™M = .57.
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Les résultats du calcul obtenus dans chaque station sont comparés
avec les mesures effectuées 3 la fente la plus proche de cetie station dans les
figures 34-40. Des anomalies sur les profils des composantes axiales et
longitudinales peuvent &tre remarquées prés de la paroi. Deux raisons nous
semblent possibles. La premiére est le calcul de la viscosité turbulente dans la
région intérieure par notre modéle qui ne prend bien en compte les divers
parameétres de cet écoulement particulier. En effet des phénoménes de coin ont
‘été remarqués pendant les mesures mais le modéle que nous utilisons n'est pas
bien adapté & ce cas. La deuxiéme raison tient dans le calcul du plan transversal.
Pour calculer W, nous ne prenoris en compte les effets visqueux que par un
raccordement du profil de W, plus ou moins arbitraire. Or, le choix du point de
raccordement peut influencer le calcul de Us , Wy et W/, trés prés de la paroi.
Les résultats présentés ici sont obtenus avec Y, = .001 =(h/2) /50.

Nous pouvons aussi remarquer un écart relativement important entre
le calcul et l'expérience pour la composante transversale W, de la vitesse. Cela
peut s'expliquer par le fait que nous avons considéré la vorticité secondaire 2
étant nul a I'entrée du domaine de calcul, ce qui produit W, = 0 au premier plan.
Or, les mesures de I'état de la couche visqueuse a I'amont de la grille ont montré
que la couche limite n'était pas collatérale en amont de la grille comme nous
'avons supposé.

f) Compresseur axial :

Le compresseur axial étudié théoriquement et expérimentalement a
I'E.C.L. par LEBOEUF [96] est présenté dans la figure 4].

Avec notre méthode, nous avons d'abord calculé I'écoulement dans la
roue mobile du compresseur en considérant un systeme relatif tournant a la

. -
vitesse constante o .
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Roue mobile compresseur :

Le domaine du calcul est défini par la position axiale Z = 693 peu
apres le bord d'attaque ( Z = .691) et le plan 5, l'intrados et l'extrados de deux

aubes voisines et la demi-hauteur a l'entrée et le moyeu de la roue mobile. Le
maillage utilisé est présenté dans la figure 42. Les stations 1] et 18 du calcul
correspondent aux plans 4 et 5 (figure 41) respectivement. Les dimensions du

‘maillage sont 18 x 42. Le nombre de Mach au plan 3 étant M =77 et celui au
plan 5 étant M =49 .

Nous avons d'abord effectué un calcul avec vitesse de rotation
constante W = 1109.2 sec~l et en introduisant un gradient normal de la pression
donné par la résolution d'un écoulement sain correspondant a l'écoulement réel
que nous étudions. Ce calcul a présenté un décollement au voisinage du bord de
fuite de la roue (plan 4). LEBOEUF |119| a rencontré la m&me difficulté quand il
calculait I'écoulement dans la roue avec sa méthode intégrale. Il a réussi a éviter

ce probleme lorsqu'il a introduit une équation d'itération avec I'écoulement sain
locale.

Nous avons ensuite effectué un calcul en supprimant les forces de
Coriolis et centrifuges; ce qui a éliminé tous les problémes précédents. Les
résultats ainsi obtenus sont présentés dans les figures 43-44, pour les plans 4 et 5.
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CHAPITRE V

CONCLUSIONS
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Nous avons développé une méthode différentielle pour le calcul de

I'écoulement visqueux dans le passage interaube d'une turbomachine.

Le principe d'une décomposition de I'écoulement en une partie saine
et une partie visqueuse dite secondaire a été adopté. Une démarche parabolique
au niveau des équations de Navier-Stokes a été utilisée pour le calcul de
'écoulement visqueux de l'amont vers l'aval. Ces équations moyennées
circonférentiellement et projetées selon deux directions particuliéres, ce qui
évite lintroduction des forces d'aubages, ont formé le premier systéme
d'équations de base. La partie du champ de vitesse dans des directions normales
de I'écoulement sain est déduite comme une conséquence d'un champ de
vorticité. Une formulation (£,¥) utilisée pour la détermination du champ
transversal de la vitesse a permis de constituer le deuxieme systéme d'équations.
Le couplage entre les deux systemes d'équations a été réalisé a l'aide d'une

relation cinématique simple.

Les deux systemes ont €té ensuite résolus dans un domaine de calcul
défini par les frontiéres du domaine physique. Le domaine du calcul est obtenu
par une transformation générale qui préserve le caractére conservatif des

équations et permet d'utiliser des schémas numériques sur un maillage uniforme.

Pour la résolution numérique du premier systéme non-linéaire
d'équations dans le plan longitudinal, nous avons suivi une procédure de
linéarisation en introduisant les matrices Jacobiennes de cette linéarisation. Un
schéma aux différences finies appliqué sur les dérivées spatiales des équations a
conduit a un systeme tridiagonal par blocs. Celui-ci a été traité d'un algorithme
de factorisation adapté. Les conditions aux limites choisies de facon a étre
compatibles avec la physique de l'écoulement ont été introduites implicitement

dans l'algorithme de la résolution.

Le deuxieme systeme d'équations a été résolu en utilisant un

développement en série de Fourier et un algorithme de factorisation.

La méthode a été appliquée au calcul des écoulements
bidimensionnels, turbulents et au calcul des écoulements secondaires dans
différents cas de turbomachines. Les résultats obtenus ont montré un accord

satisfaisant avec les résultats expérimentaux. Cependant, des améliorations
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peuvent &tre apportées a la méthode afin d'éviter certaines hypothéses utilisées
dans le calcul et éliminer des difficultés au niveau numérique présentées lors de
la résolution.

Une amélioration possible du calcul des écoulements subsoniques avec
cette méthode serait de traiter simultanément une équation d'interaction avec
I'écoulement sain (LEBOEUF ]119]). L'équation de continuité pourrait aussi &tre
remplacée par une équation de Poisson pour le calcul de la pression d'un
écoulement potentiel correspondant a notre écoulement réel (ALKALAI ]120}).
L'interaction forte entre l'écoulement sain et I'écoulement secondaire nous
permettrait de mieux calculer l'écoulement en supprimant I'nypothése d'un

gradient normal de pression imposé a priori.

Une autre amélioration importante serait de remplacer les deux
systemes d'équations de base par un seul comme il a été exprimé dans
'organigramme du Schéma 2 (chapitre IlI). Dans ce cas, le couplage du calcul
dans le plan longitudinal avec celui du plan transversal serait plus fort et le
transfert des informations d'un plan a l'autre meilleur. Ce couplage fort peut
néanmoins présenter plus de difficultés au niveau numérique, ce qui n'a pas été

envisagé ici.
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ANNEXE 1
DEVELOPPEMENT DE LA FORME FINALE DES EQUATIONS

1.  LES EQUATIONS INITIALES

Les equations de départ sont les équations de continuité, de quantité

de mouvement et d'énergie interne d'arrét, sous une forme conservative,
différentielle, décrite par PEYRET et VIVIAND [66|

P +d|v(pV)=O (a)
ot
0 "_G. T
5 (p\/) + dwv (pV g ) = fe (b) (A.l.1)
t
— - T —

gi(PE)+d\v(PEV—g’V)={¢' ©

Pour un

fluide Newtonien, le tenseur des tensions est une fonction

linéaire du gradient de vitesse (loi de Newton)

1q
i

+

- P

o
In

Tal

(A.1.2)

- .t
avec defV= gvad V + (grao V) = le tenseur du taux de déformation.

Les equations (A.1.1) peuvent décrire I'écoulement compressible dans

un systéme absolu a1n51 que celui dans un systéme relatif. Pour un systeme
tournant a la vitesse bO

la vitesse V dans (A.l.1) est la vitesse relative

——t -ty

- -
V = er(_ = \/abs - wax



21

I
1"

T
<

n

|
~

)

o 0 o
0 £.T .
ee D= -7?<'Tk = pw2R+2pwue
e nLT o,
O _:\—/’ wpRu,
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-l

-
et la force fe dans (A.l.l) regroupe d'une part la force de Coriolis -2pWa V,
dautre part la force centrifuge -p@A(wa¥ )= p7(w*R"Y/2). Ces deux forces

slexercent par suite de la rotation du systéme. Les forces des gravités sont
négligées.

Nous allons exprimer les équations (A.l.l) sous une forme

adimensionnelle, vectorielle et faiblement conservative dans un systeme

cylindrique. Elles s'écrivent :

2RW 2RF IRG  2F ,
—— + —
™ 35« + 38‘ + 50 + J H =
{ QREV QREV QEV L~ ~ (A.1.3)
: + +
Re_(a5 IR 36 +JH")+RD
P Fu% FULR Pue
Puy | PUs + P PUlatty PUoly
P Ur F=| pysie G=|puatp E= | pUsun
P Ue pls Ug pus UKg . pu;+p
oE (PE+ p) Uy (PE+PIUe | (PE+P)Us
® 0 0 o
o) z
) ~ 33 %= _ Cox, (A.1.4)
“PUs-p | Fem TG | Gu=| Tha E=| e
PUr Ug Tse Cre Ces
o
B} BR 59
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Les tensions visqueuses sont données par les formules suivantes :

A2 SR U U

12U U
© Toy=lye =g 3 9;)
(A.1.5)
(d) ZRQ:E ‘L-a—g(Ru5>+—§E<R R)+ 999} 2}‘* BRQ

Al % .
RN EY R Y

Les termes visqueux dans I'équation de l'énergie sont :

: ; Pr K 0%
(A.1.6)
RBe = Tri K +—Y—.}<..9.§_
Py R
5 Yo
= (ot W +— . k. L. 2¢€
Be ® P s
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Nous considérons que I'équation (A.1.3) est écrite sous une forme
moyenne statistique. Les termes des tensions alors dans les expressions (A.1.4)
regroupent aussi bien les tensions visqueuses que les tensions turbulentes. Ceci
peut &tre exprimé en considérant que la viscosité K dans les formules (A.l.6)
est la somme d'une viscosité laminaire |4, et d'une viscosité turbulente M

(dont la méthode de calcul est donnée dans le paragraphe I1.2.3).

La pression est calculée par une équation de gaz parfait

ce(yeop (Eadirui i)y

Pour un écoulement incompressible, si nous utilisons la méthode de la
compressibilité artificielle, la composante (a) de I'équation (A.1.1) peut &tre

remplacée par I'équation

9P + B V.v =0 (A.1.8)

ot

2. TRANSFORMATION DES EQUATIONS DANS UN NOUVEAU SYSTEME
DES COORDONNEES

Nous allons transformer le systéme cylindrique (3,R,9) en un

nouveau systéme (5,v,%) quelconque. L'équation (A.l1.3) devient aprés la
transformation

AR W ARF RG RE . i
<= 2= 4 + +
3t T et o 3% J

(A.1.9)
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. Yl.s-css + VLR ng + Vle Z59
V13 Zg-ﬁ + Yla Cap + Mo Tre
V).,»'Zgi + e ZGR + "lazos

4555+Qgﬁk+qbﬁe

o

o

2
_PU.)zR ug

.gs /33 + Ekﬁk +Eo§e

mi
<

€5 Tss + 5alse ¥ 5o Tse |
E'S Tay + . Tae + SeTre

-§'§ ’{95 4 -gk Tea + -EO.COQ

P Py
puy .| PwUrEP
pUg } PuRU+ EkP
Pue PVLQU"' EQP
PE (pE+p)U-%:cP
pW ©
Pui\r\/*‘-f'jp E:_‘
Y

Pukw+ TRP }
PUQW"' TSP

(PE+p>w-iP

iy

o |~

2
—PUs ~p-2pwRug - F’“"le’+ .c'ee/Re

PUguUg + 2PpwWRUr - Tre/Re

Y
1]

%—l!*—

oV

PV'-&V* e P

pUsV + Mp P
(pE+pI V-1 P |

(A.1.10)

O

) gs Ty + Snzza + e Tse
T3 ey + Salan + Selae
‘f.’ Tos + SaTer + S Too

f-z {35 + Sg Br '*‘Se(se
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Dans ces expressions U, V, W sont les vitesses contravariantes du
systtme ( §,v), %) données par (2.43). La forme générale des métriques et du

Jacobien de la transformation est donnée par les formules (2.44) et (2.44.a)
respectivement.

La transformation des dérivées de I'ancien systéme ( §,R ,0 ) au

nouveau ( §,1,%), s'effectuant par une permutation cyclique, nous donne la
forme des tensions dans le nouveau systeme

2+ 2
O Too = we ( M)

4 (é)ﬂ . fe(?\é%)_( (—)S

F
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ou }e nouveau vecteur des inconnues est défini comme suit

A= (B, ™, A, €, E) =(p py, P, pu pE) /T

Les termes visqueux @; dans I'équation de I'énergie prennent aprés
la transformation une forme assez compliquée. Puisque finalement nous

n'utiliserons pas cette équation, nous ne présentons pas cette nouvelle forme de

BL ici.

3. INTEGRATION DES EQUATIONS DANS LA DIRECTION AZIMUTALE

Nous allons effectuer une moyenne massique selon la direction
circonférentielle © que nous assimilons 3 la direction S . A cause de la
périodicité de I'écoulement, les équations seront intégrées seulement entre

I'intrados d'une aube et I'extrados de l'aube voisine.

Nous définissons une moyenne massique dans la direction

circonférentielle comme suit

s s
~n 4 - _t . Ad®O
oA =*./9A&6 = — /p | (A.1.12)
es’er 3 znb/ﬂq P

b= 4 _.'.% le facteur de blocage dG aux aubes ;

+ I'épaisseur tangentielle des aubes H

le pas de l'aubage ;

s, P indices pour c8tés extrados et intrados de 'aubage respectivement.
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La valeur moyenne du gradient de la quantité (pA) peut &tre
exprimée en utilisant la formule de Leibnitz

aPA - Nq _ A

s (g4 - A, )
DeA

> C ag( P ) an ot & A o (A.1.13)
/\

SpA__z_._:A;(A“ A’aes_P e>

M b o 2nb ' o

~ . ’ ’ /\
Apres avoir decompose chaque grandeur A en une valeur moyenne A

et une valeur fluctuante A*

A(5,0) =A(59q) + A" (3, 0) (A.L.14)

nous effectuons l'intégration azimutale en utilisant les expressions (A.1.13) et en

assimilant la direction avec la direction . L'équation (A.l.9) devient aprés
I'intégration

bR W + QbRF L RbRG JL’M— —
Dt 2% v

(A.1.15)

= =
L | BLRF, 2R Gy
Re 2F f=hed

+ D+ D,

Dans ce qui suit, nous allons supprimer les indices (©) en

tenant compte que toutes les grandeurs qui apparaissent sont des moyennes
spatiales.
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Le terme D dans I'équation (A.1.15) exprime la force exercée par
l'aubage sur I'écoulement. Cette force est le résultat de la contribution
simultanée de la pression et des tensions de cisaillement sur l'aubage. Pour une
zone aubée avec Ue = U ="Y% = 0 sur les parois des aubages, elle a la forme
suivante

f © ©
_ Na |
D1 —D4P+ D"‘:-;-;? PS. RPG) - Pf- RPGS
R P 9. R PGR
-p -p
- R p64¢ -RP91
S P
(A.l.16)
O o
N l -
—;n;}__é_ PS Rest’s'f‘RestR -CSG - PF R@zzss'{' RQ;Z';R‘ZSS
<
ROy Gy + ROATG,— G ROy oy + RO Tpe~Tro
R e} Ze-; + RO T - Teo | R 93 Zo's + RO, Ton-Toe
RGS§S+RGQ$R—{58 ] R & ﬁsffReg,,;—ﬁe

La force de la pression exercée par une surface de l'aube sur le fluide
environnant est

N . 20; 20;  _ - :
_2:.:.PJ (Rbﬁlkgkli‘) avec f=p ou | =S

et elle est normale a la surface de I'aube. En utilisant I'hypothese des aubes

minces, la force totale résultante des forces sur chaque cdté peut étre exprimée
par la formule

D.‘P:-—ZN%-(PS‘Pr)'(R%/R%%,‘i) (A.1.17)

Cette force est normale a la surface moyenne ©,, de !'aube.
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Le terme D, dans I'équation (A.l.15) contient les fluctuations

—— , ,
spatiales du type UW{U; qui expriment la non-uniformité de I'écoulement dans la
direction azimutale. Ce terme a la forme

- T
D, = ( P ,Ds,,Ds, Dy, ,Ds ) (A.L.13)

ou

D21:=.O

Dz __'2)[ (A/‘\‘ -

2 = —b CL-

| SIS (PSR U P RET)
9 -~ e s ~ T
- B U.\/ + ‘___L__ }
gq[ (B 3 F P o "ls)

/\/\c A/«\. 3 /\ ‘
D25=-..§-§&b(puau + P P—E—«Eg)]—-;)-"{ E(Puﬂ T+ P P P’ )
“T= A L ~ e 4

'*'b("f:’ Wy Ug -PP_L_:+_‘E-QP Zeo o (A.1.18.a)
R GRS Y ke A G N
e —— /\

B uius — LB T & (2.47)

+h(P wiws =B e =)
—— A’\/\ AA/“\ —— —
Dzsz—%{E(?’E'UWFUP‘—‘—.+PPU——. +PTUTHB P

A3
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Dans ce qui suit, nous allons ignorer la contribution de ce terme des

fluctuations.

Nous allons utiliser l'approche parabolique pour le calcul de
'écoulement que nous étudions. Pour cela, nous allons négliger les termes
diffusifs dans la direction § . Les dérivées de deuxiéme ordre selon § ainsi que
les dérivées mixtes seront alors éliminées. Aprés I'élimination des termes

diffusifs selon § l'équation (A.l.15) devient

2L RG,

BBRW QEQF DBQG
+
oV

+ +j£?4 =—i—-
>t CA3 =33 Re

+ D (AL19)

4. NOUVELLES EXPRESSIONS DES COMPOSANTES DE L'EQUATION DE
QUANTITE DE MOUVEMENT

L'équation (A.1.19) contient le terme D; dépendant de la force de
pression D4P et de la force de cisaillement Dy, . Nous cherchons une
formulation qui ne contienne le terme D‘P . Puisque le vecteur de la force de la
pression est normale a la surface de I'aube, le produit scalaire de celui-ci avec un

-
vecteur tangent N a cette surface sera nul.

00 00 =
(PS_PP)'(R—_as Ng + RS2 Ng — Ng ) = O (A.1.20)
Nous projetons alors les trois composantes de I'équation de
mouvement selon deux vecteurs .!:T(Ns,NR,NQ)et T_(Ls,LR,Lg)tangents a la
surface de l'aube. Les deux composantes résultantes ne contiennent pas le

terme DqP .

A la place de la troisieme équation de mouvement, nous utilisons une
équation cinématique reliant les composantes de vitesse au systeme ( 3, R,06)a
celles du systeme (S , N ,B)
P Wn

- t9Be - pUs + pPUG - 5y o (A.1.21)
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Aprés la projection selon N
relation (A.1.21), I'équation (A.1.19) devient

—

et L et lintroduction de la

QLRW ', BbRF .. BLRG

. PbRG,
-+ LM = 4 N
ou
W:[W(,Wz/wslolws]'r
F=lF,F,E, o, /]

] T
G=LG,,G1,G,, o, <A (A.1.23)
G,=({o ¢ G o G ]T

v ; v, vs , , vs
M-lo, M, ™ M, m]
¢ 2 3 4 h)
‘/\/‘ = ;/1 ) F‘ = f-:-1 ; G1 = 31
wz = WZ Ni + WS NR + -—“ Ne
FZ = EZ. N-ﬁ + -.—3 M;z 1'?4 Me
Fs = Fa Ls + Fy Le + Fa Lo (A.1.23.a)

®
I

. = -C-rvx N3 + E’q Ne ‘*GVeNe

o
i

—G_‘v,_ L's + —C_r\/5 Le "'-GW. Le
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M, = M=N5+M;NR*M.N9’R(F—3—+F3"’ 4_—‘:-.«9149)
%% 2% 2%
- R G—ﬁ}- G?Ha G 'QNo G SNz AINg Cr anle
( o 24+“a\1)+ p\"-(v‘ 4.+G e

- L-( D‘ZBNS + DI:._NRi- Diu‘\ig)

- = L =3
'MS = M L-} + MSLR‘*MaLe R<F2-—9—L+ F3Dg§ + F, 25-5 )
—r(G 2Lt= .G 2ks G 2 + y 1 ke . & 2le
( 2= "o + G, o + g 3'7. (G’ +G5avz+6v¢43v,.

- Lb ( D“t: LS + D‘ZR LR + D«Ize l_e )

M = - Puk pUe _ EWN
4 -t.aﬁt- } + } }(OSﬁC
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ANNEXE 2
CALCUL DES MATRICES JACOBIENNES POUR LA LINEARISATION

Nous allons calculer les matrices Jacobiennes &/a', /C-;, ?, % et
AL de la procédure de linéarisation (définie par les formules (3.5)) des vecteurs
W, F,G, G, et M de l'équation finale (A.1.22).

Puisque les vecteurs W, F ,G, G, et M sont des fonctions linéaires
des vecteurs W, F,G, &, et M

données par les formules (A.1.23.a), les
matrices Jacobiennes associées aux W ,F,G, G, et ™

seront aussi des
fonctions linéaires des matrices associées aux W y Fy G, G, et M . Nous

présentons ensuite le calcul détaillé de ces matrices.

a) Calcul de la matrice Jacobienne &/0’ ~oW/9 /1 -
Il est
Wi = W' = 7{'
wz= Nsn\;/z *NRWB"'NQW‘.:(MK\_M G-l\lp__v-\i-Nse)
W ~ W - - ~ (A.2.1)
W, = ©

et les éléments de la matrice

(| (A

14 =

@, =0 o U, =Ns

’C(/:4=Q ’ MZ:LS p M3= LR ’ {d;‘I:Le
@

.=D J.=4(|)4
d
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b) Calcul de la matrice ¥ = QF/?)/( :

Il est

B(wi, +nE,)

-
=
1l
ul
n

+ Kg L;(‘:*;‘fr*”:‘l;n)*‘f—bfn} + Ke'{é‘Cazgs"';‘zfp)J
P
F4 = O
-~ _> % {
ou K(KLKR,KG):—:N(MS N N ) pour (=2
— —
K (Kg, Ke,Ke)= L{Lg, Lp, Le) pour (=3

Les éléments de la matrice (E sont

- _ u.42§5 + JA;\FR QP _ 9;
CE« - Ks{ ?l oA, 7, §5
N TR S ST Dp
R ﬁz a/fl 371. ®
- - (A.2.4)
_ K wuefs + v ef 2p
© éz a/(‘
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o2

j;w = Ke{agstagh }

J=10)4

c) Calcul de la matrice yr 96/9/ :

N
1
0

4J'

Il est

Gi= G, = BCangenn,)

—5% .
K=L pour t=3

Les éléments de la matrice % sont

Gu=o . by Yobn L Gro e



q _ K T, + v M, 2P 2P
t4 T 7 5 e - ]
P 2/(: 9/{.
_ w Rz b MV, o0 _ °op "
KR{ 5,1 9ﬁ| 9/1\ n
O % + Wi, 9P
® . o

- 5% -
s Kal 205 a‘i«\q, + ks{e__"‘;_}
P w =)
G £ i, ¢2n" 2
- K { WVIR P (TP ;'i' 4] R P
A B R S T
+Ks{ e-‘qk
p
+

ﬁm}

Cgiq = KS{ Q‘qj
=
%4.":0 \:[=4(()4

d) Calcul de la matrice %= 96,/.9/::

Il est
G, = Gy, =o
Gy, = K; Erv,_ t KyGy, + KeG., =
K a . = A RS (A.2.7)
N { ) e F L e 3 (5,
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Les éléments de la matrice '7‘/ sont

(A.2.8)
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= Ke tevr) (L) - A
%;4 ! { H <v1§ e (P)r\ I (N RF_’}
= O !=LC{)4
.
f) Calcul de la matrice 4C> 9M/91
Il est
M1 = rj\l = 0O
— _ QKs , = DKy . =
Mi = KgM, + KeM, + KeM, - R(Fz—g- + 3-2-;1 +F—2-Q%°)(A‘2‘9)
= 2Ks ,z DKe .z 2Ke )4 R (Z 3% G, 2, G, 0F
‘-R(G“ oV +G-" 2 L o Re (Gv‘ BVL+GV’ 'BVL+GV“ oM

“—Lg' (K Dixy + KaDizg + Ko Dypy )

= _WMe T _t W +Z

Mg cofe " IPe

avec

-':{2=6

—_— ~2 -—

M3=-(;+p+2wké + R P )
R B I R .8 (R_'T]
+Pe7{glvz3(F%+nR fS)-z *
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Les éléments de la matrice A( sont

‘/é(”-=o j=1C0) 4

(A.2.10)

Q

24, OF 94, 2% oA, ©°F%

- R,{ oG, 2Ky , 2Gs 2K | 2G. 3FKe J
oA/, M 27, °ov a4, 2%

+ R[ 9GV1_9‘(3+ 'Dcvs.gKR « ;)CVJ,QK'G]
Dﬂ, Al 'D/{, oV 'aﬁ' M

Re. }

A, = KR{ L. 2. v (—-R—)n + ’aE)

—_ R-[ DF?. . gks + '(DE; . QKQ + 954
9/1‘ 9% A o%

A a:g ]

_R,[ G, OK3 , 2G, pKs , 0Ga _faks]
/. 1 p. M AL ev

R [ QGv. 2Kz 3G, 9OKe  3Gw. 'asce]
+—-. . -+ . -+ .
Re | 94, 2w 274, on A M
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- R[ gEz_ng + gﬁb_gka +Df—:a_al<e]
oAy °F oA, 0% oA, 2F

—

) © 3G, 9K 2G;  9ke . 9G. ke
R | oA, o1 | om, g of, o
+5[ 2Cy, oKy, 2%,  BKa | 2Cve 9%}
Ret 9/, °ow Oy M oA, o
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Dans toutes les expressions pour les matrices Jacobiennes écrites
jusqu'ici, nous distinguons deux cas

i) Compressible avec :

ﬁ):i P /ﬁ’? ) _';D_é_:

— v ( —2, T2, g2 (A.2.11)
p=-— (pSTe - 12 * )
4 2p
op _ y-i (cPT . MzMuZ’)
5p Y 2p°
OIS Sk N SICT I Sl BT
2T P % y P
PP __x-t <
LY ¥ P
ii) Incompressible avec :
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ANNEXE 3
CALCUL DES MATRICES DE LA RESOLUTION

Nous allons calculer les matrices [Aﬂ, [.Bjjet [Cj] du systeme
tridiagonal par blocs (3.18) pour chaque point (j) du maillage.

En partant de l'équation discrétisée (3.12) écrite au point (j), nous
allons réarranger les termes de fagon a ce qu'elle prenne la forme (3.15). Les
matrices [4; ], [B;7, LT dans (3.15) contiennent les inconnues aux points
(j=1),Cj),(j+1) respectivement.

Dans l'équation (3.12), les matrices Jacobiennes {(/ahet /@ﬂ font
apparaitre les inconnues au point (] ). La dérivée (99/3‘? )J' fait apparaitre le
vecteur des inconnues aux points (_jM ) et (j-4) pour un schéma centré et aux
points (j) et (j-1) pour un schéma décentré en arriére. La dérivée (2¢/, /dn );
et la matrice (/’(J font intervenir le vecteur des inconnues aux points (j~1), (j)
et (j+4). Nous allons examiner en détail la distribution des différents termes a

ces points pour les deux dernieres.
Dérivée (97\, /m )J :

Elle est divisée en trois parties

'g% %\’ju/z - c?"-’.'“z =
"BVL

an
‘7"44 (j-¢)t ‘g"oc‘j )t (%4 G H)

En utilisant les expressions (A.2.8) et en développant les dérivées selon  , nous

pouvons définir les éléments des matrices 7\/ , 'j/v et ’% .
14 © 4

J

(A.3.1)
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( g\’ﬁ )12 = (%o )43 = (%4 )"A = © A= 401)4
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Les autres elements (&7, )i'.\ , (g\’, )u, (%4 )upour
2=2(1)4 , des matrices &27;4 , ?zjc et
4

65;7v peuvent étre
calculés de facon analogue. ) 1

En plus i1 est

(7&4 )4'):(% )49 =((7/1 )“:O CA=4(4)4
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Matrice V{{J :

Elle est divisée en trois parties :

L) = Al (G-1) 4 AL () + ALLi)

En utilisant les expressions (A.2.10), les éléments des matrices VC{“, AL et
AL, peuvent &tre définies.

En utilisant les formules trouvées dans cette annexe, NOUs pouvons
calculer les coefficients matriciaux [.Aﬂ, [.Bj] et [C_j] du systeme (3.18). Ils
sont donnés par les expressions (3.16) ou (3.17).
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