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esume 
Les films plastiques minces utilisés dans les secteurs de l'emballage et de l'enduction magnétique sont 

conditionnés sous forme de rouleau. Pendant ou après la fabrication du rouleau, des instabilités 

d'enroulement (plis, ondulations...) qui se traduisent par des défauts d'aspect peuvent apparaître. Il 

est fondamental de maîtriser les conditions critiques d'apparition de ces instabilités car elles sont 

susceptibles de déformer irréversiblement le film et donc de compromettre ses utilisations ultérieures. 

Afin de préciser ces conditions critiques, nous avons développé un modèle théorique reposant sur 

une approche physique de l'enroulement. Ainsi, par hypothèse, les conditions d'apparition de ces 

instabilités d'enroulement dépendent des contraintes résiduelles de l'enroulement, elles-même 

fonctions des paramètres du procédé de fabrication du rouleau et des propriétés du film. 

De nombreux modèles de calcul des contraintes résiduelles ont été développés à ce jour. Toutefois, 

ils sont tous restreints au cas des films soit très épais (» 100 um) soit enroulés très 

lentement (» 1 m.s-1) pour lesquels les phénomènes aérodynamiques (mécanismes d'entraînement et 

d'évacuation d'air) peuvent être négligés. Or, on sait par expérience que dans les conditions 

industrielles d'enroulement (épaisseur « 10 um, largeur « 1 m, vitesse « 10 m.s-1), ces phénomènes 

aérodynamiques sont prépondérants. 

Le modèle actuel propose une extension des modèles existants reposant sur une approche globale 

des phénomènes mis enjeu. Il a été nécessaire pour cela d'étudier les mécanismes d'entraînement et 

d'évacuation d'air. Nous avons en particulier mis en évidence l'influence très importante de la 

topographie de surface. De nouvelles grandeurs non prises en compte par les modèles précédents 

telles que l'épaisseur des couches d'air entraînée, évacuée ou résiduelle sont ainsi précisées. 

Les prédictions issues du modèle ont été comparées avec succès à des résultats expérimentaux 

obtenus dans des conditions d'enroulement et de topographie de surface très variées (procédé, type 

de film). Des formes caractéristiques des profils des contraintes résiduelles et de l'épaisseur de la 

couche d'air ont été mises en évidence. Nous avons montré que l'évacuation latérale de l'air induit 

une chute de la tension résiduelle assez importante. Les variations de la vitesse, de la force d'appui, 

de la tension ou bien du niveau de rugosité ont des effets non-linéaires du même ordre de 

grandeur. Ce résultat justifie l'approche globale proposée. Enfin, une très forte influence des écarts 

à la symétrie tels que les sous-épaisseurs a également été mise en évidence, en accord avec les 

observations. 

Le modèle permet ainsi de prédire l'état des contraintes résiduelles résultant de l'enroulement du film 

dans des conditions industrielles. L'utilisation de ce modèle permet d'avoir une approche moins 

empirique de l'enroulement, de mieux comprendre l'influence respective de chaque paramètre et 

donc, à terme, d'optimiser les conditions générales du procédé industriel. 
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Abstract 
Plastic films, used as a substrate for packaging and magnetic recording tape are wound around a 
core. During or after winding, instability phenomena such as wrinkles may appear. It is important to 
master the critical conditions which induce thèse phenomena because of the great industrial and 
economical importance. 

We propose a theoretical model in order to specify thèse conditions. This model is based on a 
physical approach ofwinding : critical conditions are supposed to be strongly connected with the 
internai stresses. Thèse stresses dépend on winding conditions and foil properties. 

Till now, ail of the existing model of internai stresses computation where developed for thick film 
(about 100 um) and low velocities (about 1 m. s-1). Under such conditions effects induced by 
winding velocity, and some effects induced by nip force and surface topography are neglected. 
More generally air entrapment and exhaust are neglected. Expérimentations of winding process 
under industrial conditions (thickness about 10 um, width about 1 m and velocity about 10 m.s-1) 
indicate that thèse parameters are as important as foil tension. 

In order to extend the previous models up to the industrial conditions, we propose a more gênerai 
and realistic model based on a global approach of phenomena involved. Thé effect of the surface 
topography on air exhaust and radial properties of the wound foil are taken into account. Under 
thèse assumptions, prédiction of new parameters such as thicknesses of the entrapped, exhaust or 
residual air layer become possible. 

For a large set of winding conditions and foil properties, good agreement is obtained between the 
theoretical and expérimental results. Typical variation of the air interlayer thickness and stress fields 
are presented. We observed that effects ofwinding velocity, nip force, foil tension and foil roughness 
are ail of the same order of magnitude, which is consistent with industrial know how. Thèse results 
justify the global approach of the model. 

The model allows the final stress state and the air interlayer thickness to be computed as Sanctions of 
the winding conditions (velocity, foil tension and nip force) and of the foil properties (bulk 
mechanical and superficial). 

The use of this model leads to a less empirical understanding of the physical phenomena involved in 
winding process. 
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Introduction générale 
Les films plastiques minces (5 à 75 um) représentent aujourd'hui un secteur d'activité important 

couvrant les applications emballage, support pour produits magnétiques, art graphique ou encore 

isolant pour condensateur. Parmi les nombreux polymères utilisés : Poly(Ethylène), Poly(Propylène), 

Acétate de Cellulose, Poly(Ethylène Téréphtalate), ce dernier se distingue par d'excellentes 

propriétés mécaniques. Il est donc de ce fait principalement utilisé pour les applications nécessitant 

de telles propriétés, essentiellement le support pour enduction magnétique type (S)VHS, Vidéo 

(Hi)8mm, DAT, ou DCC. Cette application est de plus celle qui exige le niveau de qualité le plus 

élevé. 

Le film mince de PET est fabriqué par extrusion au travers d'une filière plate, suivi d'un bi-étirage 

dans les directions longitudinale et transversale puis d'une stabilisation thermique et enfin de 

l'enroulement autour d'un mandrin. 

L'enroulement d'un film de quelques micromètres d'épaisseur dans des largeurs pouvant atteindre 

plusieurs mètres à des vitesses de quelques mètres par seconde n'est pas aussi simple qu'il y paraît : 

des instabilités d'enroulement importantes peuvent apparaître. Or, compte tenu du niveau de qualité 

requis pour certaines applications, ces instabilités rendent le film inutilisable. La maîtrise des 

conditions d'apparition des instabilités représente donc un enjeu industriel important. 

On sait par expérience que de nombreux facteurs interviennent dans l'enroulement : les conditions 

globales (tension, vitesse, appui) et le film (propriétés mécaniques, topographie de surface, écarts 

à la symétrie). Pour cette raison, l'enroulement apparaît comme un problème difficile à 

appréhender. Pendant très longtemps, sa maîtrise relevait donc essentiellement de l'empirisme. 

Nous proposons d'aborder l'enroulement des films minces sous un angle physique. Dans le cadre de 

cette approche, nous chercherons à définir des critères d'apparition des instabilités d'enroulement 

en termes de contraintes résiduelles. Le rouleau est obtenu par enroulement de couches de film 

séparées par des couches d'air et des aspérités en contact. Le calcul des contraintes résiduelles est 

donc un problème de mécanique non-linéaire. La couche d'air entraînée dont l'épaisseur est voisine 

du micromètre s'échappe au fur et à mesure de la superposition des couches supérieures. L'étude de 

l'évacuation de l'air piégé relève donc de la mécanique des fluides dans des espaces sub-

microniques. Les conditions d'évacuation de l'air ainsi que l'épaisseur ultime d'équilibre dépendent 

étroitement de la topographie de surface. En outre, l'évacuation de l'air entre les couches de film 

induit un comportement mécanique évolutif. Enfin, au-delà de ces aspects théoriques, il est 

également nécessaire de prendre en considération toutes les contraintes de l'environnement industriel 

qui peuvent se traduire par des dissymétries. 

Après avoir isolé les phénomènes qui gouvernent l'enroulement, nous proposerons un modèle 

physique global de l'enroulement qui sera validé dans quelques configurations types puis exploité. 

13 
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A.) le rouleau de film 

g\m I L U i XJ %À I C O %À %À W 1111 I I 

Introduction 
Nous nous proposons de présenter ici l'enroulement des films et plus particulièrement les principales 

grandeurs qui gouvernent cet enroulement. 

A.1.) L'enroulement 
Nous avons représenté sur la figure 1.1 la configuration générale de l'enroulement : 

Rouleau " j ^ ^ _-*•»—-»-
Force d'appui /*22&~~*~^~^~~^' ^ \ 

Figure 1.1 : schéma global de l'enroulement des films minces 

Différentes grandeurs gouvernent cet enroulement. On en distingue globalement deux types : 
- celles qui sont liées au procédé : vitesse, tension et force d'appui, 

- celles qui sont liées à la technologie : mandrin, rouleau d'appui. 

A.1.a.) Vitesse 
L'enroulement du film est effectué avec une vitesse ajustable pendant toute la durée de 
l'enroulement. La vitesse nominale (qui sera notée ultérieurement V) peut atteindre 10 m. s-1. 

Pendant l'enroulement, une couche limite d'air est entraînée au voisinage du film. Une partie 
de celle-ci sera emprisonnée sous la couche suivante de film. 

Si l'épaisseur de la couche d'air est trop grande, différents problèmes peuvent apparaître : 
- le film n'est pas maintenu et peut glisser latéralement, 

- l'échappement ultérieur de l'air déformera le film. 
La quantité d'air entraînée entre les différentes couches de film doit donc être contrôlée. Deux 
techniques complémentaires sont utilisées : force linéique d'appui et tension du film. 

17 



Chapitre I : présentation du problème 

A.1.b.) Force d'appui 
Afin de limiter la quantité d'air entraînée, une force est exercée par l'intermédiaire de deux vérins 
placés aux deux extrémités d'un rouleau d'appui librement entraîné par le film. La force linéique 
(qui sera notée ultérieurement F^) est généralement comprise entre 500 et 1000 N.nr1 et est 
ajustable pendant toute la durée de l'enroulement (figure 1.1). Le rouleau d'appui sera caractérisé 
par son rayon (Rra) et les propriétés mécaniques de son revêtement (Era et Vra). 

A.1.c.) Tension 
Afin de positionner correctement le film sur le rouleau, celui-ci est tendu. La tension ou 
précontrainte tangentielle (qui sera notée [<JQ]Q) est appliquée sous la forme d'un couple sur l'axe 
du rouleau de film. Elle est comprise entre 4 et 12 MPa et ajustable pendant l'enroulement. 

A. 1.d.) Mandrin 
L'enroulement est effectué sur un mandrin, généralement à usage unique, donc réalisé dans un 
matériau bon marché (carton). Pour certaines applications spécifiques, il existe des mandrins en 
résine/fibre de verre, résine phénolique, aluminium ou acier. 

Il se présente sous la forme d'un cylindre creux de diamètre intérieur de 153 mm ou 254 mm et 
d'épaisseur variant entre 10 et 15 mm. Son rayon extérieur sera ultérieurement noté Rm. Son 
module d'YoUNG sera ultérieurement noté Em et son coefficient de POISSON Vm 

A.2.) instabilités d'enroulement 
Pendant l'enroulement des films, il est assez fréquent que des instabilités d'enroulement apparaissent. 
Certaines de ces instabilités d'enroulement sont directement associées à des défaillances matérielles 
(moteurs, vérins...) ou bien à des anomalies temporaires du procédé de fabrication (propriétés du 
film). La maîtrise de leurs conditions d'apparition sort du cadre de cette étude. 
En revanche, il existe deux instabilités dont les conditions d'apparition dépendent directement des 
paramètres de l'enroulement : un bon ajustement de ces paramètres permet de contrôler les 
conditions d'apparition. 

Il s'agit du glissement latéral du film et des micro-flambages tangentiel et axial 

Figure 1.2 : défaut de glissement Figure 1.3 : défaut de micro-flambage 

Nous étudierons essentiellement les conditions d'apparition de ces instabilités. 
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B.) les propriétés du film 

B.) Les propriétés du film 
Introduction 

La maîtrise de l'enroulement du film polyester suppose que les principales propriétés du film 
susceptibles d'affecter les conditions d'apparition des instabilités d'enroulement soient connues. 
Globalement, nous pouvons distinguer deux sortes de propriétés : 

—> les propriétés mécaniques massiques du polyester, 

-> la topographie de surface du film. 

Il apparaît également nécessaire de caractériser l'état du film enroulé. Les prochains paragraphes 
(§B.l., §B.2., §B.3. et §B.4.) seront consacrés à ces trois aspects. 

B.1.) Les dimensions 
Les dimensions du film plastique mince de PET seront caractérisées par son épaisseur 
(ultérieurement notée ef), sa largeur (notée lf) et sa longueur (notée Lf). Les ordres de grandeurs 
sont ef « 5 à 25 um, lf « 500 à 2000 mm et Lf « 5000 à 20000 m. 

B.2.) Les propriétés massiques du PET 
Le PET est un polymère semicristallin dont la cristallinité est induite par étirage dans deux 
directions privilégiées. De ce fait, les propriétés mécaniques du film de polyester dans son plan sont 
relativement élevées : les modules d'YoUNG sont compris entre 4,5 et 6,5 GPa contre moins de 2 
GPa pour le PET amorphe. Le PET est biétiré et donc anisotrope : nous noterons ultérieurement EQ 
et Ez ses modules d'YoUNG dans les directions tangentielle (sens machine) et axial (sens transverse). 

Le niveau des contraintes appliquées dans le rouleau est tel qu'on peut considérer que le PET reste 

dans le domaine élastique et qu'il peut être caractérisé par ses seuls modules d'YoUNG et 
coefficients de POISSON. Les coefficients de POISSON du PET (Ver, v9z et vzr) sont compris entre 
0,26 et 0,30. 

La densité du PET varie entre 1,38 et 1,41 selon le degré de cristallinité. Nous utiliserons 

essentiellement du PET proche de 1,395 (que nous noterons ultérieurement Dpgx) 
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B.3.) Les propriétés surfaciques du film 

Introduction 
On sait par expérience que l'état de surface du film de polyester joue un rôle prépondérant sur les 

conditions de son enroulement. Il apparaît donc nécessaire de pouvoir à la fois caractériser et 

contrôler les effets de la topographie de surface des films. 

B.3.a.) Les charges minérales 
A la différence d'autres procédés de fabrication (usinage...), celui des films polyester (extrusion plus 

bi-étirage) n'induit pas de rugosité. Or on sait par expérience qu'un film mince parfaitement lisse ne 
glisse plus sur lui-même, ce qui complique son utilisation industrielle. 

On crée artificiellement une topographie de surface en ajoutant au polymère fondu des charges 
minérales. L'affleurement de celles-ci au voisinage de la surface crée des rugosités. Le niveau global 

de rugosité est contrôlé par l'intermédiaire de la forme, du diamètre et du nombre de ces charges 

minérales. 

Une des premières conséquences de l'existence de cette rugosité est que les couches de film sont 
séparées par une zone comportant des rugosités et de l'air. Nous noterons son épaisseur ea. 

Ajoutons qu'elles vont induire un comportement mécanique du rouleau dans la direction radiale 

complexe (caractérisé par le module d'YoUNG Er). Nous reviendrons plus tard sur cet aspect. 

B.3.b.) La caractérisation 
Typiquement, la topographie de surface d'un matériau est caractérisée à partir d'une cartographie en 
deux ou trois dimensions de la surface. Des paramètres globaux tels que Rg, Rz, Rmax, Y

 o u P s o n t 

introduits pour représenter cette surface. 

Dans notre cas, il est nécessaire de prendre en compte trois particularités : 

—» les films de polyester ont une topographie de surface non classique. 

Les rugosités sont associées à la présence de charges : la surface peut donc être assimilée à un 
plan parfait comportant quelques bosses localisées : 

Figure 1.4 : surface d'un matériau classique (métal) Figure 1.5 : surface d'un film de polyester 

—> nous nous intéressons à des effets macroscopiques de la topographie de surface qui ne 
sont pas seulement fonction du seul profil de rugosité. D'autres effets apparaissent : évacuation 
d'air, propriétés mécaniques des rugosités. 

—» la nature de l'espace entre les couches de film n'est pas caractérisée par le seul profil hors 
contact de la topographie de surface du film : nous avons deux couches de film écrasées l'une 
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contre l'autre. D'autres aspects apparaissent : fléchissement du film entre les aspérités, 
écrasement de ces aspérités, effet des forces à courtes distances... 

Les paramètres classiques tels que Ra, R^ Rmax, y ou P n'ont donc pas de sens physique et 
présentent peu de sensibilité à l'égard des problèmes spécifiques des films de polyester : les 
paramètres classiques ne sont pas représentatifs. 

Nous utiliserons ponctuellement les paramètres Rz et SRz pour situer les ordres de grandeur. Ils sont 
définis comme étant la moyenne de la hauteur des cinq plus grands pics observés sur un profil en 
deux (Rz) ou trois (SRZ) dimensions. Les valeurs de SRZ sont toujours supérieures à celles de Rz 

(environ 5 fois). SRZ nous semble plus représentatif de la hauteur réelle de ces plus grands pics. 

Il a donc été nécessaire de développer des tests spécifiques afin de caractériser les effets de la 

topographie de surface sur l'enroulement. Fondamentalement, on distingue deux principaux effets de 
la topographie de surface dans l'enroulement des films minces : 

-> l'épaisseur moyenne de la couche d'air résiduelle entre deux spires de film dépend de la 

topographie de surface et de la pression. 
C'est la notion d'épaisseur d'équilibre caractérisée par le test du gap d'air (fonction f équiù-

-» pour une épaisseur initiale donnée de la couche d'air, il y a évolution lente vers cet état 
d'équilibre. Cette phase transitoire dépend de la topographie de surface. Elle est caractérisée par le 
test d'échappement d'air (fonction ftrans). 

—> Test du gap d'air : ea = féquii (P> rugosité) 
Dans ce test, on superpose deux couches de film l'une sur l'autre. La pression est appliquée en 
créant une différence de potentiel entre les deux faces externes. 

Après obtention de l'équilibre, l'épaisseur de la couche d'air d'équilibre est mesurée à l'aide d'un 
dispositif optique utilisant les propriétés d'interférence de la lumière. 

Nous avons montré (voir annexe I.A.) que la courbe eg = féqUil (P,rugosité) présente une forme 

caractéristique et de ce fait, peut être représentée par deux coefficients : ho et PQ : 

(1.1) ea(P) =féquii (P.rugosité) = ho e 
Malheureusement, le dispositif de mesure de l'épaisseur de la couche résiduelle d'air est limité aux 

faibles valeurs. Ce test ne peut donc être utilisé que pour les films les plus lisses. Il s'agit 

essentiellement des films destinés aux applications d'enduction magnétique vidéo. 

—> Test d'échappement d'air : T7ea=^flMS(ea,géométrie, pression, rugosité) 

Dans ce test, on fixe une couche de film sur un support, emprisonnant ainsi une certaine quantité 
d'air sous le film. On force ensuite l'évacuation de l'air ainsi piégé. 
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Dans le même temps, on mesure le temps d'évolution entre les deux états, c'est-à-dire entre la 
valeur initiale et la valeur finale de l'épaisseur de la couche d'air. 
Nous avons proposé (voir annexe I.B.) une modélisation de ce test permettant d'exprimer la 
valeur de la fonction f tmns en fonction de la géométrie du dispositif, la viscosité de l'air, le 
gradient de pression du test et le temps d'échappement d'air. 

—> Autres tests de caractérisation 

Il existe deux autres tests de caractérisation. Nous avons présenté (voir annexe I.C.) une étude 

assez détaillée visant à établir une corrélation entre les résultats de l'un d'eux avec ceux du test du 

gap d'air, afin de dépasser les limitations de ce dernier. 

B.4.) Les propriétés du film enroulé 
La maîtrise de l'enroulement des films minces suppose que l'on soit en mesure de caractériser l'état 
du film enroulé plus finement que par l'existence ou la non-existence d'instabilités d'enroulement. 
Plusieurs moyens sont à notre disposition : 

B.4.a.) La densité apparente 
Nous avons dit que le rouleau de film est globalement constitué d'un empilement de couches de 
PET séparées par des couches d'air et de rugosités. Les propriétés de la couche de PET 
(épaisseur, densité...) étant connues et constantes (matériau incompressible), la mesure de la 
densité globale du rouleau permet de déduire l'épaisseur moyenne de la couche résiduelle 
interspires composée d'air et de rugosités : 

(1.2) e^eff^-l] 
^a 

Avec : 

Da = densité apparente du rouleau de film DPET = densité du PET («1,395) incompressible 

Qf = épaisseur de la couche de film (m) ea = épaisseur de la couche résiduelle interspires (m) 

Il est important de préciser que cette mesure est possible et pertinente pour deux raisons : 
- d'une part ea est à peu près du même ordre de grandeur que ef (0,5 um contre 10 um). Il 

en va tout autrement dans le cas des films épais (100 um). 
- d'autre part, le PET est un matériau incompressible. Dans le cas des matériaux 

compressibles (papier), la densité apparente traduit l'état de compression du matériau et non pas 
la présence d'une couche interspires composée d'air et de rugosités ! 

B.4.b.) La dureté 
Un dispositif permet de mesurer la dureté des couches externes du rouleau. Il est possible de relier 
cette dureté à la valeur du module d'YOUNG de ces couches. 
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Nous n'avons pas mis en œuvre cette technique parce que nous pensons qu'elle caractérise plus 
des variations axiales qu'une valeur moyenne et parce qu'elle est limitée aux couches externes. 

B.4.c.) Les contraintes résiduelles 
Il est difficile d'accéder à l'état des contraintes résiduelles. Concrètement, on utilise quelques 
techniques qui, sous certaines restrictions, permettent de quantifier cet état : 

—> La pression radiale entre les couches de film 

La pression radiale entre les couches de film peut être mesurée de la manière suivante : 

-1. on interrompt l'enroulement après une 
longueur donnée, 

-2. on insère au bord du rouleau une bandelette, 
-3. on relance l'enroulement jusqu'à la fin, 
-4. on mesure la force nécessaire pour extraire 

cette bandelette. 

La pression radiale est alors donnée par la formule : 

(13) P = u s | 

Avec : 
us = coefficient de frottement statique F = force d'extraction de la bandelette (N) 

S = section dans le rouleau (m2) P = pression radiale (Pa) 
Les principales limitations de cette technique sont d'une part la nécessité d'interrompre 
l'enroulement, donc de modifier les conditions de cet enroulement et d'autre part la présence de la 
bandelette qui déforme le rouleau (son épaisseur est souvent très supérieure à celle du film). 
Elles ont pour effet d'augmenter la valeur de la pression : on connaît donc ainsi un majorant de 
celle-ci. Nous n'avons pas mis en œuvre cette technique. 

D'autres techniques utilisant des capteurs piézoélectriques ont été développées. Elles présentent 
bien le même type de limitation (épaisseur « 75 um), mais peuvent toutefois être prometteuses. 

—> La pression radiale sur le mandrin 

La pression radiale des premières couches de film peut être déduite de deux manières : 
-> la mesure de la déformation radiale et des propriétés mécaniques du mandrin, 
-> l'utilisation d'un mandrin instrumenté. 

Nous préférons la première technique parce qu'elle permet d'utiliser les mandrins classiques. 
Toutefois, la précision de la mesure se heurte à la connaissance des propriétés mécaniques du 
mandrin (qui a généralement une structure anisotrope complexe). 

Figure 1.6 : mesure de la pression radiale 
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—> La tension résiduelle 
Nous verrons plus tard que la précontrainte imposée au film au moment de sa superposition 

(notée [CTeJo) décroît au fur et à mesure de la superposition des couches supérieures. 

Sa valeur résiduelle peut être mesurée de la manière suivante 
Ecart8 

-1. on découpe toutes les couches supérieures 
afin de dégager la couche considérée, 

-2. on découpe dans le sens de la largeur cette 
couche : les deux bords s'écartent, 

Figure 1.7 : mesure de la tension résiduelle 

l'écart entre les deux couches de film est directement relié à la tension résiduelle réelle : 

(1.4) [a e]o = E 0 ^ 

Avec : 
EQ = module longitudinal du film (Pa) ô = écart entre les deux bords (m) 
r = rayon du rouleau de film (m) [^elo = tension résiduelle (Pa) 

Cette technique se révèle assez peu précise car ô est faible (« 1 mm) et donc difficilement 
mesurable. Nous avons toutefois choisi de l'utiliser afin de valider des ordres de grandeurs. 

Résumé et conclusion 
Le film est un produit mince, peu rugueux et enroulé rapidement dans des grandes largeurs. Il 
présente donc une très grande aptitude à la formation d'instabilité d'enroulement. Or, ces instabilités 
sont susceptibles de compromettre l'utilisation ultérieure du film. 

Plusieurs paramètres gouvernent les conditions globales de l'enroulement et donc les conditions 
d'apparition des instabilités : 

- le procédé : Vitesse (V), Tension ([CgJo initial) et Force linéique d'appui (F^, 
- le film : dimensions (ef, lf et Lf), propriétés mécaniques (Er, EQ, EZ, Ver, Vzr et VQ-J) 

et propriétés surfaciques (fonctions f ëquil e t f trans)> 
- la technologie : Mandrin (Rm, Em et Vm), Rouleau d'appui (Rra, Era et Vra). 

Les paramètres de caractérisation de l'état final du rouleau sont les suivants : 
- la couche d'air (ea ou Dg), 
-1'état des contraintes résiduelles ((^(R^), évolution de [GQ\$ au cours du temps). 
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Le modèle 
d'enroulement 
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A.) cadre général 

Ce premier paragraphe est particulièrement important parce qu'il va définir le cadre général de la 
modélisation ainsi que la structure globale du modèle. 

Introduction 
Nous proposons d'étudier les conditions d'apparition des défauts d'aspect du film enroulé à partir 
d'une approche purement physique des phénomènes mis enjeu. Dans le cadre de cette approche, 
nous interprétons les défauts d'aspect en termes de phénomènes d'instabilité des contraintes 

résiduelles dans le rouleau. 

Les deux étapes fondamentales de l'étude vont donc concerner : 
- d'une part le calcul des contraintes résiduelles résultant du procédé de fabrication, 
- d'autre part l'estimation de l'état critique précédant l'apparition d'une instabilité (défaut 

d'aspect). 

A.1.) Processus incrémental couplé 
Le rouleau de film est obtenu par accrétion continue de couches de film. Deux éléments très 

importants caractérisent les conditions de chaque accrétion : 

-» chaque nouvelle superposition dépend de l'état du rouleau. 

Une couche d'air est piégée sous chaque nouvelle couche de film. L'épaisseur de celle-ci dépend 
de l'état du rouleau à cet instant. 

—> le rouleau est affecté par la superposition. 
Cette nouvelle superposition modifie les dimensions du rouleau (diamètre...), l'état des contraintes 
résiduelles (en exerçant une légère compression) ainsi que l'épaisseur des couches d'air 
(échappement partiel). 

En d'autres termes, l'état du rouleau à un instant donné dépend à la fois des paramètres externes 
(précontrainte imposée [Cglo, vitesse V, force linéique d'appui F J et de l'état du rouleau à l'instant 
précédent. L'enroulement du film apparaît donc tout d'abord comme un processus couplé en ce sens 
que les conditions de chaque nouvelle itération sont couplées avec l'état du rouleau à cet instant. 

De plus, l'état global du rouleau est le résultat de l'accumulation des différentes couches qui 
constituent le rouleau. Il s'agit donc également d'un processus incrémental 
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A.2.) Les contraintes résiduelles 
On sait par expérience que, dans les conditions industrielles de fabrication des rouleaux (film 

d'épaisseur ef « 10 um enroulé à des vitesses V de quelques m. s-1), les risques d'apparition des 

instabilités d'enroulement sont liés aux trois effets suivants : 

A.2.a.) Phénomènes aérodynamiques : la vitesse et l'appui 
Une couche d'air est entraînée sous chaque nouvelle couche de film. Une partie de celle-ci 

s'évacue lentement par les bords du rouleau au fur et à mesure de l'enroulement. 

L'enroulement des films est donc le résultat de mécanismes d'entraînement puis d'évacuation 

d'air. Ajoutons que l'évacuation de l'air est phénomène irréversible. 

A.2.b.) La topographie de surface 
Le calcul de l'état des contraintes suppose la connaissance de la loi de comportement du rouleau. 

Or, celui-ci est constitué dans la direction radiale d'une superposition de couches de film, de 

couches d'air et de rugosités en contact les unes sur les autres. La loi de comportement devra 

donc intégrer les effets de la déformation des aspérités. 

L'évacuation d'air s'effectue entre les aspérités. L'influence de la topographie de surface sera 

donc importante. 

A.2.c.) Les contraintes de l'environnement industriel 
Il est nécessaire de prendre en considération les écarts à la symétrie des propriétés du film qui 

peuvent apparaître au cours du procédé de fabrication ou encore l'influence de paramètres 

externes tels que la température et l'hygrométrie. 

A.3.) Historique 
La compréhension des conditions d'apparition des instabilités d'enroulement représente un enjeu 

industriel important. Les grandes entreprises concernées par l'enroulement des feuilles minces d'une 

manière générale (textile, papier, films plastiques...) ont donc étudié le problème. 

On distingue deux approches : 

- calcul des contraintes résiduelles 

Il s'agit d'un calcul des contraintes résiduelles élastiques dues à la seule tension d'enroulement à 

partir d'une loi de comportement simple dont les coefficients sont ajustables. Le calcul repose 

généralement sur une résolution de l'équation différentielle d'équilibre des contraintes résiduelles 

élastiques : CATLOW et WALLIS [1962], ALTMANN [1966], TRAMPOSH [1965, 1967], HARLAND 

[1967 et 1974], YAGODA [1980a et 1980b], CONNOLLY et WlNARSKl [1984], HAKIEL [1987]. 

Il peut égalemement être question d'une formulation énergétique : HANISH [1985], 

Il existe également d'autres formulations des contraintes résiduelles élastiques, simplistes voire 

incorrectes, mais reposant sur une loi de comportement qui reflète mieux les effets non-linéaires 
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de la topographie de surface. Cette loi est généralement déduite d'un test de compression d'une 

pile de couches de film. PFEIFFER [1966, 1979, 1981 et 1987], PENNER [1989] et HAKIEL [1987] 

ont proposé cette approche. 

Plus récemment, GOOD [1991 et 1992] a proposé une extension des modèles actuels en vue de 

prendre en considération les effets dus au rouleau d'appui dans la configuration embarrée. GOOD 

obtient des résultats satisfaisants lorsque les effets aérodynamiques sont négligeables (V « 1 m. s-1) 

dans le cas du papier ou du polypropylène d'épaisseur ef « 15 um. 

- influence d'autres grandeurs 

Quelques auteurs ont essayé d'analyser les effets en termes de contraintes résiduelles des 

variations de certains paramètres. 

GHOSH, PENG, BANKS-LEE, HAMOUDA et SFHN [1991] ont ainsi cherché à caractériser l'influence 

de la flèche due au poids du rouleau. 

YAGODA [1980a, 1980b, 1980c et 1980d] étudie les effets de l'inertie et de l'humidité relative et 

CONNOLLY et WMARSKI [1984] ont étudié les effets de la dilatation thermique. 

HAKIEL [1992] a étudié les effets d'irrégularités transversales du profil d'épaisseur. 

On remarquera tout d'abord qu'il s'agit essentiellement de calculs de mécanique des solides dans un 

cadre élastique. 

En particulier, les effets aérodynamiques (entraînement et évacuation d'air) sont systématiquement 

négligés. Ajoutons que l'évacuation de l'air est un phénomène non-élastique, qui aura certainement 

des conséquences non-élastiques sur le champ des contraintes. 

Cette restriction s'explique dans quelques cas : enroulement du papier (poreux), des films plastiques 

épais (ef « 100 um et vitesse lente) ou bien encore des bandes magnétiques (ef « 100 um, mais 

largeur lf « 1 cm et vitesse V « quelques cm.s-1). 

Or, on sait ainsi par expérience que dans ce domaine de vitesse d'enroulement (V « 5 à 15 m. s-1), les 

paramètres non pris en compte par les modèles précédents (vitesse V, force linéique d'appui Fa...) 

sont au moins aussi importants que les paramètres pris en compte (tension [CQJQ) en termes de 

condition critique d'apparition d'instabilités. L'auteur du plus récent progrès dans ce domaine (GOOD 

[1991 et 1992], polypropylène d'épaisseur ef « 15 um) reconnaît que son modèle ne peut s'appliquer 

au-delà d'une vitesse de V « 1 m. s-1. 

Ainsi, dans le cas précis qui nous intéresse (conditions industrielles : ef « 10 um, largeur lf « 1 m, 

vitesse V « 10 m. s-1), aucun des modèles actuels ne peut s'appliquer de manière satisfaisante du fait 

de l'interaction avec les phénomènes aérodynamiques. 

Ajoutons qu'aucune des études précédentes ne propose ^estimation des conditions d'apparition des 

instabilités d'enroulement en termes de contraintes résiduelles. Or, c'est également un aspect 

fondamental du problème. 
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En résumé, nous pouvons dire que le domaine d'application qui nous intéresse (faible épaisseur et 
vitesse élevée) correspond à une lacune théorique importante, Dans le même temps, il s'agit d'un 
enjeu industriel important : la seule aptitude d'un film à l'enroulement caractérisant tout simplement 
sa possible commercialisation. 

Plus récemment à RHÔNE-POULENC FILMS, plusieurs études ont été développées : 

- calcul des contraintes résiduelles : BOURGIN ET BALHI [ 1987], 
- études du défaut vis : JARRY [1981], 
- étude des mécanismes d'évacuation de l'air : BOURGINET CORNUT [1988], 
- tentative de formulation globale du couplage intégrant les phénomènes aérodynamiques, 
l'influence de la topographie de surface et le calcul des contraintes : BOURGIN et BALANDREAU 

[1989]. Toutefois, cette formulation était limitée à quelques couches isolées d'un rouleau. 

A.4.) Le modèle proposé 
Nous reprendrons l'idée de BOURGIN et BALANDREAU en la généralisant à l'ensemble du rouleau et 
en intégrant de nouveaux éléments : BOURGIN et BOUQUEREL [1990, 1991c, 1992a, 1992b et 
1992c]. 

Nous avons dit que les approches précédentes se limitaient à un calcul de mécanique des- solides. 
Pratiquement en opposition avec ces approches, nous allons considérer que l'enroulement est un 
problème couplé de mécanique des solides et de mécanique des fluides (figure II. 1) : 

enroulement = processus cumulatif 

avec* 

entraînement d'air (entre les deux rouleaux) 

et 

^évacuation d'air (par les bords) 

Figure II. 1 : principe de l'approche globale du modèle 

Le schéma global du modèle d'enroulement des films reprend le principe même de l'accrétion 
présenté au §A.2. Il se décompose globalement en trois étapes : 

-1. superposition d'une nouvelle couche, 

-2. calcul des contraintes résiduelles élastiques, 
-3. évolution de l'état du rouleau (élastique et non-élastique). 

Ces trois parties du modèle seront abordées dans les paragraphes suivants §B.l, §B.2 et §B.3. 

Trois autres étapes viennent s'ajouter au calcul précédent. 
-4. effet d'écarts à la symétrie, 

-5. critères d'apparition des instabilités d'enroulement (défauts d'aspect), 

-6. évolution après l'enroulement. 
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Nous les aborderons aux chapitres suivants (IV et V). 

Nous avons construit sur la figure II.2. le synoptique de l'approche globale du modèle 

d'enroulement : 

Dur chaque nouvelle superposition 

Figure II. 2 : principe de l'approche globale du modèle 

Afin de mieux illustrer notre démarche cumulative, nous avons reporté sur la figure II.3 l'évolution 

de l'épaisseur de la couche d'air de chacune des couches de film : 

spire n°7 

spire n°6 

spire n°S 

spire n°3 

spire n°2 

spire n°1 

évolution de la spire 
n°4 après sa 

superposition 
superposition 

de la spire n°4 

spire n°4 i v o | u t ) o n d e s s p j r e s 

n°1, 2 et 3 après la 
superposition 
de la spire n° 4 

+IeJl 

r*HÏM " 8 ^ 5 7 

8[e ] , R -6 [e j , laJ46 aJ47 

-5feal36 " ^ S ~* ̂ 3 7 

l%h* -*l%hs -*l%hr 

- » W „ -«[*]« -8[e] aJ16 V17 
superp. superp. superp. superp. superp. superp. superp. 
n°1 n°2 

Figure II.3 : principe de l'approche globale du modèle 

Considérons par exemple la superposition de la spire n°4. Celle-ci se traduit par : 

-> d'une part l'entraînement entre les deux rouleaux d'une couche d'air d'épaisseur +[ea]4, 

formant ainsi avec la couche de film d'épaisseur ef la nouvelle spire, 

-> d'autre part l'évacuation d'une partie des couches d'air inférieures n°l, 2 et 3 : les 

épaisseurs correspondantes varient de - Ô[ea]j4, - ô[ea]24 et - ô[ea]34. 

Autrement dit, l'épaisseur de la couche d'air de la spire n°4 évolue de la manière suivante : 

+[ea]4, après la superposition n°4, 

+tea]4 " S[ea]45 après la superposition n°5, 

+[eal4 " S[ea]45 - S[ea]46 après la superposition n°6, 

+[ea]4 - ô[ea]45 - ô[eaJ46 - Ô[ea]47 après la superposition n°7. 
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Chapitre II : le modèle d'enroulement 

B.) Superposition d'une nouvelle 
UUUUllw Uv llli si 

Nous abordons dans ce paragraphe la première des trois parties du modèle : 
critères 

d'apparition 
des 

^instabilités, 

-> 
mpmposS&ott 

^ ^ f <fur» " 

X,jaauch* 

A 
iur chaque nouvelle superposition - ^ 

v/ 

Figure 11.4 : superposition d'une nouvelle couche 

Introduction 
Le déplacement du film entre le rouleau d'appui et le rouleau de film entraîne une couche limite d'air. 
Une partie de cette couche d'air est piégée sous la couche de film, formant ainsi la nouvelle spire : 

16 

Rouleau 

Tension 

Figure 11.5 : entraînement d'air 

Le problème de la caractérisation des conditions de la nouvelle superposition se réduit à la 
connaissance de Vepaisseur de cette couche d'air piégée que nous appelerons ee ici (c'est le [ea]{ du 
paragraphe précédent. 

Elle dépend de toutes les grandeurs qui interviennent dans la zone de contact : 
- l'appui (force linéique Fa, rayon Rra et propriétés mécaniques E ra et Vra), 
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B.) superposition d'une nouvelle couche de film 

- la vitesse d'enroulement V, 
- la viscosité de l'air fiajr, 
- la tension d'enroulement du film [agio, 
- le rouleau de film à cet instant (rayon R^ et propriétés mécaniques E,f et V^). 

Les cylindres sont déformés dans la zone de contact par le passage de l'air. La quantité d'air entraînée 
dépend elle-même de la géométrie de la zone de contact. Il s'agit donc d'un problème couplé 

d'élasticité (mécanique des solides) et d'aéro dynamique (mécanique des fluides). 

Aucune étude complète de ce problème n'a fait l'objet d'une publication. De plus, nous ne disposons 
pas de résultats expérimentaux propres. 

Nous nous proposons donc de procéder par analogie entre notre problème et d'autres problèmes 
proches : le "foil bearing" et la lubrification élasto-hydro-dynamique. 

B.1.) "Foil Bearing" 
Dans ce cas, on s'intéresse à la quantité d'air entraînée entre une couche de film sous tension et un 

cylindre (généralement une tête de lecture magnétique) : 

Film 

Figure 11.6 : entraînement d'air au voisinage d'une tête de lecture 

Par rapport à notre problème, la tension du film [<5Q]Q est prise en compte mais la présence du 
rouleau d'appui, les propriétés mécaniques du cylindre et surtout la force linéique Fa sont négligées. 

Il existe différentes études sur ce sujet. Elles reposent sur l'écriture de l'égalité de la pression entre la 
zone amont (couche limite) et la zone aval (film sur cylindre). BLOK et VAN ROSSUM [1953] ont 
obtenu l'expression suivante pour l'épaisseur de la couche d'air : 

e» 

(2.1) H = 2,233*X 
+0,67 

avec 

H = 

x =
 u a i r V 

Rrf 

e f N o 
Avec : 

ee = épaisseur de la couche d'air entraînée (m) R^ = rayon du cylindre (m) 

Uair = viscosité de l'air (Pa.s) V = vitesse de défilement du film (m.s-1) 
ef = épaisseur de la couche de film (m) [ĉ elo = tension du film (Pa) 

Application numérique (valeurs correspondant aux conditions de l'enroulement) : 
ef= 12 um Rrf=150mm 
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Chapitre II : le modèle d'enroulement 

ua i r=16 10-6Pa.s V = 6,7m.s-1 

Nous trouvons ee = 29 um 

[a0]o = 10 MPa 

B.2.) Lubrification EHD 
Dans ce cas, on s'intéresse à la quantité de lubrifiant entraînée entre deux cylindres en rotation. Cette 
fois, la présence du film (et donc sa tension [<5Q\Q) estjiégligée : 

Lubrifiant 

Rouleau d'appui -/gSp 

Force F 

Figure IL 7 : entraînement de lubrifiant entre deux cylindres 

Cette résolution est effectuée dans un cadre élasto hydro dynamique c'est à dire qu'elle repose sur la 
prise en compte du couplage entre la déformation élastique des deux cylindres et l'entraînement du 
lubrifiant. Comme il s'agit d'un problème couplé, il n'y a pas de solution analytique et seule une 
interpolation numérique est envisageable. 

HAMROCK et DOWSON [1981] ont résolu numériquement ce problème couplé dans le cas de dents 
d'engrenage et de billes de roulement. Us ont interpolé les solutions obtenues dans des configurations 
différentes (vitesse, force...) et ont obtenu la formule approchée suivante : 

+0,65 -0,21 
(2.2) H = 7,43 * U * W avec 

1 
Req 

1 1 
• + • Rra R rf 

et-

-eq 
2 1-V 

q^eq 

r a . + I-Vrf* 
-eq •ra Erf 

Avec : 
ee = épaisseur de la couche d'air entraînée (m) R^ = rayon équivalent de HERTZ (m) 

Rra = rayon du rouleau d'appui (m) R^ = rayon du rouleau de film (m) 
uair= viscosité de l'air (Pa.s) V = vitesse de défilement du film (m.s-1) 
Egq = module équivalent de HERTZ (Pa) Era = module du rouleau d'appui (Pa) 
vra = coefficient de POISSON du rouleau d'appui E^ = module du rouleau de film (Pa) 
vrf = coefficient de POISSON du rouleau de film Fa = force linéique d'appui (N.nr1) 

Application numérique (valeurs correspondant aux conditions de l'enroulement) : 

Req = 60 mm (Rra = 100mmetRrf= 150 mm) Hair=16 lO^Pa.s 
Egq = 0,31 MPa (Era = 0,16 MPa et Erf = 5 MPa) V = 6,1 m.s-1 

34 



B.) superposition d'une nouvelle couche de film 

Fa=1000N.m-1 

Nous trouvons ee=3,8 um 

Cette formulation, obtenue dans un cadre très précis (fluide très visqueux, modules élastiques 
élevés...) peut être transposée au domaine qui nous intéresse parce que les coefficients sans 
dimension H, U et W sont du même ordre de grandeur : le fluide est très peu visqueux mais les 
modules élastiques sont faibles... : H « 10-6, U « 10-9 et W « 10-3. 

La seule restriction pourrait concerner la compressibilité du lubrifiant qui est négligée. Mais, dans ce 
domaine de vitesse (V » 10 m. s-1), les effets de la compressibilité de l'air restent largement 
négligeables. 

Le module d'YouNG équivalent E^ du rouleau de film qui apparaît ici est le module radial des 

dernières couches. Son expression est précisée en annexe II. 

B.3.) Configuration réelle de l'enroulement 
Nous avons proposé deux formulations, l'une mettant l'accent sur les effets dus à la tension [<5Q\Q et 
la vitesse V, l'autre mettant l'accent sur les effets dus à la force linéique d'appui Fa et la vitesse V. 

Afin de choisir la formulation la plus proche des conditions réelles de l'enroulement, nous allons 
estimer l'ordre de grandeur des pressions de contact dues à la force linéique d'appui Fa et à la tension 
du film [cJeJo : 

Appui 

p . =±̂ a r appui 2a 

avec : 
Fa = force d'appui (1000 N.nr1) 

a = demi-largeur de la zone de contact 
(1,5 mm) 

Soit Pappui = 300 kPa 

Tension 

Ptension = R . [GQ\O 

avec : 

[°e]o = tension d'enroulement (10 MPa) 
ef = épaisseur de film (12 um) 
Rrf = rayon du rouleau de film (150 mm) 

Soit Ptension = 0,8 kPa 

Ce calcul rapide indique que la composante de la pression radiale due à la force d'appui est beaucoup 
plus grande que celle due à la tension du film. De plus, dans les mêmes conditions (rayon, vitesse...) 
la formule de BLOK et VAN ROSSUM conduit à des couches d'air entraînées dont l'ordre de grandeur 
de l'épaisseur nous semble trop élevé. Cela signifie que ^épaisseur de la couche d'air entraînée ee 

est principalement définie par la force linéique d'appui Fa. La tension [CJQJQ a toutefois un effet 
indirect sur la quantité d'air entraînée : plus [OQ]Q est élevée, plus l'air s'évacue rapidement, plus le 
module est élevé donc plus ee est faible. 

Par conséquent, la formule obtenue par HAMROCK et DOWSON traduit mieux la réalité que celle de 

BLOK et VAN ROSSUM. C'est donc celle que nous utiliserons. 

35 



Chapitre II : le modèle d'enroulement 

Remarques : 
-1. La topographie de surface n'intervient pas dans ces deux formulations, Il est en effet 

probable qu'elle n'affecte pas beaucoup l'épaisseur de la couche limite d'air entraînée par le film. 
En revanche, il ne faut pas oublier que la topographie de surface (fonction f èquilsous ' a pression 
correspondante) représente un minimum de l'épaisseur calculée ee. 
D. P. JONES [1992] a ainsi observé qu'en deçà d'un certain niveau de vitesse, l'épaisseur entraînée 
de la couche d'air ee est constante et sa valeur ne dépend plus que de la topographie de surface. 

-2. Récemment, GOOD [1991 et 1992] a proposé une formulation des effets dus au rouleau 
d'appui sous la forme d'une nouvelle condition aux limites, additive par rapport aux effets de la 
tension. Cette formulation conduit à des résultats satisfaisants lorsque les effets aérodynamiques 
sont négligeables (V « 1 m.s4). Toutefois, le problème reste entier dans le domaine qui nous 
intéresse (V « 10 m. s-1) où les effets aérodynamiques deviennent prépondérants. 
Plus généralement, GOOD a essayé d'incorporer les effets dus au rouleau d'appui dans le problème 
de mécanique des solides (calcul des contraintes résiduelles). 
Nous pensons que, s'il est effectivement possible qu'une telle interaction existe, les effets dus au 

rouleau d'appui gouvernent surtout le problème de mécanique des fluides (entraînement d'air). 
Ajoutons que nous savons par expérience que les effets dus au rouleau d'appui ne sont pas 
seulement additifs par rapport aux effets de la tension : le rouleau d'appui a une fonction propre 
pendant l'enroulement qui justifie sa présence. 

-3. L'influence de la largeur n'est pas prise en considération. Les effets de bord sont négligés. 
Leur existence dans la configuration réelle implique une surestimation de l'épaisseur de la couche 
entraînée (l'échappement par les bords est négligé). Toutes les grandeurs sont donc rapportées par 
unité de largeur du rouleau. 

-4. Les deux formules introduisent des dépendances de la vitesse du film et de la viscosité de 
l'air du même ordre de grandeur : puissance +0,65 et +0,67. 

-5. L'épaisseur de la couche d'air entraînée selon HAMROCK et DOWSON [1981] est fonction 
du rayon équivalent à la puissance +0,56. Cela signifie que celle-ci augmente régulièrement 
pendant l'enroulement : +26% (pour Rra = 100 mm, Rrf = 90 -» 282 mm) 

-6. En se basant sur de nombreuses simulations avec le modèle, nous avons observé que la 
formule de HAMROCK et DOWSON surestime systématiquement la valeur de l'épaisseur de la 
couche d'air entraînée. Nous avons donc introduit un coefficient correcteur multiplicatif. Ce 
coefficient peut trouver une explication dans la méconnaissance du module du revêtement Era ou 
dans les effets du passage du film ou bien encore dans l'évacuation latérale (remarque n°4). 

-7. L'épaisseur de la couche résiduelle d'air s'écrit sous la forme : 

(2.3) ea = ee - Aee 

Avec : 



B.) superposition d'une nouvelle couche de film 

ee = épaisseur de la couche d'air entraînée Aee = épaisseur de la couche d'air évacuée 

Globalement, nous considérons que l'influence respective de la tension et de l'appui peut se 
décomposer en disant que ee dépend plutôt de la force linéique d'appui alors que Àe dépend 
plutôt de la tension. Cela se traduit par la séparation des variables suivantes : 

ea(V, F,», [o0]o) = ee(V, F^ - Aee([ae]0) 

B.4.) Influence de la géométrie 
Il existe deux géométries principales de passage du film : 

—» position dite "embarrée" : le film s'enroule autour du rouleau d'appui. La zone d'entrée 
de l'air est donc représentée par deux cylindres. Tout l'air qui passe entre ces deux cylindres est 
entraîné sous la spire en formation. Nous modéliserons cette configuration par deux cylindres 
dont les rayons sont ceux du rouleau de film et du rouleau d'appui. 

->position dite "tangente" : le film arrive directement entre le rouleau d'appui et le rouleau 
film qu'il tangente. L'entraînement d'air peut être représenté en utilisant la formule précédente en 
considérant que le contact a lieu entre un plan (film = cylindre de rayon infini) et un cylindre (le 
rouleau de film). Le rayon équivalent est égal à celui du rouleau de film, donc supérieur au rayon 
équivalent de la configuration embarrée, d'où une plus grande valeur de ee. 

Résumé et conclusions 
Le problème de la caractérisation de la superposition d'une nouvelle couche de film se réduit à la 
connaissance de l'épaisseur moyenne de la couche entraînée, notée ee. Le calcul complet de la 
quantité d'air entraînée entre deux couches de film pendant l'enroulement n'a pas fait l'objet de 
publication. Toutefois, deux configurations similaires sont présentées : l'une néglige la présence du 
rouleau d'appui (force linéique d'appui F^ et l'autre néglige la présence du film (tension [(7e]o). La 
seconde configuration conduit à des ordres de grandeurs satisfaisants et sera donc de ce fait 
utilisée. Elle revient à dissocier les effets de la force linéique d'appui Fa et de la tension [CQ]Q c'est à 
dire à considérer que la première affecte principalement la quantité d'air entraînée et que la seconde 
affecte principalement la quantité d'air évacuée. 
Cette formulation sera corrigée à faible vitesse afin de tenir compte de la topographie de surface qui 
traduit l'existence d'un minimum possible de la valeur de l'épaisseur de la couche d'air (féquiù-

Finalement, nous avons ee = /[vitesse (V), rugosité (h ,̂ P0 deféqUii), appui (Fa, Rra, Era, Vr3), 

air (Uair), rouleau de film (Rrf, Erf, Vrf)] 
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Chapitre II : le modèle d'enroulement 

C.) Contraintes résiduelles 
Nous abordons dans ce paragraphe la deuxième des trois parties du modèle 

critères 
d'apparition 

des 
^instabilités 

superposition 
^ I d'une 

A 
aur chaque nouvelle superposition 

Figure 11.8 : calcul des contraintes résiduelles 

Introduction et notations 
Le rouleau présente une géométrie cylindrique (symétrie par rapport à la direction axiale). Nous nous 
placerons donc naturellement dans un repère cylindrique et adopterons les notations suivantes : 

r : variable radiale (unité : m), 
0 : variable tangentielle (unité : radian), 
z : variable axiale (unité : m), 
t : variable temporelle (unité : s). 

Le tenseur de la déformation est caractérisé par les trois déformations 8r, 8Q et 8Z et les trois 
déformations en cisaillement 8^, 8QZ et 8^. Le tenseur de la contrainte est caractérisé par les trois 
contraintes Gr, CTQ et c z et les trois contraintes de cisaillement T^, tQz et x^ : 

direction 
axiale, radiale 

lelle 

Figure 11.9 : contraintes et déformations tridimensionnelles 
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C.) contraintes résiduelles 

IMPORTANT : la tension d'enroulement de la couche de film au moment de sa superposition est 
associée à un état de précontrainte tangentielle, pour cette raison nous la noterons [Oe]o(r,r). 
Nous verrons ultérieurement qu'il y a relaxation de cette précontrainte au fur et à mesure de 

l'enroulement : [CTQJO dépend donc à la fois de r et de R,f : 
[ae]o(r,Rrf) (où r est le rayon correspondant et R^ le rayon extérieur du rouleau). 

Pour cette raison, nous l'appelons également tension résiduelle. 

convention : 
- une valeur négative de <7r, <JQ OU a z sera associée à un état de compression, 

- une valeur positive de ar, CQ OU a z sera associée à un état de tension. 

- nous introduisons parfois la notion de pression P, positive par convention. Elle est reliée à la 
contrainte radiale a r par la relation : P = - a r 

C.1.) Historique 
Dans la grande majorité des problèmes d'élasticité, les contraintes sont calculées pour des corps déjà 

constitués soumis à une sollicitation extérieure. L'état des déformations en l'absence de sollicitation 
extérieure (configuration d'équilibre) est alors parfaitement connu. Dans notre cas, l'étude porte sur 
l'état des contraintes résiduelles résultant de sa constitution. On ne s'intéresse pas à l'effet d'une 
sollicitation extérieure. Il s'agit donc d'un problème de mécanique des solides non classique. 

L'étude des contraintes résiduelles engendrées dans les corps obtenus par accrétion a fait l'objet de 
nombreuses études à la demande des principales industries concernées par la compréhension de ces 
problèmes : textile, papier, film plastique. On trouve également d'autres champs d'application telles 
que dans la fabrication des tubes ou bien en astronomie. 

Les premières approches semblent dues à HlRAl [1959a et 1959b] (filaments) et à CATLOW et 
WALLS [1962] (textile). Toutefois, la première présentation théorique satisfaisante de l'accrétion est 
due à BROWN et GOODMANN [1963] (accrétion gravitationnelle des planètes). Selon eux, le seul 
moyen de connaître l'état de ces contraintes résiduelles est de reprendre l'idée même de l'accrétion 

en additionnant les effets de la superposition de chacune des couches qui constituent le rouleau. 

HARLAND [1967 et 1974] a appliqué cette technique de calcul des contraintes résiduelles aux 
rouleaux de film en introduisant la notion de précontrainte tangentielle. Toutefois, il a supposé que 
les spires ont un comportement mécanique isotrope, ce qui n'est pas le cas des films plastiques. Pour 
cette raison, les résultats ne peuvent être appliqués ici. 

ALTMANN [1966], TRAMPOSH [1965] et YAGODA [1980a, 1980b, 1980c et 1980d] ont repris 
l'étude de BROWN et GOODMANN [1963] en y introduisant l'orthotropie du rouleau. Toutefois, celle-
ci n'est que partiellement prise en considération : plusieurs modules d'YoUNG sont introduits mais un 
seul coefficient de POISSON est envisagé. Cela conduit à des tenseurs non symétriques, en 
désaccord avec les principes de base de mécanique des milieux continus. 
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Chapitre II : le modèle d'enroulement 

Ils expliquent alors le caractère non symétrique du tenseur par l'existence de glissement locaux. 
CONNOLLY et WiNARSKII [1984] ont repris toute la formulation d'ALTMANN [1966] avec un 
tenseur symétrique (justifié par une étude expérimentale !). 

Nous pouvons également signaler d'autres études : 
- PFEIFFER [1966, 1979, 1981 et 1987] et PENNER [1989] (papier). La résolution des 

contraintes résiduelles est grossière mais l'auteur essaie de prendre en considération la loi de 
comportement complexe du film enroulé. 

- GOOD, PFEIFFER et GlACOMETTO [1992] (papier ou polypropylène). Il s'agit d'une tentative 
de prise en compte de certains effets du rouleau d'appui à basse vitesse (V « 1 m.s-1) lorsque les 
phénomènes aérodynamiques sont négligeables. 

- HAKŒL [1987] (film polyester). Il a repris la loi de comportement de PFEIFFER [1966] mais 
avec une démarche de calcul des contraintes résiduelles plus rigoureuse (type ALTMANN [1966]). 
HAKIEL l'a complété en 1992 par une caractérisation des effets d'irrégularités d'épaisseur. 

- VOYIADJIS, KIOUTSIS et HARTLEY [1985, 1987] (tubes). En marge de ces problèmes 
d'enroulement, il s'agit d'un calcul des contraintes résiduelles dans des tubes multicouches 
(accrétion de matériaux de propriétés différentes). 

- HANISH [1985]. Il reprend l'approche de CONNOLLY et WlNARSKl [1984] mais à partir 
d'une formulation énergétique. Cette formulation ne semble pas présenter d'avantages importants 
sur une formulation différentielle. De plus les autres auteurs ont privilégié la formulation 
différentielle. Nous nous placerons donc logiquement dans ce cadre. 

C.2.) Le modèle proposé 
Nous nous proposons de reprendre et de compléter le modèle de calcul des contraintes résiduelles 
développé par CONNOLLY et WlNARSKl [1984] et HAKIEL [1987] car c'est celui qui offre le moins 
d'hypothèses restrictives. La loi de comportement sera choisie symétrique. 

Ce paragraphe C.2. est l'un des plus long de ce document. Il sera ainsi décomposé : 
- §C.2.a.) présentation du principe du calcul des contraintes dans les corps obtenus par accrétion, 
- §C.2.b.) principales hypothèses du modèle, 
- §C.2.c.) loi de comportement du rouleau de film, 

- §C.2.d.) prise en compte de la non-linéarité, 

- §C.2.e.) formulation des équations différentielles, 
- §C.2.f.) effets dus à une couche de film, 

- §C.2.g.) intégration pour toutes les couches, 
- §C.2.h.) cas du cisaillement 

C.2.a.) Principe du calcul des contraintes résiduelles 
Nous avons déjà dit que l'état des contraintes résiduelles dépend des conditions globales de. la 
superposition. Pour une spire donnée, de rayon r, on distingue deux influences : 
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C.) contraintes résiduelles 

—> celle des spires enroulées avant (Rm<s<r) 

L'ensemble des spires enroulées avant la spire considérée peut être assimilé à un solide homogène 

élastique ayant des dimensions et des propriétés mécaniques données. Ce solide définit alors une 

simple condition aux limites pour la spire considérée. Remarquons toutefois que, du fait de 

l'échappement partiel de l'air, les dimensions et les propriétés mécaniques de ce solide seront 

susceptibles $ évoluer au fur et à mesure de l'enroulement. 

—> celle des spires enroulées après (r<s<Rrf) 

Chaque nouvelle superposition de spire induit sur le rouleau une légère compression radiale 

élastique qui va se traduire par un état de surcontraintes élastiques. Chaque superposition d'une 

spire de rayon s>r aura donc pour effet de modifier l'état des contraintes dans la spire de rayon r. 

L'état global des contraintes dans une spire résulte de la somme des contraintes élastiques dues à 

chacune des spires supérieures (r<s<Rjf). Le calcul se décompose en deux étapes : 

-1. calcul des effets d'une spire de rayon s sur une spire de rayon r 

Considérons deux spires, de rayons respectifs r et s>r. La spire de rayon s d'épaisseur ôs et de 

tension résiduelle [CT0]o(s,Rrf) modifie l'état des contraintes de toutes les spires inférieures, dont 

celle de rayon r, d'une quantité infinitésimale : [ôcrr]s, [ÔOQ]S, et [Ô<TZ]S : 

La spire située à la distance s dont nous étudions les effets n'est pas nécessairement la spire 

extérieure et peut parfaitement être située à l'intérieur même du rouleau. 

-2. intégration pour toutes les spires de rayon r<s<Rrf 

Il s'agit de la sommation des surcontraintes induites par les spires supérieures : 

s = Rrf 

(2.4) CTreouz(r)= S [ôcyr>0ouz]s(r) 

Figure II. 10 : effets d'une spire sur l'autre Figure II.11 .intégration pour toutes les spires 

C.3.b.) Hypothèses de la résolution 

Flexion du film 
Le rayon de courbure minimum du film (environ 90 mm) est très supérieur à l'épaisseur de la couphe 

de film (ef « 5 à 25 um). La résistance du film à la flexion sera négligée dans toute l'étude. 
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Chapitre II : le modèle d'enroulement 

Couches cylindriques préétirées 
L'enroulement réel du film se fait en spirale : une unique bande est enroulée comme un ressort : le 
rouleau ne présente donc pas de symétrie axiale. En d'autres termes, les effets tangentiels selon les 
deux vecteurs unitaires U0 et -Ue ne sont pas équivalents et il existe une direction tangentielle 

préférentielle. Cette dissymétrie axiale va compliquer sensiblement le calcul des contraintes 
résiduelles. Or, 

-> le rouleau est constitué de nombreuses de couches. L'épaisseur d'une couche de film (5 à 
25 um) est négligeable devant les dimensions du solide (environ 300 mm), 

—» il n'y a pas de glissement tangentiel du film sur lui-même pour les couches profondes, 
-> les variations de la tension d'enroulement sont lentes (» 20 % sur l'ensemble du rouleau). 

Nous proposons de représenter cet enroulement en spirale par une addition successive de couches 

cylindriques préétirées : 

Figures II. 12 : spirale Figure II. 13 et II. 14 : couches cylindriques préétirées 

Les autres modèles admettent cette représentation de la spirale par une succession discrète de 
couches cylindriques. Or, comme nous venons de le signaler, elle introduit une symétrie axiale qui 
n 'existait pas initialement. A ce titre, les glissements tangentiels ne peuvent plus être considérés 
directement et il sera donc nécessaire de les étudier séparément. 

Glissements tangentiels 
La tension d'enroulement est exercée sous la forme d'un couple appliqué au centre du rouleau qui se 
transmet de la première vers la dernière couche de film. Il peut entraîner un glissement tangentiel 

des spires les unes contre les autres associé à un resserrement du rouleau. 
La caractérisation de ce glissement se heurte à l'introduction de la symétrie tangentielle dans le 
paragraphe précédent. On peut toutefois distinguer les deux cas limites suivants : 

—» si l'épaisseur de la couche d'air est supérieure à cette valeur critique : les deux couches 
de film ne sont pas ou peu en contact : elles glisseront tangentiellement librement. 

—> si l'épaisseur de la couche d'air est inférieure à cette valeur critique : le contact entre 
les deux couches de film empêche tout glissement. 

Une telle valeur critique est extrêmement difficile à caractériser. Elle semble toutefois être dépendre 
de la topographie de surface (fonction f éqUnX du coefficient de frottement, de la pression radiale et 
de la tension tangentielle. Nous supposerons cette épaisseur critique égale à SRZ. 
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Variables continues 

L'épaisseur d'une spire (5 à 25 um) étant négligeable devant les dimensions du solide (300 mm de 
rayon), toute l'étude sera effectuée avec des variables continues. Nous calculerons les surcontraintes 
infinitésimales [Ôa]s induites par la superposition d'une couche d'épaisseur infinitésimale ôs. 
TRAMPOSH [1963] utilisait des variables discrètes (F(i) avec l<i<N où N est le nombre total de 
spire). Le problème se réduit alors à des inversions de matrices (dimension N), plus difficiles à 
formuler et à résoudre que l'approche choisie. 

Effets tangentiels 

Dans le cadre des hypothèses précédentes, les contraintes ne présentent pas de dépendance axiale. 

Nous ne chercherons pas à caractériser en détail l'évolution tangentielle des propriétés au voisinage 
du rouleau d'appui. L'influence de celui-ci sera caractérisée de manière globale en s'intéressant aux 
effets moyens pendant une rotation du rouleau. Par conséquent, aucune variable ne présente de 
dépendance tangentielle : 

("> in-» 
Effets axiaux 

Dans notre cas, le calcul des contraintes résiduelles n'est qu'une partie du problème global. De plus, 
cette résolution doit être effectuée à l'issue de la superposition de chacune des spires, donc le plus 
rapidement possible. Or, une prise en compte complète des effets axiaux supposerait la résolution 
d'équations différentielles à 2 dimensions. Par suite, afin de ne pas trop compliquer les calculs, nous 
envisagerons une invariance axiale pour toutes les fonctions : 

(2.6) | [ ] = 0 

Compte tenu de ces deux dernières approximations, l'ensemble des fonctions introduites dans le 
problème ne dépendra plus que de la seule variable radiale r. Les équations différentielles seront 
résolues selon une génératrice du rouleau de film. 

Dans le cadre de cette hypothèse axiale, nous sommes obligés de fixer des variables axiales. En 
mécanique des solides, deux possibilités permettent de ramener l'étude d'un problème tridimensionnel 
à celle d'un problème bidimensionnel : 

—> contraintes planes 

Dans ce cas, le champ des contraintes est plan et défini par : 
r a , = 0 

(2.7) Tra = 0 

Uez = o 
Cette hypothèse correspond à l'étude d'une tranche située au bord du rouleau et libre .en 

déplacement axial et ne subissant aucune contrainte axiale d'origine extérieure (figure 11.15). 
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Chapitre II : le modèle d'enroulement 

—» déformations planes 
Dans ce cas, le champ des déformations est plan et défini par 

(2.8) 
ez = 0 

= 0 Yrz 

Cette hypothèse correspond à l'étude d'une tranche située au milieu du rouleau et totalement 
bloquée en déplacement axial par la présence des tranches voisines : 

déformations planes. 
contraintes planes 

Figure 11.15 : hypothèse des contraintes planes et des déformations planes 

CONNOLLY, WlNARSKl et HÀKIEL se limitent au cas des contraintes planes. Nous utiliserons les deux. 

Cisaillement 

Dans le cadre de l'approximation précédente concernant les effets axiaux, les composantes du 
cisaillement radial/axial l ^ et tangentiel/axial TQZ sont négligées. 
Pour étudier plus finement l'évolution des contraintes (bord/centre) dans le sens de la largeur, nous 
devrons envisager une variation axiale de la tension d'enroulement [ae]o(s,Rif) car elle est 
susceptible d'induire un cisaillement. Une telle étude a été abordée par J. P. BALHI et P. BOTJRGIN 

[1987] Elle complique considérablement le problème et oblige à introduire de nouvelles 
approximations. En revanche, même dans le cadre de cette hypothèse restrictive, nous pouvons 
étudier les effets du cisaillement radial/tangentiel x^. 

Effets inertiels 

La rotation du rouleau de film autour de son axe engendre des forces radiales volumiques, appelées 

forces centrifuges. Ces forces tendent à écarter les spires les unes des autres : 

X I ^Force centrifuge 

Figure II. 16 -.force centriguge 

La prise en compte de ces effets se traduit par l'introduction dans l'équation différentielle d'équilibre 
radial (2.12) du terme p ©2 r. Comparons l'ordre de grandeur de ce terme avec celui de a r / r . 
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C.) contraintes résiduelles 

Application numérique : 
p « 1350 kg.nr3 co « 5 rad.s"1 r « 200 mm Cr « 0,1 à 1 MPa 

Soit p co2 r « 30 k N.nr3 et Gr / r « 0,5 à 5 M N.nr3. Il est donc justifié de négliger les effets 

centrifuges. Cela signifie que le calcul des contraintes pourra être effectué dans un cadre statique. 

Remarque : 
Le moment cinétique du rouleau de film J © a des variations très importantes pendant les phases 
transitoires de l'enroulement (accélération et décélération) qui doivent être compensées par les 
moteurs. Cette compensation n'ayant pas lieu, il en découle des variations de la tension apparente 
[a0]o(s,s). Ces problèmes ont été récemment analysés : CHAMIXAES [1989], BOUQUEREL [1992a]. 
La véritable origine de ces variations réside dans une inadéquation de la régulation de 

l'enrouleuse. Elle ne peut donc être caractérisée dans le modèle et interviendra indirectement par 
l'intermédiaire des variations de la tension d'enroulement. 

Mandrin 
Nous supposerons que le mandrin est un cylindre parfaitement concentrique avec un comportement 
mécanique élastique. 

C.2.C.) Loi de comportement du film enroulé 
Le calcul des contraintes résiduelles suppose la connaissance de la loi de comportement du rouleau 
de film. Nous proposons de déterminer cette loi. 

C.2.C.1) Homogénéisation 
Nous désignerons ultérieurement par spire le système composé des trois éléments suivants : 

- une couche de film d'épaisseur ef / 2, 
- les rugosités et la couche d'air présentes entre les couches de film, 
- une couche de film d'épaisseur ef / 2. 

La dissociation des lois de comportement de chacun de ces éléments présente un certain nombre de 
difficultés expérimentales et théoriques. De plus, l'épaisseur de la spire (de 5 à 25 um) est négligeable 
devant les dimensions du rouleau (300 mm). Nous allons donc nous intéresser au seul comportement 
global : la spire sera assimilée à un solide homogène orthotrope : 

demi épaisseur ds-film 
rudosrtéj m t ^ g p i r e s ^ " " 

demi épaisseur de film 

Solide homogène 
équivalent 

Figure II. 17 : homogénéisation 

Il est bien évident qu'une telle homogénéisation reste strictement limitée au calcul des contraintes 
résiduelles. L'étude ultérieure de l'évacuation de l'air qui est un problème de mécanique des fluides 
ne fera pas l'objet de cette homogénéisation. 
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Dans tous les chapitres liés au calcul des contraintes résiduelles, nous appelerons indifféremment par 
le terme de spire le composite film / rugosité+air / film ou le solide homogène équivalent. 

C.2.C.2.) Choix de la loi 

La loi de comportement exprime la relation entre l'état de déformation 6 et l'état de contrainte a du 
système. Elle intègre donc le comportement de chaque composante de la spire. En particulier, la 
déformation plastique des rugosités et la compressibilité de l'air induisent une réponse non-linéaire. 

La résolution du problème dans un cadre non-linéaire soulève plusieurs difficultés : 

—> formulation de la loi de comportement 

Elle doit être connue et présenter si possible une formulation analytique simple et inversible : 
a = h •' (s) ou 8 = h (a) afin de faciliter les résolutions ultérieures qui seront formulées soit en 
termes de contraintes soit en termes de déformations. 

—» les équations différentielles d'équilibre 

Nous écrivons cette équation en termes de déplacement W(r). Elle dépend alors de la loi de 

comportement. Si elle n'est pas extrêmement simple, les équations ne sont alors plus à variables 

séparées, ce qui exclut la plupart des techniques d'intégration connues. J. P. BALHI [1987] a 

étudié numériquement quelques lois non-linéaires parmi les plus simples (bilinéaire, puissance...). 

Il a abouti systématiquement à des équations différentielles d'équilibre à variables non séparées. 

—> les techniques de calcul 

Le calcul des contraintes résiduelles repose sur une sommation des effets des différentes spires. 

Une étude dans un cadre non-linéaire nous obligerait donc à reprendre entièrement l'approche. 

Nous assimilerons le comportement de la spire à celui d'un matériau élastique, linéaire, suivant 
la loi de HOOKE. 

Les coefficients de la loi de HOOKE seront choisis de manière à approximer au mieux le 
comportement réel de la spire. Nous utiliserons donc le terme de "coefficient équivalent". 

C.3.C.3.) La loi de HOOKE 

La matrice de HOOKE contient dans le cas général 21 coefficients indépendants. Elle se réduit ici, du 
fait de l'orthotropie à seulement 9 coefficients indépendants (ou bien 12 avec 3 relations de 
dépendance exprimant la symétrie du tenseur). Bien que de nombreux auteurs (ALTMANN [1966], 
GOOD [1992]...) mettent en doute le caractère symétrique de la loi de comportement, nous 
supposerons que celle-ci est symétrique (voir les remarques en annexe II) 

Ces coefficients dépendent de la réponse globale de la spire. Nous avons exprimé en annexe II. 
chacun de ces coefficients en fonction des propriétés massiques et surfaciques du film. 

Dans ce cas particulier, la loi de HOOKE se réduit à l'expression : 
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C.) contraintes résiduelles 

(2.9) se 

L s 7 J 

1 
E r 

Yai 
Ee 

Vzr 
E z 

VUE 
" E e 

Ee 

vaz 
" E e 

YzE 
" E z 

Vft7, 
" E e 

1 
E z -

<*e 

L.CTZJ 

Avec : 
ef, ea = épaisseurs moyennes des couches de film et d'air 
EQ, EZ, Vzr, V0Z et V0r = définis par les propriétés massiques du film 

(2"10> ET = Z ^ 7 Iféquifa» ho. Pu)] = ^ = 
** Zf dGr

 H 2 ef \ a r 

avec PQ = paramètre deféqun (voir annexe I. A.) 

C.3.d.) Non-linéarité de la réponse 
L'un des coefficients de la matrice précédente (Er) dépend de la topographie de surface, de 
l'épaisseur moyenne de la couche d'air et de la contrainte radiale (voir la fonction f ^quii définie à 
l'annexe LA.). Nous avons reporté dans le tableau II. 1, différentes valeurs de ce coefficient pour 
deux films de même épaisseur ef =14,5 um destinés aux applications d'enduction vidéo : 

- VIDÉO 1 : fonction féquu '• ?o = °>427 MPa e t ho = °>495 l̂ m 

- VIDÉO 2 : fonction féquu : Po = °.367 M?a et ho = 0,476 um 
Tableau IL 1 

Densité 

apparent Da 

1,36 

1,37 

1,38 

Epaisseur de la 

couche d'air ea (um) 

0,37 

0,26 

0,16 

référence 

Er(MPa) 

9 

29 

90 

VIDÉO 1 

(jr(MPa) 

-0,03 

-0,17 

-0,56 

référence 

E r (MPa) 

7 

24 

75 

VIDÉO 2 

CTr(MPa) 

-0,02 

-0,13 

-0,44 

Er est donc très sensible à l'épaisseur de la couche d'air. En d'autres termes, la contrainte n 'est pas 

liée linéairement à la déformation. Par d'autres moyens, D. PFEIFFER [1981] et Z. HAKIEL [1987] 
ont mis en évidence des non-linéarités du même ordre (annexe II.B.2). 

Nous avons dit au §C.2.c.2. que cette non-linéarité ne peut être traitée globalement. Il est toutefois 

possible de la prendre en compte en faisant des itérations sur Er : 
-1. [Er]i = [Er]i([ea]i„i,[ar]}.1,...) 
-2. [ar]i = [ar]i([Er]i,...) 

-•*• [eji = [ea]i ([Srli) 
-4. puis de nouveau -1. et -2. jusqu'à convergence de l'ensemble. 

Le problème se résume alors à la résolution de l'équation : 
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Chapitre II : le modèle d'enroulement 

(2.11) s = h[s]G 

où h est une matrice de HOOKE. 

Remarque : 
Nous négligeons les comportements viscoélastique et viscoplastique du film, c'est à dire la non-
linéarité du comportement rhéologique du polyester. 
On peut justifier cette approximation : BOUQUEREL, BOURGIN et PEREZ [1992]. 

C.2.e.) Formulation des équations différentielles 
Les équations d'équilibre sont détaillées à l'annexe III. Dans le cadre des approximations précédentes, 

elles se réduisent à : 

(2.12) 
équilibre tangentiel : -^ 1^(0 + 2 *y ' = 0 

,. , d .. ar(r) - <Jo(r) rt 

équilibre radial : ^ cr(r) +
 r w

 f
 tiW = 0 

Il s'agit bien d'une dérivée droite par rapport à r car les dérivées partielles par rapport à 0, z et t sont 

nulles. 

C.2.e.1.) Equilibre tangentiel 
La résolution de l'équation différentielle ne pose pas de difficultés particulières (§C.2.h. de ce 
chapitre) car elle ne fait apparaître qu'une seule fonction. Elle sera donc résolue directement dans sa 
formulation (2.12). 

C.3.e.2.) Equilibre radial 
Cette équation différentielle fait apparaître deux fonctions liées entres elles. Par conséquent, elle ne 
peut pas être résolue directement. 

Dans le cadre des hypothèses axiales envisagées, le déplacement tangentiel est nul et le déplacement 
axial est nul ou fonction des deux autres déplacements. Il est donc intéressant de reformuler cette 

équation différentielle en termes de déplacements. Celle-ci ne fera plus alors apparaître qu'une 
seule fonction, le déplacement radial et sera alors facile à résoudre. 
Pour cela, nous procédons comme suit : 

-> CT = hml(2) L'inversion de la matrice de HOOKE permet d'exprimer les contraintes a r, CTQ 

et a z en fonction des déformations 8r, SQ et Sz et des propriétés mécaniques du matériau (annexe 

III). Nous obtenons ainsi une nouvelle équation différentielle d'équilibre faisant apparaître les 

déformations 8r et 8Q et leurs dérivées ̂ p Sr et jjp EQ. 

-> 8 - E(U) Les déformations sont liées aux déplacements par les équations détaillées en 

annexe III. Elles se réduisent ici à : 
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C.) contraintes résiduelles 

(2.13) 

er(r) = | :W(r) 

eeO0 = - r 
où U(r) est le déplacement radial. 

En reportant les relations CT = h'1(S) puis 8 = S(W) dans l'équation initiale d'équilibre radial, nous 

obtenons la nouvelle formulation : 

(2.14) < 

d2 d Efl 

contraintes planes : r2 - r ; U(r) + r z W(r)- g U{r) = 0 

Ej. 
J2 ,4 ^ " Zî p "p 

déformations planes : r2 ^ U{x) + r ̂  W(r) j ^ ^ W(r) = 0 

Il s'agit d'équations différentielles d'EULER du second ordre de la forme : 

d2 d 
(2.15) r2 j j3 W(r) + r ̂  W(r) - X2 W(r) = 0 (A,2 dépend de l'hypothèse axiale choisie) 

La résolution de ce type d'équation est un problème classique. 

Remarques : 

-1. A partir de combinaisons linéaires sur ez, SQ, a z et GQ, HAKŒL [1987] parvient ainsi à 

une équation du deuxième degré en o r . Les conditions aux limites sont alors plus difficiles à 

formuler. Les deux démarches sont équivalentes. 

-2. Dans le cas de l'hypothèse des contraintes planes, les propriétés mécaniques axiales 

(module Ez, coefficients VQZ et Vzr) n'interviennent pas. Cela signifie que l'état des contraintes et 

des déformations au bord du rouleau est indépendant de ces propriétés. 

-3. Le coefficient X2 dépend du module Er, lui même fonction de la variable radiale. Les 

équations différentielles ne sont pas à coefficients constants. 

C.2.f.) Effets dus à une couche de film 
Nous allons dans ce paragraphe calculer le champ des contraintes induit par la présence d'une 

couche. L'épaisseur de cette couche est infinitésimale : Ss. Pour cette raison, les contraintes, 

déformations et déplacements seront également infinitésimaux : [ÔCT]S, [Ô8]s, [8U]S. 

L'équation différentielle reécrite avec ces nouvelles notations devient : 

(2.16) r2 ^ [ôW]s(r) + r £ [SW]s(r) - X
2 [ôU]s(r) = 0 

Comme nous l'avons déjà dit, les effets dus à une couche de film sont obtenus en résolvant cette 

équation pour le solide compris entre le mandrin et la spire située en s : 
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*> ~ ~ ~ ""* *+„ rayon R,f 
^ ̂  tension [a9]0(s+dsI'R) ^ 1 

rayon s \ 

I 
Figure IL 18 : dimensions du solide utilisé dans le calcul de [ôCT]s 

C.2.f.1.) conditions aux limites 

Dans notre cas, les conditions aux limites interviennent à deux niveaux : la couche située près du 
mandrin et la couche soumise à une tension. 

-» condition à la limite près du mandrin 

Elle est en contact avec le mandrin qui se déforme élastiquement sous l'action de la contrainte radiale 

de compression. Il existe alors une relation simple entre [ÔCTr]s et [8U]S en ce point : 

(2.17) [5ar]s(Rm) = Ec
 [ S ^ s ( R m ) 

Cette formulation introduit le paramètre Ec qui correspond au module d'YOUNG équivalent du 
mandrin si celui-ci était un cylindre plein. Ce module est fonction des dimensions et propriétés 
mécaniques du mandrin et de l'hypothèse axiale. Voir l'annexe VLB. 

L'utilisation des systèmes d'équations G = fr^E.) et £ = £(W) permet de relier la contrainte radiale 

ôa r au déplacement radial [ÔW]s(r) : 

[ôW]s(r) 
(2.18) [ôar]s = or + Pdr"[ôW]s(r) 

où a et P sont deux paramètres dépendant des propriétés mécaniques du rouleau et de l'hypothèse 
axiale choisie (identification des annexes II.A.2. et II.A.3. avec (A.35) de l'annexe VI.). 

En combinant les deux relations précédentes, nous obtenons la première condition aux limites sous la 
forme d'une relation de proportionnalité entre le déplacement et sa dérivée au point r = Rm : 

d _ , E r - g [5K]s(Rm) 
(2.19) dp[ô*/]s(Rm) = - y - ^ - f ^ 

-> condition à la limite concernant la couche soumise à une tension d'enroulement 
La tension [G0]o(s,Rrf) de la spire de rayon s et d'épaisseur Ôs induit une compression radiale [ôCTr]s 

en r = s sur la spire inférieure, calculée en annexe IV : 

5s 
(2.20) [ÔQr]s(s) = -[CTeJo(s,Rrf)7 

[ÔGr]s est liée à [5U]S par la relation (2.18). Cette condition aux limites peut être réexprimée en 

fonction du seul déplacement au point s [ôW]s : 

50 



C.) contraintes résiduelles 

[dUUs) n d 5s 
(2.21) a * L~fu- + P * -jp [ÔW]s(s)= - [ae]0(s)Rrf) * 7 

C.2.f.2.) résolution de l'équation différentielle 

Nous avons remarqué précédemment que l'un des coefficients (k2) de l'équation différentielle n'est 
pas uniforme. Or, si nous le supposons malgré tout uniforme, l'équation différentielle admet une 
solution analytique, ce qui facilite beaucoup le calcul numérique. Une valeur uniforme de X2 dans le 
rouleau correspond à une valeur de Er uniforme dans le rouleau. 

Nous aborderons donc les deux types de résolution : Er uniforme et non uniforme dans le rouleau : 

1. - Er uniforme 

ALTMANN [1966] et CONNOLLY et WlNARSKl [1984] se placent dans ce cadre puisqu'ils n'ont pas la 
possibilité de caractériser les variations de Er qui apparaît de plus comme une valeur ajustable. 
Dans notre cas, la valeur moyenne peut être obtenue par une pondération volumique : 

Rrf 

(2.22) (E r ) m o y =^J . R m 2 ) /2,rEr(r) (Rrf2-Rm2) •>— ~ " " d r 

Km 

L'équation différentielle (2.15) admet une solution analytique. On peut facilement démontrer qu'elle 
-X +X 

se présente sous la forme d'une combinaison linéaire des fonctions r—»r et r-»r . Pour simplifier, 
nous écrirons cette combinaison linéaire sous la forme : 

[8M]g(r) . r +X-1 D _ , -A.-1-i. . „5s , . . . . „,5s 
= A(Rm,s) [ r + B(Rm) r J [c e]0 * 7 =/a(r»») [Oe]0 * 7 

(2.23) < 

J p [ôW]s(r) = A(Rm,s) X[v+Xl- B(Rm) r'Xl] [ae]0 * 7 = g a(r,s) [a e ] 0 * 7 

avec : 
A(Rm,s) et B(Rm) = constantes appropriées (relation (A.38) de l'annexe VLA.). 

2. - Er non uniforme 

HAKEL [1987] se place dans ce cadre (Er est proportionnel à P). 
L'équation différentielle est alors linéaire, du second ordre mais à coefficients non constants : 

(2.24) r2 ~ [ÔW]s(r) + r £ [ÔM]s(r) - A,2(r) * [ÔW]s(r) = 0 

Les conditions aux limites restent bien sûr les mêmes. 

Une telle équation différentielle n'admet plus de solution analytique (k2(r) n'a même pas de 

formulation analytique). Elle reste néanmoins parfaitement intégrable en utilisant par exemple la 

technique de RUNGE-KUTTA à l'ordre 4. Elle conduit alors à la fonction solution [5U]S de la forme : 
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Chapitre II : le modèle d'enroulement 

(2.25) 
r =/n(r»s) [CTeJo 7 

^ [ ô W ] s ( r ) = g n ( r , s ) [ a 0 ] O 7 

Sous certaines conditions, les résolutions successives de ces équations conduisent à des solutions 

divergentes : les zones de plus forts modules correspondent aux zones de plus forte pression donc 

d'évacuation plus rapide de l'air, ce qui a pour effet d'augmenter de nouveau les modules...). Il est 

difficile de trouver l'origine de cette divergence : hypothèses du modèle, aspect numérique .... Il faut 

toutefois probablement mettre en cause la formulation actuelle de la dépendance entre le module et la 

pression radiale puisque la divergence disparaît en cas de suppression de la non-linéarité (Er = cte). 

C.2.g.) Intégration pour toutes les couches 

Les solutions précédentes expriment, sous forme analytique ou numérique le déplacement [8U]s(f) 

induit au point r par la superposition en s d'une spire d'épaisseur ôs et de tension interne [OglofoRrf). 

En sommant, au point r, tous les déplacements [8U]s(r) induits par les spires de rayon s compris 

entre r et Rjf, nous obtenons le champ global du déplacement : 

s = Rrf • f 

(2.26) < 

K(r) 

îrU® 

[5U]s(r) 
s = Rrf 

x J J a ou n [ae]0(s,Rrf) 
5s 

s = r 
s = Rrf 

r d 
s = R, 

v s = r 
/ 

rf 

d?[5W]s(r)= gaounMo(s,Rrf) 
Ôs 

s = r 
Dans un second temps, les contraintes Gr et Gz s'obtiennent à l'aide des relations de HOOKE. 

Il faut bien sûr rajouter l'état de précontrainte initial : Gr = 0, GQ = [CTe]o(s,Rif) (tension résiduelle 

ou précontrainte tangentiellé) et crz = 0. 

Dans l'hypothèse du module radial constant, les solutions analytiques ont la forme suivante : 

(2.27) < 

ar(r) = [ (a + P X) r + B(Rm) (a - P X) r " ] l(Rm,s,[ae]0) 

r +A, 1 X—l i 

tfe(r) = [a0]o(s,Rrf) + [ (r\ + a X) r + B(Rm) (TI - a X) r J l(Rm,s,[CTe]0) 

.az(r) = [ ((j) + vj/ X) r +X~l + BCW Q - vj/ X) r " ^ ] l(Rm,s,[a0]o) 

Avec : 

a , p... = paramètres dont les significations sont rappelées en annexe II.A. et VIA. 

l(Rm,s,[ae]o(s,Rrf)) = intégrale définie en annexe VI. 1. 
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C.) contraintes résiduelles 

A ce stade, nous avons à chaque itération, les champs de la déformation, du déplacement et de la 
contrainte pour chaque couche de film du rouleau. 

Remarques : 

~1. Nous avons introduit deux variables tangentielles : (Je et [aeJofoRjf). Elles ont des 

significations différentes. 

Nous avons GQ = a e + [aQ^s.Rj-f) où cre est la composante due à la compression élastique 

radiale induite par les spires supérieures : 

superposition de la couche de rayon r0 superposition de la couche de rayon R 

-ô^-ôr-j 

Figure II. 19 : état du rouleau pour Rrf=r0 Figure 11.20 : état du rouleau pour Rrr=R 

-2. On peut montrer que, dans l'hypothèse du module radial uniforme et compte tenu de 
l'ordre de grandeur de a, |3..., nous avons dans toute la zone centrale du rouleau : 

(2.28) Qz(r) = &. 
(Er); moyen 

d r(r) 

C.2.h.) Cisaillement 
L'équation différentielle d'équilibre tangentiel est du premier ordre en xrQ. Sa résolution suppose la 
connaissance de la valeur de la contrainte de cisaillement en un point du rouleau de film. 
La tension d'enroulement [CTgJo est exercée sur la couche de film située à la distance R^ de l'axe par 
l'intermédiaire d'un couple. Celui-ci va induire dans la première couche du rouleau de rayon Rm une 
tension de cisaillement T ^ : 

(2.29) x^tRrf) = ~f~- [aeloCRrf.Rrf) 
2 % Rrf 

L'intégration de l'équation différentielle d'équilibre tangentiel (2.12) associé à la prise en compte de 

cette condition aux limites conduit à : 
(2.30) Trt(r) = ^ ? 

2 7rr 
[ffe]o(Rrf.Rrf) 

Le cisaillement n 'existe qu 'en présence du couple. C'est donc bien la tension de la dernière spire 
qu'il convient d'écrire. Remarquons de plus que l'hypothèse des couches concentriques qui néglige 
par définition la notion de cisaillement n'est pas nécessaire ici. Les hypothèses de calcul sont donc 
beaucoup plus restrictives pour (Gr, CTQ et Gj) que pour X^. 
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Chapitre II : le modèle d'enroulement 

Résumé et conclusions 
Sous certaines hypothèses restrictives, nous avons calculé dans ce paragraphe le champ des 
contraintes, déformations et déplacement élastiques associés à la compression élastique des spires 
supérieures au sein du rouleau à un instant donné. 

Ils dépendent globalement : 
- des conditions de l'enroulement (précontrainte résiduelle) : [c^nfoRtf), 
- des propriétés mécaniques du film enroulé : Er, Ee, Ez, VQ,., Vzr et Vez, 

(rappelons que Er dépend de ea, CTr, par l'intermédiaire de f équil ) 

- des propriétés mécaniques et des dimensions du mandrin : Ec et Rm. 

Les paramètres de sortie calculées par le modèle sont : 
- les contraintes élastiques : ar, GQ et <JZ, 
- la contrainte de cisaillement élastique : XJQ, 

- les déformations élastiques : Er, 8g et 8Z, 

- le déplacement radial élastique U. 
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D.) évolution de l'état du rouleau 

\mJ. ) L Z V O Î U I Î O Ï I O " I wlGll UU Ï O U I " o U 
Nous abordons dans ce paragraphe la dernière des trois parties du modèle : 

critères 
d'apparition 

des 
«instabilités^ 

\/ 

Figure 11.21 : modification de l'état du rouleau 

C'est à dire que nous nous proposons d'étudier l'évolution de l'état du rouleau entre deux 
superpositions successives d'une couche de film. 

Globalement, nous pouvons distinguer deux types d'évolutions : 

-» évolutions réversibles : la compression élastique des spires est un exemple d'évolution 
réversible de l'état du rouleau entre deux superpositions. Elle a en fait été étudiée dans le 
paragraphe précédent. 

-> évolutions irréversibles : l'échappement partiel de l'air, sa conséquence en termes de 
diminution de la tension résiduelle ou bien le glissement tangentiel des couches de film les unes 
sur les autres sont des exemples d'évolution irréversible du rouleau entre deux superpositions. 

D.1.) Compression radiale du rouleau 
La superposition de chaque nouvelle spire d'épaisseur ôs induit une modification élastique de l'état du 
rouleau caractérisée par : 

- une surcontrainte élastique [ôc]s, 
- une surdéformation élastique [ôs]s, 

- un déplacement radial élastique [dU]s. 

Du fait de l'écart important entre les modules en compression de la couche de film et de la couche 
interspires, cette compression affecte essentiellement l'épaisseur de la couche interspires : 

(2.31) [ôea(r)]rév = ( e ^ * ^ [ÔW]s(r) 
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Chapitre II : le modèle d'enroulement 

Avec : 
[ÔW]s(r) = déplacement radial induit par la superposition de la spire en s (Rm<r<Rjf) 

C'est une déformation élastique : elle disparaît si la spire qui vient d'être superposée est ôtée. 

D.2.) Evacuation de l'air entre les couches de film 
Sous l'effet de la contrainte radiale de compression régnant dans le rouleau, une partie de la couche 
d'air initialement entraînée s'évacue par les bords du rouleau : 

:::::^';:;:::::::::::::;:::::::::^;^^r^^R4i???Mr:cl^:f*!rP:;:::;:: 

**#•* <*^^^^^^^^^^»».^i*^*<>^t>*^>**&l>* ^** 

Figure 11.22 : évacuation d'air 

Nous avons étudié ce phénomène d'évacuation d'air à l'annexe I.B. Nous avons alors établi une 
formulation de cette variation de l'épaisseur de la couche d'air sur la base de l'analyse des résultats 
d'un test spécifique de caractérisation (§D.2.b.2. du chapitre I et annexe I.B.). 

â ea = ftrans (géométrie, pression, rugosité) 

Plus précisément, la fonction f trans dépend des grandeurs suivantes : 

- l'épaisseur initiale de la couche d'air : ea, 

- les propriétés visqueuses de l'air : uair, 
- la géométrie d'évacuation : lévac, lf, 
- l'aptitude du film à évacuer l'air : t^ (caractérisation globale de la topographie de surface), 
- la contrainte radiale de compression : cr. 

L'analyse de l'annexe I.C. nous a conduit à l'estimation suivante de la fonction f trans (ou à la 

variation [ôea] i r r év de l'épaisseur de la couche d'air d'air interspires pendant le temps St suivante) : 

(2.32) [ôea] i r rév = [ea(t+ôt)-ea(t)] = \f traJSt = _ L ea ' eea+eea(eea) _T * [(SO (-dr)] 12 Uair Wac 'f 

Dans cette analyse, l'influence de la largeur du rouleau est caractérisée par le seul volume d'air. 

On distingue globalement deux sollicitations différentes : 
- la contrainte radiale élastique de compression due au serrage des spires supérieures, 

- la contrainte radiale élastique de compression due au rouleau d'appui. 

Nous nous proposons de préciser pour chacune de ces deux composantes les valeurs de la contrainte 
radiale de compression (ar) et de la durée (8t). 
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D.) évolution de l'état du rouleau 

-1. effet du serrage dû. aux spires supérieures 

L'intervalle de temps correspond à la durée séparant deux superpositions de couches de film : 

ôt = ^ * olss V 

Avec : 

Rjf = rayon du rouleau de film (m) V = vitesse de défilement du film (m. s-1) 

La contrainte radiale de compression due au serrage des spires supérieures est directement donnée 

par la contrainte radiale calculée au chapitre précédent, soit : Pss= - a r 

-2. effet du rouleau d'appui 

Le problème est ici sensiblement différent car nous nous intéressons aux effets en profondeur d'un 

phénomène localisé sur une petite surface du rouleau de film. 

Dans l'hypothèse d'un contact classique de HERTZ entre le rouleau de film et le rouleau d'appui, la 

demi-largeur de la zone de contact et la contrainte moyenne radiale de compression sont données 

par les relations : 
/ 2 F I U „ K 

'î T et Po_ri 

avec : 
F a = Force linéique d'appui appliquée en surface (N.nr1) 
Req = rayon équivalent, défini par (2.2) (m) E ^ = module d'YoUNG, défini par (2.2) (Pa) 

THOMAS et HOERSCH [1930] estiment que la contrainte moyenne radiale de compression sous la 

zone de contact décroît dans la profondeur selon une loi du type : 

Pra(r) = ¥~7~ 

La durée du passage sous le rouleau d'appui est définie par : 

ôtra~ y 

Pendant une rotation complète du rouleau, l'épaisseur de la couche d'air interspires diminue d'une 

quantité [(Se^Jj^y définie par la relation (2.32) (fonction / trans) a v e c les effets cumulés d'une 

part de P s s et ôtss et d'autre part de P r a et ôtra : 

(2.33) [ôea] i r r é v= [(6ea)ss] i r rév + [ ( S e ^ J ^ é v 

f ea -eea + eea(eea)]2ea * r 2nT r / M , 2 a « / x 1 
= 12,, - h . - 1 . L " v " ["CTr(r)] + V Pc(r) J 12u a i r l é v a c l f L V L - r w j - y 

Cette diminution de l'épaisseur de la couche d'air est évidemment un phénomène irréversible. Il 

s'agit donc d'une déformation plastique du rouleau. Elle est sur ce plan très différente de la 

compression radiale élastique présentée au paragraphe précédent. 
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Chapitre II : le modèle d'enroulement 

L'air s'évacue jusqu'à obtention de l'épaisseur ultime définie par la fonction f équil (annexe LA) : 

[^Limite = f équil [<*r(r), rugosité] = ho e P° 

Remarque : 

ôea est inversement proportionnel à la largeur du rouleau lf. Cela signifie que l'air s'échappera plus 

difficilement (plus lentement) dans un rouleau large que dans un rouleau étroit. 

D.3.) Diminution de la tension résiduelle 
Considérons une spire de module tangentiel EQ, de rayon à l'équilibre r0. L'application d'une 
contrainte tangentielle GQ se traduit par une déformation élastique de celle-ci : 

rayon,^ 

périmètre po 

r<— R> — ^ périmètre p 

«^ p —W 
Figure 11.23 : relation rayon-périmètre / contrainte 

La déformation élastique radiale est définie par la loi de HOOKE : 

(2.34) 8 r = r - r 0 = r0f^ 

Avec : 
Ôr<0=>CTe<0 (spire en compression) S T>0=>GQ>0 (spire en tension) 

Cette relation traduit une équivalence directe entre le rayon et la contrainte tangentielle de chaque 
spire. 

Au moment de sa superposition, une précontrainte tangentielle ([c?e]o(r,r)) est exercée sur la spire. 

Celle-ci a donc, à cet instant un rayon supérieur à son rayon d'équilibre. Au fur et à mesure de la 

superposition des autres spires, deux phénomènes modifient l'état (rayon, contrainte) de cette spire : 

—» La compression élastique des spires 

Son calcul fait l'objet du §C. Elle peut être caractérisée soit par le déplacement radial U(T), soit 

par l'état de contrainte élastique : Or(r), oe(r) = CTg(r) - [cyQ]o(r,Rrf) et az(r). Il s'agit d'une 

déformation élastique : ces quatre grandeurs redeviennent nulles si les spires sont ôtées. 
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D.) évolution de l'état du rouleau 

—> L'échappement de l'air des spires inférieures 
Chaque couche d'air évacue à chaque rotation la quantité d'air [8ea(r)]jnév. Cela se traduit donc, 
pour la spire considérée de rayon r par un déplacement radial défini par : 

s = r 
(2.35) v(r)= / [ôea(s)]irrév 

s = Rm 

Si les spires supérieures sont ôtées, l'air ne rentre pas dans le rouleau : v(r) est un déplacement 
irréversible. Ce dernier déplacement, irréversible, doit donc se traduire par une variation 
également irréversible de la contrainte tangentielle GQ = CTe + [CglofoRif) définie par : 

s - _ F ^ù. 

D'après ce qui précède, nous avons simultanément après chaque superposition : 
- d'une part une déformation élastique des couches CTe = CTQ - [crgJofoRrf) 
- d'autre part une diminution irréversible de S OQ. 

Compte tenu de la forme CQ = Ge + [o^o, c'est en réalité la tension résiduelle ou précontrainte 

tangentielle [C7e]o(r,Rrf) qui diminuera de la quantité 8 CQ : 

(2.36) 

8[ae]o(r,Rrf) = [ae]0(r,Rrf + 8Rrf) - [a6]o(r,Rrf) 

r \ T7 s = r 

= E Y®. = ïk 
0 r r 

/ [8ea(s)]irrév 
s = R, m 

Cela signifie que la précontrainte tangentielle ou tension d'enroulement du film diminue 

lentement au fur et à mesure de l'enroulement. C'est pour cette raison que nous lui préférons le 
terme de tension résiduelle. Il est facile d'obtenir une confirmation expérimentale de ce résultat en 
s'intéressant à l'évolution de l'état d'une spire au fur et à mesure de son enroulement puis en otant les 
spires supérieures : 

superposition de la couche de 

rayon rn 
. w u mil m n i ' ' " " H . . , , - . . — . m -

superposition de la couche de 
rayon R 

enlèvement des couches 
comprises entre rn et R 

&$^kWiï:-s rayon r.-ôV5r. 

Figure 11.24 : Rrf= fQ Figure 11.25 : Rrf= R Figure 11.26 : découpe jusqu'à Rrf= rg 
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Chapitre II : le modèle d'enroulement 

Intéressons-nous à une spire de rayon TQ et de tension [cJe]o(ro,ro) a u moment de sa superposition. 

A la fin de l'enroulement, son rayon et sa contrainte tangentielle sont respectivement devenus TQ - 8re 

- ôq < r0 et [ae]0(r0,R) + a e < [a0]o(rO)R). 

Otons maintenant toutes spires supérieures, son rayon et sa contrainte tangentielle sont 
respectivement devenus TQ - ôq > TQ - 8re - ôq et [CTe]o(ro,R) > [GQ]Q(TQ,R) + cre avec : 

- ôre est la variation élastique du rayon due à la compression des spires supérieures. C'est 

aussi le déplacement U calculé dans le paragraphe C. 

- ôq est la variation irréversible du rayon due à l'évacuation de l'air sous les spires inférieures, 

calculé dans le paragraphe D. 

C'est un élément nouveau par rapport aux modèles de ALTMANN [1966], CONNOLLY et WiNARSKl 
[1984], HAKIEL [1987] ou GOOD [1991 et 1992] qui supposent que la tension résiduelle reste égale 

à la tension d'enroulement. Remarquons toutefois que les effets de l'échappement sont plus 
facilement négligeables si la vitesse d'enroulement est faible. 

D.4.) Glissements tangentiels 
Nous avons vu dans le chapitre précédent que le glissement tangentiel ne peut être pris en 
considération avec les hypothèses qui conduisent au calcul de ar, GQ et cz. 

Or, il apparaît d'après les calculs du §B. que l'épaisseur de la couche d'air entraînée (ee) est 
susceptible de dépasser la hauteur des plus grandes rugosités (SRZ). Dans le même temps, le principe 
d'application de la tension d'enroulement induit un cisaillement X^ relativement important (§C.2.h.). 
On comprend aisément que, dans ces conditions, le film puisse glisser tangentiellement. 

Nous avons mis en évidence l'existence de tels glissements au cours de l'enroulement 
rapide (6,5 m.s-1) de films relativement larges (2 m) : 

-1. l'opération est interrompue après 5 000 m de découpage, 
-2. les dernières spires sont marquées d'un trait perpendiculaire à celles-ci, 
-3. l'opération est relancée et poursuivie normalement jusqu'à la fin. 

Nous avons ainsi observé un glissement pour une épaisseur d'environ 1 mm de film (ce qui représente 
70 spires). Nous pouvons ajouter qu'une telle mesure est sensiblement faussée par le fait que le 
rouleau est arrêté avant d'être marqué : les dernières spires ont donc été enroulées avec une vitesse 
plus faible. Les résultats obtenus par cette méthode sousestiment donc le glissement réel. 

Récemment, GOOD [1992] a développé un dispositif plus performant permettant de suivre pendant 

l'enroulement le glissement en marquant (jet d'encre) les couches à chaque rotation du rouleau. Il a 

ainsi pu mettre en évidence des glissements encore plus importants. 
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D.) évolution de l'état du rouleau 

La prise en compte dans le modèle d'enroulement de ce glissement soulève un certain nombre de 

difficultés que nous avons déjà abordées au §C.3.b. Actuellement, nous introduisons deux épaisseurs 

critiques e m a x et e^ùn définies par : 

- si emax<ea : la spire glisse tangentiellement 

La diminution de l'épaisseur de la couche d'air n'est pas associée à une diminution de la tension 

résiduelle. Il s'agira des spires les plus proches de l'extérieur. 

- si ea<emjn : la spire ne glisse pas tangentiellement 

Cela ce traduit par une corrélation directe entre la diminution de l'épaisseur de la couche d'air 

interspires et de la tension résiduelle (voir le paragraphe précédent). 

- si emin<ea< emax 

C'est le cas intermédiaire que nous interpolerons linéairement entre les deux cas limites ea = e, 
mm 

e* ea emax-

En résumé, nous aurons, selon la valeur de l'épaisseur de la couche d'air ea, lés trois hypothèses 

suivantes : 

(2.37) < 

( v(r) 

emin ^ea< emax => 5[CT9]o = 

<emax * *a => 5[CT0]o = 0 

E 9 r 

e a" e max 
emin"emax 

Les deux épaisseurs critiques e^n et emax sont difficiles à définir. Elles dépendent probablement de 

la topographie de surface et de la contrainte radiale de compression. 

Nous prendrons arbitrairement e ^ - f équil [^rC^rf)»ru80s*t®] e t emax = $RZ-

Conclusion 
A chaque nouvelle superposition, l'état du rouleau de film évolue de la manière suivante 

-> compression radiale des spires (réversible) : U, 

—> évacuation d'air interspires (irréversible) : ôe a , 

-> diminution de la tension résiduelle du film (irréversible) : [CJ0]o(r,Rrf), 

—» glissement tangentiel (irréversible). 
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Chapitre II : le modèle d'enroulement 

Conclusion 
Il existe dans la littérature de nombreuses formulations du champ des contraintes résiduelles dans les 
rouleaux de film. Toutefois, ces formulations négligent toutes les effets aérodynamiques et certains 

effets de la topographie de surface. Seuls les effets de la tension d'enroulement sont pris en 
considération sous l'hypothèse restrictive que celle-ci est constante. 

Or, on sait par expérience que ces grandeurs sont aussi importantes que la tension d'enroulement en 

termes d'instabilités d'enroulement et donc de contraintes résiduelles. 

Nous avons proposé dans ce chapitre un modèle physique global de l'enroulement. Ce modèle 
prend en considération les effets des principales grandeurs qui interviennent au premier ordre dans 
l'enroulement : 

- la vitesse : V, 
- Vappui : Fa, Rra, Era et Vra, 
- la tension imposée au moment de l'enroulement : [Oe]0(r,r), 
- le mandrin : Rm, Em et Vm, 

- le film : ses dimensions : ef, lf et Lf, 
sa topographie de surface :féqun pour l'état d'équilibre 

etftrans Po u r ^ t a t transitoire, 
ses propriétés mécaniques : Er (lié àféquii), EQ, Ez, V0r, Vzr et V6z, 

Les grandeurs estimées sont : 
- les contraintes élastiques : ar, (TQ et az, 
- la contrainte de cisaillement élastique : IJQ, 

- les déformations élastiques : 8r, 6Q et 8Z, 

- le déplacement radial élastique U, 

mais également de nouvelles grandeurs liées aux effets aérodynamiques nouvellement pris en 
considération : 

- l'évolution de la tension résiduelle : [CJelofoRrfX 
- l'épaisseur des couches d'air entraînée ee et résiduelle ea. 
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Chapitre III 

Validation et 
Exploitation du 

modèle 
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A.) validation du modèle 

Introduction 
L'objectif de cette étude est de comprendre les mécanismes physiques qui gouvernent l'enroulement 
des films plastiques minces. Le premier paragraphe de ce chapitre sera consacré à la comparaison de 
résultats expérimentaux avec les prédictions du modèle. Le second paragraphe de ce chapitre sera 
consacré à quelques exemples d'utilisation de celui-ci. 

A.) Validation du modèle 
Introduction 

Nous utiliserons des résultats expérimentaux provenant de deux sources : 
- un prototype construit à Saint Maurice de Beynost, 
- les découpeuses des lignes industrielles de Saint Maurice de Beynost et de Cabo (Brésil). 

Les résultats obtenus sur le prototype ont fourni les éléments de notre validation. Les résultats 

obtenus sur les lignes industrielles ont permis de confirmer les tendances observées. 

A.1.) le prototype d'enroulement 
Le cahier des charges proposé était le suivant (MOUCHET [1989]) : 

- ne pas être trop éloigné des machines industrielles afin de faciliter la mise en œuvre des 
transpositions, 
- mieux maîtriser des paramètres du procédé à partir d'une meilleure instrumentation, 

- être polyvalent en autorisant tous les développements futurs, 
- avoir un plus large domaine d'utilisation que les machines industrielles afin d'autoriser un plus 
grand nombre d'essais. 

A.1.b.) Schéma 
Nous avons reporté sur la figure III. 1 le schéma de fonctionnement global du prototype : 
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§S§ •' Rouleaux de transport Rouleau "banane" 

Moteur dérouleuse 

Bobine d'entrée 

Figure III. 1 : schéma du prototype d'enroulement 

La partie mécanique du prototype se décompose globalement en trois groupes : 

- groupe de déroulage 

il est composé d'un moteur entraînant un banc de déroulage, de deux rouleaux de transport et d'un 
rouleau "pantin" destiné à assurer la régulation en vitesse du groupe de déroulage : 
Pour une vitesse de découpage donnée, du fait de la diminution de diamètre du rouleau, la vitesse 
angulaire de rotation du moteur de déroulage varie. La régulation de celle-ci se fait à partir de la 
mesure de la position du pantin : s'il dévie vers la droite, c'est que la vitesse angulaire est trop 
grande et inversement. La tension interne du film dans le groupe de déroulage est réglable par 
l'intermédiaire d'un moment en rotation du pantin. 

- groupe de transport 

il est composé d'une série de rouleaux entraînés par un moteur ou par le seul passage du film. La 
principale fonction du groupe de transport est d'éviter les effets de report de la partie déroulage 
sur la partie enroulement ou inversement. L'un d'eux est monté sur une jauge de contrainte 
permettant de mesurer la force de rappel du film, donc sa tension interne. 

- groupe d'enroulement 

il est composé d'un moteur entraînant un banc d'enroulement et d'un rouleau d'appui. 
La tension interne du film est régulée par l'intermédiaire du couple du moteur. 
L'intérêt du contrôle de la tension et de la présence du rouleau d'appui a été présenté dans le 
chapitre I. 

Un automate assure parallèlement la régulation de toutes les grandeurs pendant l'enroulement 
(DUPHE et DOMBES [1991]). Un pupitre de commande et un ordinateur permettent à l'opérateur de 
contrôler les conditions globales de l'enroulement. 

A.1.c.) Limitations du dispositif expérimental 
Nous avons déjà présenté certaines limitations du dispositif expérimental. 

La principale limitation concerne la boucle ouverte de régulation de la tension d'enroulement. 
L'automate déduit l'intensité du moteur de la consigne de tension de l'opérateur, de la vitesse 
angulaire du rouleau et d'une représentation plus ou moins fiable des pertes mécaniques. Or, il 
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semble que ces pertes mécaniques et leurs variations avec la vitesse angulaire et la masse du rouleau 
ne sont pas parfaitement connues. CHAMIXAES [1989] et BOUQUEREL [1991a et 1992a] ont en 
particulier montré que les variations brutales de l'accélération du film se traduisent par des variations 
de la tension réelle pouvant atteindre 30%. Il peut en résulter un écart important entre la consigne et 
la valeur réelle de la tension. 

A.2.) Validation du modèle 

Introduction 
Nous avons vu dans le chapitre I que les paramètres caractérisant la qualité d'enroulement d'un film 
plastique sont malheureusement peu nombreux : la densité apparente, la déformation du mandrin, la 
tension résiduelle et l'aspect visuel du rouleau. 

A.2.a.) Paramètres de validation 

Epaisseur de la couche résiduelle d'air 
La mesure du diamètre extérieur et de la masse du rouleau permet de connaître la densité apparente 

de celui-ci. Le rouleau est globalement constitué de film mince polyester quasi-incompressible de 
densité parfaitement connue (DPET) et d'air de densité négligeable devant celle du polyester. Il est 
donc possible de déduire de la densité apparente Da la valeur de l'épaisseur de la couche résiduelle 

d'air ea. Expérimentalement, on observe les variations suivantes de Da ou de ea ( si ef = 12 um) 
—» films rugueux, destinés aux applications emballage : l,27<Da<l,32 ou l,2um< ea< 0,7um 
-> films lisses, destinés aux applications magnétique : 1,31<D<1,38 ou 0,8um< ea< 0,1 um 

ea dépend de DPET qui présente des fluctuations (2% selon le taux de cristallinité). Nous ne prenons 
pas en compte ces écarts parce qu'ils sont faibles et constants pour une référence donnée. 

Tension résiduelle 
Nous avons proposé au §B.3.c.3 du chapitre I une technique rudimentaire de mesure de la tension 
résiduelle du film [OefoOMt-rf). Cette technique est assez peu précise (à 20% près) et soulève en 
outre de nombreuses difficultés de mise en œuvre (découpe du rouleau). Nous l'utiliserons toutefois 
dans un cas particulier afin de vérifier que l'ordre de grandeur de la diminution de la tension 
résiduelle prédite par le modèle est satisfaisant. 

Déformation du mandrin 
Nous avons indiqué dans le même paragraphe que la mesure de la déformation du diamètre intérieur 
du mandrin permet de connaître la compression radiale des couches de film proches de celui-ci. 
Ici encore, cette technique se heurte à des difficultés de mise en œuvre (position du capteur...) et à 
des imprécisions (propriétés mécaniques du mandrin...). Nous l'utiliserons toutefois ponctuellement 
pour vérifier des ordres de grandeur. 
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Conclusion 
L'épaisseur moyenne de la couche résiduelle d'air est très sensible aux conditions globales de 
l'enroulement. De plus, le principal apport du modèle par rapport aux modèles classiques 
d'enroulement concerne la prise en compte des effets liés à la présence de cette couche d'air. 

Il est donc souhaitable de procéder à la validation principale du modèle sur la base de la mesure de 
l'épaisseur moyenne de cette couche résiduelle d'air. Les autres outils seront également utilisés. 

A.3.) Validation sur le prototype d'enroulement 
Nous présenterons ici les résultats obtenus sur des films présentant un niveau de rugosité faible 
(application vidéo) afin de pouvoir utiliser les tests de caractérisation à notre disposition. 

A.3.a.) Film de référence VIDÉO 1 
Les principales caractéristiques de ce film sont : 

- dimensions : ef = 11,5 um, lf = 600 mm et Lf = 10000 m 
- propriétés mécaniques : Ez = 4,5 GPa, Ee = 5,0 GPa et VZQ = 0,28 
- temps moyen d'échappement d'air (fonction/^,.^) tea = 79 s 

- coefficients de la fonction f èquil '• 0̂ = 0,495 um et PQ = 0,427 MPa 

Les conditions d'enroulement sont : 

- vitesse V = constante pendant l'enroulement (±0,005 m.s-2 au début et à la fin), 
- tension de consigne [CTe]o(r,r) = constante pendant tout l'enroulement, 

- force linéique d'appui Fa = constante pendant tout l'enroulement. 

La tension d'enroulement [CF0]o(r,r) fait l'objet d'une mesure directe. La modélisation reposera sur 

cette mesure et non sur la valeur de la consigne. En pratique, si la consigne est constante et égale à 

10 MPa, on observe que la tension réelle [(?e]o(r>r) a 1& forme suivante : 
15 -p. 

10 

5 

Tension (MPa) 

Longueur du film (m) 
1 1 

0 2000 4000 6000 8000 10000 

Figure III. 2 : évolution de la tension réelle 

On remarque que le niveau moyen de la tension réelle (7 à 9 MPa) est inférieur à la consigne 
(10 MPa). Nous utiliserons bien sûr la valeur réelle mesurée et non pas la consigne. 

Les autres paramètres technologiques sont : 
- rouleau d'appui : Rra = 100 mm, Era = 0,16 MPa et Vra = 0,50 

- mandrin : Rm = 84 mm (intérieur R ^ = 76 mm), Em = 2,5 GPa et Vm = 0,30 

De nombreuses conditions ont été explorées (BoUQUEREL [1992b]) : condition nominale, diminution 

de la force linéique d'appui, diminution de la tension et augmentation de la vitesse. 
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Chaque mesure correspond à la moyenne de 3 à 6 essais distincts. La dispersion est relativement 
faible car tous les essais ont été rigoureusement conduits dans les mêmes conditions. 
D'autre part, nous avons choisi d'écrire les valeurs avec 3 décimales. La dernière est donc 
probablement imprécise, mais nous préférons la laisser pour mieux apprécier les écarts. 

Tableau III. 1 : densité apparente sur le film VlDÈQ 1 

Appui Fa 

(N.nv1) 

1100 

700 

1100 

1100 

Tension [ae]0(r,r) 

(MPa) 

13,2 

13,2 

9,0 

13,2 

Vitesse V 

(m.s-1) 

6,0 

6,0 

6,0 

7,7 

Expérience (prototype) 

Da 

1,369 

1,362 

1,357 

1,356 

ea (um) 

0,218 

0,279 

0,322 

0,331 

Simulation (modèle) 

Da 

1,367 

1,365 

1,359 

1,362 

ea (um) 

0,236 

0,253 

0,305 

0,279 

On retiendra de ce tableau un bon accord global entre les résultats expérimentaux et les prédictions 
du modèle concernant l'épaisseur moyenne de la couche résiduelle d'air. Le plus grand écart entre les 
deux correspond au cas de l'augmentation de vitesse (Àea = 20%) 

Tension résiduelle 
Nous avons mesuré la tension résiduelle [c,0]o(r,Rrf) du film pour deux tensions d'enroulement 
[Oe]o(r,r) de 13,2 MPa et 9,0 MPa en un point voisin de 1 = 8000 m (pour un rouleau de 10000 m) : 

Tableau 111.2 : tension résiduelle sur le film VIDÉO 1 • 

[ae]0(r,r) initial 
(MPa) 

13,2 

9,0 

[Oe]o(r.Rrf) mesurée 
(MPa) 

6,7 

A2_ 

[Ge]0('r,Rrf) calculée 

(MPa) 

4,8 
4,0 

Ces deux prédictions nous semblent en bon accord avec les résultats expérimentaux. On remarquera 
surtout que le fait de trouver une tension résiduelle [de]o(r>Rrf) P'us faible que la tension 
d'enroulement [cre]o(r,r) démontre l'existence de l'échappement de l'air. 

Il semble également que le modèle surestime sensiblement l'échappement de l'air puisque la tension 
résiduelle calculée est systématiquement inférieure à la tension résiduelle mesurée. On observera 
également que le pourcentage de variation de la tension {[CTe]o(r,r) - [CTefoCr.Rrf)} / [(J9]o(r,Rjf) 
reste sensiblement le même dans les deux cas : -35%. 

Déformation du mandrin 
Nous avons mesuré sur des mandrins en carton le diamètre interne moyen avant et après 
l'enroulement. Il y a une dispersion assez importante que l'on peut attribuer à la dispersion due aux 
propriétés mandrin en lui-même et aux erreurs de mesure. 
En moyennant 5 mesures, nous avons obtenu les résultats suivants : 

Tableau III.3 : variation du diamètre du mandrin 

rayon intérieur moyen : 

variation moyenne de ce rayon : 

RmT = 152,4 mm 

ARmT = 0,40 mm 

69 



Chapitre III : validation et exploitation du modèle 

En supposant que le mandrin est un cylindre creux isotrope tel que : 
Em = 2,5 GPa, vm = 0,30, R ^ = 152.4 mm (intérieur) et Rm = 168 mm (extérieur) 

Nous obtenons (voir relation (2.16) du chapitre II et (6.14) de l'annexe VI): 

Wmesuré = Ec ̂  avec Ec = ( 1 . v jV(f+ V | n )Ç» Em * C = R ^ (soit Ec= 250 MPa) 

soit (crr)mesuré = 0,6 MPa 

Le modèle conduit à (c?r)calculé = ^^5 MPa (même valeur de Ec). 
Compte tenu des différentes incertitudes et dispersions sur Em, vm, 0 et À0 sans oublier la 
modélisation isotrope, on remarquera surtout que l'ordre de grandeur est satisfaisant. 

Selon le fabricant du mandrin (GERHARDT [1990, 1992a et 1992b]), Ec est plutôt proche de 500 

MPa. Cela conduirait alors à des valeurs différentes de (CTr)mesuré mais également de (crr)caicuié-

A.3.b.) Film de référence VIDÉO 2 
Les principales caractéristiques de ce film sont : 

- dimensions : ef = 11,5 um, lf = 660 mm ou 1240 mm et Lf = 8500 m ou 7200 m 

- propriétés mécaniques : Ez = 5,1 GPa, EQ = 4,2 GPa et VZQ = 0,28 
- temps moyen d'échappement d'air (fonctiony//ms ) t^ = 59 s 

- coefficients de la fonction f équil '• 0̂ = 0,476 um et PQ = 0,367 MPa 

Les conditions d'enroulement et les autres paramètres technologiques sont ceux du film VIDÉO 1. 

Le principal intérêt de cette série d'essais est de considérer deux largeurs très différentes : 660 et 
1240 mm, donc deux conditions d'échappement d'air très différentes. De très nombreuses conditions 
expérimentales ont été explorées (BoUQUEREL [1992c]). Nous ne retiendrons pour chaque largeur 
que les trois principales configurations : 

lf = 0,660 m : - condition nominale / diminution de la tension / diminution de la tension 
/ diminution de la vitesse, 

lf = 1,240 m : -condition nominale / diminution de la vitesse / diminution de la vitesse 
/ diminution de la force linéique d'appui. 

Nous avons reporté dans le tableau III.4 les résultats. Comme précédemment, il s'agit de valeurs 
moyennes données avec 3 décimales : 

Tableau III. 4 : densité apparente sur le film VlDÊO 2 

Largeur lf 

(m) 

0,660 

0,660 

0,660 

1,240 

1,240 

1,240 

Appui Fa 

(N.nr1) 

1100 

1100 

1100 

1000 

1000 

1600 

Tension [cJe]0(r,r) 

(MPa) 

12,0 

8,5 

8,5 

10,0 

10,0 

10,0 

Vitesse V 

(m.s"1) 

6,8 

6,8 

9,3 

4,2 

7,5 

7,5 

Expérience (prototype) 

D, 

1,380 

1,370 

1,362 

1,376 

1,356 

1,375 

ea (um) 

0,159 

0,266 

0,354 

0,202 

0,420 

0,212 

Simulation (modèle) 

1,378 

1,370 

1,364 

1,375 

1,365 

1,367 

ea (um) 

0,205 

0,268 

0,333 

0,216 

0,318 

0,295 
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On retiendra de ce tableau un très bon accord pour les rouleaux de largeur 660 mm et un bon accord 

pour les rouleaux de largeur 1240 mm. 

En d'autres termes, la modélisation de l'échappement de l'air proposée à l'annexe I.B. et reposant sur 
la fonction f trans est satisfaisante. L'influence de la largeur du rouleau apparaît essentiellement au 
travers du volume d'air piégé, ce qui permet d'extrapoler les conditions du test aux conditions 

réelles. 

A.4.) Illustration sur les découpeuses industrielles 

Introduction 
L'utilisation des résultats expérimentaux issus des découpeuses des lignes industrielles présente un 

certain nombre de limitations : 

- les mesures de densité apparente ne sont pas effectuées systématiquement mais seulement 

pendant les périodes d'essais : les résultats exploitables sont peu nombreux. 

- une découpeuse est constituée de plusieurs unités ayant chacune des caractéristiques 
propres. Il est difficile de dissocier les résultats issus de chaque unité car leurs spécificités sont 
mal connues. L'utilisation des résultats globaux présentera donc une variabilité importante. 

- comme il n'existe pas de mesure directe de la tension réelle d'enroulement, nous ne 
disposons que de la valeur de la consigne. Or nous avons une mauvaise connaissance de la 

relation existant entre la consigne de tension d'enroulement et sa valeur réelle. 

Il faut toutefois envisager ces résultats comme des illustrations de l'utilisation du modèle. En 

particulier, nous ne ferons pas reposer la validation du modèle sur ces résultats industriels. 

Nous continuerons à écrire les valeurs moyennes avec 3 décimales. 

A.4.a.) film VIDÉO 3 
Nous avons choisi une campagne d'essais conduite à tension d'enroulement constante et faisant varier 
la vitesse et la force linéique d'appui. 

- dimensions : ef = 15,6 um, lf = 660 mm et Lf= 8000 m 

- propriétés mécaniques : E2 = 5,1 GPa, Ee = 4,5 GPa et Vze = 0,28 

- temps moyen d'échappement d'air (fonction ftrans ) *ea = ^4 s 
-coefficients de la fonction/*^,-/ : ho = 0,619 um et PQ = 0,272 MPa 

Les conditions de l'enroulement et les autres paramètres technologiques sont ceux du prototype 

d'enroulement. 
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Le tableau III.5 résume les résultats : 
Tableau III. 5 : densité apparente sur le film VIDÉO 3 

Appui Fa 

(N.m-1) 

1070 

1070 

1300 

700 

Vitesse 

V (m.s-1) 

9,2 

6,7 

6,7 

6,7 

Expérience 

Da 

1,350 

1,364 

1,367 

1,355 

ea (um) 

0,520 

0,355 

0,320 

0,461 

Modèle [afi]0(r,r)=8,5MPa 

Da 

1,362 

1,369 

1,370 

1,366 

ea (um) 

0,378 

0,296 

0,285 

0,331 

Modèle [Gft]0(r,r)=7MPa 

Da 

1,357 

1,364 

1,365 

1,362 

ea (um) 

0,437 

0,355 

0,343 

0,378 

En supposant [ae]o(r,r) = 8,2 MPa, on observe que l'épaisseur moyenne des couches résiduelles d'air 

est systématiquement sous-estimée. En revanche, [cJeJo(r,r) = 7,0 MPa (soit un écart de -20%) on 

obtient des résultats beaucoup plus proches de la réalité. Cette valeur de l'écart est en bon accord 

avec les observations du §A.3.a. 

On remarquera également un assez bon ajustement entre l'expérience et la modélisation. Il semble 

toutefois que la sensibilité aux paramètres du procédé est globalement plus faible dans le cas du 

modèle que dans la réalité. 

A.4.b.) Film EMBAL.1 
Cette ligne de production de Rhodia Filmes Nordeste (Cabo, Brésil) est spécialisée dans les films 

polyester destinés aux applications emballage(BOUQUEREL et SEVERO [1991b et 1991c]). 
Ces films sont plus rugueux que ceux destinés à l'enduction magnétique et ne peuvent pas de ce fait 
être soumis au test du "gap d'air" (donc pas de mesure de f équil)- Différentes approches ont été 

développées afin de pallier cette limitation (voir Annexe I.C.). Toutefois, elles n'ont pas encore 

totalement abouti. Afin d'illustrer l'utilisation du modèle avec ces films, nous avons procédé à des 
ajustements numériques à la limite d'une démarche scientifique. 

Il s'agit d'un film de référence EMBAL 1 d'épaisseur 12 um. La longueur du film enroulé est 

de 18000 m. Les paramètres de caractérisation de l'état de surface sont ho = 1,5 um et PQ = 0,6 MPa 
(estimation de la fonction/^j,,/) et tea - 15 s (mesuré) pour la fonction/"^^. 

Le tableau III. 6 résume les résultats obtenus avec quatre séries de conditions différentes : 
Tableau III. 6 : densité apparente sur le EMBAL 1 

Largeur 

If (m) 

2,1 

2,1 

0,53 

0,66 

Appui 

F . (N.m-i) 

850 

700 

600 

700 

Tension 

[CT0]0(r,r)MPa 

6,5 

10,5 

5,0 

6,5 

Vitesse 

V (m.8-1) 

7,5 

6,7 

6,7 

6,7 

Expérience 

Da 

1,28 

1,32 

1,29 

1,31 

ea (um) 

1,08 

0,68 

0,98 

0,78 

Modèle 

Da 

1,303 

1,316 

1,296 

1,303 

ea (um) 

0,85 

0,72 

0,92 

0,85 

Les résultats sont en bon accord entre eux. Cela confirme que l'effet de la largeur a été pris en 

compte de manière satisfaisante. 
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Conclusion 
Nous avons présenté dans ce premier paragraphe des résultats expérimentaux issus du prototype 
d'enroulement et des découpeuses des lignes industrielles. 

La validation du modèle avec ces résultats se heurte à de nombreuses difficultés directement liées 
au manque de moyens de caractérisation du film enroulé. Nous avons privilégié l'épaisseur moyenne 

de la couche résiduelle d'air pour plusieurs raisons : 
-facilité de la mesure, 
- sensibilité aux conditions du procédé et aux propriétés pertinentes du film, 

- conséquence directe de la prise en compte des effets aérodynamiques dans le modèle. 

Les validations ont porté sur les résultats du prototype d'enroulement, ceux issus des machines 
industrielles n'étant présents qu'à titre illustratif. 

Les prédictions du modèle sont en bon accord avec les résultats expérimentaux obtenus sur le 
prototype dans un large domaine de variation des dimensions du rouleau, des propriétés mécaniques 
du film et des conditions d'enroulement. Le bon accord obtenu pour des rouleaux de largeurs 
différentes indique également que la modélisation de l'échappement de l'air et les conditions 
d'extrapolation sont satisfaisantes. 

Nous avons observé que les effets de la force linéique d'appui prédits par le modèle sont plus faibles 
qu'en réalité. GOOD [1992] pense que la force linéique d'appui induit une surtension. Ce phénomène 
n'ayant pas été pris en compte, il pourrait expliquer les écarts. 

L'état des contraintes internes a pu être validé qualitativement sur la base de la tension résiduelle et 
de la contrainte radiale sur le mandrin. Toutefois, l'épaisseur moyenne de la couche résiduelle d'air 
est une grandeur qui dépend au premier ordre des conditions globales de l'enroulement. 

L'épaisseur moyenne de la couche résiduelle dépend directement de l'état des contraintes résiduelles. 
Nous admettrons donc que Y état des contraintes résiduelles prédit par le modèle est validé. 

On remarquera également que ces résultats expérimentaux indiquent que la vitesse, la force linéique 
d'appui, la tension résiduelle et le niveau de rugosité du film ont des effets du même ordre de 

grandeur sur l'épaisseur moyenne et que la tension réelle est effectivement inférieure à la tension 
nominale d'enroulement. 
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B.) Exploitation du modèle 
Introduction 

Nous nous proposons dans ce second paragraphe de simuler avec le modèle diverses configurations 
et d'analyser l'ensemble des résultats obtenus. Nous distinguerons les étapes suivantes : 

—» analyse des profils d'épaisseur de la couche résiduelle d'air ea et d'état des contraintes 
résiduelles ar, GQ, [CTgJoCr.Rrf) et c 2 : §B.l 

-» étude de la sensibilité relative aux différents paramètres du procédé et du film : §B.2. 
—> étude de l'influence de l'évolution des paramètres du procédé pendant l'enroulement : 

croissance ou décroissance de la force linéique d'appui Fa, de la tension [Ge]o(r,r) : §B.3. 

B.1) Analyse de Tétat global du rouleau 

Introduction 
Avant d'aborder de manière détaillée une analyse comparative de l'influence des différents 

paramètres, nous nous proposons d'étudier les profils suivants : 
- épaisseur résiduelle d'air ea, 

- tension résiduelle [c?e]o(r>Rrf), 
- contraintes Gr, a 0 et CJZ, 
- contrainte de cisaillement radial/tangentiel 1^. 

Nous nous intéresserons à l'état global qui résulte de la superposition de la dernière couche de film. 

B.1.a.) Conditions testées 
Il s'agit du film polyester destiné à l'application d'enduction magnétique précédemment étudié : 
VIDÉO 1. Les conditions de l'enroulement sont : 

- vitesse V = 6 m. s-1 avec accélération = 0,005 m. s-2 pendant la phase initiale et la phase terminale, 
- tension réelle [<T0]o(r,r) = 10 MPa, constante pendant l'enroulement, 

- force linéique d'appui Fa = 1000 N.nr1, constante pendant tout l'enroulement. 

Dans ces conditions d'enroulement, la densité apparente Da prédite par le modèle est de 1,365, ce qui 
conduit à une épaisseur moyenne de la couche résiduelle d'air ea de 0,251 um. 

Nous continuerons à donner des résultats avec 3 décimales afin de mieux quantifier les écarts. 
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B.) exploitation du modèle 

B.1 .b.) Profil de l'épaisseur de la couche d'air 
Nous avons reporté sur la figure III.3 le profil de l'épaisseur des couches d'air piégée, résiduelle et 
d'équilibre. La variable utilisée en abscisse est la longueur courante du film ou le rayon du rouleau. 

0.6 T- e (um) > piégée 

0.5 - . 

début 
0.4 -4 

0.1 

s/ 

zone centrale 
résiduelle 

équilibre 

2000 
— I — . 

4000 6000 8000 10000 longueur (m) 

84 120 148 171 192 210 rayon (mm) 
Figure III, 3 : profil de l'épaisseur des couches piégée, résiduelle et d'équilibre 

Nous pouvons globalement distinguer trois zones distinctes dans ces profils : 

—>près du mandrin (0 -» 600 m) 
l'épaisseur des couches piégée et résiduelle augmente assez rapidement : 0,20 -> 0,52 um et 
0,20 -> 0,28 um. Cela traduit la très rapide augmentation de l'épaisseur de la couche d'air 
entraînée associée à la phase d'accélération au démarrage. 

-> la zone principale (600 -> 8000 m) 
l'épaisseur de la couche piégée augmente sensiblement : 0,50 -» 0,55 um. 
l'épaisseur de la couche résiduelle est constante ou décroît sensiblement : 0,28 ->• 0,24 um. 
Il s'agit d'une zone globale d'équilibre où l'air ne s'échappe plus. La valeur moyenne est 
essentiellement gouvernée par la valeur de la contrainte radiale de compression c r et par la 
topographie de surface (fonction/^™,-/ ). 

-> la zone extérieure (8000 -> 10000 m) 
l'épaisseur de la couche résiduelle augmente assez rapidement : 0,24 -» 0,45 um. Deux 
phénomènes dont les effets sont opposés gouvernent l'évolution de l'épaisseur de la couche 
résiduelle dans cette zone : 

- la diminution de la vitesse V implique une réduction de l'épaisseur de la couche entraînée ee 

- la décroissance rapide de la contrainte radiale (Jr (voir ci-après) implique une réduction de 
l'épaisseur de la couche d'air évacuée : Àee 

La différence des deux augmente, ce qui traduit la prépondérance du second effet sur le premier. 
Il s'agit d'une zone instable dans un état hors équilibre car l'air entraîné ne s'est pas encore évacué. 
La "pente" de cette zone <9ea/ôl est d'autant plus élevée que l'air s'échappe rapidement : elle 
caractérise donc directement l'aptitude du film à échapper l'air (fonction/t^s ). 
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Chapitre III : validation et exploitation du modèle 

Afin de mieux illustrer cette zone transitoire, nous avons reporté sur la figure suivante l'évolution de 

l'épaisseur de la couche d'air située à 1 = 5000m (ou r = 165 mm) : 
évolution de | pour l=4000m 

i » / " 
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Figure 111.4 : évolution de l'épaisseur de la couche d'air située à 5000 m 

L'épaisseur de la couche d'air est de 0,50 um au moment de sa superposition (1 = 5000 m et 

r = 165 mm). Elle décroît ensuite assez rapidement pour atteindre sa valeur d'équilibre lorsque 

1 = 8000 m ou r = 200 mm. Elle reste ensuite à peu près stable. 

Nous pouvons donc distinguer deux parties dans le rouleau : le cœur et la croûte extérieure : 

- le cœur correspond à une zone stable : l'air ne s'échappe plus, 

- la croûte extérieure correspond à une zone instable ou l'air s'échappe encore : 

Figure 111.5 : séparation du rouleau en cœur et en croûte extérieure 

L'épaisseur de cette croûte, constante pendant l'enroulement a été ici estimée à 35 mm. Elle dépend 

des conditions globales de l'enroulement et de l'aptitude du film à échapper l'air (fonction/*trans)-

B.1.c.) Profil des contraintes résiduelles 
Nous nous proposons dans ce paragraphe d'étudier le profil général de la tension résiduelle 

[cTe]o(r,RIf) et des quatre contraintes (a r , <3Q, G Z et Xre) dans le rouleau. Elles sont calculées dans 

l'hypothèse des déformations planes et du module radial E r uniforme. 

76 



B.) exploitation du modèle 

Profil de la tension résiduelle 

Nous avons reporté sur la figure III. 6 l'évolution de la tension résiduelle [CJQ]O dans le rouleau : 
10 

0 2000 4000 6000 8000 10000 
Figure III. 6 : profil des tensions initiale [GQ]Q(T,T) et résiduelle [OQloCr.Rjf) 

Rappelons que la tension d'enroulement [Ce]o(r,r) est supposée constante et égale à 10 MPa. L'écart 
entre cette valeur initiale et la tension résiduelle [CTeloCr.Rrf) est associé à l'échappement partiel de 
l'air sous les spires inférieures. Nous pouvons de nouveau globalement distinguer trois zones 
distinctes dans le profil de la tension résiduelle : 

—>près du mandrin : 
[CTe]o(r,Rrf) e s t relativement élevée puis décroît rapidement : 10 —» 2,0 MPa. 
La valeur initiale est exactement égale à la tension d'enroulement car il ne peut y avoir 
d'échappement d'air sous cette première couche de film. Ensuite, l'augmentation du nombre de 
spires inférieures se traduit par une augmentation de l'échappement de l'air, donc une diminution 
de la tension résiduelle. 

On remarquera que la valeur minimale de la tension résiduelle [OelofcRrf) e s t faible par rapport à 
la valeur nominale (seulement 20%), ce qui traduit l'importance de l'échappement de l'air. 

-> dans la zone principale : 

[<^e]o(r'Rrf) augmente sensiblement : 2,0 -» 5,0 MPa. Elle reste toutefois globalement faible par 

rapport à la tension d'enroulement [CTe]o(r>r): 2 0 * 5°0/° ^e celle-ci. 
Nous pouvons remarquer que la courbe de tension résiduelle est relativement dissymétrique : le 
minimum de la tension est très près du mandrin : vers 1000 m. 

La tension résiduelle [cyeJofoRrf) dépend directement de l'échappement de l'air. Or, deux 
phénomènes ont pour effet d'augmenter cet échappement : 

- l'augmentation du nombre des spires inférieures, 
- l'augmentation de Gr, donc l'augmentation du nombre de spires supérieures. 

Le minimum à 1000 m représente donc le meilleur compromis entre ces deux effets. 
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—> dans la zone extérieure : 
la tension résiduelle augmente rapidement : 5,0 -> 10,0 MPa. 
La valeur finale de la tension résiduelle est exactement égale à la tension d'enroulement car il n'y 

pas de compression radiale sur la dernière couche de film. 

Profil de la contrainte radiale 
Nous avons reporté sur la figure III. 7 l'évolution de la contrainte radiale CTr dans le rouleau : 

1 1 1 1 1 ! 1 1 1 1 0 

-0.051-

-0.1 

-0.151 

1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000 

Longueur/m) 

Contrainte radiale (MPa) -0.41 

Figure III. 7 : Profil de la contrainte radiale G r 

Celle-ci est toujours négative : le film est en compression radiale. Nous pouvons de nouveau 
globalement distinguer dans ce profil les trois zones mises en évidence précédemment. 

—>près du mandrin : 

Gr décroît rapidement en valeur absolue : -0,40 -» -0,15 MPa. La valeur initiale est 
principalement gouvernée par les propriétés mécaniques du mandrin et par la tension 
d'enroulement des premières couches. 
La contrainte radiale sur le mandrin n'est donc pas représentative des conditions globales de 
l'enroulement. 

La mesure de Or près du mandrin par quelque moyen que ce soit ne représente donc pas un 

test réellement pertinent. 

—> dans la zone principale : 

a r croît assez sensiblement en valeur absolue : -0,15 -» 0,22 MPa. Cette légère croissance doit 
être rapprochée de la légère croissance de la tension résiduelle dans cette zone. 
On notera essentiellement l'ordre de grandeur de la contrainte radiale Gr : 1,5 à 2,5 fois la 
pression atmosphérique. 

—> dans la zone extérieure : 

a r décroît rapidement jusqu'à zéro. Pour les dernières couches, la contrainte de compression est 

pratiquement proportionnelle au nombre de couches supérieures. 
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B.) exploitation du modèle 

Profil de la contrainte tangentielle 
Nous avons reporté sur la figure III. 8 l'évolution de la contrainte tangentielle CTe dans le rouleau 

6 T 

4 + 

3 

2 

Contrainte tangentielle (MPa) 

Longueur(m) 

1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000 

Figure III.8 : profil de la contrainte tangentielle OQ 

<5Q peut être négative ou positive : le film peut donc être dans un état de compression ou de tension 

tangentielle. 

Nous pouvons de nouveau globalement distinguer trois zones distinctes dans le profil : 

-4 près du mandrin : 

CQ est positive (tension) avec un maximum voisin de 1,5 MPa. Il s'agit de nouveau d'un effet de 
report des propriétés mécaniques du mandrin. 

-> dans la zone principale : 
<3Q est négative (compression) et à peu près contante : -0,24 MPa. 

Il est surtout intéressant de remarquer que l'application d'un état de tension relativement 
important ([cJe]0(r,r) = +10 MPa) se traduit finalement, au cœur du rouleau par un état de 
compression sensible (CTQ = -0,2 MPa). 

—> dans la zone extérieure : 

GQ redevient positive (tension) et croît rapidement : -0,24 -» +5,5 MPa. 

Rappelons que la contrainte tangentielle du film est la somme de la tension résiduelle et de la 
contrainte élastique de compression. Or, cette dernière est nulle pour les spires extérieures : la 
valeur finale de OQ est donc directement reliée à la valeur de la tension d'enroulement du film. 

Profil de la contrainte axiale 
Nous avons reporté sur la figure III.9 l'évolution de la contrainte axiale dans le rouleau. 

Celle-ci est bien sûr établie dans le cadre de l'hypothèse des déformations planes (elle est nulle dans 

le cadre de l'hypothèse des contraintes planes). Gz apparaît alors comme une combinaison linéaire 

des contraintes CTr et GQ - [Ge]o(r>Rrf) (uniquement les composantes élastiques). 
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6000 7000 8000 9000 10000 
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Figure III. 9: profil de la contrainte axiale CJZ 

Celle-ci est toujours négative : le film est donc toujours en compression axiale. 

Comme pour les autres contraintes, nous pouvons distinguer les mêmes zones : 

—>près du mandrin : 

CTZ est très élevée puis décroît rapidement en valeur absolue : -2,70 -> -0,70 MPa. La valeur 
initiale est de nouveau principalement gouvernée par les propriétés mécaniques du mandrin. 

-> dans la zone principale : 
Gz est constante ou croît assez sensiblement en valeur absolue : -0,70 -> -1,20 MPa. 

-> dans la zone extérieure : 
CTZ décroît rapidement en valeur absolue jusqu'à zéro. La contrainte axiale de la dernière couche 
est normalement nulle puisque celle-ci est libre en déplacement. 

Profil de la contrainte de cisaillement radiale/tangentielle 

Nous avons reporté sur la figure III. 10 l'évolution T^ au moment où la longueur de film enroulé est 

de 3000 puis 6000 m. Rappelons en effet que celle-ci est proportionnelle au couple d'enroulement : 
elle est donc nulle après l'enroulement dans tout le rouleau. 
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Figure III. 10: profil de la contrainte de cisaillement radiale/tangentielle XjQ 
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B.) exploitation du modèle 

Elle présente une forme géométrique simple : puissance -2 du rayon du rouleau (§A.2.i. du 
chapitre I). En un point donné, elle augmente au fur et à mesure de l'enroulement. En revanche, sa 
valeur au niveau de la dernière couche de film enroulée décroît au fur et à mesure de l'enroulement. 

B.2.) Sensibilité aux valeurs nominales 

Introduction 
Dans le §B.l, nous avons discuté de Informe globale des différents profils. Nous nous proposons de 
comparer les effets absolus de chacune des quatre principales grandeurs suivantes : 

- le niveau du palier de vitesse V, 
- le niveau de la tension d'enroulement [cre]0(r,r), 

- le niveau de la force linéique d'appui Fa, 
- le niveau moyen de la hauteur des rugosités ho (paramètre de la fonction f èqUil )• 

B.2.a.) Conditions testées 
Nous avons choisi de reprendre le film et les conditions globales de l'enroulement du paragraphe 

précédent (film VIDÉO 1). A partir de ce jeu de paramètres, nous avons construit quatre nouvelles 
conditions définies par un écart sensible autour de chaque valeur nominale : 

Tableau III. 7 : conditions de ta simulation 

Condition 

Nominale 

Augmentation de la 

vitesse V 

Diminution de tension 

d'enroulement [OQ]o(r,r) 

Diminution de la force 

linéique d'appui Fa 

Augmentation de 

rugosité ho 

Vitesse 

V (m. s-1) 

6,0 

7,2 

(+20%) 

6,0 

6,0 

6,0 

Tension 

[c0]o(r,r) (MPa) 

10,0 

10,0 

8,0 

(-20%) 

10,0 

10,0 

Force linéique 

d'appui Fa (N.nr1) 

1000,0 

1000,0 

1000,0 

800,0 

(-20%) 

1000,0 

Rugosité 

hn(um) 

0,500 

0,500 

0,500 

0,500 

0,600 

(+20%) 

B.2.b.) Résultats au milieu du rouleau 
Nous avons reporté sur le tableau III. 8 les valeurs de la densité apparente Da du rouleau et celle de 
l'épaisseur moyenne de la couche résiduelle d'air ea. 
Nous y avons également reporté la valeur de l'épaisseur de la couche résiduelle d'air et celles des 
contraintes résiduelles pour la couche de film située à 4000 m, représentative du milieu du rouleau. 

Nous continuons à écrire les valeurs numériques avec 3 décimales. La dernière est bien sûr 
difficilement représentative, mais elle permet de mieux apprécier les écarts qui sont parfois assez 
faibles. 
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Tableau III. 8 : Résultats moyens et à 4000 m 

Condition 

Nominale 

Augmentation de la 

vitesse V 

Diminution de la 

tension [OQ]o(r,r) 

Diminution de la force 

linéique d'appui Fa 

Augmentation de la 

rugosité ho 

valeurs moyennes 

D a 

1,365 

1,364 

1,361 

1,366 

1,363 

ea 
(um) 

0,249 

0,262 

(+11%) 

0,286 

(+15%) 

0,241 

(+3%) 

0,273 

(+15%) 

résultats à 4000 m 
ea 

(jrni) 

0,234 

0,262 

(+12%) 

0,276 

(+16%) 

0,241 

(+3%) 

0,273 

(+16%) 

[CTe]0(r,Rrf) 

(MPa) 

3,551 

2,779 

(-22%) 

2,453 

(-31%) 

3,365 

(+5%) 

4,062 

(+14%) 

CFr 

(MPa) 

-0,236 

-0,172 

(-27%) 

-0,145 

(-38%) 

-0,221 

(-7%) 

-0,257 

(+9%) 

(MPa) 

-0,243 

-0,206 

(-15%) 

-0,1520 

(-37%) 

-0,231 

(-5%) 

-0,232 

(-2%) 

(MPa) 

-1,166 

0,913 

(-22%) 

-0,793 

(-32%) 

-1,104 

(-5%) 

1,314 

(+13%) 

Nous nous proposons maintenant de discuter ces valeurs et de comparer les différentes courbes 
d'épaisseur résiduelle de la couche d'air et de contraintes résiduelles. 

B.2.c.) Epaisseur de la couche résiduelle d'air 
D'après le tableau III. 7, les variations AV = +20%, A[Ge]o(r,r) = -20% et Aho = +20% induisent une 

augmentation moyenne de 10 à 15% de l'épaisseur moyenne de la couche résiduelle. 

En revanche, AFa = -20% se traduit par une augmentation moins sensible de l'épaisseur moyenne 
(+3%). Rappelons que nous avions observé (§A.) que l'épaisseur prédite présentait de plus faibles 
variations que l'épaisseur réelle en fonction de Fa : cette plus faible variation (3%) peut donc être 
attribuée au manque de sensibilité du modèle actuel à la force linéique d'appui. 

L'augmentation de l'épaisseur résiduelle est un résultat tout à fait cohérent : 

-» si la vitesse V augmente, l'épaisseur de la couche d'air entraînée ee augmente, donc 
l'épaisseur de la couche d'air résiduelle ea augmente, 

-» si la tension [Ge]o(r,r) diminue, l'épaisseur de la couche d'air évacuée Àee diminue, donc 
l'épaisseur de la couche d'air résiduelle ea augmente, 

-» si la force linéique d'appui Fa diminue, l'épaisseur de la couche d'air entraînée ee augmente, 
donc l'épaisseur de la couche d'air résiduelle ea augmente, 

-> si le niveau de rugosité IÎQ augmente, l'épaisseur de la couche d'air d'équilibre (fonction 
f équil ) s e r a Plus élevée, donc l'épaisseur de la couche d'air résiduelle ea sera plus élevée. 

Nous obtenons le même sens de variation de l'épaisseur de la couche résiduelle d'air ea pour : 
- une augmentation de vitesse V, 

- une diminution de la tension d'enroulement [CTe]o(r,r)> 
- une diminution de la force linéique d'appui Fa, 
- une augmentation du niveau de rugosité hg. 
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B.) exploitation du modèle 

La figure III. 11 explicite les différents profils de l'épaisseur de la couche résiduelle d'air ea : 
0,50 T 
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Figure III. 11 : profil de l'épaisseur de la couche résiduelle d'air ea 

L'évolution des différents profils est globalement équivalente. Nous retrouvons les mêmes 
conclusions générales que celles obtenues précédemment pour la couche située au point 4000 m. 
Seules l'augmentation de la vitesse et la diminution de l'appui se traduisent par une plus faible 
épaisseur de la couche d'air des dernières couches. 

B.2.d.) Etat des contraintes résiduelles 

Tension résiduelle 

D'après le tableau III.7, la variation A[GQ]o(r,r) = -20% se traduit par la plus forte baisse de la 
tension résiduelle : -31%. Elle est supérieure à 20% : la tension résiduelle [cj0]o(r,Rrf) diminue 
plus rapidement que la tension d'enroulement [CTg]o(r,r) ; il y a un effet non linéaire. 

La variation ÀV = +20% se traduit également par une diminution importante de la tension résiduelle 
(-22%) que l'on peut attribuer au fait qu'une plus grande quantité d'air entraînée induit une plus 
grande quantité d'air évacuée, donc une plus grande diminution de la tension. 

La diminution de la force linéique d'appui AFa = -20% se traduit par une très légère augmentation de 
la tension résiduelle : +5%. On attribuera cette plus faible augmentation aux mêmes éléments que 
précédemment. La diminution de la force linéique d'appui a deux effets principaux sur les épaisseurs 
des couches d'air entraînée et évacuée : 

—> elle induit une augmentation de la quantité d'air entraînée. Cela doit faciliter 
l'évacuation ultérieure de l'air sous l'action conjuguée de la contrainte radiale de compression et de 
la force linéique d'appui. La tension résiduelle À[CT0]o(r,Rrf) doit donc diminuer. 

—» elle induit une diminution de la quantité d'air évacuée due à la force linéique d'appui, ce 
qui a pour effet d'augmenter la tension résiduelle A[c?e]o(r,Rrf). 

L'augmentation de la tension résiduelle indique que le second effet est prépondérant sur le premier. 
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L'augmentation du niveau moyen des rugosités de Aho = +20% se traduit par une augmentation de la 
tension résiduelle. Cela s'interprète comme pour l'épaisseur de la couche résiduelle d'air par une 
baisse de la quantité d'air évacuée due à une valeur de l'épaisseur d'équilibre de la couche d'air plus 
élevée, 

Il est important de remarquer que cette fois toutes les variations étudiées n'agissent pas dans le même 
sens : // n'y a pas d'équivalence qualitative entre une diminution de la tension et une diminution 

de la force linéique d'appui par exemple. 
Nous obtenons le même sens de variations de la tension résiduelle pour : 

- une augmentation de vitesse V, 

- une diminution de la tension d'enroulement [CTQJofcr), 

- une diminution de la force linéique d'appui Fa, 
- une augmentation du niveau de rugosité h .̂ 

Nous avons reporté sur la figure III. 12 les différents profils de la tension résiduelle [CJ0]o(r,Rrf): 

Longueur(m) 
o-J 1 1 1 1 1 1 1 1 ? M 

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000 

Figure III. 12 : profil de la tension résiduelle [GQ]o(r,Rrf) 

Nous retrouvons globalement les mêmes conclusions que pour la couche située au point 4000 m. 

On remarquera en particulier que la tension résiduelle présente une plus grande uniformité dans la 
zone centrale lorsque la tension est plus faible ou bien lorsque la rugosité est plus importante. 

Les niveaux intial et final de la tension résiduelle restent les mêmes sauf pour A[<7e]o(r,r)= -20%. Ils 

ne dépendent donc que de la tension d'enroulement. 

Contrainte radiale 

D'après le tableau III. 7, les variations AV = +20% et A[(79]0(r,r) = -20% se traduisent par une 
diminution très importante de la contrainte radiale de compression (-27 et -38%) : il y a un effet 

non-linéaire. On peut attribuer cette forte baisse de la contrainte radiale à la forte baisse de la 
tension résiduelle observée au paragraphe précédent. 
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On remarquera que celle-ci n'est pas linéaire (A[Ge]o(r,r) = -22% —» Àar = -27% et 
À[cie]o(r,r) = -31% -» Aar - -38%) : la baisse de a r est plus importante que la baisse de tension 
résiduelle ! Une baisse de la tension d'enroulement de 20% a des effets en termes de contrainte 

radiale deux fois plus important : -37%. Nous retrouvons les mêmes effets non linéaires. 

La variation ÀFa = -20% se traduit par une diminution plus faible de la contrainte radiale a r : -7%. 
On pourrait s'attendre à une augmentation de la contrainte radiale puisque la tension résiduelle est 
plus élevée. En réalité, le fait que l'épaisseur de la couche résiduelle soit plus grande est 
prépondérant. 

En revanche, la variation MIQ = +20% se traduit par une augmentation sensible de la contrainte 
radiale a r : +9%. Ce résultat doit être relié à l'augmentation de la tension résiduelle. 

On remarquera une nouvelle fois la non-équivalence même qualitative entre les variations étudiées. 
Nous obtenons le même sens de variation de la contrainte radiale pour : 

- une augmentation de vitesse V, 
- une diminution de la tension d'enroulement [cye]0(r,r), 

- une diminution de la force linéique d'appui Fa, 
- une augmentation du niveau de rugosité hQ. 

Nous avons reporté sur la figure III. 13 les différents profils de la contrainte radiale de compression : 
H 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

" Conditions nominales 

Vitesse : + 20% Force d'appui : -20% 

Tension : - 20% Rugosité : + 20% 

-o 4&L Contrainte radiale (MPa) 

Figure III. 13 : profil de la contrainte radiale O r 

CTr présente des variations plus faibles dans la zone centrale lorsque la force linéique d'appui ou la 

tension est plus faible. Le niveau sur le mandrin reste identique sauf pour A[ae]o(r,r) = -20% : il ne 

varie qu'avec [(Je]0(r,r). 

Contrainte tangentielle 

D'après le tableau III.7, les trois variations AV = +20%, A[c0]o(r,r) = -20% et AFa = -20% se 

traduisent par une diminution (en valeur absolue) de la contrainte tangentielle. 
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Chapitre III : validation et exploitation du modèle 

Cette diminution est très importante dans le cas de la diminution de tension (-37%) et relativement 
importante dans le cas de l'augmentation de la vitesse (-15%). 
Elle reste faible dans le dernier cas (-5%), probablement toujours pour les mêmes raisons. Ces 
variations doivent être globalement rapprochées de variations déjà observées sur la contrainte 
radiale a r. 

Àho = +20% se traduit également par une baisse sensible de la contrainte tangentielle. 

Nous avons les mêmes sens de variation que pour a r, c'est à dire une équivalence entre : 

- une augmentation de vitesse V, 
- une diminution de la tension [cjQ]o(r,r), 

- une diminution de la force linéique d'appui Fa, 
- une augmentation du niveau de rugosité IIQ. 

Nous avons reporté sur la figure III. 14 les différents profils de la contrainte tangentielle GQ 

5,5-

Contrainte tangentielle (MPa) 

4,5--

3,5 

2,5--

Conditions nominales 

Vitesse : + 20% 

Tension : - 20% 

'S Force d'appui : -20% 

Rugosité : + 20% 

1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000 

Figure III. 14 : profil de la contrainte tangentielle 

Les profils sont semblables sauf pour ÀV = +20% et À[CT0]o(r,r) = -20% où nous avons une courbe 

plus incurvée à la fin avec un niveau de contrainte légèrement plus faible. 

Le niveau plus faible de la contrainte tangentielle pour À[Cg]o(r,r) = -20% à la fin doit être relié au 

plus faible niveau terminal de la tension résiduelle dans ce cas. 

Contrainte axiale 
a z est bien sûr également établie dans le cadre de l'hypothèse des déformations planes et apparaît 
alors comme une combinaison linéaire des autres contraintes élastiques a r et GQ - [cJe]o(r,Rrf) 

Nous avons reporté sur la figure III. 15 les différents profils de cette contrainte axiale <JZ : 
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-0 ,5 - -

-2 ,5 -

-3,0-J-

+ + + 
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 1Ç 

Longueur \ 

Vi tesse:+ 20% 

Tension : - 20% 

Force d'appui : -20% 

Rugosité : + 20% 

Contrainte axiale (MPa) 

Figure III. 15 : profil de la contrainte axiale 

Contrainte de cisaillement 

Nous avons vu que celle-ci ne dépend que de la tension d'enroulement et est directement 
proportionnelle à celle-ci. Elle sera donc identique pour ÀV = + 20%, ÀFa = - 20% et Àh0 = + 20% 
et inférieure de 20% dans le cas A[ae]0(r,r) = -20%. 

B.3.) Sensibilité aux évolutions des paramètres 

Introduction 
Dans le §B.2, nous avons étudié les effets de variation des valeurs nominales des quatre principales 
grandeurs qui gouvernent l'enroulement : vitesse, tension, appui et rugosité. 
Nous nous proposons d'étudier ici les effets d'évoluion pendant l'enroulement de deux grandeurs : 
la force linéique d'appui Fa et la tension d'enroulement [GQ]0(r,r). 

B.3.a.) Conditions testées 
Nous avons repris les conditions de l'enroulement du §A.3.a. (film VIDÉO 1). A partir de ce standard, 

nous avons construit les quatre nouvelles conditions suivantes : 
Tableau 111.9 : conditions de la simulation. 

Loi de variation de [Oe]n(r,r) (MPa) 
(appui Fa = constante = 1000 N.nr1) 

Loi de variation de Fa (N.nr1) 
(tension [CTQ]Q = constante = 10 MPa) 

Tension d'enroulement (MPa) 

11 
10 ~~ 

9-
8 

120U, 

100C-

800--
loi constante (10 MPa) 

. loi décroissante (de 11 à 9 MPa) 

. loi croissante (de 9 à 11 MPa) 

-H 
2000 

—( 
4000 

_ l 
6000 

Longueur(m) 

Force linéique d'appui (N/m) 

8000 10000 2000 

— loi constante (1000 N/m) 

_ _ loi décroissante (de 1200 N/m à 800 N/m) 

. . . loi croissante (de 800 N/m à 1200 N/m) 
, , | Longueur^) 

10000 4000 6000 8000 
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Ces variations de la tension nominale d'enroulement ou de la force linéique d'appui se font autour de 

la valeur nominale : 10 MPa et 1000 N.nr1 afin de ne pas affecter l'état global.. 

Nous avons vu précédemment que les effets dus à la force linéique d'appui sont généralement plus 
faibles. Nous avons donc choisi de simuler de plus fortes variations : +20% contre seulement +10% 
pour la tension d'enroulement. 

B.3.a.) Résultats au milieu du rouleau 

Nous avons reporté sur le tableau III. 10 la valeur de la densité apparente du rouleau et celle de 
l'épaisseur moyenne de la couche résiduelle d'air. 
Nous y avons également reporté la valeur de l'épaisseur de la couche résiduelle d'air et celles des 

contraintes résiduelles pour la couche de film située au point 4000 m, supposée être représentative 

du milieu du rouleau. 
Comme précédemment, nous écrivons les différentes valeurs avec 3 décimales, afin de mieux pouvoir 
apprécier les écarts qui sont parfois assez faibles. 

Remarquons que ce point ne correspond pas au point de symétrie pour lequel tension d'enroulement 

et force linéique d'appui retrouvent leur valeur moyenne. 

Condition 

Nominale 

Force linéique 

d'appui décroissante 

Force linéique 

d'appui croissante 

Tension 

décroissante 

Tension 

croissante 

Tableau 111.10: 

valeurs moyennes 

Da 

1,3654 

1,3654 

1,3653 

1,3654 

1,3653 

ea (um) 

0,249 

0,249 

0,250 

0,249 

0,250 

Résultats moyens et à 4000 n 

résultats à 4000 m 

ea (um) 

0,234 

0,233 

(-0,5%) 

0,236 

(+0,6%) 

0,232 

(-1,2%) 

0,238 

(+1,4%) 

[tfeloO.Rrf) 
(MPa) 

3,551 

3,619 

(+1,9%) 

3,735 

(+5,2%) 

3,748 

(+5,5%) 

3,364 

(-5,3%) 

°r 
(MPa) 

-0,236 

-0,241 

(+1,5%) 

-0,233 

(-1,7%) 

-0,246 

(+3,7%) 

-0,228 

(-3,8%) 

(MPa) 

-0,243 

-0,228 

(-5,2%) 

-0,255 

(+5,7%) 

-0,195 

(-19%) 

-0,245 

(+I80/0) 

(MPa) 

-1,166 

-1,181 

(+1,3%) 

-1,150 

(-1,4%) 

-1,207 

(+3,5%) 

1,127 

(-3,3%) 

Nous nous proposons maintenant de discuter ces valeurs et de comparer les différentes courbes 
d'épaisseur résiduelle de la couche d'air et de contraintes résiduelles. 

B.3.b.) Epaisseur de la couche résiduelle d'air 

D'après le tableau III. 10, les évolutions étudiées se traduisent par des variations globales très faibles 
de l'épaisseur de la couche d'air résiduelle ea. 

Nous avons reporté sur la figure III. 16 les profils de l'épaisseur de la couche résiduelle d'air ea : 
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0,45 T 

0,40 - -

0,35 

0,30 

0,25 . -

0,20 

0,15 

Epaisseur de la couche 
résiduelle d'air (um) 

Conditions nominales 

Appui décroissant 

Appui croissant 

Tension décroissante 

Tension croissante 

H- + 
Longueur(m) 

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000 

Figure 111.16 : profil de l'épaisseur de la couche résiduelle d'air ea 

On remarque que toutes les courbes se rencontrent au voisinage du point central situé à 5000 m, ce 
qui est logique compte tenu les lois d'évolution que nous avons choisies. 

Une tension d'enroulement croissante ou bien une force linéique d'appui croissante se traduisent par 
un profil plus déséquilibré de ea avec plus d'air près du mandrin et moins d'air près des couches 
extérieures. 

Bien que l'évolution de la force linéique d'appui ait été choisie plus importante que celle de la tension 
d'enroulement (±20% contre ±10%), l'intensité de ses effets reste plus faible. 

On notera essentiellement que la décroissance de la tension d'enroulement et dans une moindre 

mesure de la force linéique d'appui se traduisent par un profil plus uniforme dans la partie centrale. 

B.3.c.) Etat des contraintes résiduelles 

Tension résiduelle 

D'après le tableau III. 10, les variations de la tension résiduelle sont plus importantes : ±5%. 
On attribuera cet écart au fait que le point situé à 4000 m n'est pas centré : il correspond à des 
tensions d'enroulement [(Je]o(r,r) différentes : 

-» [cre]o(r = 4000m,r = 4000m) = 10,2 MPa pour la loi décroissante 

-> [OeloO"= 4000m,r = 4000m) = 9,8MPa pour la loi croissante. 

Nous avons reporté sur la figure III. 17 les différents profils de la tension résiduelle [aelofoRtf): 
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10 

9 

8 

7 

jTTension résiduelle (MPa) 

. Conditions nominales 

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000 

Figure III. 17 : profil de la tension résiduelle [CTQJofoRff) 

Nous retrouvons globalement le même point de rencontre, mais sensiblement décalé : vers 5500 m. 
Au maximum (vers 8500 m), l'écart atteint ±11% pour la décroissance ou croissance de la tension 
d'enroulement et ±2,2% pour la décroissance ou croissance de la force linéique d'appui. On retrouve 
de nouveau des différences plus importantes pour les évolutions de la tension d'enroulement que 
pour les évolutions de la force linéique d'appui. 

Une tension d'enroulement croissante implique une plus forte croissance de la tension résiduelle 

[a0]u(r,Rrf) dans la zone centrale. Ce résultat est cohérent. 

La décroissance de la tension d'enroulement et dans une moindre mesure de la force linéique 

d'appui se traduisent par unprofilplus uniforme dans la partie centrale du rouleau. 

Contrainte radiale 
D'après le tableau III. 10, les évolutions étudiées se traduisent par des écarts voisins de 5% au point 
situé à 4000 m Nous avons reporté sur la figure III. 18 les différents profils de la a r : 

H 1 1 1 1 1 1 1 ' — I 

Conditions nominales 

Appui décroissant Appui croissant 

Tension décroissante Tension croissante 

Contrainte radiale (MPa) 

Figure III. 18 : profil de la contrainte radiale 
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Toutes les observations précédentes restent valables. Au maximum (8500m), cet écart atteint 
±11,6% pour la tension d'enroulement et ±1,7% pour la force linéique d'appui. Comme 
précédemment, la décroissance de la tension d'enroulement et dans une moindre mesure de la force 
linéique d'appui se traduisent par un profil plus uniforme dans la partie centrale du rouleau. 

Contrainte tangentielle 

D'après le tableau III. 10, une décroissance de la tension d'enroulement [c?e]rj(r,r) et de la force 
linéique d'appui Fa se traduisent par une diminution de la valeur de la contrainte tangentielle 
Ge : -5,2 et-18%. 

Nous avons reporté sur la figure III. 19 les différents profils de la contrainte tangentielle GQ : 
7 -_. 

6 - -

5 

4 

3 

2 4-

-1 -L 

Contrainte tangentielle (MPa) 

- Conditions nominales 

• Appui décroissant 

Tension décroissante 

Appui croissant 

Tension croissante 

1 .^ 
Longueur(m) 

"'— • .miiiiBii i » M »i « imm wu*ii*wiintii*rtiii'ïj»rî^."Vâ ir:-= :;_.-_ . . — • — 

1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000 

Figure III. 19 : profil de la contrainte tangentielle 

Cette fois, on ne note pas de point de rencontre dans la zone centrale, mais plutôt vers 8500 m. 

Contrainte axiale 

Dans l'hypothèse des déformations planes, Gz n'est qu'une combinaison linéaire de a r et de GQ, avec 
une plus forte dépendance avec <Jr. Nous retrouvons donc toutes les conclusions observées sur ar. 

Comme dans le cas de ar, les courbes se rencontrent vers 5000 m. 

Nous avons reporté sur la figure 111.20 les différents profils de la contrainte axiale az: 

91 



Chapitre III : validation et exploitation du modèle 

-3,5 1 Contrainte axiale (MPa) 
Figure III.20 : profil de la contrainte axiale 

Résumé™ conclusions 
Nous avons étudié dans le §B.2. la sensibilité de l'état global du rouleau aux principales valeurs 
nominales du procédé et du film. Nous avons montré que les quatre principales grandeurs qui 
gouvernent l'enroulement des films : vitesse, tension, appui et rugosité ont des effets du même 

ordre de grandeur. Ce résultat est en accord avec les observations expérimentales. Seul l'appui 
présente des effets moins sensibles, mais ce résultat peut être attribué aux hypothèses du modèle. Il 
n'est donc pas concevable de négliger certains effets, comme l'ont fait tant d'auteurs pour les effets 
aérodynamiques ou la topographie de surface. Ce résultat représente une justification 

supplémentaire de la démarche du modèle global d'enroulement qui a été construit. 
Nous avons également établi une non-équivalence, même qualitative des effets de chaque 
paramètre : une augmentation de tension n'a pas les mêmes effets globaux qu'une diminution 
d'appui... Cela montre qu'il faut agir en même temps sur toutes les grandeurs. Nous avons également 
mis en évidence des effets non-linéaires des principales grandeurs. Des variations mêmes faibles des 
paramètres du procédé peuvent se traduire, en termes d'état de contraintes par des variations 
beaucoup plus importantes : une baisse de tension de 20% induit une chute de la contrainte radiale 
de 40% ! 

Nous avons ensuite étudié dans le §B.3. la sensibilité de l'état global du rouleau aux variations 

pendant Venroulement de deux grandeurs : la force linéique d'appui Fa et la tension d'enroulement 
[Ce]o(r,r). Nous avons de nouveau trouvé que les effets de la variation de la force linéique d'appui 
sont moins importants que ceux de la variation de la tension d'enroulement. Nous avons également 
montré qu'une décroissance de la tension d'enroulement et, dans une moindre mesure de la force 

linéique d'appui se traduisent par des profils d'épaisseur de la couche résiduelle et des contraintes 

résiduelles plus équilibrées. 
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Effets d'écarts 
a la symétrie 
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A.) Répartition latérale de la force d'appui 

Introduction 
L'enroulement du film a été étudié sous certaines conditions de symétrie. Or, pour différentes raisons 
liées aux limitations de l'équipement industriel, ces conditions ne sont pas vérifiées. On sait de 
plus, par expérience, que de tels écarts à la symétrie ont une influence très importante sur 

l'apparition des instabilités d'enroulement, donc sur l'état des contraintes résiduelles. 
On distingue quatre écarts : 

- répartition latérale de la force linéique d'appui, 
-flèche du rouleau de film, 

- irrégularités d'épaisseur du film, 
- défaut deplanéité du film. 

Nous nous proposons d'étudier dans ce chapitre les effets de ces écarts à la symétrie sur l'état des 
contraintes résiduelles : 

^critères 
d'apparition 

des 
istabilités^ 

\s 

Figure IV. 1 : effets d'écarts à la symétrie 

évolution 
. après 

-7 V l'enroulement 
du rouleau. 

A.) Répartition latérale de l'appui 
A.1.) Présentation 

Sous l'action de son propre poids et de la force d'appui exercée par les deux bras à ses extrémités, le 
rouleau d'appui se déforme : 
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ti|TÎ|ii.i.rJ Rouleau d'appui 

Rouleau de film 

—P-
Figure IV. 2 : principe d'application de la force d'appui 

Le profil Fa(z) de la force linéique d'appui n'est pas uniforme dans la largeur mais légèrement incurvé 
avec une valeur plus faible (voire nulle) au centre du rouleau de film et plus élevée sur les bords : 

I Ampl i tude 
Lde ia force 

Figure IV 3 : profil de la force linéique d'appui 

Il est difficile d'exprimer la flèche du rouleau d'appui ou la variation du profil Fa(z) en fonction de la 
force globale d'appui et des différents autres paramètres : dimension et structure du rouleau d'appui, 
interaction avec le rouleau de film ... 
Toutefois, il est envisageable de faire une série de mesures afin de quantifier cette distribution du 
profil en reprenant globalement la procédure présentée au §B. du chapitre I. Le profil de la force 
linéique d'appui Fa(z) sur le rouleau en fonction de la largeur peut être supposé en première 
approximation parabolique et dissymétrique : 

(4.1) Fa(z) = Fg + ff (Fd - Fg) - ̂ ç r 1 (2 Fc - Fd - Fg) 

Avec : 

F^, Fc et Fg = force linéique à droite, au centre et à gauche (N.m-1) 

A.2.) Modélisation 
Les contraintes résiduelles sont calculées dans une tranche de largeur infiniment faible placée au bord 
ou au centre du rouleau. Il s'agit d'études monodintensionnelles dans la direction radiale. Elles ne 
peuvent donc pas intégrer les variations axiales de certains paramètres. 
Deux approches sont toutefois possibles : 

- calcul complet dans les deux conditions extrêmes, 

- calcul complet dans un cas avec variations de paramètres. 

A.2.a.) calcul complet dans les deux conditions extrêmes 
Si la valeur de la force linéique d'appui est comprise entre Fc et Fj, nous pouvons penser que l'état 
du rouleau est intermédiaire entre celui que nous aurions avec une force linéique uniforme égale à Fc 

et celui que nous aurions avec une force linéique uniforme égale à Fd : 
valeur maximale < — profil réel — > valeur minimale 

444YWW444: 
•X-Rouleau'de film!-

V >Ûfc 
• : -Rouleau de film- : ! M- il •'.•'.• Rouleau de filrii: •:-.'•:• I-P: 

Figure IV.4 : première représentation de la variation axiale de la force linéique d'appui 
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Ces deux cas extrêmes sont faciles à simuler avec le modèle. 
Les deux configurations extrêmes d'étude sont parfaitement découplées. Par suite, elles vont 
conduire à des résultats différents concernant la tension résiduelle [C7e]o(r,Rrf), les glissements 
tangentiels ou l'évacuation d'air Àee. Or, il est bien évident qu'il existe un certain couplage entre les 
différentes tranches du rouleau. Dans ce premier cas, aucun couplage n'est pris en compte. 

A.2.b.) Calcul complet dans un cas avec variation de paramètres 
Les propriétés de certains paramètres sont gouvernées par les conditions moyennes de l'enroulement 
alors que d'autres le sont par des caractéristiques locales. 
Si nous nous intéressons aux effets locaux des variations des paramètres, il semble plus judicieux de 
représenter l'état réel par un état moyen. Celui-ci gouvernera l'ensemble de l'évolution du rouleau. 
On rajoute alors un calcul des contraintes locales reposant sur tous les paramètres moyens sauf un : 

profil réel = valeur m o y e n n e 
_ — . . _ + variation loca l e 

> ' wjy 4^4f W sw $ V14^444NW>1A1/J^ . _ - - - - - r , ^ , „ „ . , , „ , J V 
::-::Ko:uie»udefitoi:::::::t|l l:::::-Rbyeaude,fiim:: il 

Figure IV.5 : seconde représentation de la variation axiale de la force linéique d'appui 

Dans le cas présent de la force linéique d'appui parabolique variant entre Fc et F^, cela se traduit par : 
23 2 23 

-> un calcul global à chaque itération basé sur la valeur moyenne feFg+^Fg+^Fd) 

-> un calcul de l'état des contraintes reprenant tous les paramètres (épaisseur des couches d'air...) 

issus du calcul précédent mais avec la force linéique d'appui locale réelle. 

Cette méthode permet d'apprécier les effets des variations locales de la force linéique d'appui. 
Dans ce cas, le couplage axial entre les différentes tranches du rouleau est partiellement pris en 
compte. 

B.) Flèche du rouleau de film 
B.1.) Présentation 

Le rouleau (mandrin+fîlm) est soumis à différentes forces susceptibles de modifier sa cylindricité 
- son propre poids, 
- la pression du rouleau d'appui, 

- le poids du rouleau d'appui. 
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Fores d'appui 

(IfIf f ^ \ il III RfiiiiKimfptTrutWJ / 

Figure IV. 6 : forces affectant la flèche du rouleau 

Estimons l'ordre de grandeur des composantes (linéique) pour un mandrin vide et pour un rouleau de 

1000 m de film soumis à une force d'appui de 500 à 1000 N.nr1 et à une tension de 5,0 à 10 MPa : 

- son propre poids (par unité de longueur) : 

Poids initial = 4 kg.nr1 x 9,81 m.s"2 = 39 N.nr1 

Poids après 1000m = 39 N.nr1 + 1000 m x 12 um x 1395 kg.nr3 x 9,81 m.s-2 = 203 N.nr1 

- la force linéique d'appui (par unité de longueur) : 

Force = 50 à 100 kg.nr1 x 9,81 m.s-2 = 490 à 981 N.nr1 

- la force linéique due à la tension du film (par unité de longueur) : 

Force = 5 à 10 MPa x 12 um = 60 à 120 N.m -1 

L'ordre de grandeur de la force induite par la tension d'enroulement n'est qu'à peine inférieur à celui 

de la force linéique induite par l'appui. Toutefois, nous négligerons son influence parce que l'effet sur 

la flèche d'une force appliquée tangentiellement sur le bord n'est pas explicitement connu. 

L'influence du poids sera également négligée car elle n'atteint un ordre de grandeur respectable qu'à 

partir d'une certaine longueur de film. Le moment d'inertie du rouleau est alors suffisant. Nous ne 

nous intéresserons donc qu'à l'effet de la force linéique d'appui dans le calcul de la flèche du rouleau. 

B.2.) Modélisation 
On peut facilement montrer que la flèche au centre d'un rouleau soumis à une charge répartie 

paraboliquement s'écrit : 

(42) f =7Fg + 61F r + 7Frt,Ll 
KH,ji) 5760 E J 

Avec : 

J = moment d'inertie du rouleau, défini par J = j * ( R ^ 4 - Rjnt
4) 

Le rouleau est constitué de deux cylindres coaxiaux encastrés (le mandrin et les couches de film). Il 

faut remplacer dans la formule précédente le produit E J par la somme des termes : 

E J = E m J m + Ef Jf 

Avec : 

E m = module du mandrin (supposé isotrope) Ef = module des couches de film 
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B.) flèche du rouleau d'appui 

M = 

Jm = moment d'inertie du mandrin (expression de J avec Rint
=RmI e t Rexf^m) 

Jf = moment d'inertie des couches de film (expression de J avec Rint
=Rm e t ^ext=^-rf) 

Rf = rayon du rouleau défini par : 

(4.3) R^.R^+kfelal 

Lf = longueur enroulée (m) 

En résistance des matériaux, le moment fléchissant est calculé en intégrant sur la section le produit 

du module de YOUNG par y2 : 

| ^ d S = ( ^ d S + l ^ d S 
J P J Pi J P2 
S Si S2 

Le moment d'inertie des couches de film, initialement nul (pas de film) augmente au cours de 
l'enroulement. Il en résulte donc que la flèche globale du rouleau (mandrin+film), égale à celle du 
mandrin au début de l'enroulement, diminue au cours de l'enroulement. 

B.3) Exemple d'utilisation 
Considérons un rouleau de largeur lj comportant une longueur Lf de film soumis à une charge 
répartie soit uniformément soit paraboliquement. Calculons la longueur de film nécessaire pour que 
ce rouleau ait la même flèche qu'un mandrin de largeur plus petite 12 soumis aux mêmes conditions 
d'appui par unité de longueur. D'après la formule précédente, cela correspond à l'égalité des deux 
expressions suivantes : 

h4. liL. _. T _ Im r JK4 1 vi 
EmJm+E fJ f E m J m

= > Jf E f l t y - ^ J 

Ensuite, à l'aide des relations reliant d'une part le moment J au rayon (10.4) et d'autre part le rayon à 
la longueur de film, il est possible de calculer la longueur de film Lf nécessaire pour satisfaire 

l'équation précédente. 

Application numérique : 
Em = 1,5 GPa Rm = 90 mm R ^ = 76,5 mm (rayon interne du mandrin) 

ef+ea=12,5um li=2000 mm l2=1000mm 

Nous trouvons Jm = 2,46 10"4 m4, Jf = 1,11 10"4 m4, Rrf = 120 mm et Lf = 1580 m 

B.4.) Utilisation dans le modèle d'enroulement 
Nous venons de présenter un calcul montrant l'influence de la flèche au début de l'enroulement. 
L'introduction dans le modèle se heurte aux mêmes limitations que celles observées précédemment. 
Il sera possible de procéder de la même manière : 

- calcul complet dans les deux conditions extrêmes, 

- calcul complet dans un cas avec variation de paramètres. 
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Chapitre IV : effets d'écarts à la symétrie 

C.) Irrégularités d'épaisseur 
C.1.) Présentation 

Le film présente des irrégularités d'épaisseur dans le sens longitudinal et dans le sens transversal ou 
axial dont l'importance relative (2%) apparaît faible mais représente malgré tout un challenge 
technologique difficile : 2% correspond à un écart de 0,2 fini pour un film d'épaisseur 10 fim produit 
dans une largeur de quelques m et à une vitesse de plusieurs nus-1 ! 
Les irrégularités longitudinales d'épaisseur ont des périodes variables qui ne correspondent pas 
exactement à l'échelle du rouleau (périmètre), interdisant un effet cumulatif d'une spire sur l'autre. De 
telles irrégularités ne sont donc pas néfastes sur l'enroulement. En revanche, dans le sens tranversal 
ou axial, le film peut présenter un profil d'épaisseur stable au cours du temps mais irrégulier : 

Figure IV. 7 : irrégularité axiale d'épaisseur 

Il y a donc un effet cumulatif : les sous-épaisseurs se superposent les unes sur les autres. Afin de 
diminuer les effets préjudiciables des variations du profil d'épaisseur, on impose une oscillation 
latérale au film avant son enroulement ("brouillage"). Toutefois, seuls les effets des irrégularités 
d'épaisseur très localisées sont réduits. Si la variation d'épaisseur est beaucoup plus étalée, 
l'oscillation latérale ne permettra pas de neutraliser son effet. C'est dans ce cadre que nous nous 
plaçons. 

C.2.) Modélisation 
La prise en compte dans le modèle de cette irrégularité axiale du profil d'épaisseur se heurte aux 
mêmes limitations que pour les autres irrégularités axiales : 

Figure 1V.8 : modélisation d'une irrégularité axiale d'épaisseur 
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C.) irrégularité d'épaisseur 

Soit une couche de film d'épaisseur [ef + Aef] et une couche d'air d'épaisseur [ea - Aef] où Àef est 

l'écart local d'épaisseur (négatif en cas de sous-épaisseur). 

L'introduction de cette variation axiale dans le modèle se fera en reprenant le même schéma de calcul 

que celui présenté aux §A.2.a. et §A.2.b. Toutefois, nous privilégierons plutôt la seconde approche : 
-> calcul global avec les valeurs ef et ea gouvernant l'évolution des paramètres moyens 

(tension, glissement, entraînement et évacuation d'air, contraintes résiduelles moyennes...), 
-> calcul local avec les valeurs ef + Aef et ea-Aef (contraintes résiduelles locales). 

Ensuite la comparaison des contraintes résiduelles moyennes (ar, GQ et G7)n0im et locales (c?r, GQ et 
az)sous-ép permet d'apprécier l'influence de Aef. 

L'application numérique suivante permet de bien illustrer la très grande influence sur l'état des 

contraintes résiduelles d'une irrégularité d'épaisseur. Utilisons la formule du module radial d'YouNG 
pour le film de référence VIDÉO 2 : 

Tableau IV. 1 : variation du module radial et de la pression avec l'épaisseur de la couche d'air 

efl (um) 

0,21 

0,26 

0,31 

Er (MPa) 

41 

25 

15 

P ou -CTr (MPa) 

0,49 

0,27 

0,13 

Une variation relative de Aef = -0,05 p.m (0,5% de l'épaisseur nominale de 10 p,m) induit une 
variation de -40% ! du module radial et de -50% de la contrainte radiale. 

On comprend ainsi la nécessité de maîtriser le procédé de fabrication des films minces de polyester et 
deles prendre en considération dans le modèle. 

Remarques : 
-1. Dans toute cette étude, la largeur de la zone de sous-épaisseur n'apparait pas. Cela est dû au 
fait que nous ne prenons pas en compte le possible fléchissement du film dans cette zone. 

-2. On peut également signaler une étude originale due à Z. HAKIEL et K. COLE [1992], 

Les auteurs s'intéressent à Veffet cumulatif des variations axiales d'épaisseur en calculant le 
profil du rayon du rouleau R^z) en fonction du profil des sous-épaisseurs. HAKIEL et COLE en 
déduisent ensuite l'écart des contraintes radiale et tangentielle entre les différentes zones de sur 

et sous-épaisseur. 

Le profil de la contrainte radiale a été validé en utilisant un mandrin instrumenté. 

Il ne s'agit pas réellement d'un calcul des contraintes résiduelles mais plutôt d'une estimation des 
surcontraintes locales. A ce titre, il s'agit d'un complément intéressant. En revanche, le modèle 
d'HÀKIEL et COLE [1992] apparaît comme un passage obligé si on s'intéresse à la corrélation 

entre le profil des duretés ou des modules des couches externes du rouleau et le profil des 
sous-épaisseurs du film. 
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Chapitre IV : effets d'écarts à la symétrie 

D.1) Présentation 
Le film peut présenter un défaut de géométrie particulier : il n'est plus plan mais présente une forme 
de cuvette. Si le film est découpé dans le sens longitudinal en bandes, nous observons une 
distribution des longueurs L(z). Ce défaut est donc communément appelé "surlongueur" : 

Figure IV. 9 : défaut de planéité du film 

D.2.) Modélisation 
Nous allons assimiler le film à une distribution de bandes de largeur dz et de longueur L(z). Ces 
bandes ne seront soumises qu'à des forces tangentielles. Cette représentation néglige les effets 
transversaux, c'est à dire l'interaction entre deux bandes contiguës, ce qui est licite si le gradient 
dL/dz reste faible (les surlongueurs maximales entre le bord et le centre sont d'environ 0,3%). 
Dans le cadre de cette approximation, chaque bande n'est soumise qu'à une contrainte longitudinale, 
liée à la déformation longitudinale 8(z) par la loi de HOOKE : 

(4.4) E(z) L ( z ) E Q ( Z ) 

Avec : 
[OQ]O(Z) = tension réelle de la bande (Pa) EQ = module longitudinal de la bande (Pa) 

La tension n'est appliquée au film que globalement, ce qui conduit à la relation intégrale : 

z=lrf 

(4.5) <[CTe]0>eflf= /ef[ae]0(z)6(z)dz 
z=0 

Une telle relation ne garantit pas que [CTe]n(z) soit constant dans le sens de la largeur. Considérons 
deux bandes de longueur à l'équilibre L(zj) et Lfo) et soumise à une contrainte moyenne 
<[cre]o>- 0 ° observe que, si ces deux bandes se trouvent en même temps sous tension, les deux 
longueurs déformées sont égales : 
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D.) défauts de planéité 

Equilibre 
lljiiiiiiiiijjjjiiiiiijijjiiut^jiiijjiiiji 

:U(lte siii 
direction longitudinale 

Force globale F 

<MI 
F^iiJl lJj i i i l i i i i i iJi i l l l l l lPail iJJl i i i! i l i i& 

Figure IV. 10 : défaut de planéité 

Ce qui conduit à la relation complémentaire : 

(4.6) L(Zl) + AL(Zl) = L(z2) + AL(z2) 

Deux bandes de longueurs différentes sont soumises à des tensions différentes. Il en résulte que les 

parties de plus faible longueur initiale L(z) -généralement les bords- présenteront un déplacement 

ÀL(z) plus grand, une déformation e(z) plus grande et une tension résiduelle [<3Q\Q(Z) plus grande. 

Deux cas sont à distinguer : 

—> la contrainte globale <[<3Q\Q> appliquée est très faible 

En fait, elle doit être telle que le déplacement élastique ÀL(z) des bandes de faible longueur L(z) 

soit inférieur à la surlongueur maximale L(zj)-L(z2). Dans ce cas, le film présentera encore des 

surlongueurs apparentes (mais plus faibles). De plus, seules les régions de faible longueur initiale 

seront déformées donc sous tension. La valeur limite de la contrainte globale <[cj0]o> est fonction 

du profil L(z) et du module tangentiel du film EQ, Cela signifie, entre autres que la région centrale 

du film sera enroulée sans tension alors que les régions latérales seront enroulées avec tension. On 

comprend très bien que de telles variations se traduisent par l'apparition d'instabilité 

d'enroulement. 

—> la contrainte globale <[(J0]O> appliquée est plus grande 

Toutes les régions du film sont sous tension et présentent une déformation. Le film ainsi tendu est 

alors parfaitement plan, c'est à dire que la longueur réelle (déformée) est la même dans toute la 

largeur du film. En revanche, la tension réelle [cie]o(z) présente une certaine distribution et n'est 

pas égale en tout point de la largeur. 

A partir de ces considérations, pour un profil donné de surlongueurs, deux questions se posent : 

-> quelle est la valeur minimale de la tension globale supprimant les défauts de planéité 

apparents du film tendu ? 

Représentons le profil des surlongueurs de la manière suivante : 
/h L o n g u e u r 

Figure IV 11 : représentation du profil des surlongueurs 
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Chapitre IV : effets d'écarts à la symétrie 

Nous avons trouvé la valeur limite de la tension suivante (annexe VII) : 

(4.7) {[oe]o},*ï 

iplication numérique : 

EG * 4,5 GPa 

Lo E e 

"H1 «0,2% 1 ~3 

Nous trouvons {[cre]o}s = 3,0 MPa. Cet ordre de grandeur de la tension seuil est à peine 
inférieur à la tension nominale d'enroulement. 

—» quel est l'écart de tension réel entre deux régions différentes ? 

A partir des relations précédentes, nous pouvons quantifier la différence de tension existant entre 
deux régions de longueurs à l'équilibre L(zj) et L(z2). Si les régions ont le même module 
tangentiel EQ, cette différence s'écrit : 

(4.10) [CTelofeO - [oelofe) = L ^ ' z
L ( Z l ) E6 

Application numérique : 
L(z2) - L(Zl) = 0,01% * L(Zl) Ee = 4,5 GPa [oe]0(zi) - [a9]0(z2) = 4,5 MPa 

L'écart de tension entre les régions de sous-longueur et de surlongueur est donc de l'ordre de 
grandeur de la tension nominale de l'enroulement [CTQ]0. 

Nous trouvons un ordre de grandeur de la tension comparable à la tension d'enroulement du film. 
Cela illustre bien les conséquences désastreuses sur l'aspect du rouleau d'un défaut de planéité 
excessif du film. On comprend ainsi toute la nécessité de prendre en considération de tels écarts à la 
symétrie ainsi que la nécessité de maîtriser le procédé de fabrication des films minces de polyester. 

Conclusion 
Dans ce chapitre, nous avons étudié les effets de quatre types d'écarts à la symétrie axiale du film. 
Quelques calculs d'ordre de grandeur ont montré toute l'importance de ces écarts à la symétrie. 
La prise en compte de ces variations axiales se heurte au caractère monodimensionnel du modèle. Il 
est toutefois possible d'estimer ces effets de deux manières : 

- la première repose sur un calcul de sensibilté à la valeur nominale de ces paramètres, 

- la seconde consiste à mener parallèlement deux calculs dont l'un gouverne l'évolution des 

principales grandeurs globales du problème et l'autre gouverne l'évolution d'une grandeur 

locale. 
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Introduction et restrictions 

Introduction et restrictions 
Nous sommes actuellement en mesure de prévoir l'état des contraintes résiduelles dans le rouleau de 
film. Il y a maintenant lieu de s'intéresser à l'apparition des instabilités d'enroulement, c'est à dire de 
connaître la réponse du film à la sollicitation que représente son enroulement : 

A 

superposition 
^ l d'une 

^ wr chaque nouvelle superposition jpen 

Figure V. 1 : critères d'apparition des instabilités d'enroulement 

A la différence du modèle de calcul des contraintes résiduelles, les critères d'apparition des 
instabilités d'enroulement n'ont pas fait l'objet de réelles confrontations avec l'expérience. 

Pour cette raison, il faut les envisager essentiellement à titre de réflexion théorique. 

On distingue globalement deux grandes familles d'instabilité d'enroulement : 
- glissement du film sur lui-même, 
- micro-flambage du film. 

Dans ces deux phénomènes typiques d'instabilité, le contact film-film joue un rôle très important. 
Nous nous proposons donc d'étudier en détail la nature de ce contact dans le premier paragraphe. 
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Chapitre V : les instabilités d'enroulement 

A.) Le contact film/film 
A.1.) Interface film/film 

Les différentes couches de film sont en contact les unes sur les autres dans les conditions suivantes : 
- l'épaisseur de la couche d'air entraînée est de l'ordre de grandeur de la hauteur des rugosités, 
- la contrainte radiale varie entre quelques centaines et quelques millions de Pascal, 
- les couches sont soumises à une contrainte de cisaillement T^ ou X^.. 

Il est tout à fait possible qu'il n'y ait pas adhérence parfaite entre les deux couches de film mais 
glissement à l'interface. La compréhension de ce cisaillement interfacial soulève un grand nombre 
de difficultés théoriques liées entre autres à l'influence des forces moléculaires à courtes distances. 
Toutefois, nous représenterons le contact film/film par l'intermédiaire de la classique loi de 
COULOMB. Celle-ci est généralement formulée de manière globale en faisant appel aux forces F n et 
F t. Nous lui préférons ici sa formulation locale en termes de contrainte radiale et de cisaillement 
radial/tangentiel (DUVAUT [1980]) : 

1 1 1 i r 11 • • • • • 

Figure V. 1 : contact film-film. 

« n U I ^ U l JTrôl <^s* |CTrNu0 = O 
(5.1) lirfl <u s | a r | avec i, . . , . 

UTre| = Ms * l^rl = > 3 A / u e = A* |crr| 
Avec : 

XJQ = contrainte de cisaillement radial-tangentiel (Pa) a r = contrainte radiale (Pa) 
us = coefficient de frottement statique (sans unité) UQ = glissement à l'interface 

(la formulation est identique pour le cisaillement radial-axial %„) 

Les conditions du glissement (caractérisation de A) ne nous intéressent pas ici. Le problème se 
ramène alors à la connaissance de \xs. Différentes études ont été menées par P. CORSI et D. GERWIG 
[1986] afin de préciser sa valeur et ses variations éventuelles. A partir de mesures sur une large 
gamme de topographie de surface et de pression, ils ont obtenu les résultats empiriques suivants : -
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A.) le contact film/film 

- influence de la topographie de surface à faible pression 
La pression est celle du test de DAVENPORT (P D = 4400 Pa).Le coefficient de frottement est lié 
linéairement au nombre d'aspérités en contact et à l'aire de contact par une relation du type : 

us = 0,40 + Npp * 0,003 = 0,40 + \ * 0,6 

Avec : 
Npp = nombre de pics porteurs (0 à 500) Aç = pourcentage d'aire de contact (0 à 1,5%) 

Dans ces conditions, le coefficient us varie alors entre 0,40 et 0,60. 

- influence de la pression (entre 0,004 et 1 MPa) 

Le coefficient de frottement décroît assez rapidement : 
Tableau V. 1 : variation du coefficient de frottement avec la pression 

Pression P (MPa) 

Coefficient de frottement us 

0,0044 

0,032 

0,028 

0,26 

0,11 

0,21 

0,44 

0,11 

0,99 
0,07 

Cette décroissance de us s'explique par le fait que la contrainte de cisaillement augmente moins 
rapidement que la pression totale. CORSI et GERWIG [1986] modélisent cette décroissance par des 
lois empiriques du type : 

1 
Us 

P i - I 0,40 + Npp * 0,003 * [ | k ] 3 • [ £ - ] " 3 
PP DJ 

(5.2) 

Avec : 
PD = Pression de DAVENPORT ND = nombre de pics porteurs sous cette pression PD 

Il est possible de donner une base physique à cette formulation et plus particulièrement aux 
exposants j et - f à partir de considérations de théorie élastique des plaques (fléchissement du film 

entre les aspérités) et de théorie de HERTZ. On retrouve la même valeur que précédemment dans les 
conditions de DAVENPORT : pression P = PD et nombre d'aspérités en contact N = ND. 

A.2.) Possible effet dynamique : glissement 

A.2.a.) Glissement tangentiel 
La tension d'enroulement est appliquée au rouleau sous la forme d'un couple. Ce couple induit un 

cisaillement radial-tangentiel important : 

Figure V.3 cisaillement radial/tangentiel 
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Chapitre V : les instabilités d'enroulement 

On comprend que dans ces conditions, le film soit susceptible de glisser tangentiellement. La 
principale difficulté de cette étude concerne le fait que : 

- l'épaisseur de la couche d'air entraînée est proche de la hauteur des rugosités, 
- la contrainte radiale de compression est très faible dans cette zone. 

Nous avons déjà abordé l'étude du glissement dans le calcul du champ des contraintes résiduelles 
(§C. et §D.). Deux cas limites ont été distingués : 

-l'épaisseur de la couche d'air est suffisamment grande 
Il n'y a pas de rugosités en contact. Ce sont les conditions d'un "aéroplanning". 

- l'épaisseur de la couche d'air est suffisamment faible 
Quelques rugosités sont en contact. Le frottement à l'interface peut être représenté par le modèle 
précédent. Sous ces hypothèses, il est possible de définir le seuil de glissement avec le critère : 

^r 
î ^ et a r sont calculés dans le modèle et us peut être déduit des résultats du §A 

Remarquons que T̂ Q et a r résultent de deux calculs différents. Il est donc possible que 1x̂ 1 soit 

plus importante que le produit us |crr|. Cela traduirait simplement le fait que le glissement n'a pas 

été pris en compte. 

Nous supposerons que la valeur limite entre ces ces deux cas correspond à ea = SRZ et proposons 
donc le critère suivant d'apparition du glissement tangentiel : 

^ea "Z SRZ => glissement tangentiel 
c 

i T ^ i 

> us => glissement tangentiel 
(5.3) 

ea<SRz 

M l 

Irai < us =>pas de glissement tangentiel 

Le glissement tangentiel peut induire plusieurs types d'instabilité d'enroulement : 
- si le glissement est généralisé sur toute la largeur du rouleau, aucun défaut ne devrait être induit. 

- si le glissement ne peut avoit lieu en certains points du rouleau, le glissement localisé induira des 
plissements plus ou moins locaux. L'absence de glissement tangentiel en un point pourra être due 
à la présence d'une aspérité plus haute que les autres ou bien à une poussière. 

A.2.b.) Glissement axial 
Pour les mêmes raisons que précédemment, le film enroulé est susceptible de glisser axialement. 
Toutefois, au même titre que les autres variations axiales, le cisaillement radial/axial n'est pas calculé 
dans le modèle. De toutes façons, pour des raisons de symétrie, le cisaillement axial doit être 
globalement nul, ce qui exclut théoriquement le risque de glissement global axial. En réalité, il faut 
chercher l'origine du risque de glissement axial dans les aspects technologiques : pression d'appui, 
couple d'enroulement déséquilibré ... : 
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A.) le contact film/film 

Figure V.4 : glissement axial du film 

BALHI [1987] a essayé de calculer le cisaillement Xn dû à un écart de tension [ae]0(z) entre les deux 
bords du rouleau. Il a ainsi repris le modèle de CONNOLLY et WINARSKI [1984] avec les hypothèses 
complémentaires suivantes : 

-1. introduction de xrz dans les équations différentielles d'équilibre 
-2. ar, GQ, <3Z et xn ont des dépendances découplées en r et de z : Gr (r,z) = / r(r) * gr(z). 

-3. 8Z = 0 (déformations planes) 
-4. [C"e]o présente de plus une dépendance linéaire en z 

Sous cet ensemble d'hypothèses restrictives, BALHI [1987] a abouti à une équation différentielle 
similaire (EULER du deuxième ordre) puis à une formulation des trois contraintes et du cisaillement 
r-z. Il retrouve bien sûr le cas classique lorsque [(JQ]0 est uniforme dans la largeur. En fait, nous 
pensons que l'origine de ce cisaillement est externe et qu'un calcul de x^ à partir de [GQ]O(Z) ne fait 
que déplacer le problème : il faut alors préciser [CQ]O(Z). 

Nous pouvons également signaler l'étude de HEINRICH, CONNOLLY et BHUSHAN [1986] qui repose 
sur une résolution de l'équation différentielle d'équilibre des contraintes en deux dimensions (r,z) 
grâce à une technique d'éléments finis. Ils se sont intéressés au champ des contraintes (or, CTQ, CTZ et 
Xĵ ) induits par un profil de déformation sinusoïdale imposé à la base du mandrin. Cette étude ne 
concerne pas directement notre problème. En revanche, il semble clair que plus l'épaisseur de la 
couche d'air est importante, plus le risque de glissement axial est élevé. C'est en particulier le cas 
lorsque l'épaisseur de la couche d'air entraînée devient supérieure à la hauteur moyenne des plus 
grands pics (SR^. Or, cette épaisseur est en partie gouvernée par la force linéique d'appui Fa. On 
accorde de ce fait une très grande importance à l'ordre de grandeur de cette force. 

Conclusion 
L'analyse des conditions critiques qui conduisent à l'apparition du glissement tangentiel ou axial 
soulève de nombreuses difficultés liées à la méconnaissance de la nature du contact film/film dans 

ces conditions limites d'aéro-planning et à l'interaction avec les conditions technologiques. 

Nous avons proposé un critère reposant essentiellement sur la valeur de l'épaisseur de la couche 

d'air entraînée : si celle-ci est plus élevée que le niveau moyen des rugosités, le risque de glissement 
devient très important. Il nous semble difficile d'aller au-delà de ce critère dans ce cas particulier. 
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Chapitre V : critères d'apparition des instabilités d'enroulement 

m I XemSâ* S I \Wj>\ V/°"" I I C l I I I hj Ol KÀ \ ^ 

Introduction 
Pendant ou après l'enroulement, on observe assez fréquemment l'apparition d'une instabilité 
d'enroulement qui se traduit par un défaut d'aspect sous la forme d'ondulations périodiques du film 
dans la direction axiale ou tangentielle : 

Figure V,5 : défaut classique d'un rouleau de film mince 

Ces instabilités d'enroulement s'interprètent en termes de micro-flambage local des couches de film. 

B.1.) Le micro-flambage 

B.1.a.) Spire isolée : modèle CTEULER 
Le micro-flambage des matériaux a fait l'objet de nombreuses études. On distingue tout d'abord le 
premier modèle développé par EULER [1827]. Considérons une plaque isotrope libre en déplacement 
et soumise à une contrainte de compression dans son plan. 

Lorsque la contrainte de compression excède une valeur critique, on observe une déformation de 
grande amplitude dans la direction perpendiculaire : c'est le micro-flambage : 

Figure V.6 : micro-flambage 

La première formulation théorique de a c a été obtenue par EULER [1827] : 

(5.4) acE = .T2-f^E 

Avec : 

ef = épaisseur de la plaque (m) lj = demi-période (m) 
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B.) le micro-flambage 

E = module d'YouNG (Pa) 

Application numérique : 
ef = 14.5 um 1̂  = 5 mm (demi-période moyenne observée) 

E = 5,0 GPa 
Nous trouvons acE = - 34 kPa. Cette valeur est extrêmement faible : c'est la contrainte nécessaire 
pour comprimer de 5 um une feuille de module E = 5 GPa et de longueur L = 1 m. 
Cela signifie qu'une couche de film isolée flambe pratiquement systématiquement. 

B.1.b.) empilement de spires : micro-flambage réel 
La contrainte d'EuLER CCE correspond au micro-flambage d'une unique plaque totalement libre dans 
la direction de micro-flambage. Or, celui du film dans le rouleau est beaucoup plus complexe : 

- le rouleau présente une structure feuilletée avec des milliers de couches superposées, 
- une contrainte radiale est exercée perpendiculairement sur les spires. 

Figure V. 7 : micro-flambage d'un paquet de spires 

On peut y voir une certaine analogie avec le micro-flambage des feuilles d'un livre soumis à 

différentes forces de compression perpendiculaire. 

Ces particularités ont trois conséquences qui ne sont pas considérées dans le modèle d'EULER : 
—» il y a des limitations dans la direction de micro-flambage, 
—» les conditions à l'interface sont complexe : il peut y avoir glissement interfacial, 

—> la structure composite induit une très forte anisotropie des propriétés mécaniques. 
Ajoutons que, pour une raison qui reste à préciser, la demi-période de micro-flambage semble 

constante : 3 à 7 mm. 

La compréhension de ce micro-flambage apparaît donc comme un problème théorique très 
complexe. 

Nous n'avons pas trouvé de publication traitant de manière satisfaisante du micro-flambage d'un 
rouleau de film polyester. En revanche, nous proposons d'engager une réflexion théorique à partir de 
deux études reposant sur la prise en considération de chacun des aspects précédents (le glissement 
interfacial et l'anisotropie) : 

—» glissement interfacial : micro-flambage d'un empilement de films : JARRY [1981]. 
La mise en équation est incorrecte mais les idées sont intéressantes et peuvent faire l'objet d'une 
réflexion théorique. 

-» anisotropie : micro-flambage d'un composite fibres/matrice : POTIER-FERRY [1992]. ' 
Il existe de nombreuses analogies entre le micro-flambage de ces composites et celui du film. 
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Nous essaierons ensuite de voir dans quelle mesure il est possible de transposer ces approches au cas 
du micro-flambage des films. 

B.1.c.) Caractérisation du glissement interfacial 
Cette approche a été développée à RHÔNE-POULENC FILMS : JARRY [1981]. 

B.1.C.1.) Approche du problème 
Considérons par exemple le micro-flambage de deux couches de film superposées l'une sur l'autre. 
Deux cas de figures peuvent se présenter : 

—> il n'y a pas de glissement interfacial 
Les deux couches de film restent solidaires et flambent ensemble. Elles se comportent comme une 
unique couche d'épaisseur double (figure V.8.a.). La contrainte critique est alors obtenue à partir 
de la formule d'EuLER en considérant que l'épaisseur est double : 2 ef. 

-^ily a glissement interfacial 

Les deux couches de film sont dissociées et flambent séparément. Elles se comportent comme 
deux couches d'épaisseur simple (figure V.8.b.). La contrainte critique est alors obtenue à partir 
de la formule d'EULER en considérant que l'épaisseur est simple : ef. 

J Pas de glissement 

Figures V.8.a et b. : hypothèse du non-glissement ou du glissement interfacial 

La contrainte critique CTCE est proportionnelle au carré de l'épaisseur de la feuille. Elle est donc 

quatre fois plus grande dans le premier cas que dans le second cas. 

Le calcul de la contrainte critique se réduit ainsi au calcul du nombre de couches susceptibles de 
flamber ensemble sans glissement. 

B.l.c.2.) Mise en équation 
On suppose que le glissement apparaît dès lors que ( T ^ n ^ = us crr. 

La contrainte de cisaillement est reliée à la contrainte axiale par une relation du type : 

, . .. , . _3 7i C 
{?••>) v̂ rẑ maxi 2 li ®z 

Avec : 
C = amplitude de micro-flambage (m) lj = demi-période de micro-flambage (m) 

Il est difficile de trouver une justification théorique de cette formule. 

Nous avons par ailleurs les relations suivantes : 

C2 

(5.6) CT2 = E z s z avec ez = -7t2ri 
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En combinant toutes ces relations, on obtient les valeurs de C, n puis (Tcj : 

(5.7) 
41,2 -*/ ,CT2 3 / 2 

e t ccJ = - ^ 3 ^ s 2 c r r 2 E 

B.1 x.3.) Application numérique - Conclusion 
Application numérique : 

us = 0,50 Gr = -0,2 MPa Ez = 5,0 GPa 

Nous trouvons acj = - 3 MPa et n = 12 spires (si lj = 5 mm). Cette fois, la contrainte de micro­
flambage est relativement élevée et de l'ordre de grandeur de la tension d'enroulement (10 MPa). Par 
conséquent, l'apparition d'un micro-flambage des spires dépend des cas. 

Selon la valeur de la contrainte a dans la direction considérée, nous avons le schéma suivant : 
Film en eximpression Film sous tension 

Micro -Flambage I Risque Pas de risque 

Contrainte 

Figure V.9 : risque de micro-flambage 

Conclusion : 
On propose ici une formulation de la contrainte critique de micro-flambage reposant sur la 
caractérisation des effets du glissement, de la contrainte radiale et du coefficient de frottement. 
L'expression de la contrainte critique a été obtenue sous des hypothèses plus ou moins valides : 
expression de la contrainte de cisaillement, relation contrainte-déformation axiales... 

B.1.d.) Micro-flambage des composites fibres/matrice 

B.1.d.1.) Introduction 
Considérons un matériau composite constitué de fibres (diamètre » 10 à 20 um) à propriétés 

mécaniques élevées (verre, aramide, carbone) réparties dans une matrice polymère (epoxyde). 
Les dimensions typiques des éprouvettes sont de 50 mm de longueur sur 1,5 mm d'épaisseur et 8 mm 
de largeur. Les fibres étant unidirectionnelles dans le sens de la longueur. 

Si on soumet de telles éprouvettes à une contrainte de compression pure dans le sens de la longueur, 
on observe à partir d'une valeur seuil, une chute des propriétés mécaniques de l'éprouvette : 

Figure V.10 : composite fibres unidirectionnelles / matrice 
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L'existence de ce seuil traduit l'existence d'altérations au sein du matériau. On associe généralement 
ces détériorations à des micro-flambages des fibres dans la matrice. 
La compréhension des conditions critiques de micro-flambage revêt une grande importance 
industrielle. Pour cette raison, de nombreux auteurs ont essayé de modéliser le micro-flambage des 
matériaux composites à fibres unidirectionnelles. 

B.1.d.2.) Modélisation 
Nous introduisons l'approche due à GRANDlDffiR, GARDIN, FERRON et POTIER-FERRY [1991a, 1991b 

et 1992a, 1992b]. 

Figure V.ll : micro-flambage d'un composite matrice/fibres unidirectionnelles 

Nous ne reprendrons pas ici l'ensemble des calculs développés par GARDIN et POTIER-FERRY 

[1992b]. Leurs principales hypothèses, déduites d'observations sont : 

—» le micro-flambage est bidimensionnel 1-2 : les effets dans la direction 3 sont négligés 

(la largeur du composite est très supérieure à son épaisseur) 

-> le micro-flambage est intérieur dans la direction 2 : les fibres situées aux bords ne 
flambent pas alors que celles qui sont situées au centre ont la plus grande amplitude de micro­
flambage. Les auteurs introduisent alors une dépendance de la flèche en x? sous la forme d'un 

sinus (celle en x\ étant traditionnellement écrite sous la forme d'un sinus) : 

(5.8) V(x1;x2) = v0 sin (K y^) sin (K J^) 

avec : 

11 = demi-période de micro-flambage dans la direction 1 (sens des fibres), inconnue 
12 = épaisseur du composite («1,5 mm) 

Il est nécessaire d'y ajouter d'autres hypothèses qui faciliteront la modélisation : 

-> le rapport de la distance interfibres sur l'épaisseur du composite, notée T|, est négligeable 
devant 1 : r\ « 40 um /1,5 mm 

-> les lois de comportement de la matrice et de la fibre sont Hookéennes 

-» le rapport des rigidités de la matrice sur celles de la fibre est de l'ordre de tf. Cette 
hypothèse est justifiée par GRANDIDIER et POTIER-FERRY [1991a] : 

Efibre carbone * 2 0 0 à 3 0° G P a Ematrice epoxyde * 3 à 4 GPa 

-» les contraintes normales et le déplacement sont continus à l'interface fibre/matrice. 
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—» Ils utilisent la méthode des échelles multiples et procèdent à des développements 

asymptotiques des déplacements, contraintes et modules (en ly1, rj°, rj1, r\2 et ri3) 

Dans ce cadre, GARDIN et POTffiR-FERRY [1992b] obtiennent l'équation différentielle en déplacement 

rapportée aux grandeurs macroscopiques : 

E,F*/-3 34 G M d2 E i M E 9
M d2 

(5.9) ^ 2 2 - V - i x 7 V + [ ï 7 - / a F ] ^ 
Avec : 

vM = coefficient de POISSON de la matrice E ^ = module d'YouNG de la matrice (Pa) 

EjF = module d'YouNG de la matrice dans la direction i (Pa) 
GM = module de COULOMB de la matrice (Pa) 
/ = fraction volumique de fibre v = flèche dans la direction de micro-flambage (m) 

CF = contrainte appliquée à la fibre (Pa) 
Les deux premiers termes de cette équation sont classiques (ROSEN [1964]) : le premier traduit la 
flexion propre de la fibre et le deuxième traduit le moment dû au cisaillement de la matrice. En 
revanche, le troisième terme de dérivée transverse est moins classique : il met en évidence l'influence 

des effets transverses. 

GARDIN et POTIER-FERRY cherchent alors une solution de la forme qu'ils se sont imposés (expression 
(5.8) avec deux sinus). En reportant cette expression dans l'équation différentielle, ils obtiennent la 
formulation de la contrainte critique dans la fibre : 

r EiMEoM li2 GM
 E I F * / 2 1 ? 2 1 

(5.10) a*<\M — L/(1./)[E
,
1M.(VM)2E2M] £

 + 7(ï7)+ 12 \?%lv? J 
<7C

F dépend de lj et de I2. Nous avons dit que, par hypothèse, I2 est égal à l'épaisseur du composite. 

En revanche, lj est la valeur qui conduit à la plus faible contrainte critique : 

( 5 1 1 ) Â ^ c ( h . y - ° => h-h\]Kz 12 * E!M E2
M ^ 

Ainsi, lj devient fonction des propriétés mécaniques et des dimensions du composite. 

En reportant la valeur de lls la contrainte critique globale (matrice + fibre) s'écrit finalement : 

(5.12) CTcGPF--L/+(l-/)ElFj L / ( ! - / ) +^/3 V l - / \jEl E 1 M.( V M)2E 2 MJ 

Résumé: 
GARDIN et POTIER-FERRY proposent un modèle bidimensionnel de micro-flambage associé à la 
prise en compte de Vanisotropie du composite et certains effets transverses. La demi-période de 
micro-flambage devient une fonction des autres paramètres. 
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Ce modèle repose également sur l'hypothèse de {'absence de glissement à l'interface. Le 
cisaillement interfacial n'est pas calculé. Il n'est d'ailleurs pas calculable directement puisqu'il 
dépend de l'amplitude de micro-flambage VQ qui n'apparaît pas dans le modèle de GARDIN et 
POTIER-FERRY. L'influence de la contrainte transversale n'apparaît pas dans le modèle. 

Les auteurs ont effectué quelques applications numériques de cycQpp. Ils ont obtenu des valeurs 
en bon accord avec l'expérimentation, mais globalement sensiblement supérieures. Ils ont donc 
abouti à la nécessité de prendre en considération les défauts géométriques et les dégradations du 
matériau qui sont susceptibles de diminuer cyCQPp. 

B.le.) Modélisation du micro-flambage des films 

Introduction 

Nous avons présenté deux approches reposant sur la prise en considération de deux phénomènes : 
-> glissement interfacial mais l'anisotropie est négligée, 
—> anisotropie mais le glissement interfacial est négligé. 

Il nous est difficile de savoir lequel des deux phénomènes est prépondérant dans notre cas. La prise 
en compte du glissement se heurtant à plus de difficultés, nous proposons donc de partir du modèle 
de GARDIN et POTIER-FERRY et de chercher à l'adapter au micro-flambage des films. 

B.1.e.1.) cadre de la transposition 

Le micro-flambage des fibres et celui des films diffèrent sur trois principaux points : 

-/. les constituants du matériau composite 

Dans le cas du composite matrice/fibres, la matrice est un matériau isotrope de faible module 
d'YoUNG et la fibre est un matériau isotrope de fort module d'YoUNG. 
Par analogie, nous pourrions considérer que : 

—» la couche de film correspond à la fibre film = fibre 

—» la couche d'air et de rugosités correspond à la matrice : rugosités = matrice 

Nous avons reporté sur la figure V.12 les conditions de cette transposition : 

Figure V.12 : analogie composite fibre/matrice <-» empilement de couches de film 

La seule limitation que l'on peut y voir concerne l'ordre de grandeur de la fraction volumique : 
0,30 à 0,60 pour les composites à fibres longues et 0,95 pour le film enroulé et la très forte 
anisotropie de la "matrice". 
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-2. la symétrie 
Dans le premier cas, il s'agit de cylindres alors que dans le second, il s'agit de plans parallèles. La 
transposition sera simple parce que le modèle de GARDIN et POTIER-FERRY est bidimensionel : 

-» les effets dans la direction 3 sont négligés par hypothèse par GARDIN et POTIER-
FERRY (ce qui peut être constestable dans le cas de fibres unidirectionnelles) 
-» les effets dans la direction 3 sont inexistants dans le cas de l'empilement des films. 

En fait, il faut considérer que le micro-flambage des films est bidimensionnel alors que le micro­
flambage des fibres unidirectionnelles est tridimensionnel. 

Les dimensions des fibres sont caractérisées par le rapport r\ de la distance interfibres sur les 
dimensions du rouleau et par la fraction volumique/ Par analogie, nous proposons : 

'distance interfibres = ef + ea 

,,- , -\ ) h ~ 20 à 50 mm (distance au bord) 
(513) 1 l _J*_ a 

-3. la nature du micro-flambage 
En accord avec quelques observations, POTIER-FERRY [1992] propose de représenter la flèche des 
fibres sous la forme d'un double sinus (relation (5.8)). Il n'est pas certain que cette formulation 
soit satisfaisante dans le cas du rouleau de film. En particulier, l'hypothèse de la flèche nulle aux 
bords peut être contestable. 

Il ne faut toutefois pas oublier que POTIER-FERRY introduit cette hypothèse concernant le profil 
de la flèche par pure simplification. Il est en effet possible de se contenter d'introduire une 
fonction quelconque v(x2) définie par ses seules conditions aux limites. On obient alors une 
équation différentielle en v(x2) que l'on peut résoudre (on peut ainsi vérifier que si les coefficients 
de l'équation différentielle sont constants, le sinus est une solution possible). 
Nous ne chercherons pas à affiner les hypothèses du modèle proposé par POTIER-FERRY mais 
simplement à savoir s'il conduit à une première estimation satisfaisante. Par suite, nous 
conserverons cette forme de la flèche avec un double sinus, même si elle plus critiquable dans 
notre cas. 

-4. la variation transverse des propriétés 

POTIER-FERRY suppose que les matériaux ont des propriétés invariantes dans la direction 
transverse. Cette hypothèse est plus contestable dans le cas du rouleau de film : le fort gradient de 
contrainte radiale va induire un fort gradient de module d'YoUNG radial. 

En particulier, d'après la remarque précédente, une telle distribution de Er risque d'affecter la 
forme de la loi v(x2) (l'équation différentielle en v(x2) ne sera plus à coefficients constants). 
Pour les mêmes raisons que précédemment, nous ne chercherons pas à affiner les hypothèses du 
modèle proposé par POTIER-FERRY. Nous prendrons une valeur moyenne de Er. 

-5. les conditions à l'interface 

Nous supposerons également qu'il n'y a pas de glissements à l'interface. 
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Nous nous proposons donc de reprendre directement les formules établies par GARDIN et POTIER-

FERRY [1992] dans leur forme actuelle en les transposant au cas du micro-flambage des films. 

B.1.e.2.) Estimation des coefficients 
Précisons la valeur des différents coefficients (EjF, E2

F, EiM...) dans le cas du rouleau de film. 

E j F : la couche de film sera assimilée à la fibre E j F = ( E ^ ^ « 5,0 GPa 

E 2
M : L'espace compris entre les deux couches de film sera assimilé à la matrice. E 2

M peut 

être déduit des propriétés globales du composite dans la direction 2 en considérant un classique 

couplage de REUSS entre les deux constituants : 
é p a i s s e u r e a 

m o d u l e E % 

é p a i s s e u r eF 

module &X* 

mm 
|:!:EIÏ 

1mm h 
ifipHE 
iiîipfitt 
H:E|:|d:Ei:b:fc M m 

épaisseur e a + e f 

module (Er)spire 

Figure V. 13 : Couplage de REUSS entre le film et les rugosités 

Nous avons en effet : 

1 ^L. 
+ • (Empire ef+ea (Er)film *f+Qa E 2 M 

avec (E r) f i lm»E2M 

d'où E2 M~-
e f +e a 

(Er), spire 

E j M est inconnu, mais probablement inférieur à E 2
M de plusieurs ordres de grandeur 

v M est défini par v^Z^l s o u s u n e contrainte de la forme (<7i,0,0). D'après les 

considérations de l'annexe II.B.5 concernant (V^)™^ et (VQr)Spjre pour des corps fortement 

anisotropes, nous pouvons écrire : 

E , M 

V M * 0 , 3 0 * ^ M 

On vérifie que le rapport des différents modules du composite film/rugosité reste du même ordre de 

grandeur que pour le composite fibres/matrice, soit un facteur proche de 100 afin de pouvoir 

reprendre la même approche d'échelles multiples. 

B.1.e.3.) Demi-période de micro-flambage 
Considérons maintenant l'expression (5.11) de la demi-période de micro-flambage dans la 

direction xj. Compte tenu des ordres de grandeurs des paramètres EiM , E2
M, v M ,ea et ef, nous 

avons les simplifications suivantes : 

E ^ . (VM)2 £2M « E j M 

Lef + ea * ef 

D'où l'expression réduite de cette demi-période de micro-flambage : 

(5.14) l! ht 
12 "V ef ea 

(E?)film 

(%)spire 
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Cette expression dépend de la demi-période de micro-flambage dans la direction transverse 12, sous 
l'hypothèse du micro-flambage sinusoïdal). 12 est donc difficile à estimer : 12 « 20 à 50 mm. 

Application numérique : 
12 « 20 à 50 mm ef « 14,5 |im ea « 0,3 à 0,6 uni ( E ^ m « 5,0 GPa (Er)spire « 2 à 50 MPa 

Nous trouvons \\ « 3 à 8 mm. 
Les différents paramètres dont les valeurs sont mal connues (12, (Er)spjre...) interviennent à la 
puissance +0,50 et -0,25 : leur effet sur lj est donc peu sensible. Seul leur ordre de grandeur est 
important et il n'est (heureusement)pas nécessaire de connaîtreprécisémment l2 et (Er)spire. 

Nous retrouvons bien l'ordre de grandeur de la demi-période de micro-flambage généralement 
observé expérimentalement sur les rouleaux de films de polyester. 

B.1.e.4.) Contrainte critique de micro-flambage 
Considérons maintenant la formule (5.12). L'utilisation des mêmes hypothèses que pour le calcul de 

lj nous permet déjà de simplifier l'expression de CJCGPF- Le module de cisailllement de la matrice GM 

est inconnu. Rappelons que celle-ci possède une structure tout à fait particulière : 

Figure V.14 : cisaillement de la couche interspires 

Du fait de la faible valeur de l'aire de contact et donc de la faible quantité de matière sollicitée dans le 
cisaillement, il est donc tout à fait probable que celui-ci soit relativement facile : nous nous 
proposons donc de négliger le terme qui contient GM devant les autres termes. 

Sous toutes ces hypothèses, il vient ainsi : 

(5.15) a c G p p ^ f ^ ^ V(Ez)mm (Er)spire 

Application numérique : 

l2«20à50mm ef « 14,5 um ea « 0,3 à 0,6 um 

(Ez)mm * 5,0 GPa (Er)spire « 5 à 50 MPa 

Nous trouvons des valeurs comprises entre 3 et 45 MPa. Comme précédemment, l'estimation de 
CcGpp se heurte à l'incertitude portant sur 12. 

L'ordre de grandeur de la contrainte critique est compatible (tout en étant un peu élevé) avec celui 
des contraintes internes régnant dans le rouleau, traduisant ainsi le risque potentiel de micro­
flambage. 
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Conclusion 
Nous avons transposé au cas du micro-flambage des films un modèle bidimensionnel de micro­

flambage des composites à fibres unidirectionnelles dans les conditions suivantes : 
—» les hypothèses concernant les ordres de grandeur des dimensions et propriétés mécaniques sont 

applicables, 
-> un nouveau paramètre (I2) associé à la dimension du composite dans la direction transverse 
apparaît dans le modèle, mais seule la connaissance de son ordre de grandeur est suffisante (de 
plus l'origine de I2 résulte d'un choix de flèche v(x2) qui peut être repris et amélioré), 
—» la demi-période de micro-flambage devient une fonction des propriétés du système, 

—> l'estimation de cette demi-période est m plein accord avec l'expérimentation, 

->• l'estimation de la contrainte critique conduit à des ordres de grandeur satisfaisants. 

Nous pensons donc que le modèle développé par GARDIN et POTIER-FERRY peut être transposé au 

cas du micro-flambage des films et ainsi fournir une première base de reflexion théorique. 

B.1.f.) Etude de ÇTCGPF 

Nous proposons maintenant de discuter de l'influence de deux grandeurs sur cette contrainte 
critique : la contrainte radiale de compression et les écarts à la symétrie. 

B.1 .f.1.) influence de la contrainte radiale 
Le modèle que nous utilisons repose sur l'hypothèse de l'absence de glissement à l'interface. Les 
conditions de ce glissement sont supposées être essentiellement définies par la valeur de la contrainte 
radiale. Cela ne signifie pas pour autant que l'influence de Gr est négligée. Elle apparaît en effet 
indirectement dans la formulation de CJCGPF Par l'intermédiaire de ea et (Er)spjre. En effet, si ea a 
atteint l'équilibre, ea et (Er)spjre sont reliés à Cr et aux coefficients ĥ  et PQ de la fonction/*^,-/ : 

< ea = féquil (CTr> rugosité) = ho e 

(Er)spire = ef t^T féquil (CTr> rugosité) ]-» = 2 ^ V " ^ r P 0 

La contrainte critique GCGpF peut ainsi être reformulée sous la forme : 

(5.16) CTCGPF = 71 j ^ -\J | ( E ^ V-cr r
p0 e 

Cette équation établit ainsi d'une manière plus ou moins complexe l'influence conjuguée de la 
contrainte radiale et de la topographie de surface sur la contrainte critique de micro-flambage. 

Application numérique : 

12 « 50 mm ef « 14,5 um (EJ^m « 5,0 GPa 

film VIDÉO 1 : fonction féquil '• ho = °.495 Hm e t po = °«427 MPa 
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VIDÉO 2 : fonction féquii : ho = 0,476 um et P0 = 0,367 MPa 

D'après le tableau II. 1, si ea varie entre 0,16 et 0,37 um, a r varie entre 0,005 et 0,5 MPa. 

Nous obtenons ainsi les variations de CJCGpp avec Gr suivantes : 
Tableau V.2 : variation de la contrainte critique de micro-flambage avec <3r 

Contrainte a r 

(MPa) 

-0,005 

-0,01 

-0,02 

-0,05 

-0,1 

-0,2 

-0,5 

-1,0 

-2,0. 

Contrainte 

VIDÉO 1 

-0,37 

-0,46 

-0,59 

-0,83 

-1,14 

-1,65 

-3,09 

-5,75 

-12,9 

critique (MPa) 

VIDÉO 2 

-0,37 

-0,46 

-0,59 

-0,85 

-1,18 

-1,74 

-3,37 

-6,50 

-15,3 

Il semble que l'ordre de grandeur de la contrainte critique de micro-flambage calculé avec ce modèle 
soit toujours légèrement trop élevé dans le domaine qui nous intéresse (0,1 à 0,5 MPa). On peut 
probablement attribuer ce résultat à l'absence de prise en compte du glisssement radial/tangentiel. 

Il ne faut également pas oublier que ce calcul concerne le micro-flambage d'un film n'ayant aucun 
défaut de symétrie (sousépaisseur...). 

Or, de tels écarts à la symétrie sont susceptibles de diminuer considérablement la valeur locale de la 
contrainte radiale, conduisant ainsi à des ordres de grandeur de CJCQpp compatibles avec GQ OU (JZ. 
GARDIN et POTIER-FERRY avaient émis les mêmes remarques après une application numérique 
conduisant à un ordre de grandeur de la contrainte critique sensiblement trop élevé. 
Dans ce cas, le modèle actuel traduirait la grande difficulté de micro-flambage d'un film parfait. 

B.1.f.2.) influence d'un écart à la symétrie 
Nous allons dans ce paragraphe discuter les effets d'un écart à la symétrie des propriétés du film sous 
la forme d'une sousépaisseur locale dans la direction de micro-flambage. Nous avions précisé dans 
le tableau II. 1 du chapitre I la variation de la pression d'équilibre avec l'épaisseur moyenne de la 
couche résiduelle d'air. 
Reprenons ce calcul dans un plus large domaine d'épaisseur de la couche d'air (ea compris entre 0,15 
et 0,60 um) dans le cas particulier du film de référence VIDÉO 2. 

Remarque : 
Nous déduisons la relation entre l'épaisseur et la pression de la fonction f équi{. Cela suppose 

implicitement que la zone considérée soit à l'équilibre. 
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Nous avions en particulier montré que dans un tel cas, l'épaissseur de la couche d'air est 
obligatoirement inférieure au coefficient hg de cette fonction f équii On comprend bien qu'une 
telle inégalité ne soit pas nécessairement satisfaite. Nous n'avons malheureusement pas d'autres 
formulations disponibles pour caractériser ar. Pour une épaisseur donnée, la formule f équii 
conduit à un majorant de la contrainte radiale de compression : elle sous-estime donc les effets 
de l'écart à la symétrie, ce qui va dans le bon sens. 

Nous avons reporté dans le tableau V.3 l'évolution de la contrainte radiale en fonction de l'épaisseur 
dans une zone ayant une sous-épaisseur de Aer = - 0,10 fim par rapport au niveau moyen (soit 
0,7% de l'épaisseur nominale du film) pour le film VIDÉO 1 : 

Tableau V.3 : variation de Gr et de O^pp avec l'épaiseur de la couche d'air à l'équilibre 

Epaisseur ea (uni) 

moyenne —» sous-épaisseur 

0,15->-0,25 

0,20 -» -0,30 

0,25 -» -0,35 

0,30 -» -0,40 

0,35 -» -0,45 

Contrainte a r (MPa) 

moyenne-» sous-épaisseur 

-0,61-»-0,20 

-0,35->-0,11 

-0,20-»-0,051 

-0,11 -»-0,019 

-0,051-»-0,0039 

Contrainte critique (MPa) 

moyenne —» sous-épaisseur 

-3,63->-1,65 

-2,37 -» -1,18 

-1,65-»-0,84 

-1,18->-0,57 

-0,84 -» -0,34 

D'après ce tableau, une variation de -0,7% de l'épaisseur nominale du film se traduit par une variation 
des contraintes radiale et critique locale de -70%. Ce résultat met en évidence la nécessité de prendre 
en considération les éventuels écarts à la symétrie du film. 

Conclusion 

Le micro-flambage des composites à fibres longues unidirectionnelles offre un grand nombre 

d'analogies avec celui du film enroulé. Nous nous sommes donc intéressés à une modélisation du 
micro-flambage des composites au cas du film enroulé. Les hypothèses de cette modélisation 
s'appliquant au film, nous avons procédé à une transposition directe des résultats. 

La demi-période de micro-flambage, qui apparaît dans ce modèle comme une fonction des propriétés 

globales du système a pu être comparée favorablement aux résultats expérimentaux. 

Nous avons obtenu des ordres de grandeur des contraintes critiques sensiblement supérieurs à ceux 
des contraintes régnant dans le rouleau de film. Nous attribuons cet écart à la nécessité de prendre 

en considération les écarts à la symétrie du film. On peut en effet montrer qu'une sous-épaisseur 
locale de -0,7% de l'épaisseur nominale du film se traduit par une chute considérable (-70%) de la 
contrainte critique de micro-flambage. 

Cette transpostion apparaît donc comme une première réflexion théorique sur les conditions 
critiques de micro-flambage du film enroulé. 
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B.2.) Application aux instabilités d'enroulement 

Introduction 
Nous avons présenté au paragraphe précédent un modèle susceptible d'estimer les contraintes 
critiques d'apparition d'instabilité d'enroulement. Bien que reposant sur de nombreuses hypothèses, il 
a toutefois permis de retrouver quelques résultats empiriques. Il peut à ce titre fournir une première 
base de réflexion théorique. 

Ajoutons qu'une véritable modélisation des instabilités d'enroulement en termes de contraintes 
résiduelles ne saurait être développée sans s'appuyer parallèlement sur une étude expérimentale 
approfondie des instabilités d'enroulement, ce qui n'a pas été le cas. 
Notre analyse restera donc essentiellement qualitative. 

Fondamentalement, on peut distinguer deux familles d'instabilités : 
—> celles qui apparaissent après l'enroulement ou pour des spires déjà formées. 

Il s'agit par exemple des cannelures ou des annelures et défauts "vis" 'post-enroulement'. 
Dans ce cas, il faut étudier l'état des contraintes au moment de l'apparition de l'instabilité, c'est à 
dire généralement celui qui résulte de la dernière superposition : c'est ce que nous faisons. 

~> celles qui apparaissent au moment de l'enroulement de la couche considérée. 

Il s'agit par exemple des annelures pendant la décélération ou bien des défauts "vis" qui se forment 
pendant l'enroulement immédiatement au voisinage de la dernière couche. 
Dans ce cas, il faut étudier l'état de contrainte au moment de leur apparition, c'est à dire qu'il faut 
suivre l'état des contraintes dans les dernières spires au fur et à mesure de l'enroulement : bien que 
ce ne soit pas ce que nous faisons ici, cela ne soulève aucune difficulté particulière. 

Toutefois, ces deux instabilités d'enroulement s'interprètent de la même manière. Seules, les 
conditions d'obtention de l'état des contraintes les caractérisant diffèrent. 

Nous avons dit précédemment que les instabilités d'enroulement s'interprètent essentiellement en 
termes de micro-flambage dans deux directions privilégiées : tangentielle et axiale. 

B.2.a.) Cannelure : micro-flambage tangentiel 
Sous certaines conditions, les spires de film situées en profondeur présentent une instabilité 
d'enroulement qui se traduit par le défaut d'aspect suivant : 

Figure V. 15 : défaut cannelure 
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Il s'agit d'un défaut intérieur au rouleau de film. Nous proposons d'interpréter cette instabilité en 

termes de micro-flambage dans la direction tangentielle. 

Nous avons vu au chapitre II que la contrainte tangentielle de chaque spire CQ peut s'écrire : 

CT9 = M o + °e 
Avec : 

CTe = contrainte tangentielle (Pa) [o'elo = tension résiduelle (Pa) 

CTe = contrainte de compression élastique (Pa) 

Initialement, GQ est positive ([Ge]o initial « 10 MPa). Au fur et à mesure de l'enroulement, 

l'augmentation de À[Ce]o et la diminution de c e se traduisent par une chute de GQ qui peut ainsi 

devenir nulle voire négative. Si elle devient inférieure à la valeur critique de micro-flambage cCQpp, 

nous aurons apparition de l'instabilité tangentielle d'enroulement : 

Figure VA 6 : interprétation du défaut cannelure 

Nous connaissons les valeurs de GQ et de cCQpp. Il est donc tout à fait possible de les comparer et de 

définir le critère suivant d'apparition de l'instabilité tangentielle : 

Ce < CCGPF => cannelure 

Du fait des fluctuations des différents paramètres autour des valeurs moyennes, il est possible que 

certaines conditions ne conduisent pas systématiquement à 100% ou à 0% de rouleaux avec défaut, 

mais à des valeurs intermédiaires. De toute façon, il est clair que plus GQ et [GQ]Q seront faibles, plus 

le risque d'apparition d'instabilité d'enroulement sera élevé : 

{ Ga plus petit 
. => risque de défaut cannelure plus élevé 

[GQ]0 plus petit F 

On accordera également une grande importance au nombre de spires se trouvant dans cette situation 

critique. Le risque sera en effet plus important si plusieurs centaines de spires se trouvent dans cette 

situation que s'il n'y en a qu'une seule. 

Il n'y a pas d'effet cumulatif des écarts à la symétrie dans la direction tangentielle, donc pas de 

sensibilité particulière aux écarts à la symétrie. 

Nous avons étudié au chapitre III (tableau III.7) différentes conditions d'enroulement. Nous avons 

obtenu les résultats suivants dans la zone centrale : 

-» Ce est uniforme et varie selon les conditions d'enroulement entre -0,15 et -0,25 MPa 
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-> CTr variant fortement dans la zone centrale entre -0,07 et -0,17 MPa (<5Q = -0,15 MPa) ou bien 
entre -0,18 et -0,28 MPa (oe = -0,25 MPa) 

Ces valeurs de CTr conduisent à des valeurs de CTCGPF comprises entre 10 et 20 MPa. 
Bien qu'aucun défaut cannelure n'ait été observé avec ces conditions d'enroulement, l'ordre de 
grandeur de cyCQpp nous semble un peu élevé. 

Remarquons qu'en comparant un niveau croissant de tension avec un niveau décroissant de tension 

(tableau III.9 et figures III. 14 et III. 15), nous obtenons dans le premier cas : 
-» des valeurs de erg plus faibles 
->• un profil de CTr plus dissymétrique : plus faible au début et plus élevé à la fin de l'enroulement 

D'après notre interprétation de la cannelure en termes de micro-flambage, une loi de tension 

croissante induit un risque de cannelure plus important qu 'une loi de tension décroissante, à 
niveau global équivalent. Les résultats sont identiques, mais moins sensible pour la loi d'appui. 

Ce résultat est en plein accord avec les observations expérimentales. 

B.2.b.) Défaut "vis" : micro-flambage axial 
Sous certaines conditions, les spires de film présentent un défaut d'aspect typique : 

Cii;iJiiiiuimii;i.iiuiiu)i).î]itîtTfr| 

' i imr i i i t i - i t i i i t i i i i i l i i t t ih -^ i l 

iiiiiiV.u.imiiùiiihûM 

Figure V.17 : défaut "vis" 

Cette instabilité peut apparaître soit à l'intérieur soit superficiellement. Nous proposons de 
l'interpréter en terme de micro-flambage axial. 

La tension tangentielle imposée au film avant l'enroulement induit sur celui-ci une déformation axiale 

(variation de sa largeur) définie par : 

If " V0Z E9 

Application numérique : 
lf=1500mm V9z = 0,28 [ae]0=10MPa Ee = 4,50GPa 

Nous trouvons Alf = 1 mm. Une telle diminution de la largeur est significative. 

Au fur et à mesure de l'enroulement, la contrainte tangentielle diminue. La largeur du film aura ainsi 
tendance à réaugmenter. Si le film est bloqué en déplacement axial, ce phénomène engendre au sein 
du film une contrainte axiale de compression c z (chapitre III, hypothèse des déformations planes). 

On comprend alors aisément que si a z dépasse la valeur critique de micro-flambage, nous aurons 

apparition du défaut d'aspect. 
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(5.18) a z«J c G P F => défaut "vis " 

Les écarts à la symétrie axiale à l'échelle de la formation du micro-flambage (lj « 3 -» 8 mm) 
peuvent être importants. Leurs effets ont été analysés dans le §B.l.h. de ce chapitre. 
On en retiendra deux éléments : 

—» un film parfait offre une contrainte critique de micro-flambage relativement élevée, 
-» la contrainte critique chute considérablement en cas d'écart à la symétrie même faible (divisée 

par 3 pour Aetf = -0,7 %). 

Il en résulte que le problème de l'étude des conditions critiques de micro-flambage axial se ramène à 

la connaissance des écarts à la symétrie axiale. 
La question principale de l'analyse du micro-flambage axial n'est donc pas : 

quel est l'état critique de micro-flambage ? 
mais plutôt : 

quel est l'écart maxi à la symétrie axiale qui n 'induitpas de micro-flambage ? 
La réponse à une telle question se trouve dans l'analyse de la sensibilité de la formule (5.11) avec ea 

et c r faite aux §B.l.h. et §B.l.g. de ce chapitre. 

Conclusion 
Dans ce chapitre, nous avons proposé des interprétations physiques des défauts d'aspect qui 
apparaissent pendant ou après l'enroulement des films. Nous avons également établi différents 
critères permettant d'estimer ces risques d'apparition à partir de l'état des contraintes résiduelles. Ces 
critères reposent sur la notion de glissement ou de micro-flambage. 

A la différence du modèle global d'enroulement qui a fait l'objet d'une validation expérimentale, ces 
critères ont été présentés ici à titre indicatif Seule une comparaison avec l'expérience permettrait de 
valider pleinement ou de compléter ces critères. 

L'apport nouveau du critère de micro-flambage repose sur une formulation de la demi-période de 

micro-flambage dont l'ordre de grandeur est satisfaisant. Celle-ci étant auparavant estimée a priori. 

Dans le cas particulier du défaut "vis", nous avons mis en évidence une très forte sensibilité aux 

écarts à la symétrie axiale (irrégularités du profil d'épaisseur) : une variation locale de -0,7% de 
l'épaisseur nominale induit une chute de 70% de la contrainte critique. Cela signifie que l'étude du 

défaut vis passe nécessairement par la caractérisation de ces écarts à la symétrie, qui reste mal 
connue. 
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Evolution 
après 

l'enroulement 
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A.) état d'équilibre du rouleau 

Introduction 
L'état des contraintes résiduelles et le profil de l'épaisseur de la couche d'air (chapitre II) sont ceux 
qui résultent de la dernière itération, c'est à dire de la dernière superposition. 
Or, si le rouleau se trouve dans un état hors l'équilibre, il est encore susceptible d'évoluer. 
De plus, tous ces calculs ont été effectués en supposant que deux paramètres restent constants : la 
température et {'humidité relative. 

Ce chapitre sera donc consacré à l'étude de l'évolution du rouleau après sa constitution sous 

l'influence de cesjiaramètres : 
critères 

d'apparition 
des 

nstabilités^. 

Figure VI. 1 : évolution après l'enroulement 

A.) Etat d'équilibre du rouleau 
L'état d'équilibre est atteint lorsque l'épaisseur de chaque couche d'air est égale à sa valeur d'équilibre 
sous la pression considérée définie par la relation du gap d'air : 

Equilibre du rouleau <-> ea(r) = f èquil [®T(T\ rugosité] pour toutes les spires 

Si, pour une spire, l'épaisseur de la couche d'air est supérieure à cette valeur d'équilibre, la spire sera 
dans un état hors équilibre et aura tendance à évoluer vers cet état d'équilibre. 
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. I 1 v l I lkJ%D 

Introduction 
Juste après la fabrication du rouleau, les propriétés de celui-ci (contraintes résiduelles, couche d'air 
piégée...) sont celles qui résultent de la dernière itération (c'est à dire de la dernière superposition). 

En particulier, l'épaisseur de la couche d'air à cet instant n'est pas nécessairement égale à l'épaisseur 
d'équilibre. Au cours du temps, sous l'action de la contrainte radiale de compression, l'épaisseur de 
cette couche d'air peut alors sensiblement diminuer, ce qui aura pour effet de détendre un peu les 
spires donc de modifier la tension résiduelle et les contraintes en général. Une telle évacuation d'air 
se fera préférentiellement entre les dernières spires enroulées qui contiennent plus d'air. 

Ce "vieillissement" du rouleau est généralement d'autant plus marqué que celui-ci contient plus d'air, 
c'est à dire que sa densité est plus faible. On observe ainsi parfois l'apparition d'instabilités qui se 
traduisent par des défauts d'aspect sur le rouleau après la constitution de celui-ci. L'annelure est un 
défaut typique de 'post-enroulement'. 

B.1.) Modélisation 
Il est possible d'étudier les effets de ce vieillissement à l'aide du modèle de l'enroulement des films 
minces en poursuivant les itérations (calcul des contraintes et évacuation partielle de l'air) après la 
fin de l'enroulement jusqu'à obtention d'un équilibre entre l'épaisseur des couches d'air et la pression 
radiale : 

-> 

Figure VI.2 : évolution après l'enroulement 

Le temps d'obtention d'un tel équilibre peut même être calculé. 

Remarquons que la fonction f tram de caractérisation de l'aptitude du film à laisser l'air s'échapper 

aura alors un rôle prépondérant. 
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C.) Température 
Introduction 

La densité du polyester, comme celle de presque tous les corps est une fonction décroissante de la 
température : c'est la dilatation thermique. Elle est caractérisée par les coefficients d'expansion 
exprimant la relation entre la déformation E et l'écart de température AT : 

(6.1) e = aTÀT 

Les conséquences de la dilatation thermique des rouleaux de polyester ont été étudiées par YAGODA 
[1980a et 1980b] et CONNOLLY et WlNARSKI [1984], Les spires (couche de film+rugosité+air) sont 
anisotropes. Elles ont donc probablement des coefficients de dilatation différents dans la direction 
radiale, celle des rugosités (otj)r et tangentielle ou axiale, celle du film seul (OL^Q. 

—» le coefficient (0^)0 est égal à celui du PET massif: « 18 um.m .̂K"1. 
—> le coefficient (Otx)r est plus difficile à estimer du fait de l'interaction avec la couche 

interspires constituée de rugosités et d'air. YAGODA [1980a et 1980b] l'estime à « 50 um.m^.K4. 

-> le mandrin présente également un phénomène de dilatation thermique associé à un 
coefficient (ctT)m (ou plusieurs coefficients si celui-ci est constitué d'un matériau anisotrope). 

C.1.) Modélisation 
La dilatation thermique va modifier l'état des déformations résiduelles donc l'état des contraintes 
résiduelles. 

L'introduction au sein du modèle de simulation des effets de la dilatation thermique ne soulève pas de 
difficulté. Il suffit pour cela de reprendre les relations du tenseur de rigidité de HOOKE et d'ajouter 
aux trois déformations 8r, SQ et 8Z les composantes de dilatation thermique : 

(6.2) 

sr = 

< o . = 

£a *fr *' V ver*ËV v*r*Ët +(aT) rAT 

se = - ve r*E + E • vez*g + (aT)e AT 

ez = 'n E, V0Z E9
 + Ez 

+ (aT)zAT 
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Il faut alors reprendre l'écriture de l'équation différentielle d'équilibre radial en termes de 
déplacement. On peut montrer qu'elle fait alors apparaître un nouveau terme : 

(6.3) r* £-2 w(r) + r £ «(r) - X» i/(r) = [(aT) r+^aT)9]r^AT + [ ^ a T ) r + ^ o t T ) e ] rAT 

Remarquons que le nouveau terme peut être fonction de r. 

On peut décomposer la solution générale de cette équation en la somme de : 
—» la solution Wg(r) sans terme d'origine thermique. 

C'est la solution générale qui satisfait à l'ensemble des équations du problème (avec intégration) 
—> une solution particulière wp(r) avec le terme d'origine thermique. 

La solution générale sans terme d'origine thermique Wg(r) est connue et a été établie au chapitre II. 

Nous nous intéresserons donc essentiellement à la solution particulière avec terme d'origine 
thermique Wp(r). 
Il n'y a pas de solution analytique de il (r) dans le cas général (AT n'a pas de formulation 

analytique). 
En revanche, dans le cas simple où X2 et AT sont uniformes dans le rouleau, l'équation différentielle 

précédente se réduit à : 

(6.4) r ^ w p ( r ) + r | :W p(r)-^wp(r) = yATr 

Ou A2 et y = •"— (ax)r + ~jT" (aT)e s o n t " e u x constantes 

Il est alors facile de montrer qu'il existe une solution analytique sous la forme : 

(6.5) Wp(r) = ^ r + A [ r + X
+ B r - X ] 

Où A et B seront choisis de manière à satisfaire les conditions aux limites suivantes : 

(contact avec le mandrin) 
(6.6) 

CTrUW hc R 
vm 

.Gr(Rrf) = 0 (bord libre) 

En reprenant la démarche qui a été utilisée en annexe VI pour trouver A et B dans le cas de la 
solution générale, il est facile de trouver les expressions de A et B dans ce cas particulier : 

A _ q + Y ) R r f "
X ( X - l ) R m - q + X ) R t n ' V - l ) R r f l A T 

(X-X)(X + Y)[|^]À-(A, + X ) ( X - Y ) [ ^ l'X2 

(6.7) 

B _q,-Y)R r f ( X - l ) R m - q - X ) R m (Y-DRrf 

(X, + Y)Rm"V-l)Rm-(X, + X)Rm'V-l)Rrf 
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E r -a a 
Avec X = — r̂— et Y = - ~ 

Le champ des contraintes s'écrit alors : 

(6.8) 

ar(r) = p ^ M + a^^(a + p) + ^[(a + XP)r+ X
 + ( a - X P ) B r - X ] 

d u y AT , N A r , , N +% , . , D -b 
^e(r) = cx^M + Ti7 = | 7 ^ ( a + Ti) + 7[(Ti + Xa)r +(îi-A,a)Br J 

Nous avons reporté sur la figure suivante le profil des surcontraintes induites avec pour valeurs 
numériques Er = 10 MPa, Ee = Ez = 5,0 GPa, V9r = Vzr = VQz = 0,33 et AT = 10 K : 

C 
o.oa-
0.06\ 

Contrainte radiale (MPa) Contrainte tangentielle (MPa) 
O -r 

-+-
r(m 

r(m) 

0.086 0.180 0.280 0.086 0.180 
-+— 
0.280 

Figure VI. 1 : Profil des surcontraintes radiale et tangentielle 

Ces courbes peuvent se décomposer en trois parties : près du mandrin / zone centrale / extérieur. Le 
niveau moyen dans la zone centrale est défini par le premier terme des expressions (6.8), qui peut se 
simplifier sous la forme : 

(6.9) < 

V AT 
cfr(r) « f - f c (a + P) * (l + ver) (<*r)e AT Er * 13 kPa 

Y AT 
ae(r) * | - £ (a + TI) « (aT) e AT Ee « 2,5 MPa 

Ces valeurs doivent être comparées avec la tension nominale d'enroulement (environ 10 MPa) ou le 
niveau moyen des contraintes (0,1 - 10 MPa). On comprend donc aisément que cette variation de 
température (10 K) puisse avoir des conséquences sur les contraintes résiduelles donc sur les 
instabilités d'enroulement. 

Remarques : 
-1. Une composante importante de la surcontrainte thermique est liée au fait que le mandrin 

et les spires n'ont pas les mêmes coefficients de dilatation thermique. Il faudrait donc également 
introduire [(ct)T]m. 

-2. La variation de la température accélère également les processus de relaxation ainsi que les 
taux de déformation anélastique et plastique. Toutefois, nous n'introduirons pas ces composantes 
ici puisque nous avons choisi de les négliger globalement (le comportement mécanique est 
supposé être strictement élastique). 
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Chapitre VI : évolution après l'enroulement 

C.2.) Cinétique de la diffusion 
Nous avons étudié la modification de l'état des contraintes lors d'une variation instantanée de la 
température de AT dans le rouleau. Or, une telle modification ne se produit pas aussi rapidement. Un 
aspect important concerne donc la cinétique de la diffusion de la chaleur dans le rouleau. 
Une prise en compte complète de ces problèmes de diffusion sort très largement du cadre de cette 
étude puisqu'il faudrait coupler toutes les équations précédentes (issues de la mécanique des solides, 
mécanique des fluides, topographie de la surface...) avec l'équation de la chaleur ! 

Différentes études à caractère expérimental ou théorique ont été menées à RHÔNE-POULENC FILMS 

dans le cadre de stages (GAUSSORGUE [1990]). Elles permettent d'avoir une idée de la cinétique de 
la diffusion de la température dans le rouleau. Il est alors possible d'introduire dans le modèle des 
valeurs de AT différentes pour chaque couche et d'en étudier les effets. 

D.) Humidité relative 
La variation du degré d'humidité relative présente qualitativement les mêmes effets que la variation 

de la température. Il est donc possible d'étudier l'effet de l'humidité relative en reprenant la même 

approche que précédemment avec des coefficients d'expansion hygrométrique appropriés (YAGODA 

[1980d]). 

En revanche, il est probable que les mécanismes de diffusion de l'humidité relative ne soient pas 

exactement les mêmes que les mécanismes de diffusion de la température (ROEDERER [1991]). 

\mJXJI 1 v l U Q I U I S 
Dans ce chapitre, nous avons présenté différents paramètres susceptibles de modifier l'état du rouleau 

de film après l'enroulement. L'étude complète de certains d'entre eux suppose un couplage avec les 

lois de la diffusion. Cela pourrait faire l'objet $ extensions futures. 

Il est en revanche facile de calculer les surcontraintes induites par un écart de température ou bien 

d'humidité uniforme dans le rouleau. 
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Conclusion générale 
Un modèle théorique de calcul des contraintes résiduelles dans les rouleaux de films minces 

plastiques a été développé ici afin de caractériser les états critiques d'apparition de défauts 

d'aspect. 

Ce modèle est fondé sur une approche physique globale prenant en compte l'ensemble des 

phénomènes qui gouvernent ce problème. Le calcul de l'état des contraintes résiduelles prend en 

considération les effets de toutes les grandeurs susceptibles d'influencer cet état. En particulier, les 

effets de la topographie de surface et l'ensemble des phénomènes aérodynamiques sont précisés. 

Ces deux effets étant traditionnellement négligés par toutes les approches connues, ce modèle 

représente une contribution nouvelle au problème de l'enroulement des matériaux souples. 

Les risques d'apparition de défaut d'aspect ont été interprétés en termes de glissement ou de micro­

flambage. Un modèle de calcul des contraintes critiques de micro-flambage inspiré d'études sur les 

composites à fibres unidirectionnelles a été présenté ici. Il permet pour la première fois d'expliquer la 

quasi-constance de la demi-période de micro-flambage du film enroulé. 

Une très forte sensibilité des valeurs des contraintes résiduelles et des contraintes critiques avec les 

écarts à la symétrie du film a été mise en évidence. 

Le modèle nous permet de prédire en fonction de l'ensemble des paramètres de l'enroulement et du 

film, le profil de l'épaisseur résiduelle de la couche d'air, la tension interne résiduelle, les contraintes 

ainsi que les risques d'apparition des défauts. 

Les prédictions du modèle ont été validées dans un très large domaine de conditions d'enroulement et 

de types de films sur la base de la mesure de l'épaisseur moyenne de la couche résiduelle et de la 

tension résiduelle. Des profils caractéristiques de ces grandeurs ont été mis en évidence. L'influence 

respective des quatre principales composantes (vitesse, tension, appui, rugosité) sur l'état des 

contraintes résiduelles a été étudiée. Nous avons montré que l'évacuation latérale de l'air se traduit 

par une chute importante de la tension résiduelle. Des effets du même ordre de grandeur ont été 

observés. Cela montre la nécessité de prendre en considération les effets de la topographie de 

surface et des phénomènes aérodynamiques. Une non-équivalence stricte et une non-linéarité 

entre les effets de ces grandeurs ont également été mises en évidence. 

Quelques améliorations théoriques sont possibles : meilleure caractérisation de la non-linéarité du 

comportement mécanique du film enroulé, meilleure représentation de l'échappement de l'air... 

Mais le principal axe de recherche (théorique et expérimentale) doit concerner les instabilités 

d'enroulement. 

L'utilisation intensive du modèle devra ainsi permettre d'avoir une meilleure maîtrise des 

mécanismes physiques qui gouvernent l'enroulement des films minces ainsi que d'optimiser les 

paramètres du procédé, voire de déboucher sur des recommendations à caractère technologique. 
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A.) état d'équilibre : fonction f'éQUi\ (test du gap d'air) 

I.) Caractérisation de la topographie 
de surface 

A.) Etat d'équilibre : fonction/^,-/ 

A.1.) Introduction 
Sous une pression donnée, après obtention d'un état d'équilibre, l'épaisseur moyenne de la couche 
interspire atteint une valeur d'équilibre, fonction de la topographie de surface et de la pression : 

- plus le film est lisse, plus l'épaisseur d'équilibre est faible, 
- plus la pression est élevée, plus l'épaisseur d'équilibre est faible. 

Cette variation de l'épaisseur d'équilibre est associée à un écrasement des rugosités et à un 

fléchissement du film entre les pics : 
Press ion radia le R 

d e m i épa i sseu r d© f i lm 

r ru çjcrsrté r—-
site1 

d e m i épa isseur d e f i lm 

Press ion radial© P2 

demi é p a i s s e u r d e f i lm 

Press ion radia le (̂  
Epa isseur d'air ©i P,<Pz 

Press ion radia le P2 
Epa isseur d'air e_ 

Figure A. 1 : variation avec la pression de l'épaisseur de la couche d'air 

La pression radiale dans le rouleau varie dans des proportions importantes. Il en ira de même de 
l'épaisseur d'équilibre des couches résiduelles d'air. Il est donc nécessaire de connaître la relation qui 
existe entre l'épaisseur d'équilibre, la pression et la topographie de surface : 

ea =féquil (pression, rugosité) 

A.2.) Description 
Afin de caractériser cette fonction f £qU\\ (pression, rugosité), un test dit du Gap d'Air, a été 

développé par le département Recherche et Développement de RHÔNE-POULENC FILMS (P. CORSI et 

D. GERWIG [1986]). La pression est appliquée à l'aide d'un champ électrostatique, en portant à un 

potentiel l'une des faces. Après obtention de l'équilibre, l'épaisseur de la couche d'air résultante est 

mesurée à l'aide d'un dispositif optique utilisant les propriétés d'interférence de la lumière. 
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Annexe I : caractérisation de la topographie de surface 

A.3.) Résultats 
Nous avons reporté sur la figure suivante les résultats obtenus avec deux films destinés à l'enduction 
magnétique (VIDÉO 2 et VIDÉO 3) : 

T Epaisseur d'équilibre 
(um) 0.6 

0.5 

0.4 

0.3 4-' 

0 . 2 •• 

0.1 --

0 

Vidéo 2 
Vidéo 3 

•+- +• •+-

Pression (MPa) 

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 
Figure A. 2 : variation de l'épaisseur de la couche résiduelle d'air avec la pression à l'équilibre 

Pour des valeurs typiques de la pression dans le rouleau (0,1 —» 0,5 MPa), l'épaisseur décroît assez 
fortement : 0,30 —> 0,15 um environ. 

L'analyse des résultats montre que le logarithme de l'épaisseur de la couche d'air à l'équilibre ea est 
une fonction affine décroissante de la racine carrée de la pression P. Cela suggère la formulation 
empirique suivante de la fonction f éauil (pression, rugosité) 

La rugosité est caractérisée dans cette fonction f équil Par deux coefficients : ho (m) et PQ (Pa) : 

-» ho est l'épaisseur d'équilibre lorsque P = 0 (ou P = P0 pour ho / exp 1). h0 est donc 
directement liée à la hauteur moyenne des pics de la surface, ho est, selon le type de film, 
compris entre 0,40 et 0,80 um. 

-» PQ caractérise la décroissance de ea avec la pression P. Une valeur élevée de P0 

correspond à une faible décroissance de ea avec P donc à une grande densité de pics. En effet, 
plus l'aire de contact (liée à la densité de pics) est importante, plus la pression exercée sur chaque 
pic est faible et plus la sensibilité à la pression est faible. PQ varie entre 0,2 et 1 MPa. 

La formule (A.l) peut être inversée afin d'exprimer la valeur de la pression radiale moyenne P en 
fonction de l'épaisseur de la couche d'air ea et des deux coefficients ho et P0 : 

(A.2) P = /^M / /-1(ea) = P o * [ l n ( ^ ) ] 

A partir de considérations théoriques, R. MEYRUEIX [1988] a obtenu des relations comparables. 
Cela justifie à la fois ses hypothèses théoriques et la représentation (A. 1). 

Nous avons reporté dans le tableau A.1 quelques valeurs de ho et PQ pour des films destinés à 
l'application d'enduction magnétique : 
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A.) état d'équilibre : fonction f'équi\ (test du gap d'air) 

Tableau A. 1 : paramètres de caractérisation du gap d'air 

Référence du film 

VIDÉO 1 

VIDÉO 2 

VIDÉO 3 

ho(um) 

0,50 

0,48 

0,62 

Po (MPa) 

0,43 

0,37 

0,27 

Le test du gap d'air apparaît donc comme un bon moyen de caractériser l'état d'équilibre de la 

topographie de surface des films, c'est à dire la fonction f équil (pression, rugosité). 

A.4.) Limitations 
Notre objectif est de caractériser l'épaisseur de la couche résiduelle d'air piégée dans le rouleau. 

Sous cet angle, l'utilisation des résultats du test du gap d'air présente plusieurs limitations : 

—> l'ordre de grandeur de la pression 

Dans le test, celle-ci est exercée entre 0,1 et 4 MPa alors que dans le rouleau, elle n'excède pas 

0,5 MPa. Cela signifie que nous utiliserons simplement une faible partie de la courbe alors que la 

formulation (A.l) est déduite dans un domaine de variation plus grand. 

—> la technique d'application de la pression 

La pression est appliquée électrostatiquement. Elle dépend donc de la permittivité du milieu. Or, 

s'il y a contact ou non, l'espace traversé n'est pas le même : PET d'épaisseur double ou 

PET+air+PET. La pression est plus faible d'un facteur 8 r = 3,2 dans les zones où il y aura contact 

entre les deux couches de film par rapport aux zones sans contact. 

Il en résulte que la relation entre le champ électrostatique et la pression réelle dépend de l'aire de 

contact et que la pression n'est pas uniforme sur toute la surface. Si l'aire de contact n'est pas 

trop importante (pression peu élevée ou film assez rugueux), cela ne pose pas de problème. 

—> la mesure de l'épaisseur de la couche d'air 

La longueur d'onde correspond à l'ordre de grandeur des épaisseurs moyennes des couches d'air 

des films très peu rugueux (enduction magnétique vidéo) : de 0,03 à 0,5 um. 

Les films destinés aux applications emballage et enduction magnétique audio ont des niveaux 

moyens de rugosité plus élevés, situés en dehors de ce domaine. La courbe f équil ^e c e s ^ m s n e 

peut être mesuré à l'aide de ce dispositif. 

La connaissance de la loi de décroissance de l'épaisseur de la couche d'air avec la pression (fonction 

f équil) e s t u n e notion fondamentale pour l'étude théorique de l'enroulement. Cette loi ne peut être 

déduite que du test du gap d'air dont le domaine d'utilisation est limité aux films peu rugeux destinés 

aux applications vidéo. 

De ce fait, l'utilisation du modèle sera restreinte aux seuls films vidéo, ce qui correspond d'ailleurs 

au domaine dont la maîtrise du procédé est la plus difficile. 
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Annexe I : caractérisation de la topographie de surface 

B.) Etat transitoire : fonction///ms 

B.1.) Introduction 

L'action conjuguée de la contrainte radiale de compression des couches supérieures et de la force 
d'appui a pour effet de chasser une partie de la couche d'air initialement entraînée, jusqu'à 
obtention du niveau d'équilibre (défini précédemment par la fonction f équil)-

Il s'agit d'un état transitoire. 

En fonction de sa topographie de surface, le film présente une aptitude plus ou moins grande à 
évacuer cette couche d'air. La connaissance de cette "aptitude" est fondamentale pour la maîtrise 
empirique comme pour la modélisation de l'enroulement des films. 

Nous proposons de représenter cet état transitoire par une fonction f trans '• 

^ ea = f trans (ea> géométrie, pression, rugosité) 

B.2.) Description 
En vue de caractériser cette fonction f fram , un test appelé test d'échappement d'air, a été 

développé par le département Recherche et Développement de RHÔNE-POULENC FILMS. 

Dans ce test, on fixe une couche de film sur un support emprisonnant ainsi une certaine quantité d'air 
entre le film et le support. On force ensuite l'air à s'échapper en appliquant une pression. Un dispositif 
spécial permet de visualiser la nature du contact entre le film et son support. Il est ainsi possible 
d'estimer le temps moyen d'évacuation t^ (évolution vers l'état d'équilibre). 

B.3.) Résultats 
Quelques résultats expérimentaux ont été reportés dans le tableau suivant : 

Tableau A. 2 : temps moyen d'échappement d'air 

Référence 

EMBALl 

AUDIO 1 

VIDÉO 1 

R*(um) 

0,38 

0,20 

0,12 

t«, (s) 

15 

20 

52 

Le test d'échappement d'air est très sensible à la topographie de surface. Il s'agit donc d'un bon test 
comparatif de caractérisation de l'aptitude du film à échapper l'air piégé entre les couches de film. 
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B.) état transitoire '.fonction f trans (test d'échappement d'air) 

B.4.) Caractérisation de la fonction f trans 
Le test précédent quantifie l'aptitude de film à échapper l'air entre les aspérités d'une topographie de 

surface donnée grâce au temps t^. Mais le problème que nous nous sommes posés est sensiblement 

différent : caractérisation de f trans t e^ e ciUG "â7 ea =f trans (ea> géométrie, pression, rugosité) : 

-> il faut déduite de la valeur du temps t ^ la valeur de la fonction f trans ^ a n s ^es conditions 

du test : c'est un problème de modélisation du test d'échappement d'air 

-> quelle serait la valeur de t^ ou de la fonction f trans dans ^a configuration réelle de 

l'enroulement. C'est un problème d'extrapolation aux conditions réelles de l'enroulement. 

En fait, le problème à résoudre (caractérisation de/*/raA7s(ea> géométrie, pression, rugosité)) pourrait 

être formulé de la manière suivante : 

1. Considérons deux couches de film en contact l'une sur l'autre séparées par une couche 

d'air d'épaisseur ea sous une pression P. 

2. Quelle est la diminution 5ea de l'épaisseur de cette couche pendant le temps 8t ? 

Nous proposons de répondre à cette question en trois étapes : 

1. introduction d'hypothèses (§B.4.a.), 

2. estimation de la fonction f trans dans ^es conditions du test (§B.4.b.), 

3. extrapolation de la fonction f trans a u x conditions réelles de l'enroulement (§B.4.c), 

B.4.a.) Hypothèse de la surface lisse équivalente 

La modélisation physique de l'écoulement de l'air passe implicitement par une résolution même 

simplifiée des équations de NAVIER-STOKES. 

Or l'espace considéré est délimité par les deux surfaces rugueuses en contact l'une avec l'autre. Ces 

deux surfaces sont très proches l'une de l'autre et le profil de topographie de surface n'est pas connu. 

Il n'est donc pas possible de résoudre les équations en prenant le profil des rugosités pour conditions 

géométriques aux limites. 

Nous proposons d'introduire les notions de surface lisse équivalente et d'homogénéisation des 

rugosités. L'épaisseur de la couche équivalente e^ega) sera telle que l'écoulement y sera 

parfaitement équivalent (au sens de la valeur du temps t^ ou celle de la fonction f trans) a ce"m Qui 

existe dans l'espace réel caractérisé par une épaisseur moyenne e^ : 

!i '! '!!rjWÏ!j l l ' i , l!|M| , i ,! , l ,| l! , l ,!Ï! , l ' l ^ jy in i^ i i i imi j i i i f l i j i j i iYMfl H J W I ^ I I » , ! , ! , 
: | 1 j , I M I I A ,|, n n i î , ,1, l|l iM' l I I | I i l ' , i I I . I 1 U ! ' , , , , „ ' . I , I • 

A Hum 11 ' '"i' < V' " • n J r ' J l T W i* i11 i i 1. ii 
lllîl I I î I ( t lj!l| t jl I I I l I l I I 1,1 I I If |l I I [ I j I ! I I 11! 
" ! ' • , V I I ! M | . I I I | I , I I I , I I | I | I I | M , I I I I 

LU I I I I i 11 I I l'A . I 1111111 • ,'[ 1 •*! 1111 1 . l'i 111 I . 11 

l l l i 

J!,'!!*'!,'!1'! i iW .. 
I n i ' "n ' 1' 1111 111111 I 

Figure A. 3 : homogénéisation des rugosités 
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Annexe I : caractérisation de la topographie de surface 

Si le nombre de pics est faible ou si l'épaisseur du film est faible ou bien encore si la pression est 
élevée, le film peut fléchir entre les rugosités, conduisant ainsi à un contact irrégulier. 
L'approximation surface rugueuse -» surface lisse sera alors moins satisfaisante. 

Nous avons également essayé d'aborder le problème avec une autre démarche reposant une l'analogie 
avec l'écoulement dans les milieux poreux. Toutefois nous n'avons pas trouvé de fomulations 
facilement transposable. En effet notre écoulement est essentiellement bidimensionnel alors que les 
milieux poreux classiques sont tridimensionnels (sable...). 

B.4.b.) estimation de la fonction ftrans dans les conditions du test 

Figure A. 4 : évacuation de l'air piégé 

Nous avons remarqué que pendant la période transitoire d'échappement de l'air, un front quasi 
circulaire se propage de l'extérieur vers le centre. Sur la base de cette observation, nous en 
déduisons que ce front est associé à une variation rapide de l'épaisseur de la couche d'air. 

.Sa propagation traduirait ainsi l'existence de deux zones : 
—> en amont du front, l'épaisseur de la couche d'air est égale à sa valeur initiale, 

-» en aval du front, l'épaisseur de la couche d'air est égale à sa valeur finale. 
La propagation de ce front sera caractérisée par la fonction R(i) telle que : 

ft = 0 => R(t)=R0 (rayon initial) 
(A.3) 

r<R(t) => ea = einitiale 

r > R(t) 
_ avec . 

finale eea l> * ea R(t) = 0 
Les conditions aux limites concernant la pression seront supposées être les suivantes 

0 < r < R(i) => P = P0 (zone d'écrasement) 
r = RQ => ?i « P0 (zone d'échappement) (A.4) 
i?(t) < r < R0 => P(r) = décroissant entre P0 et Pj « P0 (voir plus loin) 

film 

Figure, 1 présentation du front d'échappement de l'air 

Notre nouveau problème se réduit donc à la recherche d'une expression analytique de R(t) à partir 
des différentes grandeurs (géométrie, temps t^...) 

Nous noterons eeq(efmaje) l'épaisseur de la couche finale équivalente. Nous continuerons toutefois 
à écrire e^aie l'épaisseur de la couche initiale car il n'y a pas d'écoulement dans la zone 
centrale 0 <> r < R(t). 
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B.) état transitoire -.fonction ftrans (test d'échappement d'air) 

Le calcul qui suit repose sur deux fomulations différentes (§1. et§2.) du débit d'évacuation qui sont 
ensuite égalisées (§3.) 

1. première formulation du débit 

A un instant t, le volume d'air V(t) compris entre le support et le film s'écrit : 

V(t) = 71 R(t)2 einitiale + n [R0
2 - R(t)2] eeqCefinaje) 

Le débit d'air <2évac(0 dans ^a section d'évacuation : 

(A.5) ôévacW = JtV(t) = 2n [einitiale - e ^ ^ e ) ] W)jtR(\) 

2. seconde formulation du débit 

Par ailleurs, dans la zone où l'épaisseur de la couche d'air est égale à e^egnaig), nous avons un 
écoulement de PoiSEUHXE classique sous l'action d'un gradient de pression. En négligeant les termes 
de diffusion et dans l'hypothèse d'un écoulement quasiment stationnaire (valable si le front d'onde se 
déplace lentement), l'équation de NAVIER-STOKES qui régit cet écoulement d'air se réduit à : 

^ â p ( r ' t ) s s ^ v ^ r A t ) 

Avec : 

-JT P(r,t) = gradient de pression dans la zone considérée 

vr(r,z,t) = vitesse de l'air dans la direction radiale (m.s-1) 
fz = 0 => V, = 0 

avec i / \ _ A 
lz = eeqC^nale) => vr = 0 

Il est alors facile de résoudre cette équation. On retrouve un profil des vitesses très classique : 

vr(r,z,t) = 2^— •£P(r,t) z [z - e^eg^e)] 
Exprimons alors le débit de l'air Q{v,t) dans la section S = 2 % r eeq(efmaie) : 

eeqv^nale) e /_ p a 
(A.6) (2évac(r,t) - / - 2 K r vr(z,t) dz = 2 TC ^ ^ r f P(r,t) 

L'équation de continuité se traduit par l'indépendance de ce débit avec la variable r. La pression P(r,t) 
doit donc s'exprimer sous la forme : 

£™-^ 
Avec : 

A(t) = fonction de la seule variable t P(r = R(t),t) = P0 P(r = /fo.t) = Px « P0 

L'intégration de l'équation précédente conduit aux expressions suivantes de P(r,t) et de r ̂ r P(r,t) : 

1 r_ "| 

P ( r , t ) - P 1 + ( P o - P 1 ) - â r « r | p ( r , , ) - ^ ^ — - & > -
<1 * "" ^~Mf] 

3. égalisation des deux formulations du débit 
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Annexe I : caractérisation de la topographie de surface 

Les deux expressions (A. 5) et (A. 6) du débit <2évac(0 s o n t nécessairement égales. D'où : 

[einiuale " e ^ e ^ d e ) ] *(t) ln [ f^ ] £ * ( t ) = P0 ^ ^ f 

Intégrons cette équation différentielle à partir de l'instant t = 0 pour lequel R(i) = RQ : 

^ . ^ [ 2 l n [ f > ] - l ] = P 0 „ ^ ^ r «t 
4 4 L L V J ° ^UaiJeinitiaje-eeqCefinaje)] 

Enfin, l'écriture de la seconde condition aux limites t = t^ => R(t) = 0 permet d'obtenir : 

K ' } <* eeqCefinale)3 P0 
eeq(tfina\e) apparaît ainsi comme la solution de l'équation du troisème degré sgre 

(A. 8) eeq(&fimiey + 3 ^ ^ [eeqCefinaie) - einitiale] = 0 

eeq(efinale) e s t fonction des principales grandeurs du problème : 

—» géométrie du dispositif : RQ (m) 

—» propriétés visqueuse de l'air : uajr= 16 10"6 Pa.s 

-^pression appliquée dans le dispositif: P0 (Pa) 

—> topographie de surface : SRZ, e ^ a l e (um) 

-> temps d'évacuation d'air : t ^ (s) 

Nous avons reporté dans le tableau A.3 quelques valeurs de e^ega). 
Tableau A. 3 : valeurs de ep„(ej 

édifiai* (Um) 

2,0 

1.0 

3,0 

2,0 

Jea (s) 
250 

250 

25 

25 

ePq(eM) (um) 

0,17 

0,14 

0,50 

0,43 

L'ordre de grandeur de l'épaisseur e^egg) est tout à fait satisfaisant. Il est très sensible à la valeur de 

tgg et moyennement sensible à celle de la valeur initiale de l'épaisseur de la couche d'air (que nous 

avons supposé proche de SRz). 

Il est alors aisé d'en déduire l'expression de la vitesse moyenne dans la section d'évacuation Vévac de 

cet écoulement ou bien celle de la valeur moyenne de la fonction f trans (ea> géométrie, pression, 

rugosité) pendant l'intervalle 0 < t < t̂ a : 

(A.9) 

Vév; = g£qigea)!»Ap 
ac 12ua i r dr1^ 

f _ —~ - einitialf! " ̂ q^nale) p JLT> 

/ trans ~ % ea " 2 P 0 1 ^ K° dr ^ 
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B.) état transitoire : fonction f trans (test d'échappement d'air) 

avec -7- P = gradient de pression dans l'espace considéré 

Nous avons maintenant modélisé le test et estimé la valeur de la fonction f trcms (ea, géométrie, 

pression, rugosité) dans les conditions correspondantes. 

B.4.b.) estimation de f trans d a n s ' e s conditions réelles du rouleau 

Notre problème est maintenant de trouver l'expression de la fonction f trans (ea> géométrie, 

pression, rugosité) dans les conditions réelles du rouleau. 

Différents aspects différencient les deux conditions d'évacuation : 

1. les deux surfaces en contact 

Dans le test, les deux surfaces sont celle du film et du support alors que dans le rouleau, les deux 

surfaces sont celles du film. Quelques essais ont été réalisés avec deux couches de film et le 

dispositif expérimental précédent. Il est alors nécessaire de plaquer une première couche de film 

sur le support selon la procédure précédente puis une seconde couche au-dessus. Le temps tea est 

du même ordre de grandeur. En revanche, la mise en œuvre est plus complexe et l'observation de 

la propagation du front d'évacuation de l'air plus délicate. 

Nous continuerons donc d'une part à effectuer les tests d'échappement d'air entre un support et 

une couche de film et d'autre part à extrapoler les résultats au cas de l'échappement de l'air 

entre deux couches de film. 

2. les conditions d'évacuation de l'air 

Dans le test, l'écoulement de l'air se fait entre deux surfaces rugueuses séparées par une couche 

d'air d'épaisseur finale connue. Cet écoulement est équivalent à un écoulement fictif entre deux 

surfaces parfaitement lisses séparées par une couche d'air d'épaisseur, notée e^eça). 

Or, l'écoulement réel se fait pour une couche d'air d'épaisseur différente ea. Il est donc nécessaire 

de connaître la valeur de l'épaisseur équivalente e^eg). 

Nous n'avons a priori aucune idée de cette dépendance. L'écart entre l'épaisseur de la couche 

réelle et celle de la couche équivalente correspond à une zone sans écoulement occupée par les 

rugosités. 

Nous postulerons que cet écart reste constant, conduisant ainsi à la dépendance : 

(A. 10) e^Cea) = ea - [ e^ - Q^e^] 

Avec : 

ea = couche d'air d'épaisseur réelle 
eeq(ea) = épaisseur équivalente d'air lorsque l'épaisseur réelle est ea 
eea = épaisseur réelle de la couche dans le test d'échappement d'air (connue par féquil ) 
eeq(eea) = épaisseur équivalente de la couche d'air lorsque l'épaisseur réelle de la couche d'air 

est égale à e ^ (solution de l'équation (A. 9)). 
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Annexe I : caractérisation de la topographie de surface 
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Figure A. 6 : variation de l'épaisseur équivalente 

3. la géométrie d'évacuation 

Dans le test, la géométrie d'évacuation de l'air est donnée. Dans le rouleau, les dimensions sont 

plus grandes : de 400 à 2400 mm. Ici encore, il sera donc nécessaire de définir les conditions de 

l'extrapolation des résultats du test aux conditions réelles. 

Récemment, dans le cadre d'un stage (P. GAUDET [1990]), différents dispositifs de géométries 

variables ont été étudiées. Les résultats obtenus ont présenté une très grande dispersion que l'on 

peut attribuer à la non-homogénéité de la topographie de surface du film ou bien à l'opérateur. tea 

ne semble pas dépendre linéairement des dimensions du dispositif. Ces essais ont également 

permis de mettre en évidence la décroissance au cours du temps de la vitesse de déplacement du 

front d'onde. 

Nous n'introduirons donc pas de dépendance spécifique de la géométrie dans Vévac. La 

géométrie interviendra toutefois indirectement puisqu'elle affecte le volume d'air global. 

4. Vépaisseur intiale de la couche d'air 

Elle n'est pas mesurée dans le test, mais probablement voisine de la hauteur des plus grands pics. 

Nous la supposerons égale à SRZ mais il s'agit d'une hypothèse dont il faudra discuter. Elle est en 

revanche connue dans le rouleau de film. 

5. l'épaisseur finale de la couche d'air 

Celle-ci n'est pas mesurée dans le test, mais est définie par la fonction f équil a v e c P = ^o- Elle 

est également connue dans le cas du rouleau de film. 

6. Le gradient de pression 

Le test d'échappement d'air est toujours réalisé sous le même gradient de pression. Or, dans les 

conditions réelles d'enroulement, l'évacuation se fait sous des pressions sensiblement supérieures 

(0,01 -» 0,5 MPa). Nous définirons a priori la dépendance de la vitesse d'évacuation Vévac 

avec la pression. 

Compte tenu de la forme de l'équation de NAVIER-STOKES, il est logique de penser que, au moins 

pour les faibles pressions, la vitesse d'évacuation est proportionnelle à la pression appliquée. Par la 

suite, nous remplacerons le gradient de pression du test d'échappement d'air par l'estimation 

suivante du gradient de pression dans la couche inter-spires : 

v _ eeq(era) vévac i? H . 12uair 'evac 



B.) état transitoire -.fonction f trans (test d'échappement d'air) 

Où 
Wac es* ^a largeur d'application du gradient de pression, c'est à dire de la zone de décroissance 

de la pression moyenne jusqu'à la pression atmosphérique. Celle-ci sera prise égale à 100 mm 

quels que soient la largeur du rouleau et le type de film utilisé en accord avec des observations. 

En résumé, entre deux couches de film et sous une pression P, l'air s'échappe par la section 

d'évacuation avec une vitesse moyenne définie par : 
L ea " eea "*~ eeq(eea) I * P •xr _ - t a -US " f KM' J * 

vévac 19 H • 1' 
1Zi Haïr 'evac 

eea e t eeq(eea) s o n t calculés à partir des tests présentés aux annexes I.A et I.B. Les paramètres uajr et 

Wac s o n t deux constantes du problème. ea et P sont deux variables qui évoluent pendant 

l'enroulement. 

Cherchons maintenant à en déduire la variation de l'épaisseur dea d'une couche d'air pour une spire 

donnée sous une pression donnée P pendant un temps donné dt, c'est à dire la fonction f trans •' 
Pression P I 4, 

I 
Couche d'ait 

Figure A. 7 : évacuation de l'air dans les conditions réelles de l'enroulement 

Considérons une spire du rouleau, caractérisée par : 

lf = largeur du rouleau (m) r = rayon de la spire (m) 

ea = épaisseur de la couche d'air (m) 

V = l f * 2 7 t r * ea= volume de l'air piégé entre les deux couches de film (m3) 

S>évac = 2 TU r * ea= section latérale d'évacuation par les deux bords (m2) 

Pendant le temps dt, le volume d'air évacué dVolajr est défini par : 

(A. 11) dV = V ^ * S ^ • dt 

Où Vévac est la vitesse calculée précédemment 

Il est alors aisé d'en déduire la valeur moyenne de la fonction f trans '• 

12 ea fA12ï f*. = ^ e = — ^ [ ea-eea + Ceq(Cea)]:-a 
(A.12) J trans ^ 2 7Crl fdt" ^ Hair «évaĉ f 

Nous avons ainsi résolu le problème que nous nous étions initialement posé concernant la 

modélisation de l'échappement de l'air dans les conditions réelles du rouleau de film en termes de 

fonction f trans (ea> géométrie, pression, rugosité). 
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Annexe I : caractérisation de la topographie de surface 

G.) Autres tests de caractérisation 

C.1.) Introduction 
Les résultats des tests que nous venons de présenter sont fondamentaux pour la modélisation de 
l'enroulement des films minces. Or, l'un deux, le test du gap d'air, restreint le domaine d'utilisation du 
modèle à quelques films. Il serait donc souhaitable de rechercher un moyen d'accéder à la même 
information (fonction f équil) à partir d'un autre test de caractérisation. 

Deux autres tests typiquement utilisés pour caractériser la topographie de surface des films : 

C.2.) Peak Height Distribution 
Il s'agit d'une mesure du nombre de pic par mm2 compris entre deux hauteurs données : 
On utilise de nouveau le principe d'interférence de la lumière (anneaux de NEWTON). Cette mesure 
est réalisée manuellement. Elle est donc de ce fait difficile à généraliser et donc à utiliser. 

C.3.) Peak Count Distribution 
Il s'agit d'une mesure, automatisée, de la loi de distribution du nombre de pics avec la hauteur : 

hauteur en nm 
^ nombre de pio hauteur en nm 

4 0 0 — 0 — j • j \ 

100 200 300 400 
nombre de pic 

Figure A.8 : Peak Count Distribution. 

Un palpeur scrute mesure la hauteur d'un certain nombre de points sur une petite surface du film. 
Après traitement, on obtient une courbe N(h) qui contient un très grand nombre d'informations. De 
ce fait, il est enviseagable de chercher à corréler N(h) avec la courbe f équil 

On observe que ces courbes N(h) suivent une loi de distribution log-normale, ce qui semble cohérent 
puisqu'il en va de même de la loi de distribution des charges : 

N ... I . h-hi 
(A.13) N(h) = j ^ * e x p ^ C 1 l n ( - ^ - ) 

Avec : 
Ni = nombre de pics (sans unité) 
Ci = coefficient sans unité 

hj = hauteur (m) 
Ci = hauteur (m) 

Ces quatre coefficients (Ni,hi,Ci,Ci) sont alors supposés caractériser la courbe N(h). 
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C.) autres tests de caractérisation 

C.4. Corrélation PCD / Air Gap 
Le problème de la corrélation entre le test du gap d'air et le test des PCD se résume alors à la 
recherche d'une autre formulation de la fonction f équil à partir de ces coefficients : 

féquil = f équil K> rugosité^, P0)] = f équil fcP rugosité (Nb hh Ch ah ef)] 

Nous rajoutons l'épaisseur du film car nous savons qu'elle intervient dans le test de l'air gap par la 

flexion entre les pics. Or, elle n'intervient a priori pas dans le test du PCD. 
11 est difficile de chercher à établir cette corrélation par une approche purement théorique car elle 
intègre un grand nombre de notions : propriétés mécaniques des rugosités, fléchissement du film 
entre les rugosités... 
Nous avons donc envisagé dans un premier temps une approche numérique du problème. Ce travail a 
été réalisé dans le cadre d'un stage par J.M. YVON [1992]. Nous avons ainsi traité avec un logiciel de 
statistique les paramètres caractéristiques (ho,Po,Ni,hi,Ci,ai,ef) d'un trentaine de films polyester 
destinés à des applications d'enduction magnétique vidéo. En procédant par tâtonnement (guidé par 
une analyse en composantes principales), les meilleurs résultats ont été obtenus avec les deux 
formulations : 

(A. 14) 

A-, [ Ai T^- - A4 ] 

^ l ai 
* Ni A * foi - AQ)2 

Po = A5 + A 6 ^ - A 7 . - A 8 7 ^ 7 ^ 

Où Ai à AJO sont des constantes obtenues par un calcul 

Ces deux formulations permettent d'excellentes prédictions de la fonction d'équilibre féquil (à 15-

20% près) dans le domaine de rugosité des films destinés à l'enduction magnétique vidéo. 

En revanche, l'extrapolation de ces formulations aux films plus lisses ou plus rugueux se heurte à la 
grande complexité de ces formules. Elle conduit toutefois à des ordres de grandeur cohérents. Il n'est 
donc pas encore possible d'estimer la fonction f équil e n s e dispensant totalement des résultats du 
test du gap d'air. 

Toutefois, cette approche qui vise à étendre le domaine d'utilisation du modèle par des corrélations 
numériques doit être poursuivie. 
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Annexe II : loi de HOOKE 

IL) Loi de HOOKE 

A.) Expression de la loi 

A.1.) forme générale 

-> formulation S = h (CJ) 

8r Er
 v9r Ee

 Vzr Ez 

2a a (A,i5) 8 9 = - v e r * i ; + Ë;-vez*Ê; 

°r 3 a. 
ez " vzr* E Z " V9z* E0

 + Ez 

-> formulation C = /r^ (8) 

ar = 

E E 

<* ' i t VQZ2) Er Sf + (Ver + VQZ Vzr) Er 8e + (Vzr + Ê^ Ver Vez) Er 8z 

1 " ¥Q
 vez2 " f j ver2 • i^ vzr

2 - 2 f f v0r vez vzr 
E E 

(v9r + V0Z vzr) Er Sr + (1 - j f Vzr
2) E9 8e + (v9z + j f V0r Vzr) Ez E: 

(A16> a 9 = E, . Er \ Er . E Z 

1 - % vez2 - ËJ ver2 " Ê^ Vzr2 •2 i j ver v e z Vz<-

<Vzr + Ëf Vôr V8 z ) Er 8 r + <vez + Ë^ v6r vzr) Ez % + G - # ; V0r
2) Ez 62 

G = -e ' "" ^7. - — " - ^e 
1 - % vez2 " | f ver

2 - ̂  vzr2 - 2 | j v0r v0z vzr 

A.2.) Déformation planes 

-» formulation S ~ h^ (CJ) 

Sr = r = (1 - Ë7 vzr2) Ë7 " (ver + v9z Vzr) ^ 

(A. 17) se = -(ver + v 0 z v z r ) g + 0 - | ^ v e z 2 ) i e
i 

8 Z = 0 

156 



A.) expression de la loi 

-» formulation CJ = h(f 1 (S) 

a r = 
0 - jg vez2) Er er

 + (Ver+ v9z vZr) Er g9 

1 " l j V9z2 " % V6r
2 " E; Vzr2 - 2 f j V0r V6z Vzr 

Er 
(v9r + vez vzr) Er er + 0 - E vzr

2) Ee 89 
(A. 18) a e = — Ë g £ *g 

1 • l j V9Z2 " tQ
 v9r2 " tz

 vzr2 " 2
 Ê J Ver V0Z vzr 

F F 
l z (Vzr + Ê^ Ver Vez) Er Sr

 + (Vez + Ë^ V9r vzr) E2 S9 

VZ = VZTGT + ^VQZGQ = - _ - P 
1 - Ë^ V9z2 - Ë^ V9r2 - Ë^ vzr2 - 2 Ë^ V9r Vez vzr 

A.3.) Contraintes planes 

-> formulation S = hc (CJ) 

_ £i » ge 
8 r - Er

_V9r Ee 

(A. 19) 8e = - v e r * g + f 

a o0 Vzr + gfverVezg (v9z + ̂  v0r vzr) 
gz-"Vzr E - v Q z E - - E E gr" E r « 8 9 

9 ! -Ë^ver2 Z 1-Ë^v9r2 

-» formulation CJ = hc
ml (S) 

_ E r s r + VerErefl 

1 " Ë^ ver2 

(A.20) G e = ^ r J i | i ± E M a 
1 " Ë^ Ver2 

CTr" E, 
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Annexe II : loi de HOOKE 

B.) Expression des coefficients 
Nous allons déterminer la valeur des douze coefficients de la matrice de HOOKE. Rappelons que ce 

sont des "coefficients équivalents" dans la mesure où la matrice de HOOKE recherchée caractérise le 

comportement mécanique du solide homogène équivalent. 

b. i.) ( t 9 )Spj r e et ( t z ) S pj r e 

Le module radial E0 est défini comme le rapport entre cr0 et E0 sous l'action d'une contrainte 

purement tangentielle. Le module axial E z est défini de manière similaire. 

Les rugosités sont disposées perpendiculairement au plan 8z. Sous l'action d'une contrainte exercée 

dans ce plan, elles ne sont donc pratiquement pas sollicitées. De plus, leur déformation (radiale) n'est 

pas considérée. Les deux modules E0 et E2 ne dépendront donc pas des propriétés mécaniques des 

rugosités. Toutefois, vis à vis de la sollicitation, le solide homogène se comporte comme un couplage 

parallèle de VOIGT des deux phases : 

-i-e ' demi épaisseur de Htm 

[ Solide homogène 
--: équivalent 

Figure A. 9 : section réelle du solide homogène 

Les modules (E0)Spire et (E^gp^ç sont donc définis par la relation de couplage classique de VoiGT : 
'(ef + ea) (Ee)sp i re = ef (E0)film + ea (E0) in te rsp i res 

< 

.(ef + e^ ( E ^ p ^ = ef (E^)mm + ea ( £ 2 ) ^ ^ , , 

En fait, les rugosités n'ont pas de réponse mécanique dans le plan 9z : les modules (E0)interspi res et 

(EjJinterspires s o n t largement négligeables devant ceux du film. Nous avons donc les relations : 

(Eo)Spjre ~ 
(A.21) 

(Ee^lm 

(Ez)spire = (Ez^film 

ef+ea 

t ^ 
ef+ea 

Le module E r est défini par le rapport entre cjr et Sr sous l'action d'une contrainte purement radiale. 

Dans ce cas, les rugosités du film sont directement sollicitées. 

158 



A.) expression de la loi 

(E r)spj re dépend de P, de ea, de la topographie de surface et des propriétés mécaniques du film. 

On comprend que, selon la valeur de ea, deux cas puissent se présenter : 

- l'épaisseur de la couche d'air est très supérieure à la hauteur moyenne des rugosités, 

- l'épaisseur de la couche d'air est définie par la hauteur des rugosités (équilibre). 

Nous chercherons à interpoler les deux limites. 

B.2.a.) l'épaisseur de la couche d'air est élevée 
L'épaisseur de la couche d'air est par exemple très supérieure à la hauteur moyenne des rugosités. Il 

s'agit d'un état transitoire au sens où l'air piégé s'évacue continûment. Les rugosités n'ont aucune 

influence et la réponse mécanique est principalement celle du "matelas d'air". Nous fixerons 

arbitrairement la limite inférieure de l'épaisseur de la couche d'air ea à la valeur moyenne de la 

hauteur des plus grands pics : ea = SRZ. 

La spire a été assimilée à l'assemblage en série suivant : 

-» une couche de film d'épaisseur ^obéissant à la loi de HOOKE : G = E 8 

-» une couche d'air d'épaisseur ea obéissant à la loi des gaz parfaits : P V = cte 

—> une couche de film d'épaisseur jef obéissant à la loi de HOOKE : O = E S 

^ • • • • • • • • • • • • ' 
!i!;l|l!!!i£^yêWa!iâ»ii!i;l!l!i 

Il I I I l II II 
1,1 1,1 I ,1 

aspire 

1 ' I^CHIJJCII'IK» KJI« irluinni'l1 'i' 

_uJ lU I i , Il ,„ IMI I ,„ I 

Figure A. 10 : couplage série d'une couche d'air et d'une couche de film 

Dans le cadre de ce couplage en série, les contraintes sont égales et les déplacements s'additionnent. 

Le module d'YoUNG équivalent du système considéré est défini par la relation suivant : 

(A.22) (E r)spi re = - ~ ^ -
VfcI7S 

avec : 

ôa r = contrainte de compression (Sr)spire = déformation correspondante = 7.+ e
 a 

La loi de comportement de la couche de film s'écrit : 

5a r = (E r ) f l l m *(e r ) f avec (sr)f = - ^ 

Celle de la couche s'écrit : 

P V = cte ou P ea = cte 

En différenciant cette dernière expression autout d'un d'état d'équilibre (ea, P), il vient : 
ÔP ôe 

Pôe a + eaÔP = 0 ou -p-=-(e r ) a = - - ^ 
3 

Dans cette formulation, ôea est la variation de l'épaisseur de la couche d'air associée à la sur-pression 

dP. Cela signifie donc que dP représente la sollicitation : 5P = ôc r et P = a r . 

En combinant les deux expressions de ôef et de dea, il vient : 
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Annexe II : loi de HOOKE 

ÔG, ^ ôcr, 
Ôef+ôea = e f * r F / +e. * 1 4. B. * 

a (Er )fil m a, r 
Les ordres de grandeurs des différentes valeurs sont : 

ef«7à23um e a«0,15àlum 
(Er)fîlm « 2 à 3 GPa crr * 0,1 à 0,5 MPa 

Il est donc envisageable de négliger le premier terme devant le second. Cela permet d'écrire : 

v r̂/spire * gf 

Cette approximation traduit le fait que seule la couche d'air se déforme sous une sollicitation radiale. 

En identifiant ensuite cette expression de 8ef + ôea avec (A. 22), il vient ainsi : 

(A.23) (E r l ) s p i r e *fp ou - f CTr ea ea 

Cette expression montre le rôle non linéaire de ea et de cr. 

B.2.b.) la couche d'air est à l'équilibre 

Suffisamment d'aspérités sont en contact pour assurer le contact du film. Il s'agit d'un état stable : 
l'air ne s'évacue plus. Considérons le système de la figure A. 10, sollicité dans les mêmes conditions 
mais tel que l'épaisseur ea soit définie par la déformation des rugosités (fonction f équil du §I-A.) : 

ea= f équil (<?r> rugosité) = ho G V P° 
Comme précédemment, le module d'YouNG est défini par : 

5oy 
(Er)spire ~ , x 

v&r/spire 
Les ordres de grandeur des différents paramètres restent les mêmes qu'au §I.A. Nous nous 
intéressons aux variations autour d'un état équilibre. 

^pire* ef 

Diiférencions l'expression ea = f équil (̂ r* rugosité) 

M ^ 

£-/•, ..^ —.MX* = ru ~" V'Po i*—§?r _„ . * ia , 
s e a

= Tr/éow7(CTr.ru80sité)ôar= [hoe V ° ] . ca , 

En identifiant avec (A. 22), il vient alors l'expression du module d'YOUNG équivalent : 

(A.24) (Er2)spire = ef [ —féqutfat, rugosité)]-! = 2 * f * V ^ ou 2 * f * V" a r * P( 
ôar 

Il s'agit de nouveau d'une formulation non-linéaire. Nous avons reporté sur les figures A.lia et 
A. 11b l'évolution de la loi de comportement Er = Er(P) et l'évolution de la loi de comportement 
a r = crr(Sr). Cette dernière est calculée à partir de l'état initial ea = ho et CTr = 0, soit : 
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A.) expression de la loi 

(A.25) e r = ̂  et a r = [ - l n ( l - g e r ) ] 2 P 0 

Contrainte radiale 
(MPa) 

déformation radiale 
H 1 

0.01 0.02 0.03 0.04 

Figure A.ll : relation Er = Er (P) et O r = <JT (8 r) 

L'état d'équilibre étant atteint, P et ea sont liées entre elles par la relation (A.l). Il est donc possible 
d'exprimer Er2 à partir de la seule épaisseur de la couche d'air ou de la seule pression : 

avec ea<ho c (Er2)spire(ea) = 2 * P 0 * l n [ ^ ] * f 

(Er2)spire(P ou Gr) = 2 * ^ 

a 
P, °*Po 

L'expression de (Er2)spire (or) fait apparaître la fonction : 

r "^ 
x - » V x e 

oùxes. la variable sans dimension x = f =-§< 

x est compris entre 0 et 2, ce qui permet d'effectuer un développement limité autour de 1 : 
-yjx e l e l e l 

Vxe =e 1 +e 1 (x- l ) + Y(x-l)2+4g(x-l)3+^(x-l)4 + o(x-l)5 « 2,718 x 

La formule (A. 24) peut alors se réduire à : 

(A.26) E r 2(Poua r) = 5,437gp 5,437 g a r 

Avec : 

5,437;^ =50 à 200 
ho 

Nous trouvons que Er2 est directement proportionnel à la pression P ou à la contrainte radiale Gr. 
PFEIFFER [1981] et HAKIEL [1987] ont essayé de mesurer directement ce module en utilisant un test 
de compression sur des empilements de feuilles de papier ou de film plastique. Ils ont obtenu : 

(A.27) Er(CTr) = K2(ar+K1) 
Avec : 

K2 = 50 à 250 Kx = 1 à 5 kPa 
Il est intéressant de voir que ces auteurs ont obtenu à la fois la même non-linéarité et un ordre de 

grandeur des paramètres similaire (de K̂  et de K2). 
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Annexe II : loi de HOOKE 

B.2.c.) cas réel 
Nous avons établi une formulation du module radial dans deux cas limites : 

—» pas d'influence des rugosités, 

-» pas d'influence de la couche d'air. 

En pratique, la configuration est souvent intermédiaire entre ces deux cas limites : quelques 

rugosités sont déjà en contact mais l'équilibre n'est pas encore atteint. Le module radial s'écrit alors : 

'(Er)spire = (Er)spire(ho e t P 0 . CTr e t ea) 

avec ea>SRz -> (Er)spire(ho et P0, CTr et ea) = (Erl)spire = - f* a r 
3 

^ e t e a = hoe V p 0 ^ (Er)spire(h0etP0,aretea) = (Er2)spire = - 5 , 4 3 7 ^ a r 

Nous allons linéairement interpoler le module radial réel entre les deux valeurs limites, soit : 

(A.28) hoe V po <ea<SRz-^ Er(ar) = - f a r -

Remarques : 

-1. Le module (Er)fjim n'intervient pas dans les formulations de (Er)spjre-qui ne dépend que de 
l'épaisseur de la couche de film, des propriétés mécaniques et de l'épaisseur de la couche inter­
spires (air/rugosités). La seule hypothèse dont nous avons eu besoin est de savoir qu'il est très 
supérieur à la pression. BOGY, BUGDAYCI et TALKE [1979] estiment (Er)film entre 2 et 3 GPa. 

-2. Les deux expressions du module (Er)spjre conduisent à des valeurs comprises entre 1 et 
100 MPa, donc très inférieures à EQ et Ez (environ 5 GPa). Le comportement d'une spire est donc 
très fortement orthotrope. Une orthotropie aussi importante s'explique par le fait que les éléments 
sollicités sont différents selon la direction choisie : 

—» contrainte appliquée radialement : seules les rugosités se déforment, 
—> contrainte appliquée tangentiellement ou axialement : seul le film se déforme. 

-3. Pour une même pression, nous avons (Er2)spire>(EI.1)spire. Ce résultat est tout à fait 

cohérent : il est plus facile de comprimer une couche d'air que de déformer des rugosités. 

B.3 . ) (v 0 z ) s p j r e et (v z 9) s p j r e 

Le coefficient de POISSON VQZ (respectivement Vz9) est égal au rapport de ez sur 89 
(respectivement 89 sur 82) sous une contrainte tangentielle pure (respectivement axiale). Les 
rugosités ne sont ni sollicitées directement (la contrainte est dans le plan ez) ni même mesurées (les 
mesures de déformation sont limitées à ce plan). Par suite, VQZ et VZ0 seront simplement définis par : 

(A 29") j ^Vez^sPire = (v9z)film 
Uvze)spire = (v

ze)film 
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A.) expression de la loi 

Ces deux coefficients sont reliés entre eux (symétrie du tenseur) : (v9z)film ~ (vze)film * (E z ) f i l m 

B.4.) (ver)Spire et (vzr)spire 

Le coefficient de POISSON Ver (respectivement Vzr) est égal au rapport de 8r sur SQ (respectivement 

8z) sous une contrainte tangentielle pure (respectivement axial). Cette fois, les rugosités ne sont pas 

sollicitées directement mais leur réponse indirecte dans la direction radiale est mesurée. 

Considérons l'assemblage précédant mais disposé parallèlement à l'axe de sollicitation : 

:;:;:j:i:;:|:Gi0UC^:^l«jr^^ 

1 
! 

i i 

il 
IPi 

WÊSÊÊ w 
msÊm WÈÊMM, 

i|i»ii»«iipiif 
iiVi n l ' ï ' iVi'ii1 

I W I ' I V I ' I ' I ï i ' i ï i V i i!twi ifflWimiMiiiima 

Figure A. 12 : couplage parallèle d'une couche d'air et d'une couche de film 

Cette fois, nous nous intéressons au coefficient de POISSON entre les directions parallèle et 
perpendiculaire au plan des couches, défini par la relation : 

(Ver) spire 
(gr)spire 

(%)spire 
pour la sollicitation 

<*r 
°e 

"0 " 

<?0 
.0 . 

Comme pour Er, nous considérons que les comportements mécaniques des deux constituants 
peuvent être définis par des lois de HOOKE. Dans le cadre de la sollicitation envisagée, nous avons : 

(8e)spire~(ee)f : 

(Vie)f 

Dans le cas précédent (contrainte radiale), la couche inter-spires était sollicitée dans le sens des 
aspérités (pics de la surface). La réponse globale de la spire était donc directement liée à la réponse 
mécanique (aptitude à la déformation) de ces pics. 

Cette fois, la couche inter-spires est sollicitée en contrainte perpendiculairement à la direction des 

pics. Elle ne va donc offrir quasimement aucune résistance à la déformation tangentielle sans pour 

autant se déformer radialement. Tout au plus, nous avons P V = cte qui conduit à une surpression 
négligeable. La variation d'épaisseur radiale ôea est donc pratiquement nulle. Par suite, nous avons 
tout simplement: 

5ef + 5e„ Sef 
(er> spire - ( S r ) f ef+ea ej 

En reportant ces deux expressions de (Sfl)Spjre et (Sr)spire dans la définition de VQr, il vient alors 

Les résultats sont bien sûr identiques pour ( v ^ p ^ . 
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Annexe II : loi de HOOKE 

B.5 . ) (v^spjre et (v^spire 
Le coefficient de POISSON VJ-Q (respectivement Vrz) est égal au rapport de la 8Q sur s r 

(respectivement 8Z sur Sr) sous l'action d'une contrainte strictement radiale. Cette fois, les rugosités 
sont directement sollicitées puisque la contrainte est appliquée radialement. La symétrie du tenseur 
impose les relations suivantes : 

(A.31) 
(Vre)spire " (Ver)spire * (E^ 

fv \ . =(V \ . * (aspire 
/spire 

Les valeurs de (Er)spire, (Ee)spire) (ver)spire et (Vzr)spire ont été précisées précédemment. 

Remarques : 

-1. Le module d'YOUNG (Er)spjre est très inférieur à (Ee)spjre. Ces deux coefficients de 
POISSON sont donc très faibles : environ 0,003. De nombreux auteurs (ALTMANN [1966] et 
YAGODA [1980a et 1980b]) n'ont pas utilisé ces relations de symétrie et ont directement écrit : 

J (vre)spire = (v9r)spire 
l (Vrz)spire = (Vzr)spire 

La matrice de HOOKE est alors non symétrique, ce qui est incompatible avec l'hypothèse des 

milieux continus. Rappelons que l'on décompose les tenseurs des contraintes et des déformations 
sous la forme de la somme d'un tenseur symétrique et d'un tenseur antisymétrique. Le premier, 
celui qui nous intéresse est donc, sous cette hypothèse, symétrique. 

De nombreux auteurs (TRAMPOSH [1965 et 1967], GOOD [1992]...) sont en désaccord avec cette 
symétrie du tenseur et justifient ce caractère non symétrique en considérant que l'hypothèse de 
smilieux continus n'est pas valable (existence de glissements locaux). 

-2. UMANSKII, KRYUTCHOV et SHIDLOVSKII [1981] ont mesuré les différents coefficients de 
POISSON pour des matériaux qui, comme le film enroulé, présentent une très forte anisotropie. Ils 
ont bien sûr vérifié la pleine validité des relations (A.31). 

Nous travaillerons bien sûr avec une matrice symétrique de HOOKE. 

B.6.) (Gez)spjre> (Gre)spire ^ (G r z )Spj r e 

Les problèmes de cisaillement seront globalement négligés dans cette étude. Seuls les effets 
radial/tangentiel du couple d'enroulement seront étudiés, mais ils ne nécessiteront pas la connaissance 
du module de COULOMB. 
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Annexes III et IV : équations d'équilibre et relation déformation-déplacement 

III.) Equation d'équilibre 
d d t d 

(A.32) — 0 6 + r r T r e + 2T ie + r - T6z = 0 

IV.) Relations 8= S (u) 
8r = ^ M r 

ee - r ge «e + r 

8z = âz"Mz 

(A.33) yrQ^[~-uz + - u Q - ^ ] 

-LrJL J.LJL i 
Y e z - 2 l a z

w e +
r ô e " z J 

î , a a , 



Annexe V : a r = c r ([CTQJQ) 

V.) 0> = Gr ([de]o) 
Considérons une portion de spire d'épaisseur dr, de longueur dz et d'angle de sous tension [GQ]Q : 

Figure A. 13 : portion de spire 

L'application de la tension [<3Q]Q OU de la force [GQJO dr dz se traduit par une contrainte radiale dCTr. 

La relation entre [GQ\Q et d<Jr s'obtient en projetant sur l'axe radial la résultante des forces: 
de 

2 [CTQ]O dz dr sin -y = - dar r de d z 

avec : 
. de de 

s i n y * y 

D'où: 

(A.34) dCTr = - [ a e ] 0 7 
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A.) résolution générale 

VI.) Résolution de l'équation 
différentielle 

A.) Résolution générale 
Nous nous proposons dans cette annexe de résoudre l'équation différentielle d'équilibre radiale 
formulée en termes de déplacement radial. Nous nous placerons indifférement dans le cadre des 
contraintes ou des déformations planes en introduisant des coefficients : a , p , X... 

Exprimons la loi de HOOKE sous la forme : 
f j U(T\ 

(A.35) ^ CTe = a e r + Tlee = a^w(r ) + r l ^ L 

. d .. L U(T) 

Oz = V]/ 8r + (j) 8Q = \\f Jx tt(r) + <j> -f-
Avec : 

a , P, T|, y et (j) sont des coefficients fonction de l'hypothèse axiale choisie : 

- annexe II.A.2. pour les déformations planes, 

- annexe II. A. 3. pour les contraintes planes. 
(V|/ et (j)) sont nuls dans ce dernier cas) 

La procédure d'obtention de l'équation différentielle a été détaillée au §C.3.b. Elle conduit à : 

r2 | ï [ôw]s(r) + r £ [ÔM]s(r) - X* ôw]s(r) = 0 

Avec : 

La première condition à la limite s'écrit : 

=> drL6Wjs(Rm) a Rm 
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Annexe VI : résolution de l'équation différentielle 

Avec : 

Ec = module équivalent du mandrin, calculé ultérieurement (annexe VI.2) : 

La seconde condition à la limite s'écrit : 
ôs 

[ôtfr]s(s) = - [CTe]o(s,Rrf) y => 

Avec : 

[C0]o(s,Rjf) = tension de la spire considérée de rayon s 

P Jr mus) + a « M = - [a9]0(s,Rrf) f 

+X -X 
On peut aisément montrer que les fonctions r —» r et r -> r sont deux solutions de l'équation 

différentielle et que toute combinaison linéaire de ces deux fonctions est également solution. 

Pour simplifier, nous écrirons cette combinaison linéaire sous la forme : 

W = A(RmjS) [ r ̂ 1 + B ( R m ) T ̂  ] [ G e ] o ( s > R r f ) f Ôs 
s 

(A.37) < 
+X-1 X-l ôs 

d7 WUr) = A(Rm,s) X [ r " - B(Rm) r ~A~ ] [aQ]0(^rê 7 

Avec : 

A(Rm,s) et B(Rm) = constantes appropriées fonctions des conditions aux limites 

En reportant les deux expressions de (A.37) dans les conditions aux limites, on obtient les deux 

valeurs suivantes de A(Rm,s) et B(Rm) : 

(A.38) 

-X+l 
A(Rm,s) = 

B(Rm) 

(a + p X) + (a - p X) B(Rm) s 

P X - En + a +2X 
Rr 

-2X 

mJ pX + E c -a m 

En reportant alors ces deux expressions dans (A.37), on obtient le champ des contraintes <7r, GQ et 

crz induit en r par le serrage de la spire s : 
+X-1 . „ _ v . n ^ -X-l-, A _ _ , . _ . ôs 

s [ôar]s(r) = [(a + P X) r+X l + B(Rm) (a - p X) r ~X~l] A(Rm,s) [ae]0(s,Rrf) f 

+ .̂-1 - A . - 1 - ôs 
(A.39) < [ôae]s(r) = [(ri + a X) r + B(Rm) (i\-aX)r' ] A(Rm,s) [ae]o(s,Rrf) 7 

+X-1 -X-h 
[ôaz]s(r) = [((J) + V|/ X) r + B(Rm) Q - n/ X) r " ] A(Rm,s) [ae]0(s,Rrf) 

ôs 
s 

Le champ des contraintes induit en r par la présence de toutes les spires supérieures (r<s<Rrf) 

s'obient alors en intégrant le champ précédent entre les deux bornes r (la spire considérée) et R^ (la 

dernière spire du rouleau de film) et en ajoutant la tension interne à la contrainte tangentielle : 
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A.) résolution générale 

(AAO)< 

Avec : 

a r(r) = [ ( a + (3X)r +X~l + B ( R m ) ( a - p X ) r " ^ ] l(Rm,s,[ae]0) 

ae(r) = [ae]0(s,Rrf) + [ (TI + a X) r + B(Rm) (r| - a X) r " ] l(Rm,s,[ae]0|) 

U z ( r ) = [ (<|> + y X.) r " + B(Rm) (<|> - V|/ X) r " ] l(Rm,s,[ae]0) 

Rrf 

l(Rm)s,[ae]o) = 
-X 

(a + p X) + (a - p k) B(Rm) s 
^ [ae]o(s,Rrf) ôs 

B.) Application au module du mandrin 
Le mandrin est un cylindre de rayon interne Rmj et de rayon externe Rm. Les propriétés mécaniques 

du matériau le constituant sont supposées connues. Or, dans la résolution de l'équation différentielle 

d'équilibre, nous introduisons le module d'YoUNG Ec tel que : 

Il apparaît donc nécessaire de relier ce module Ec aux dimensions et aux propriétés mécaniques du 

matériau. En réalité, Ec est le module d'YoUNG du mandrin si celui-ci était un solide plein homogène 

et de même diamètre extérieur. Ec va donc s'obtenir en résolvant l'équation différentielle précédente 

avec les conditions aux limites suivantes : 

ar(Rm) = cyo 

Ensuite, le module Ec sera défini par : 

P Rml 

Ec = cjr(Rm) 
R, m_ 

"(Rm) 

Il est inutile de reprendre toute la résolution de l'équation différentielle. Considérons juste une 

solution de la même forme : 

" ^ = A C W U [ r +X~l + B(R m I) r - ' - 1 ] c 0 

+X.-1 -A.-1 
j - T u{j) = A(RmI,Rm) X [ r " - B O W r " ' ] a 0 
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Annexe VI : résolution de l'équation différentielle 

Les nouvelles conditions aux limites conduisent à 

R. 
-Jt-1 

A(RmT,Rm) ~ _JX 
(a + p X) + (a - p X) B(RmI) Rm 

B(Rml)~'pX-aRmI 

En reportant ^ dans la condition aux limites, nous trouvons finalement : 

RmÎT +2X~\ 
(Xp 2 -a^ [ l - [ fV ] 

App ication à un matériau isotrope caractérisé par Em et Vm : 

déformation planes : Ec = im_ vm 
1 + v»l -2vB + | f ' * ] + 2 

(A.42) 

Rmli + 2 

contraintes planes : E c = E 
!-[?*] 

^m 

m Rmli +2 l-vm + d - v m ) [ ^ ] 

Remarque : 

En réalité, le problème est encore plus compliqué car le mandrin carton est obtenu par 

enroulement d'une bande de papier avec un certain angle (environ 60° : GERHARDT [1992]) 

C.) Application au module global du rouleau 
Reprenons le calcul précédent du module équivalent mais en l'appliquant cette fois au rouleau. La 

principale différence avec le mandrin concerne le caractère fortement orthotrope du rouleau. Cette 

othotropie va nous permettre de simplifier les expressions des différents coefficients : 

a « v e r _ E r P * E r Tl*E e 

E r « E9 et Ez => ' Ma rRmli+2* 

Er LRJ 
« 1 

vm 

Nous trouvons les mêmes simplifications en déformations planes et en contraintes planes. 

Puis : 

(A.43) Ec*pA,*VË0~Ë; 
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Annexe VII : défauts de planéité 

V i l . ) \mJ C? ! Q Ui Lw L4 w hJ I Q I I w ILC 

Nous nous plaçons bien sûr dans le cadre des hypothèses du §D. du chapitre IV. 
-» le film est assimilé à une distribution selon l'axe z, de bandes de largeur dz et de longueur L(z), 
-> les effets transversaux entre les différentes bandes seront négligés, 
—» de plus, le module tangentiel sera supposé égal dans toute la largeur du film. 

On sait, par expérience que les sur-longueurs sont symétriques et plus faibles sur les bords qu'au 
centre. Afin de ne pas trop compliquer l'étude, nous représenterons le profil par une loi de variation : 

Longueur 
4v 

K f-f. 
Figure A. 14 : profil des sur-longueurs 

C'est à dire défini par la loi : 

0 < z < 10 => L(z) = L0 + j - ÀL0 

10 < z < 1 -1 0 => L(z) = L0 

1-z 
1 - 1 0 < Z < 1 =>L(z) = L 0 - -Ç ÀLr 

Appelons [C0]o(z) le profil axial de la tension réelle et <[CJ0]Q> la tension globale. En réalité, c'est la 
tension globale qui est appliquée. <[CQ]0> est relié au profil [CTe]o(z) par la relation : 

1 1 
Z = T 

2
z=Jo 

z - 2 - 1 0 

<[tfe]o> = 7 J[oe]o(z)dz = y /[CT9]0(Z) dz + 2 /[oe]0(z)dz 
z=0 z=0 z=0 

Appliquons maintenant une tension globale <[(?e]o>- L'application de cette tension globale va se 

traduire par une déformation des zones de plus faible longueur initiale (bords). 

Selon la valeur de <[O0]o>, il va y avoir deux zone : déformée (z < s et z > 1 - s) et non déformée 

(s < z < 1 - s). Au-delà d'une valeur critique appelée {[C70]o}s, tout le film correspondant à la totalité 

du film déformé s = 1Q. 
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Annexes VII : défauts de planéité 

Pour une tension donnée, nous aurons un profil du type : 
Longueu r 

f i lm s o u s A L „ + L; 

L-„ 

sur- longueur rés iduel le 

t ens ion 

P. 

f i lm 
s o u s 
t ens ion 

^ 

( a x e 
%» 

t-t. 
Figure A, 15 : profil des sur-longueurs 

Ce profil des longueurs sera défini par: 
(0 < z < s => L'(z) = L'o(s) 
s < z < 1 - s => L'(z) = L(z) 

10 < z < s => L'(z) = L'o(s) 
(A.44) ' 

La distribution de la tension interne [fj0]n(z) est directement reliée à la sur-longueur : 

(A.45) [ a e H z ^ E e ^ ^ - L0 + ^AL0 

,0 si s <, z < 1Q 

- l)E0siO<z<s 

D'où : 

<Geh> = 
_2ïaVdà 

1 AL, Ee 
Z + lf 

_ L û _ d z - 2 1 E e - l o g [ l + l o L ( ) J j ^ E9-1( )Ee 

ALn 

Le terme situé à l'intérieur du logarithme est proche de 1. Effectuons donc un développement limité : 

r i r-i^L - Ë L ^ L ! s3 AIA 2 ln L'n(s),, s 
<[^elo> * li0 L o - 2 1 0 * L0

2 + 3I0
3Lo3j 1 AL E e " 2 Î E ° 

Or, nous avons la relation suivante : 
L ^ s l = 1 + i _ A L 

Lo lo Lo 

D'où: 
r i J l ^ L - S3 AL»2 2s4 ALn

2 _ Ë 1 ^ C 
<[cr e] 0> * , l n L ( ) E 9 - 3 1Q2 , w + 3 1Q3 ! L Q 3 « , !() L ( ) E e 

Puis, en écrivant la condition s = ln correspondant à la totalité du film sous tension 

(A.46) {[ae]0}s =
 1 î 1 ^ E e 
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A.) : maillage 

VIII.) Aspects numériques 
A.) Maillage 

L'objectif de ce modèle d'enroulement est la compréhension et la prévention des risques d'apparition 
de défaut. Nous allons aborder ici quelques aspects numériques induits par la programmation du 
modèle. Ils sont principalement liés au maillage, à dévolution de celui-ci et à la programmation. 

A.1.) Maillage à une dimension 

variable temps 

Le calcul des contraintes sera effectué depuis la première superposition jusqu'à la dernière 
superposition. La variable temps est implicite dans le modèle, le compteur utilisé étant le numéro 
de la dernière couche, noté dans la suite /, compris en 1 et N II est possible de s'intéresser seulement 
à l'état des contraintes résultant de la dernière ou bien de chaque superposition. 

variable tangentielle 

Nous nous intéressons à la présence du rouleau d'appui uniquement de manière globale en ne 
calculant que son effet moyen pendant une rotation. De ce fait, le rouleau présente une symétrie 
axiale et il n'est pas nécessaire d'introduire des points de maillage dans cette direction. 

variable axiale 

Nous introduisons deux séries de points de maillage : au bord et au milieu du rouleau : 
déformations 

contraintes P|anes< 
planes 

Figure A. 16 : hypothèse des contraintes planes et des déformations planes 

Ces deux séries de points correspondent à des résolutions par conséquent séparées. Par extension, on 
peut considérer qu'il y a deux points de discrétisation dans la direction axiale. 
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Annexes VIII : aspects numériques 

variable radiale 

Il s'agit de la direction d'accrétion des couches de film. 
Chaque nouvelle superposition correspond à l'ajout d'un point de discrétisation supplémentaire. 

A.2.) Interpolation à deux dimensions 
La résolution est effectuée en ID dans deux tranches : bord et centre du rouleau. Il est possible 
d'avoir une estimation de l'état bidimensionnel (axial-radial) des contraintes et des déformations à 
partir de ces deux solutions monodimensionnelles en construisant des fonctions simples, interpolant 
les deux cas et respectant les symétries du problème. Prenons l'origine de l'axe z au centre du rouleau 
et considérons une fonction telle que fjr) et f c(x) soient les solutions au centre et au bord : 

/ ( r , | ) = / c(r) 
(A.47) 

l / (r,0)-/d(r) 

Cas des fonctions Or,<5Q, CJZ, 8 r , Ez, 89, Ur 

Ces fonctions sont symétriques par rapport au centre du rouleau. La fonction la plus simple 
respectant cette symétrie est la fonction polynômiale d'ordre 2 définie par : 

(A.48) /(r,z) = 4 [f^ [ / » - / c ( r ) ] + /c(r) 

f(r.z)A 

largeur z 

~ ~2 "2" 
Figure A. 17 : cas d'une fonction symétrique 

Cas de la fonction uz 

Cette fonction est antisymétrique par rapport au centre du rouleau où elle est nulle. La fonction la 
plus simple respectant cette symétrie est la fonction polynômiale d'ordre 1 définie par : 

(A.49) /(r,z) = ç / c ( r ) 

" VN 

l a rgeur z 

f(r.z) 

-foCo) 

Figure A. 18 : cas d'une fonction antisymétrique 

Il s'agit d'une résolution en 1+1 par opposition à une résolution 2 D directe. Une telle résolution 
présente l'avantage de donner une idée de l'état bidimensionnel des contraintes sans pour autant 
compliquer le calcul. 
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B.) Maillage auto-adaptatif 

B.1.) Nombre d'opérations de base 
La simulation de l'enroulement des films est un processus incrémental qui suppose qu'après chaque 
nouvelle itération l'état des contraintes soit entièrement recalculé : 

première couche dernière.couche 

Mandrin Y 

123456? fy numéro de la spire 

— • i i i i i i i i n i i - - - i i i n i i i i i i i > 
/ - < • / > N dernière spire superposée 

IIIIIIIIMIH llllllllllll > 
/<• J >/ spire de calcul des contraintes 

. 1 1 | [| 11111111 l l l l l l l l l l l l > 
J^—A'—>/ spires dont dépendent ces contraintes 

Figure A. 19 : nombre d'opérations élémentaires. 

Considérons le calcul des contraintes résultant de la superposition de la spire n°I. Il s'agit du calcul 
des contraintes résiduelles dans les spires n°J, J variant de 1 à /. Le calcul des contraintes pour la 
spire J représente une intégration des effets des superpositions de toutes les spires supérieures 
(comprises entre K=J+J et K=I) et donc en théorie I-J résolutions d'équations différentielles. 
Finalement, la superposition de N spires représente environ N2 résolutions d'équations différentielles 
et environ N3 intégrations. Le nombre total Nde spires d'un rouleau est défini par : 

7i:*Rm2 + L(e f+ea) = 7i*[Rm + ^ (ef+e a ) ] 2 

Application numérique : 
L= 18 000 m ef+e a=14,5u Rm = 90mm 

Nous trouvons N = 15000 spires. Cela représente 225 millions de résolutions d'équations 
différentielles et 3400 milliards d'intégrations!. Quel que soit le support informatique, il n'est pas 
possible d'envisager une telle finesse dans l'étude, c'est à dire d'introduire et de conserver un 
nouveau point de discrétisation pour chaque spire du rouleau. 

B.2.) Notion de paquet de spires 
La première méthode envisagée pour réduire le temps de calcul est d'introduire la notion de "paquet 

de spires". Nous superposons alors non pas 1 mais NSQ spires qui se comportent alors comme une 
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entité indivisible et homogène. Avec cette technique, si au lieu d'envisager la superposition de 15 000 

fois 1 spire, nous superposons 150 fois 100 spires, nous divisons par 10 000 de nombre de résolution 

d'équations différentielles et par 1 million le nombre d'intégrations. Il devient alors possible 

d'envisager une résolution numérique avec un temps de calcul raisonnable. 

Il est bien évident que plus NSQ sera grand, moins la précision des calculs sera bonne. Il existe donc 

un compromis entre NSQ et la précision souhaitée. 

B.3.) Maillage auto-adaptatif 
Avec la technique précédente de décomposition du rouleau en paquets de spires, le pas de 

discrétisation, c'est à dire le nombre de spires que représente un paquet reste constant pour tous les 

points de calcul entre le mandrin et la spire en formation. Or : 

- certaines zones où les variations sont peu importantes (le milieu du rouleau en général) 

n'ont pas besoin d'être finement maillées : NSQ peut être grand. 

- inversement, d'autres zones où les variations sont plus importantes (près du mandrin ou de 

la spire en cours de superposition) nécessitent un maillage fin : NSQ doit être petit. 

Par ailleurs, le solide est obtenu par accrétion de couches : il y a donc ajout d'un point de 

discrétisation après chaque itération. La spire en cours de superposition à un instant donné (qui 

nécessite un pas de discrétisation fin) sera, quelques itérations plus tard, au centre du rouleau (zone 

où le pas de discrétisation peut-être plus grand). 

L'introduction d'un pas variable NSQ[I] suppose donc que l'on déplace ou supprime des points de 

discrétisation peu après leur introduction, c'est à dire que l'on introduise la notion de maillage 

évolutif ou maillage auto-adaptatif. 

De nombreuses études sur les maillages évolutifs ont été publiées, mais apparemment rien sur la 

discrétisation de la modélisation des phénomènes d'accrétion des corps. L'exemple typique de 

maillage évolutif traité dans la littérature concerne la propagation d'un front de flamme : 

LARROUTUROU [1987], BENKALDOUM [1988], L'évolution du maillage peut se décomposer en deux 

étapes : suppression d'un point puis rajustement des autres. 

Le rajustement ou repositionnement des points de maillage est une opération très complexe qui 

suppose la définition d'un critère de rajustement (généralement lié au profil des fonctions étudiées) 

puis le lissage des fonctions, le repositionnement complet du maillage. Une telle opération représente 

en soi une étude très complète qui sort largement du cadre du modèle. 

Par suite, nous nous contenterons de supprimer un point de discrétisation au centre du maillage après 

chaque ajout d'un nouveau point à l'extérieur. La suppression du point / (associé à N S Q / 7 / spires par 

exemple) correspond en fait à la fusion de celui-ci avec son voisin immédiat (associé à NSQ[I+I] 

spires) qui représentera alors NSQ[I]=NSQ[I]+N$Q[I+ 1] spires. 

Cette suppression ne s'effectue pas aléatoirement mais suit un algorithme très précis que nous avons 

développé et dont l'objectif est de rapprocher le plus possible la fonction N S Q / 7 / d'une courbe en 
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forme de "cloche" avec de faibles valeurs de NSQ (maillage très fin) près du mandrin et de la dernière 
spire et de plus grandes valeurs de NSQ (maillage plus grossier) au milieu du rouleau. Dans cette 
méthode, le rajustement du maillage suit un algorithme préétabli, indépendant des profils réels des 
différentes fonctions (épaisseur de la couche d'air, contraintes...). Il présente toutefois l'avantage 
d'offrir - compte tenu de la nécessité de construire un maillage évolutif - un excellent compromis 
entre la simplicité et l'efficacité. 

Appelons : 
NG = nombre total de paquet de spires qui vont être superposées (nombre total d'itérations) 
NGC = nombre maximum de points de discrétisation du rouleau 
I = nombre de paquets de spires déjà superposés (7 varie de 1 à NG) 
NSQ[I] = nombre de spires du paquet de spires n°I 
Nspj = nombre de spires que représente un paquet de spires au moment de sa superposition 

Lors de la première itération, nous avons 1=1 et NSQ[1]=NSPI 

Ensuite I augmente de 1 après chaque itération correspondant à la superposition de Nspi spires. 
Si I reste inférieur ou égal à NGC, nous avons NSQ[I]=NSPI pour tout I compris entre 1 et I : 

NS NS [I 
G1 

N 
spi 

t Superposition du groupe l<NSQ 

spi 

1 2 3 1-1 NG 1 2 3 1-1 NG 
Figure A. 20 : profil de discrétisation initial 

Ensuite, pour chaque superposition telle que I soit supérieur à NGC, nous avons la disparition d'un 
autre point de discrétisation (J) et la translation de tous les points suivants (I compris entre J+J et 
NGC). Nous avons reporté sur la figure suivante un exemple où les points 4 et 5 sont fusionnés, puis 
où les points 5 à NGC sont déplacés vers 4 à NGc-l afin de permettre l'ajout d'un nouveau point NGC. 

NS6[I] 

N 
spi 

\ 

NS[I ] 
G1 ' 

y Superposition du groupe N>NSQ 

1 2 3 4 5 

N. 
spi 

^OPP 

NG' 1 2 3 4 5 NG' 
Figure A. 21 : auto-adaptation du maillage 
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C.) Programme informatique 
C.1.) Support matériel 

Trois versions successives du logiciel de simulation de l'enroulement des films minces ont été écrites. 
La dernière version, écrite en Visual Basic 2.0 tourne sur PC-i486dx à 33 MHz sous Windows. 

C.2) Algorithme général 
Le programme reprend la démarche globale du modèle d'enroulement : 

Conclusion 
Nous avons présenté dans cette annexe les aspects numériques associés à la programmation sur un 
ordinateur du modèle théorique de simulation de l'enroulement des films minces. 

Il n'est pas possible de s'intéresser à la superposition et à l'évolution de chaque couche de film qui 
constitue le rouleau. Il est donc nécessaire d'introduire une discrétisation plus grossière reposanr sur 
la notion de paquet de spires. De plus, il est nécessaire d'introduire un maillage auto-adaptatif afin 
de privilégier l'étude des zones du rouleau les plus sensibles. 

Le calcul est effectué à une dimension selon deux hypothèses axiales simples. Il est possible de 
procéder à une interpolation bidimensionnelle des contraintes en extrapolant par des fonctions 

appropriées les deux cas limites traités ici. 
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Nomenclature 
r, 9, z, t : variable radiale (m), tangentielle (radian), axiale (m) ou temporelle (s) 
s, TQ, R : autre écriture de la variable radiale, selon les cas (m) 
8s : épaisseur de la spire de rayon s (m) 

V : vitesse nominale de défilement du film (m) 
Cû : vitesse angulaire du rouleau de film (rad.s-1) 

8 r, 8e ou 8Z : déformation radiale, tangentielle ou axiale (sans dimension) 
u, Wp : déplacement radial global et solution particulière du problème thermique (m) 
[ôw]s : déplacement radial élémentaire dû à une seule spire (m) 

a r , OQ, a z : contrainte radiale, tangentielle ou axiale (Pa) 
[8a r ] s , [ÔOe]s, [8CTZ]S : contrainte radiale, tangentielle ou axiale élémentaire dû à une spire (Pa) 
[a0]o(r,Rif) : pré-contrainte tangentielle dans la spire de rayon r si le rayon extérieur est Rrf (Pa) 
[G0]o(r,r) : pré-contrainte dans la spire de rayon r au moment de sa superposition : Rrf = r (Pa) 

[(Te]o(z), < [CÎ0]O > : variation axiale de [<i0]o, valeur moyenne (Pa) 
CTe : composante de la contrainte tangentielle d'origine élastique (Pa) 
Trô» xrz> T0z : t a u x de cisaillement radial/tangentiel, radial/axial ou tangentiel/axial (Pa) 
UQ et-ïïg : vecteurs unitaires dans le sens de l'enroulement et le sens opposé 

E r , E0, E z : module d'YoUNG radial, tangentiel ou axial (Pa) 
G ^ , G J Z , GQX : module de COULOMB radial/tangentiel, radial/axial ou tangentiel/axial (Pa) 
v9r> vzr> v 0 z : coefficient de POISSON tangentiel/radial, tangentiel/radial ou axial/radial (sans 
dimension) 

F a : force linéique d'appui exercée par l'intermédiaire du rouleau d'appui (N.nr 1 ) 

(Otr)T ou ( O Q ) T : coefficients de dilatation du matériau (m.nr^K-1) 
a , P , T|, Xj/, 4> : termes qui apparaissent dans les équations de HOOKE sous la forme CT = h (8) 

X : termes qui apparaissent dans l'équation différentielle d'équilibre radial 

Rml> R-m : rayon interne et externe du mandrin (m) 
E m , v m , E c : module d'YoUNG et coefficient de POISSON du mandrin (Pa et sans dimension) 

E c : module d'YoUNG équivalent, si celui était un cylindre plein de rayon R m (Pa) 

P, P Q : Pression et valeur de la pression dans le test de DAVENPORT (Pa) 
féquil '• fonction caractéristique de la topographie de surface 
ho , P 0 : coefficients de la fonction/"é„M// (unités : m et Pa) 

tça : temps moyen mesuré dans le test d'échappement d'air, annexe I.B.(s) 
SRZ : hauteur moyenne des cinq plus grands pics d'une surface de 0,3 mm2 (m) 

P 0 , P i : pression appliquéeet sous la couche de film dans le test d'échappement d'air (Pa) 
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RQ : rayon équivalent du dispositif dans le test d'échappement d'air (m) 
R(t) : évolution du rayon du front d'onde introduite dans l'annexe I.B. (m) 
uaj r : viscosité de l'air à la température ambiante = 16 10"5 (Pa.s) 

(2évac : débit d'air dans la section d'évacuation du test d'échappement d'air (m3.s-1) 
Vévac: vitesse moyenne d'évacuation de l'air, annexe I.B. (m.s4) 
lévac : largeur sur laquelle s'applique le gradient de pression dans le rouleau, annexe I.B (m) 

f trans '• fonction caractéristique de la topographie de surface 

e^ : épaisseur moyenne de la couche d'air dans le test d'échappement d'air (m) 

ea ou [ea]j : épaisseur de la couche résiduelle d'air à un instant donné (m) 

ôfeJin-év o u S[ea]lJ: variation irréversible de l'épaisseur ea (m) (J=spire considérée, 1= dernière) 
ee, Àee : épaisseur des couches d'air entraînée et évacuée (m) 
emin> emax : épaisseur mini et maxi de la couche d'air induisant un glissement avec contact (m) 
ef, Àef : épaisseur nominale du film et variation locale (m) 
p : masse volumique du PET (kg. m-3) 

DpET , D a : densité nominale du PET et apparente du rouleau (sans dimension) 
lf, Lf : largeur et longueur du film enroulé (m) 

Npp> N Q : nombre de pics porteurs en général et en particulier dans le test de DAVENPORT 

•Aç : pourcentage d'aire de contact 
L(z) : longueur d'une bande de film (m) 
us : coefficient de frottement statique (sans dimension) 

Rrf> R-ra: rayon courant du rouleau de film et du rouleau d'appui à un instant donné (m) 
Erf> E r a : module d'YoUNG équivalent du rouleau de film et du rouleau d'appui (Pa) 
vrf> vra : coefficient de POISSON du rouleau de film et du rouleau d'appui (sans dimension) 
Req : rayon équivalent au système rouleau d'appui/rouleau de film en formation (m) 
Eeq : module équivalent au système rouleau d'appui/rouleau de film en formation (Pa) 
X : coefficient introduit dans la formulation de BLOK (sans dimension) 

H, U, W : coefficients introduits dans la formule de HAMROCK et DOWSON (sans dimension) 

/a» S a'/n> S n> : fonctions analytiques (a) et numériques (n) dans le calcul des contraintes internes 
constantes appropriées dans le calcul des contraintes internes 

force linéique moyenne, sur le bord droit, centre et gauche d'appui (N.nr1) 
pression en surface et en profondeur sous le rouleau d'appui (Pa) 

contraintes critiques de micro-flambage (Pa) 

module d'YOUNG dans la direction 1 ou 2 de la Matrice ou de la Fibre (Pa) 
demi période de micro-flambage (m) 

numéro de la dernière spire superposée, nombre total de spires superposées 

NSG, NGc, NG, Nspi : autres coefficients introduits dans le programme (annexe VIII) 

A , B : 

^a > b̂» 'c» **g 
P P • 
rc > rra • 
CTcE, <?cGPF : 

E i o u 2 M o u F 

h.l2: 

I , N : 
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