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”La causalité est un principe commode, honorable, mais qui
ne fournit pas toutes les réponses. Si nous voulons trouver
un sens auz choses, il nous faut aller plus loin. Il nous faut
admetire que nombre de phénoménes importants refusent de
se laisser enfermer dans les beauz cartonnages de la causa-
lité, ne pouvant étre interprétés qu’au moyen des méthodes
stochastiques.”

ROBERT SILVERBERG, I.’homme stochastique
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RESUME

L’objectif de ce travail est de construire un modéle stochastique lagrangien de suivi de particules
prenant en compte les réactions chimiques entre les constituantss présents dans 1’écoulement considéré.

Une présentation succinte de différents modeles cinématiques existants fait 'objet du premier
chapitre. La complexité des réactions chimiques atmosphériques est mise en évidence avec I’exemple
de celles concernant les oxydes d’azote. L’approche lagrangienne est ici choisie parce qu’elle semble
plus appropriée que I’approche eulérienne aux phénomeénes locaux que sont la diffusion moléculaire et
les réactions chimiques.

La modélisation de la convection en turbulence isotrope par des modéles stochastiques lagrangiens
s’appuyant sur une équation de Langevin est présentée dans le second chapitre. Afin d’établir le lien
entre les formulations lagrangienne et eulérienne, I’équation de Fokker-Planck déduite du modéle
une particule et une échelle de temps sera établie. Ce modele est appliqué au cas d’une source linéique
de température placée dans une turbulence de grille. La validation est obtenue par la comparaison des
résultats numériques & des données expérimentales. '

Le troisitme chapitre commence par un résumé des différentes extensions du modéle stochastique &
une particule et une échelle de temps aux écoulements turbulents inhomogénes. Le modéle de Thomson
(1987) sera retenu car il apparaitra comme le plus rigoureux moyennant les hypothéses faites. De
nombreux cas de rejets non réactifs en turbulence inhomogeéne sont simulés, ce qui permettra de
mesurer 'influence de divers parameétres sur les résultats numériques. Ce chapitre se terminera par la
présentation d’un nouveau modéle prenant en compte les effets de flottabilité; il sera ici appliqué au
cas d’une source au sol placée dans une couche limite neutre.

Le dernier chapitre est consacré aux écoulements réactifs. L’approche lagrangienne a une particule
a nécessité l'utilisation d’un modéle de mélange au niveau des particules suivies. La condition que
le nouveau modele doit satisfaire pour que la densité de probabilité de la concentration relaxe vers
une gaussienne en turbulence isotrope, conformément aux observations expérimentales, est établie. Le
nouveau modele & une particule et une échelle de temps prenant en compte les processus de mélange
est appliqué a différents cas expérimentaux de mélange entre espéces réactantes en turbulence de grille,
a savoir:

- une couche de mélange réactive entre ozone et monoxyde d’azote;

- une source linéique de monoxyde d’azote dans un écoulement principal d’ozone;

- une source ponctuelle de monoxyde d’azote dans un écoulement principal d’ozone.



ABSTRACT

The aim of this work is to build a stochastic Lagrangian model of particles tracking which takes
into account chemical reactions between the different species encountered in the flow.

The first chapter briefly deals with different kinematic existing models. The complexity of atmos-
pheric chemical reactions is then highlighted through the example of nitrogen oxides ones. Lagrangian
approach is chosen to consider reacting flows, as it seems more appropriate than Eulerian approach
to local phenomena such as diffusion and chemical reactions.

The modeling of the convection in isotropic turbulence by stochastic Lagrangian models based
on a Langevin equation is presented in the second chapter. In order to establish the link between
Lagrangian and Eulerian formulations, the Fokker-Planck equation deduced from the one particle one
time scale stochastic model is determined. This model is applied to the case of a temperature source
line seeding a grid generated turbulence. The validation is performed by comparisons of the numerical
results to experimental data.

The third chapter begins with a summary of the different extensions of the one particle one
time scale stochastic model to inhomogeneous turbulent flows. The model of Thomson (1987) will be
retained as it appears to be the more rigorous relatively to the hypothesis. Many types of rejections in
inhomogeneous turbulence are simulated, which will allow to check the influence of different parameters
on numerical results. To end with this chapter, a model including buoyancy effects is presented and
tested in the case of a ground level source in a neutral boundary layer.

The last chapter is devoted to reacting flows. The one particle Lagrangian approach has needed the
use of a mixing model within the tracked particles. Starting from a more general formulation than the
diffusion model of Hsu & Chen (1991), the condition it has to satisfy for the concentration probability
density function to relax towards a Gaussian shape in isotropic turbulence is established. The new one
particle one time scale stochastic model including mixing process is successfully applied to different
cases of reacting species mixing experiments in grid generated turbulence which are:

- a turbulent mixing layer between ozone and nitrogen monoxide;

- a line source of nitrogen monoxide in a main flow of ozone;

- a point source of nitrogen monoxide in a main flow of ozone.
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Notations

Indices et exposants

Indices et exposants Définition
G* état atomique excité de 1’atome G
G* état radicalaire du composé chimique G
G fluctuation associée a la moyenne d’ensemble de la grandeur G
GHC expression de la grandeur G avec le modele diffusif de Hsu & CHEN (1991)
GO valeur initiale de la grandeur G
(G) moyenne d’ensemble de la grandeur G
Ge ‘ valeur prise par G au centre du panache
G; jieme composante du vecteur G
Gi; composante du tenseur G située i la 7°¢™¢ ligne et %™ colonne

Lettres latines

Symbole Unité Définition
A m s?

composante verticale de ’accélération lagrangienne
AR, s constante intervenant dans la détermination de la fonction
de corrélation temporelle de la vitesse pour le modeéle discret
a une particule et deux échelles de temps
A ~m S partie aléatoire dans I’équation de LANGEVIN type
a - fonction intervenant dans ’équation d’évolution de la vitesse
du modele discret & une particule et une échelle de temps

a m s~2 vecteur intervenant dans le modeéle continu de THOMSON
(1987)

ao - constante intervenant dans le modéle de SAWFORD (1991)

a}’D m s~2 fonction intervenant dans le modéle de VAN DoP et al.
(1985)

ag - fonction intervenant dans le modele discret 3 une particule
et deux échelles de temps d’évolution de la vitesse

ay’P m s~3/2 fonction intervenant dans le modéle de VAN DoP et al.

(1985)



Notations

Symbole  Unité Définition
B m? s73 tenseur intervenant dans le modéle continu de THOMSON
(1987)
Bpr, s constante intervenant dans la détermination de la fonction
: de corrélation temporelle de la vitesse pour le modéle discret
a une particule et deux échelles de temps
b m s~3/2 tenseur intervenant dans le modéle continu de THOMSON
(1987)
b m s~! fonction- intervenant dans le modéle discret & une particule
et une échelle de temps d’évolution de la vitesse
by - fonction intervenant dans le modéle discret a une particule
et deux échelles de temps d’évolution de la vitesse
Caig, Cl; f constantes intervenant dans le modéle diffusif
C; sm™? grandeur proportionnelle & la concentration molaire
surfacique
Ca mol m™3 s~1 taux de variation molaire volumique du constituant A par
réaction chimique
c mol m~3 concentration molaire volumique du fluide dense
cA mol m~3 concentration molaire volumique en espéce A; dans le texte
on utilise comme unité la ” partie par million” (ou ppm) reliée
a I'unité S.I. par .
cAppm = 'g;% 106
ol cp est la concentration molaire volumique du fluide por-
teur au point concidéré
cF mol m™3 concentration molaire volumique globale du fluide
Cm mol m™3 concentration molaire volumique de la m*™¢ particule
cp mol m~3 concentration molaire volumique du fluide porteur
() m s~! fonction intervenant dans le modéle discret & une particule
et deux échelles de temps d’évolution de la vitesse
D m? s~2 fonction de structure temporelle du champ de vitesse
D, m déplacement de paroi
Dy kg m=3 s—1 taux de variation de masse volumique du constituant A par
réaction chimique
ds m diamétre de la source
d¢, d¢; s/2 processus aléatoires centrés, suivant une loi gaussienne de
variance dt
e m épaisseur du panache
e - écart type caractéristique
F - fraction de mélange
G - fonction de corrélation spatiale de la vitesse
g m s~2 accélération de pesanteur
g - solution de similitude de p,
gE kg m™ s fonction de distribution des particules fluides dans I’espace
des phases
gr, mol m™* s fonction de distribution des particules marquées dans 1’es-

pace des phases



Notations

Unité

Symbole Définition
H, H* - fonctions utilisées dans la théorie de JaYNEs (1957)
h J s constante de PLANCK
JA ~kgm?s! vecteur flux de diffusion duconstituant A4
K - coeflicient d’aplatissement
K rad m™?% s vecteur de l’espace sur lequel est définie la fonction ca-
ractéristique de transition monodimensionnelle
k m? s72 moyenne d’ensemble de ’énergie cinétique turbulente
k; dépend de la réaction constante de réaction relative 3 la i€™¢ réaction
L m longueur intégrale
L, m longueur du panache réactif
M m . maille de la grille
My kg mol~! masse molaire du constituant A
M? mol m"™™? moment n**™¢, relatif i la cote pondérée par la concentra-
tion, construit sur la hauteur du panache
M, kg mol~! masse molaire du fluide dense
Mjpm-j - dérivée partielle a ’origine de la fonction caractéristique de
transition monodimensionnelle divisée par i*, avec i2 = —1
M, molk m—3k moment d’ordre k de la concentration relative
My kg mol™! masse molaire du fluide porteur
Mg, M ms~! paramétres du modéle de LUHAR & BRITTER (1989)
N - nombre de réalisations du processus turbulent étudié
Np - nombre de DAMKHOLER
Nz nombre m=3 nombre maximal de particules par boite & I'instant initial
N, - nombre de particules suivies
N 51 fréquence
ni; nombre m=3 nombre de particules dans la boite considérée
ng mol nombre de molécules transportées par chaque particule
marquée
g mol s~1 nombre de molécules issues de la source par unité de temps
P Pa pression
Pe m3 mol~! densité de probabilité associée 3 la concentration
PL m~6s3 densité de probabilité de présence dans I’espace des phases
d’une particule marquée
PL1 m=3 densité de probabilité de présence d’une particule marquée
PL2 m~8 densité de probabilité de présence d’un couple de particules
Dr s densité de probabilité associée a la variable aléatoire v
q — nombre de particules issues de la source en tg se trouvant
dans le volume élémentaire [, ¥ + dZ] & l'instant ¢
R - ensemble des réels
R - fonction de structure spatiale de la vitesse rapportée 3 la
variance de la vitesse
R, - fonction de corrélation temporelle de ’accélération
R, - fonction de corrélation temporelle de la vitesse
Re — nombre de REYNOLDs
Rej, - nombre de REYNOLDs construit sur I’écart type de la vitesse
Re* -

nombre de REYNOLDs dans le modéle de SAWFORD (1991)



Notations

Symbole Unité Définition
r m coordonnée cylindrique telle que r? = 22 4 y?
ry, ro st fonction intervenant dans la détermination de la fonction de
corrélation temporelle de la vitesse pour le modéle discret a
une particule et une échelle de temps
S - coefficient d’asymétrie
S kg m=6 s? la masse par unité de volume dans I’espace des phases et par
unité de temps
Sc - nombre de SCHMIDT
s - concentration relative mise sous forme sans dimension
T. s échelle de temps intégrale de ’accélération
Ten s échelle de temps caractéristique de la réaction chimique
Tais s échelle de temps du modeéle diffusif
T s échelle de temps intégrale de la vitesse
Tlgoo) s échelle de temps intégrale de la vitesse pour le modeéle a une
particule et une échelle de temps
TN, s échelle de temps du modeéle diffusif de PoPE (1985)
T s échelle de temps de TAYLOR
t s variable temporelle
t, s instant a partir duquel commence le rejet
ty s échelle de temps de KOLMOGOROV
U m s~! vitesse moyenne suivant 1’axe des abscisses
U. m s~! vitesse extérieure a la couche limite
U; m s~} vitesse de la j*™¢ particule
U, Uy ms™! processus aléatoires solutions du modéle continu de THOM-
SON (1987)
u m s~! échelle de grandeur de la vitesse moyenne
U ~ms! vecteur vitesse eulérienne
@ ~m s} vecteur vitesse modélisée
Uy m s~! vitesse de frottement
UL, ~ms! vecteur vitesse lagrangienne
wouwr ms! composante verticale de la vitesse lagrangienne
Wn, m s~} composante verticale de la vitesse lagrangienne i la ni¢™e
itération suivant I’approche discréte
wy, wyg ms! composantes verticales des vitesses lagrangiennes du modéle
a deux particules
W, m s~ ! vitesse verticale caractéristique de la couche convective
X - abscisse divisée par la maille de la grille
X1, X9 ~— abscisses mises sous forme sans dimension ou est successive-
ment placée la source
z m abscisse
Ty m abscisse de la particule & la n**™¢ itération suivant ’approche
discrete

distance de la source 3 la station de mesure
vecteur variable spatiale

vecteur position lagrangienne

vecteur joignant l'origine du repére au point source
ordonnée

leﬁlglﬁ\
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333



Notations

Symbole Unité Définition

Zm m ~ somme des cotes des deux particules dans le modéle & deux
particules

A — cote rapportée a I’épaisseur de la couche limite

z m cote

21, 22 m cotes des particules du modéle & deux particules

2 m cote du milieu du {*™ segment de comptage

Zn m cote de la particule & la n**™® itération suivant I’approche
discrete

2s m cote de la source

1, - variable aléatoire valant 1 avec une probabilité ¢ et 0 sinon

Lettres grecques

Symbole Unité Définition
o rad m™! premiére composante du vecteur K
oy - coefficient intervenant dans le modéle continu & deux
particules
o;; - concentration en particules rapportée 3 sa valeur initiale
oy - fonction de la variable % dont dépend le nouveau modéle
diffusif
Oy s~! coefficient intervenant dans I’équation de LANGEVIN sur la
vitesse
oo — constante du modéle a deux particules
o) s71 coefficient intervenant dans le modele continu de SAWFORD
(1991)
a9 572 coefficient intervenant dans le modele continu de SAWFORD
- (1991)
Jéj rad m~!s deuxiéme composante du vecteur K
B4 - coefficient intervenant dans le modele continu 3 deux
particules
So 51 variable de I’équation du second degré ayant pour racines B
et G2
1,8, s} coefficients intervenant dans le modeéle continu de SAWFORD
(1991)
| mol m—3 concentration molaire volumique de ’espéce A
Yo mol m™3 s~1 concentration molaire volumique par unité de temps
A m distance entre les deux particules du modele 3 deux
particules
At s incrémentation temporelle
€ m? s73 moyenne d’ensemble du taux de dissipation de ’énergie
cinétique turbulente
Ec mol? m~3 s~1 moyenne d’ensemble du taux de dissipation de la variance
de la concentration
n m longueur de KoLMoGoRoVv



Notations

Symbole Uniteé Définition
(¢S] - fonction caractéristique de transition
0 K température absolue
KA kg m™1 s71 diffusivité moléculaire du constituant A
A kg m=1 s71 viscosité dynamique
A m longueur d’onde d’un photon
U kg m™1 s71 viscosité dynamique
7r md s~I §%*™ moment de la turbulence
v m? s7! viscosité cinématique
7 s71 fréquence d’un photon
13 — variable aléatoire
&u m variable aléatoire relative a la vitesse verticale de la particule
&, m variable aléatoire relative a la cote de la particule
11 — densité de probabilité de transition
p kg m=3 masse.volumique
Pd kg m™3 masse volumique du fluide dense pur
Po kg m™3 masse volumique du fluide porteur pur
Oa, Ob m s~! paramétres du modéle de LUHAR & BRITTER (1989)
O mol m™3 écart type des fluctuations de concentration
op - écart type des fluctuations de la fraction de mélange
Oy m s7! écart type des fluctuations de vitesse suivant ’axe des
abscisses
Oy m s~! écart type des fluctuations de vitesse suivant 1’axe des or-
données
Oy, OU Oy, M st écart type des fluctuations de vitesse des particules marquées
suivant la direction verticale
Owpg m s~} écart type des fluctuations de vitesse des particules fluides
suivant la direction verticale
T s intervalle de temps
TL s échelle de temps
T Pa tenseur des contraintes visqueuses
P kg m=2 s72 fonction intervenant dans le modeéle continu de THOMSON
(1987)
XA - fraction massique du constituant A
Xn — variable aléatoire 3 la n'™¢ itération
XO(mamil)iz1z ™ s7! variables aléatoires gaussiennes dans le modeéle de DE Baas
et al. (1986)
P s71 variable aléatoire intervenant dans le modéle diffusif
Q rad s™! pulsation



Introduction

La pollution atmosphérique a principalement commencé au X IX®™¢ siecle avec la révolution in-
dustrielle et 'apparition de grosses unités de production. Le développement des transports aidant,
elle n’a cessé de croitre et de se mondialiser pour devenir un véritable probléme de société. De nom-
breux états et entreprises ont alors engagé des fonds dans des programmes de mesures, d’études et de
préventions.

On a pu ainsi répertorier un grand nombre de substances chimiques polluantes (SEINFELD (1986)).
Les composés soufrés par exemple (COS, CS,, (CHs), S, SO, S03~,...) sont issus de la combustion
des hydrocarbures, mais aussi de sources naturelles telles que les sédiments. Les composés a base d’azote
(N20, NO, NO;, NHs, NOj,...) proviennent principalement de la combustion d’hydrocarbures
a haute température. Les composés carbonés (alcanes, alcénes,...) sont libérés par les raffineries de
produits pétroliers et les automobiles. Les composés halogénés (chloro-fluoro-carbones,...) sont dans
leur majorité issus des produits de consommation courante (cosmétiques, produits d’entretien,...).

Un grand nombre de ces substances va pouvoir subir des oxydations ménagées; on observera des
chaines de décomposition telles que:

hydrocarbones — aldéhydes — acides — CO,
composés soufrés — (H2S,CH3SCH3) — SOy — H350,
composés azotés -+ NO — NO, = HNOs.

L’oxydant est 'oxygéne moléculaire, mais le mécanisme réactionnel est trés complexe et met en
jeu une multitude d’étapes catalytiques et radicalaires intermédiaires, majoritairement initialisées par
le radical OH®.

Ces différents constituants vont agir sur I’écosystéme dans sa globalité. On note ainsi une sensibilité
des propriétés de la couche atmosphérique & certaines substances chimiques: les gouttelettes d’acide
sulfurique (H2S04) obtenues par oxydation du dioxyde de soufre (SO,) rendent les brouillards plus
fréquents en ville qu’en campagne, les précipitations augmentent avec la concentration en aérosols et
la radiation solaire diminue lorsque la pollution augmente. D’autre part, I'influence des composants
soufrés et azotés ainsi que celle de ’ozone sur la santé des populations, notamment en milieu urbain,
a été établie. On a pu montrer que le dioxyde de soufre entraine des bronchites chroniques et que le
dioxyde d’azote (NO,) et I'ozone (O3), peu solubles, pénétrent loin dans le systéme respiratoire et
peuvent conduire 3 des cedémes pulmonaires. La végétation subit également des dommages par les
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pluies acides qui contribuent 4 la destruction de nombreuses espéces d’arbres. Enfin, les matériaux sont
également exposés a la pollution, les sulfures endommageant les batiments, 1’ozone le caoutchouc,...

Devant ces constats préoccupants, il est aujourd’hui urgent de développer des modéles capables
de prédire de maniére aussi précise que possible 1’évolution de corps nocifs 3 partir de sources
prédéterminées. v '

Dans le cas général, les réactifs sont souvent convectés et réagissent simultanément. Il sera alors
nécessaire d’analyser 4 la fois les phénomeénes convectifs et les réactions chimiques.

e On présente dans le premier chapitre différents modéles cinématiques existants. La complexité
des réactions chimiques atmosphériques est ensuite mise en évidence 3 travers I’exemple de
celles oli interviennent les oxydes d’azote. On choisira de traiter le cas d’écoulements réactifs par
une approche lagrangienne, celle-ci nous paraissant plus adaptée que I’approche eulérienne aux
phénomenes locaux que sont la diffusion et les réactions chimiques.

o Le second chapitre fait le point sur la modélisation de la convection par modgles stochastiques
lagrangiens en turbulence homogéne isotrope. Afin d’établir le lien entre les approches lagran-
gienne et eulérienne, on déterminera I’équation de FOKKER-PLANCK relative au modéle qui sera
retenu pour la suite de I’étude, a savoir le modéle & une particule et une échelle de temps. Ce
dernier sera validé par la simulation numérique d’une source linéique de température dans une
turbulence de grille et la comparaison des résultats & des données expérimentales.

¢ Nous présentons dans le troisitme chapitre les différentes extensions du modéle 3 une particule
et une échelle de temps au cas d’une turbulence inhomogene. Cette étude approfondie nous
menera a retenir le modéle de THOMSON (1987) qui apparaitra comme étant le plus rigoureux
compte tenu des hypothéses faites. On effectuera en outre de nombreuses simulations de rejets
en turbulence inhomogeéne, ce qui permettra de tester 'influence de différents parameétres sur les
résultats numériques. Pour clore ce chapitre, un modéle incluant ’action de la flottabilité sur les
trajectoires des particules sera proposé et testé dans le cas d’un rejet au sol.

e Le quatrieme et dernier chapitre sera consacré aux rejets de constituants réactifs. L’approche
lagrangienne envisagée a nécessité I'utilisation d’un modéle de mélange au sein méme des parti-
cules suivies. Partant d’un modéle dont la formulation recouvre celle de Hsu & CHEN (1991), on
démontre quelle est la condition nécessaire et suffisante pour qu’il conduise 3 une densité de pro-
babilité de la concentration relaxant vers une gaussienne dans le cas d’un mélange non réactif en
turbulence homogene isotrope stationnaire, conformément aux observations expérimentales. Le
nouveau modele stochastique lagrangien de suivi de particules avec prise en compte des réactions
chimiques sera alors validé par les simulations numériques de plusieurs expériences dans une tur-
bulence de grille, & savoir:

— comportement d’une couche de mélange entre ’ozone et le monoxyde d’azote;
— cas d’une source linéique de monoxyde d’azote dans un écoulement principal dopé en ozone;
— cas d’une source ponctuelle de monoxyde d’azote dans un écoulement principal dopé en ozone.
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Chapitre 1

Notions de diSpersion et de chimie
atmosphérique

Lorsque 'on souhaite simuler 1’évolution d’un fluide, il est nécessaire de modéliser le champ
cinématique porteur, que I’écoulement soit réactif ou non. Nous allons présenter dans un premier
temps différentes approches existant actuellement pour mener 3 bien la résolution de ce probléme.
A travers 'exemple des réactions concernant les oxydes d’azote dans la troposphérel, nous mettrons
en évidence la complexité des réactions dans I’atmosphére, et ainsi 'intérét de présenter un modéle
approchant le plus rigoureusement possible la physique des processus réactifs.

1.1 Modeles cinématiques

Pour fixer les idées, considérons un mélange isotherme de deux constituants, conduisant éventuelle-
ment & un troisiéme lors d’une réaction chimique. L’état du fluide est donné 3 V'instant ¢ en tout point
M(Z) du domaine d’étude par:

sa densité p(Z,t);
— sa vitesse u(Z,t);
— sa pression p(&,t);

— les fractions massiques x1(Z,t), x2(Z,t) et x3(%,t) des trois constituants considérés.

Son évolution est régie par:

~ I’équation de continuité: 5
20 T V.(p@) =0

— I’équation de conservation de la fraction massique du constituant i (de concentration molaire
volumique ¢; 2):
9(px:)

—5 1 Viloxit) = V5 + D
1. couche de I'atmosphére la plus proche du sol jusqu’a une altitude d’une dizaine de kilometres.
2. la fraction massique x; et la concentration molaire volumique ¢; du constituant { de masse molaire M; sont reliées
directement par:

oll p est la densité du fluide.
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avec
xX1+x2+x3=1,

3: le vecteur flux de diffusion du constituant i et D; le taux de variation massique du constituant
¢ du fait de la réaction chimique. On supposera par la suite D; connu exactement.

- ’équation de conservation de la quantité de mouvement:

+V(pix@)=—Vp+ pg+ V7 (1.1)

7 est le tenseur des contraintes visqueuses et § ’accélération de pesanteur. V et V représentent les
opérateurs
( d

dz
0
A s
0
\ 37 /
et
9 9 9
dz Oy 9z
. g a0 0
V=1 3 3 3:
9 9 9
\ 0z 8y 0=

Si le fluide est newtonien, le tenseur des contraintes visqueuses est donné par:
F = NV.B)I + p(Vi+ Via) (1.2)

ol u et ) sont les viscosités dynamiques et I le tenseur identité (en reportant (1.2) dans (1.1), on
obtient ’équation de NAVIER-STOKES). Si I'on suppose I’hypotheése de STOKES vérifiée, on aura:

3IN+2u=0
Dans ce qui suit, on utilisera en outre la loi de FICK:
Ji=—KiVxi

dans laquelle &; représente la diffusivité moléculaire du constituant i dans le fluide porteur.

Viendront se joindre aux équations précédentes des équations d’état reliant les différentes variables
thermodynamiques entre elles, et les lois de comportement liant les grandeurs &; i ces variables. Elles
sont obtenues a partir de I’expérience et permettent de fermer le systéme d’équations aux inconnues
(P,P>ﬁ,Xl>X2,X3)-

L’idéal serait de résoudre ce systéme d’équations de maniére exacte. Malheureusement, il n’admet

pas de solution analytique en général. On peut néanmoins espérer approcher la solution par une
résolution numérique.
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Soit alors le nombre de REYNOLDS Re défini par:

ou U, L et v sont respectivement les échelles de vitesse et de longueur de 1’écoulement considéré et la
viscosité cinématique du fluide. Ce nombre sans dimension est un parameétre important lorsque 1’on
envisage la résolution numérique d’un écoulement fluide. En effet, il caractérise le rapport des forces
d’inertie aux forces de viscosité. Plus le nombre de REYNOLDSs sera grand, plus le nombre de points de
calcul nécessaire sera important. Suivant I’ordinateur utilisé, il existera donc une valeur de Re au-dela
de laquelle la résolution numérique directe ne sera plus réalisable. La simulation directe au sens strict
(Direct Numerical Simulation ou DNS) se trouve donc limitée par la capacité des ordinateurs qui
impose une borne maximale au nombre de REYNOLDs. Néanmoins, bien que I’application de ce type
de simulation a des écoulements industriels se trouve inadaptée pour le moment, elle demeure un outil
de référence pour la recherche permettant de mieux comprendre la dynamique de la turbulence et de
valider ou espérer améliorer les modéles existants. On peut citer par exemple les travaux de ORSZAG
& PATTERSON (1972), Ra1 & MoIn (1991) et EGGEL et al. (1994).

Afin d’envisager des écoulements & nombres de REYNOLDS importants tout en conservant une
description quasi instantanée de I’essentiel du champ turbulent, la simulation numérique des grandes
échelles (Large Eddy Simulation ou LES) a été introduite (LEONARD (1974)). Seuls les tourbillons
de grandes tailles sont pris en compte directement par la simulation, I’hypothése d’ "universalité et
isotropie des petites échelles” permettant de modéliser 1’action des petites échelles sur les grandes
(CHOLLET & LEsIEUR (1981)). La simulation des grandes échelles commence & &tre envisagée pour
des écoulements proches de ceux rencontrés en milieu industriel. En effet, si les premitres tentatives
d’application & des écoulements en géométries complexes ont pu se révéler décevantes, tout porte a
croire que ces déconvenues sont dues a un maillage trop grossier, probléme qui devrait disparaitre avec
I'apparition d’ordinateurs toujours plus puissants.

En pratique, les méthodes les plus utilisées jusqu’a présent font appel 4 la description statistique
des écoulements, pour laquelle chaque champ instantané est décomposé en la somme de sa moyenne
statistique et de sa fluctuation par rapport a cette moyenne. Les non-linéarités inhérentes aux équations
de la mécanique des fluides introduisent des corrélations d’ordre deux que ’on reliera aux champs
moyens par des hypotheses de fermeture (Annexe I). Il existe également des modélisations & ’ordre n
qui lient les corrélations d’ordre (n + 1) & celles d’ordres inférieurs, mais compte tenu des limitations
informatiques, on se borne généralement & des lois de fermeture du premier ordre.

Compte tenu de I'importance vouée & la chimie dans le travail qui va suivre, regardons ce que
devient I’équation d’évolution de la concentration molaire volumique ¢; du constituant 4 lorsqu’on
I’aborde suivant la description statistique. L’équation d’évolution de ¢; s’écrit, en supposant le coeffi-
cient de diffusivité moléculaire «; constant

Jc; . .
4 V.(c,'u) = Kk;iAc; +C;
at
ol C; est le taux de variation molaire volumique du constituant ¢ du fait de la réaction chimique et ol
A représente 'opérateur laplacien défini par

9 9 8

A= 9 &
8m2+8y2+822
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On obtient alors ’équation d’évolution de la moyenne d’ensemble® (c;) de la concentration molaire
volumique du constituant ¢
d(c;)

— -+ Vi{eid) = Kl (e) + (€ (1.3)

Plagons-nous par exemple dans le cas d’une réaction irréversible isotherme du second ordre entre
deux constituants A et B conduisant au produit C

A+B—C
Le taux de variation molaire volumique du constituant A s’écrit
CfA = —kocacp

ol kg est la constante de réaction.

On peut définir un temps de décroissance relatif au constituant A par . En prenant pour cg sa

0CB
valeur initiale ¢, on définira un temps caractéristique de la réaction chimique concernant le réactif A

par
1

ko C%

Cette échelle de temps est & comparer & ’échelle de temps intégrale Ty, de la turbulence pour savoir
de quel type de réaction il s’agit. On définit alors le nombre de DAMKOHLER Np par

Tch -

N,
D Tch

Suivant les valeurs de ce nombre sans dimension, on distingue trois types de réactions:

e Np < 1:la turbulence induit une homogénéité des constituants avant que la réaction chimique
agisse: la réaction est dite lente. Les fluctuations de concentration auront une influence trés Ii-
mitée sur la vitesse de la réaction;

e Np ~ 1: les constituants sont mis en présence et réagissent suivant des échelles de temps
équivalentes. Le couplage entre la turbulence et la chimie est complexe: on parle d’une réaction
rapide;

e Np > 1: les especes réactantes ne peuvent coexister sans réagir que pendant un temps beau-
coup plus petit que 1’échelle de temps de la turbulence. Les produits forment alors des inter-
faces séparant les différents réactifs. La réaction chimique sera alors limitée par la diffusion des
différents constituants a travers ces interfaces: la réaction est dite trés rapide.

L’équation (1.3) devient pour le constituant A:

0(ca)
ot

+ V.(catl) = ki A{ca) — ko{cacB)

Tout le probleme va étre la fermeture des termes de corrélation (c4%) et surtout {cscg) qui s’avére
étre le plus délicat & modéliser.

3. Par la suite, {f) représentera la moyenne d’ensemble de la grandeur f.
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Les méthodes s’appuyant sur une description statistique ont initialement été appliquées & des
écoulements chimiquement passifs. Pour envisager le cas réactif, des modéles ont été développés ces
vingt dernieres années, notamment pour des sources ponctuelles de constituants réactifs en couche li-
mite atmosphérique, afin de simuler par exemple des rejets de cheminées d’usines ou de centrales ther-
miques. Lusis (1976) propose de modéliser les panaches réactifs en faisant I’hypothése qu’ils évoluent
transversalement suivant des profils gaussiens dont les caractéristiques sont déduites du champ turbu-
lent. Dans chaque section orthogonale & la direction principale de 1’écoulement, le profil est découpé
en couronnes concentriques a 'intérieur desquelles le mélange est supposé parfait. On considére alors
une réaction suffisamment lente pour pouvoir négliger 'influence des fluctuations de concentration sur
le taux de variation par réaction chimique; seules les valeurs moyennes interviennent dans ce modéle.
MELoO et al. (1978) appliquent ce modéle & un rejet d’oxydes d’azote en couche limite atmosphérique.
De méme, PETERS & RICHARDS (1977) donnent une extension de ce type de modéle pour des réactions
tres rapides. Néanmoins, pour les réactions rapides et trés rapides, DONALDSON & HILST (1972) met-
tent en évidence l'influence trés sensible des fluctuations de concentration sur le taux de variation de
la concentration par réaction chimique. Ils montrent en particulier que Iinhomogénéité des réactifs
tend généralement a ralentir le taux de réaction. LAMB & SHU (1978) proposent un modéle tenant
compte de ces fluctuations, mais pas du gradient moyen de concentration. DONALDSON & VARMA
(1976) donnent un modéle incluant ces deux effets, mais la formulation est complexe et n’est valable
que dans des conditions bien spécifiques. GEORGOPOULOS & SEINFELD (1986) obtiennent un modéle
plus général ou la dispersion et les termes d’évolution par réaction chimique sont traités séparément.

Ces modeles restent toutefois trés empiriques et nécessitent des hypothéses de fermeture pour les
taux de variation de concentrations par réactions chimiques d’autant plus discutables que I’ordre des
réactions croit.

Pour pallier & ce probléme, notamment lorsque 1'on s’intéresse & des réactions complexes, il est
souhaitable d’utiliser une méthode qui traite les termes chimiques de maniere exacte. Clest le cas de
la résolution par les densités de probabilité. Ainsi, si I'on considére la densité de probabilité (T3 Z,8)
de la concentration ¢ d’un constituant définie par

pe(T; 2, )dT = Proba(F <e(#t) <T+ dr)
on peut montrer que son évolution est régie par (GENCE (1994)):

%z;c + v.(<ﬁ|r>pc) = —;%—(n@qr)pc) — %(é(r‘)pc)

On voit que toute I'indétermination est reportée sur les moyennes conditionnelles (#|T') et (Ac|T),
représentant respectivement la moyenne d’ensemble du champ de vitesse et celle du laplacien de la
concentration sachant que la concentration est comprise entre I' et T' + dTI". Les études la concernant,
qu’elles soient numériques (ESwARAN & POPE (1988)) ou expérimentales (JAYESH & WARHAFT
(1992)), ont pour but de déterminer I’évolution de p. & travers des cas simples, afin de déduire des lois
de comportement propres & ces moyennes conditionnelles.

Si cette approche semble prometteuse, I’application & des écoulements complexes n’est pas envisa-
geable a I’heure actuelle.

En résumé, ces différentes approches ne sont susceptibles de donner des résultats fiables que dans le
cas de réactions chimiques simples ou lentes (afin de pouvoir négliger les fluctuations de concentration
face aux concentrations moyennes). Or comme nous allons le voir dans le paragraphe suivant, les
réactions dans la troposphére, qui nous intéressent & terme, sont trés complexes.
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1.2 Chimie atmdsphérique des oxydes d’azote

On estime a environ 150 le nombre d’espéces chimiques présentes dans la couche atmosphérique.
Ces constituants sont susceptibles de réagir entre eux. Ainsi, plusieurs milliers de réactions peuvent
éventuellement avoir lieu. Afin de montrer la complexité des processus chimiques observés, considérons

par exemple certaines transformations auxquelles sont soumis les oxydes d’azote (SEINFELD (1986),
AUMONT (1994)).

Les gaz de combustion sont la principale source de monoxyde d’azote. Une faible quantité réagit
avec |'oxygene pour donner du dioxyde d’azote selon:

2NO+ 03 — 2NO,

NO3, méme sous forme de traces, méne a des réactions avec des composés organiques pour former un
brouillard photochimique.
Les réactions photochimiques prennent naissances suite 3 I’excitation d’un atome A par un photon
selon la réaction générique:
A+ hy — A*

ou h est la constante de PLANCK et & la fréquence du photon. Le signe * signifie que la particule se
trouve a un état excité. On peut alors observer différents chemins réactifs:

dissociation A* — By +..+ B,
réaction directe A*+B — Ci+..4C,
fluorescence A* — A4 hi

désactivation par collision A*4+M — A+ M
ou B, By, ..., By, Cy, ..., C, et M sont des constituants chimiques.

Dans la tropospheére, les longueurs d’onde intervenant dans les réactions photochimiques se situent
dans Dintervalle [280nm, 730nm]. On observera par exemple:

([ NOy+ ho — NO+O
O3 + hir — O(CP)+0; X2 315nm
— O('D)+0; X< 315nm
HNO;+h» — NO+OH
HCHO+h? — HCO+H
| CHsCHO+h — CHz+ HCO
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olt O(*P) et O(' D) est ’atome d’oxygene & I’état fondamental et 3 I'état excité respectivement.

Ainsi, si le dioxyde d’azote est mis en présence d’air pur, les réactions diurnes sont:
NO;+ht — NO+O k)
O0+0:+ M — O3+ M ko

ol M est une molécule de dioxygene, de diazote ou tout autre constituant capable d’absorber le
surplus d’énergie vibratoire et de stabiliser ’ozone O3 formé; k, et k, sont les constantes de réaction
(dans la suite, k; sera la constante de réaction de la iiéme réaction; les valeurs de ces constantes sont
répertoriées dans ’Annexe II). Cette derniére réaction constitue la principale source d’ozone dans la
troposphére. Cette production d’ozone sera a priori limitée par la réaction

O3+NO—)N02+02 k3

M et O, ont des niveaux de concentration ¢y et o, donnés, non perturbés par le processus réactionnel.
Les concentrations de ces deux constituants n’évolueront donc pas par réactions chimiques. L’évolution
des concentrations des autres composés est régie par le systéme d’équations suivant:

deno
f "de- = —kieno, + ksco,eno
deno
= kicno, — kaco,eno
dt
4
dCo
— = kicno, — kacoco,enm
dt
dCo
| g = Hkecoco,em — ksco,eno

ou cy est la concentration instantanée en espéce A. L'étude de ’état d’équilibre (SEINFELD (1986))

. c
montre que la production d’ozone est d’autant plus forte que le rapport %2
q p q pp

2 est grand. Or, la

majeure partie des oxydes d’azote émise dans la troposphére I’est sous forme Acll(e)z monoxyde d’azote.
Les fortes concentrations en ozone observées in situ impliquent donc que d’autres réactions, avec
d’autres constituants, interviennent dans la production de O3. On présente ici en guise d’exemple
I'influence du monoxyde de carbone, du formaldéhyde, du méthane et des hydrocarbones en général
sur ces réactions de base, et on va montrer comment I’équilibre entre 1’ozone et les oxydes d’azote va
étre modifié.

1.2.1 Oxydes d’azote mis en présence de monoxyde de carbone

On retrouve les trois réactions de base

NO;+hv — NO+O

O3+NO e N02+02
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mais maintenant d’autres constituants vont également réagir; une faible quantité d’ozone va subir une
photo-dissociation et participer ainsi a la formation du radical hydroxyl OH*:

Os+ho  — O('D)+0;
o(!D)+M — O+M (1.4)

O('D)+ H,0 — 20H*

Cette réaction est la principale source du radical hydroxyl, qui va alors donner lieu aux réactions en
chaine suivantes:

CO+OH*+0; — COy+HOS

HOY+NO  — NO,+OH®*

HOJj est le radical hydroperoxyl.
Une réaction de terminaison sera:

OH®*+ NO; — HNOs

L’effet du cycle de CO est alors de convertir lentement NO en NO, et d’augmenter ainsi la concen-
tration de ’ozone a I’état d’équilibre (figure (1.1)).

hv
NOy=—===NO+0 3
'Y 0y

c0+o§1'=o=§=ﬂoa + 10y
: 2 ¢ : H

CRYTTTTY N SRR,

Fic. 1.1 - Schéma simplifié des réactions simultanées faisant intervenir les ozydes d’azote et le
monozyde de carbone

1.2.2 Oxydes d’azote mis en présence de formaldéhyde

Le formaldéhyde (HCHO) est un oxydant produit par la combustion des hydrocarbures. Aux trois
réactions initiales

NOs+hi —s NO+O
O+0s+M —r Os+M

O3+NO — N02+02
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viennent se joindre les réactions

(| HCHO+20;+h — 2HO$+CO
— Hy+CO
J HCHO+0;4+0OH* — HO3+CO+ H,0
HO3+ NO — NO;+OH*
OH* + NO, — HNO;

\

Le schéma simplifié de ce systéme d’équations est le suivant:

hv
0]

NO, NO + O3

HCHO + OHf w5 HO% i+ CO + H,0

Fic. 1.2 - Schéma simplifié des réactions simultanées faisant intervenir les ozydes d’azote et le

formaldéhyde

Les réactions entre les oxydes d’azote seront ici aussi déplacées en faveur du dioxyde d’azote, ce
qui augmentera la production d’ozone.

1.2.3 Oxydes d’azote mis en présence de méthane

Suite a la formation du radical O H® par photo-dissociation de I’ozone (systéme (1.4)), interviennent
en présence de méthane (CHy) les réactions

[ CHy+0,+0OH* —» CH303 + H,0
CH3;0;+ NO — NO,+CHs0*
CH;0*+0, —s HCHO+ HOS

HO3+ NO — NO;+OH*
OH*+ NO, — HNO;
{ — H03;+ 0,

HO$ + HOS

Le schéma simplifié de ce systéme est donné figure (1.3). L3 encore, la formation d’ozone est favorisée.
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hv

NO,
: 2

NO+0 3

CH+ OH '-0=2§==cxj13o§ + H,0

FiG. 1.3 - Schéma simplifié des réactions simultanées faisant intervenir les ozydes d’azote et le
méthane

1.2.4 Les brouillards photochimiques

On désigne par "brouillard photochimique” le mélange de réactants et de produits résultant de
I'interaction entre composés organiques et oxydes d’azote. Ces réactions sont initialisées par le radical

OH"* qui réagit*
- avec les hydrocarbones:
RH +0OH* — R*+ H,O
R*+0;, — ROS radical peroxyalkyl
- avec les aldéhydes:
RCHO+OH* — RCO*+ H,0
RCO*+ 0, — RC(0)Os radical acylperoxy
Les radicaux peroxy réagissent rapidement avec NO:
RO;+ NO — NO2+ RO* radical alkoxy
RC(0)0O3+ NO — NO,+ RC(0)O°® radical acyloxy

Puis:
RO*+0; — HOj+ R'CHO radical hydroperoxy

RC(0)0* —s R*+CO,

R*+0; — RO

Ce cycle se termine par une régénération du radical OH®:

HO} + NO — NO, + OH*

Toutes ces réactions ont pour effet d’augmenter la conversion du monoxyde d’azote en dioxyde
d’azote, et de favoriser par conséquent la production d’ozone.

4. R est composé d’atomes de carbone et d’hydrogene
g
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On voit a travers cet exemple que les réactions chimiques au niveau de la troposphére sont nom-
breuses et complexes. En outre, les constantes de réaction sont établies pour des mélanges stcechiométri-
ques; en dehors de ces conditions de référence, peu de données sont disponibles et on retiendra ici les
constantes de réaction obtenues en chimie steechiométrique, quel que soit ’écoulement considéré. On
notera en outre que les échelles de temps de réaction peuvent étre considérablement différentes les unes
des autres, ce qui nécessitera évidemment un ajustement des schémas discrets de résolution temporelle.

L’approche que nous présentons dans ce travail a pour objectif de concilier au mieux les processus
cinématiques et chimiques. La chimie étant un processus local, nous avons choisi d’aborder ce probléme
par une approche lagrangienne. L’idée est de relicher un ensemble de particules fluides se déplagant
suivant des. trajectoires respectant certaines propriétés statistiques de I’écoulement considéré, et de
traiter les phénomenes moléculaires (diffusion et réactions chimiques) pendant le déplacement®. Nous
allons donc nous intéresser tout d’abord aux modeles lagrangiens de suivi de particules dans le cas
d’une turbulence homogene isotrope (chapitre 2), puis dans le cas général (chapitre 3). Les résultats
de simulations numériques nous permettront de vérifier le bien fondé de cette approche dans le cas non
réactant. Nous considérerons ensuite le mélange et les réactions chimiques entre les particules suivies
(chapitre 4). Le terme de diffusion nécessitera une étude particuliere. Nous présenterons alors un
nouveau modele de dispersion qui conduira la densité de probabilité de la concentration & relaxer vers
une gaussienne dans le cas d’une turbulence isotrope (conformément aux observations numériques et
expérimentales). Le modéle, comme la méthode aux densités de probabilité, aura I’avantage de traiter
les termes de réactions chimiques de maniére exacte (on remarquera que ce modéle peut &tre utilisé
comme méthode de MONTE-CARLO pour déterminer les densités de probabilité de concentrations).
Nous terminerons 1'étude générale par la simulation dans une turbulence de grille d’une couche de
mélange réactive, d’'une source linéique réactive et d’une source ponctuelle réactive, et la compa.ra.lson
avec des résultats expérimentaux.

5. On retrouve ce cheminement dans certains travaux (CAILLAU (1994)), mais les modélisations sont différentes.



22

Chapitre 2

Modeles stochastiques en turbulence
homogene isotrope

2.1 Introduction et démarche générale

L’objectif est d’atteindre les concentrations moyennes et les corrélations relatives & divers consti-
tuants. On va alors construire les trajectoires de particules de ces constituants, établir leurs densités
de probabilité (d.d.p.) de présence en tout point et & tout instant, et en déduire les moyennes sta-
tistiques souhaitées. Montrons alors comment passer des trajectoires 3 la d.d.p. de présence, puis de
cette derniére 3 la concentration moyenne et aux corrélations.

Soit une source ponctuelle située en S dans le repére spatial tridimensionnel (Ozyz) telle que
07 - f()

et émettant a to des particules fluides.

z
$
s -
: /— trajectoire d’une particule
' :"., \‘\. .""-\0
, o :' N . /.- amant®
: L
: i
: e
>

F1G. 2.1 - Croquis d’une source ponctuelle dans le repére (Ozyz)
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On fait ’hypotheése que chaque particule suivie est constituée d’un ensemble indissociable de ng
molécules de ’espéce A. Ceci revient a supprimer 'effet de la diffusivité moléculaire de 1’espece.

2.1.1 Obtention de la densité de probabilité de présence & partir des trajectoires

Soient
— Zr(t]Z0;to) la position au cours du temps d’une particule issue de S & I'instant to.
— pr1(Z;t|€0;5t0) la d.d.p. de présence d’une particule définie par

PL1(& t|Z0; to)dE = Proba(7 < 71 (tldo; to) < &+ dz)

c’est-a-dire la probabilité de présence d’une particule dans le volume élémentaire dZ autour de
T sachant qu’elle se trouvait en Zj a tg.

Connaitre pr1(Z;t|Zo;to) revient & connaitre pour toute réalisation la fonction
T = ZL(t|Z0; to)

solution de

Z(te) = 7o
dzr o
E = u(x,t)

avec U solution de I'équation de NAVIER-STOKES. La connaissance exacte de pr; (Z;t|Zo;to) nécessite
donc celle de @ sur un nombre infini de réalisations. Or nous savons que dans un écoulement turbulent
la valeur instantanée de 4 est quasiment impossible & calculer (chapitre précédent). Néanmoins, on
peut espérer modéliser le déplacement en résolvant

az
dt

Yy

(Z,1)

oll 5(:5’, t) ne sera plus la solution exacte de ’équation de NAVIER-STOKES, mais solution d’un modéle
dynamique respectant certaines propriétés statistiques du champ de vitesse, telles que sa valeur
moyenne, son écart type, I’échelle de temps intégrale, ...

C’est cette approche qui est adoptée par les modeles stochastiques lagrangiens, & ceci prés qu’ils
raisonnent avec la vitesse lagrangienne d’une particule &y, (t|Zo; to), reliée 3 la vitesse eulérienne par:

UL (t1Z0; to) = W(ZL(t|Z0; t0), 1)

Il faut alors concevoir un modéle qui engendre ¥f(t|Zo; to).

Les particules se déplagant par cette approche indépendamment les unes des autres, ce modéle
sera appelé modéle & une particule.

De méme, pour déterminer pr, (&, &'; t|(Zo; to), (Z5;tp)), d.d.p. lagrangienne relative & ’événement
” Les particules des espéces A et B sont en & et z’ & I'instant ¢ sachant qu’elles étaient en To A to
et Zj & tg, respectivement ”, une formulation donnant o, (t|Zo;to) et 7, (t]Zg; th) sera nécessaire. Ces
deux vitesses pourront étre corrélées lorsque les deux particules seront suffisamment proches 'une de
'autre. Ce modéle portera le nom de modeéle & deux particules.

On voit ainsi qu’un modéle & n particules permet d’évaluer a priori toutes les corrélations de
concentration jusqu’a I’ordre n. '



2 2. Modéles stochastiques en turbulence homogéne isotrope

2.1.2 Obtention des concentrations moyennes et des corrélations de concentration
a partir des d.d.p.

Soit, au bout de N réalisations, ¢(Z, t|ZTo;to) le nombre de particules issues de S en to se trouvant

dans le volume élémentaire [z, Z + d7] & 'instant ¢. On a:

. q T tlfo‘to o -
l’lmN_)oo¥ = pr1 (III; tlxo; to)dIII
Comme chaque particule fluide transporte ng molécules, le nombre moyen de molécules marquées dans
le volume élémentaire df entourant Z vaut
q(&, t|Zo; to)

(c(z;t))dT = nO‘limN—)oo N

= nopr1(Z;t|To; to)dT

Alnsi, la concentration moyenne est reliée a la d.d.p. lagrangienne (conditionnée sur la position initiale)
de présence par:

(c(@;t)) = nopr1(T; t|Zo; to)
Pour une source ponctuelle située en Z, a émission continue et dont le rejet a commencé 3 Iinstant

tr, no devient fig(tg)dto ol 7ig(to) est le nombre de molécules issues de la source par unité de temps a
'instant tg. Le champ moyen de concentration en espéce A s’écrira: :

1
(ca(Z, t))—_-/t fio(to)pr1(Z; t]|Zo; to)dto

Dans le cas d’une source continue étendue sur un domaine Dy et dont le rejet a commencé 3 t., on
écrit ng sous la forme vo(Zo, to)dZodte avec vo(Zo,t) la concentration molaire volumique en Ty a tg
par unité de temps. On aura alors:

i
(ca(z,t)) :/t /D) Yo(Zo, to)pL1 (& t|Zo; to)dTodto
r (4]

On notera que (c4(Z,t)) peut également s’écrire:

(cA(:z‘c',t)):///_:og,;(:i‘,ﬁ,t)dﬁ

ol gz, est la fonction de densité de distribution des particules marquées dans I’espace des phases
(THOMSON (1987)). Nous verrons 'importance de cette remarque dans le paragraphe 2.2.2.

De méme, dans le cas de deux sources continues étendues Dy et Dg d’espéces A et B respective-
ment, on obtient:

(ca(Z,t)ep(a’ 1)) = / / / / v4(Zo0; t0) YB(0; to) P2 (T, /5 | (To; to), (To; th)) dFodThdtodty
t, Jir J(D,) J(Dp)

ot Y4(%o;t0) et vB(Zg;ty) sont les concentrations molaires volumiques par unité de temps en Tg a tg
du constituant A et en &5 a t; du constituant B respectivement.

On peut de fagon identique envisager le méme type de relation pour les corrélations d’ordres
supérieurs.

Nous venons de montrer dans ce premier paragraphe comment obtenir la concentration moyenne
et les corrélations spatiales a partir des trajectoires des particules marquées. Nous allons ici présenter
le modele a une particule et le modéle & deux particules. On se limitera dans ce chapitre au cas de la
turbulence homogene isotrope.
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2.2 Modeéle a une particule

Le modele lagrangien caractérisant la trajectoire aléatoire d’une particule dans un écoulement
turbulent est issu d’une analogie avec le modéle de déplacement microscopique d’une molécule suivant
la théorie du mouvement brownien.

Lorsqu’une particule de taille microscopique (suffisamment grande pour étre suivie au microscope
mais suffisamment petite pour avoir une trajectoire sensible au choc de chaque molécule la percutant)
se déplace dans un fluide newtonien, elle suit une trajectoire trés irréguliére, dont I'irrégularité est
le résultat direct de ’agitation moléculaire. Ainsi dans un liquide soumis aux conditions normales
de température et de pression, une particule brownienne subit quelques 102! collisions par seconde;
par conséquent, on ne peut espérer suivre exactement le déplacement de cette particule (il faudrait
connaitre le déplacement de chaque molécule, les caractéristiques exactes des chocs moléculaires, les
conditions initiales et aux limites du domaine d’étude; il faudrait en quelque sorte un arrét sur image
au niveau moléculaire!). La théorie du mouvement d’une particule brownienne postule alors que sa
vitesse 4 suit, d’un point de vue statistique, I’équation de LANGEVIN, 3 savoir:

W i+t A(t). (2.1)
dt
Les variations de vitesse se scindent donc suivant cette approche en deux: une partie déterministe
(-, @) représentant le frottement dynamique subi par la particule, et une partie aléatoire (A(t))
propre au mouvement brownien (pour plus de détails concernant le mouvement brownien, voir CHAN-
DRASEKHAR (1943) par exemple).

Si maintenant on souhaite suivre une particule fluide dans un écoulement turbulent, des problémes
similaires se posent, dus au caractére aléatoire de la turbulence. L’idée, initialement proposée sous
forme discrete par TAYLOR (1921), est alors de représenter le mouvement turbulent d’une particule
fluide par I’équation de LANGEVIN.

On pourrait de plus s’interroger sur la pertinence physique d’un tel modéle en remarquant que rien
n’empéche deux trajectoires simulées de se couper, le modéle faisant intervenir un processus aléatoire,
ce qui contredit a priori un des fondements de la mécanique des milieux continus. Ce serait oublier
que le modele n’a pas la prétention de simuler le champ de vitesse physique, mais un champ de vitesse
vérifiant certaines données statistiques du champ réel. C’est donc uniquement au niveau statistique
que le modéle peut é&tre jugé. ’

La plupart des modeéles utilisés font I’hypothése que la position de la particule fluide dans I’espace
des phases évolue de fagon markovienne, c’est-a-dire que la position future ne dépend que de son
état présent et non de ses états antérieurs. Il faut alors supposer que les variations de la vitesse 3
deux instants successifs sont décorrélées, soit en d’autres termes que 1’échelle de temps intégrale T, de
'accélération est beaucoup plus petite que I’échelle de temps intégrale Ty, de la vitesse.

L’analyse menée par MONIN & YAGLOM (1975) montre que

T, = Re;'/*T},

La condition
Ta <K TL
ne sera donc vérifiée que pour un nombre de REYNOLDS grand.

En retenant I’analogie proposée, chaque particule suivie sera entiérement déterminée par le systéme
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markovien d’équations:

( f(to) = fo

©(to) = o
Y dE

a

du Lo
5 T -0, U+ A(t)

Afin de comprendre le raisonnement physique menant 4 la détermination des coeficients o, et
A(t) de I'équation (2.1), nous allons commencer par une approche discréte (GENCE (1990)) en faisant
'hypothése supplémentaire de stationnarité, puis présenterons I’approche continue.

2.2.1 Probleme modéle de dispersion monodimensionnelle en turbulence homogéne
1sotrope stationnaire; Approche discréte

On supposera dans ce paragraphe la turbulence homogene, isotrope et stationnaire.

On se limite ici & I’analyse du cas idéal de la dispersion turbulente monodimensionnelle suivant
la direction verticale (ce qui ne réduit pas la généralité du probléme, la turbulence étant supposée
isotrope dans ce chapitre).

Dans la suite, les variables eulériennes seront indicées par la lettre E et les variables lagrangiennes
par la lettre L.

On considére une source linéique S paralléle & 1'axe (y'y), & rejet continu, et placée dans un
écoulement dirigé suivant 'axe (z'z) du repére (Ozyz).

N

e s e, ——-®

L)
1)

1

1
-l
1

1

N

Fi1G. 2.2- Schéma de lexpérience

Le champ de vitesse eulérienne s’écrit suivant la décomposition de REYNOLDS en grandeur moyenne
et grandeur fluctuante:

UE(III,y,Z,t) = UE(x,y,z,t)+ub(x,y,z,t)
UE(x,y,Z,t) = VE(x,y,Z,t)'i'Ufg(x,y,Z,t)
wg(z,Y,2,t) = Wg(z,y,2t)+ wi(z,y, 2,t)
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Pour le probléme modéle de dispersion monodimensionnelle, on fait les hypothéses suivantes:

Ug(z,y,2,t) = U constante
VE(III,y,Z,t) =0
WE((II,y, th) =0
U/E((C,y, 2, t) =0
U/E(xvyv Z,t) =0

Celles-ci conduisent au systéme final:

ug(z,y,2,t) = U
ve(z,y,2,t) = 0
wE(x’y’ Z,t) = w/E(x’y’ z’t)

La particule lagrangienne issue de la source sera convectée par le champ moyen suivant I'axe (z'z)
et par le champ fluctuant suivant la direction (2’2). Elle sera déterminée par sa position &r,(t|Zo) et
sa vitesse 4 (t|Zo).

On s’intéresse dés lors a la détermination du modéle qui va nous donner le champ fluctuant suivant
'axe (2'z). La turbulence étant supposée homogéne isotrope stationnaire, le champ lagrangien de
vitesse turbulente wy, (t|Zo) vérifie les hypothéses suivantes:

— (h1). wr(t|Zo) est une fonction aléatoire gaussienne;
— (h2). (w}(t|Zo)) = 02, est constante;

~ (h3). Ty, = /Ooo (wr (t|Zo)wr (t + 7|T0))

dT est constante;

U%,L
= ~ 2
_ (h4) Rw(T) — <wL(t|$O)ZJ2L(t+ TI$0)>~ 1— _;_:_2 + 0(T2) pour 7 petit.
wy, by

On reconnaitra I'échelle intégrale temporelle lagrangienne de la vitesse T}, la fonction de corrélation
temporelle lagrangienne de la vitesse R, (7) et 1'échelle de temps lagrangienne de TayLOR T. L’hy-
pothése (hl) est vérifiée expérimentalement; (h2), (h3) et (h4) sont des conséquences directes des
hypothéses d’homogénéité et de stationnarité de la turbulence.

Moyennant ces hypotheses, le processus régissant ’évolution du couple de variables cote et vitesse
verticale de la particule marquée (z,w) sera un processus de MARKOV & énergie et échelle de temps
de cohérence constantes.

LuMLEY (1962) a montré qu’en turbulence homogéne isotrope stationnaire, les écarts types des
fluctuations des champs de vitesse lagrangien et eulérien étaient égaux. Nous écrirons donc:

Twy = Owg = Oy
ol 0, est I'écart type des fluctuations du champ de vitesse eulérien suivant la direction (2'z).
Afin de discrétiser en temps, posons, pour toute fonction f du temps, f, = f (nAt). Les hypothéses
(h1)-(h4) deviennent sous forme discréte:
— (h1’). wy, est une fonction aléatoire gaussienne;

— (h2"). (w2) = o2 est constante;
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- (h3). T = Z wAt est constante;

p=0 Tw
(Wnwnt1) At? 2
- ). ~1- At?).
(h4") 72 1 T2 + o(At)

En retenant dans un premier temps que les trois premigres hypothéses (h1’), (h2’) et (h3’), il vient les
propositions a, [, v suivantes:

o & En rappelant que 'on considére ici un processus markovien (TAYLOR (1921)), on écrit Wnt1
sous la forme d’une somme d’une partie linéaire déterministe aw, (qui conservera la gaussiannité)
et d’un processus de WIENER by, ot les x,, sont des variables aléatoires suivant la loi normale, non
corrélées entre elles (I'effet de mémoire a déja été introduit dans la partie déterministe).

On a ainsi:

Wnt1 = AWy + bxnt1 (2.2)

avec

(XpXq) = bpq
Il reste & déterminer a et b.

£ o En multipliant (2.2) par wn, et en moyennant cette nouvelle égalité, on obtient:

<wn+1wn+p> = a’<wnwn+1’> == ap+1<w121>,
soit, en utilisant (h2’):
(WnWnyp) = aPa,.

En sommant ces termes sur p, on trouve compte tenu de (h3’) la valeur de a:

v @ Si maintenant on éléve (2.2) au carré et I’on moyenne cette nouvelle expression, on obtient:

b* = (1-a*)o,

soit:

At At
b=ou TZ(Q‘E>

La formulation discréte du systéme final d’équations donnant la position de la particule s’écrit alors:

(( Tpy1 = zo+UAL
) s = (Wn + Wni1)
2
At At At
\ Wn41 = l—ﬁ Wn + Oy E 2_T—L Xn+1
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et en faisant tendre At vers 0, on trouve I’équivalence continue de ce modéle discret, ce qui est une

vérification de la consistance du schéma discret par rapport au probléme continu:

( dz
bt 5
dt
e,
dt

dw _ w / . Xn+l
\ E - _TL+Uw TLAlt—)O\/

On trouve dans la littérature (Gence (1990)) ’affirmation que

€0 = Jim 22

est une variable aléatoire suivant une loi gaussienne centrée et telle que

§E) = 6(t —1')

au sens des distributions. L’évolution de la vitesse est alors donnée par 1’équation:

dw
T +U’”V f

(2.3)

On trouve bien, moyennant les hypothéses (h1’), (h2’) et (h3’), que ’évolution de la vitesse lagrangienne

est régie par une équation de LANGEVIN.

En multipliant (2.3) par w(t + 7), en moyennant et en intégrant par rapport au temps, on trouve

que la fonction de corrélation temporelle de la vitesse s’écrit:

Ry(r) = e~V TL

Tennckes & Lumley (1972) ——

R (1)

A
L

modele  +eeees .

(2.4)

F1G. 2.3 - Forme générale de la corrélation temporelle en un point de la vitesse en turbulence homogéne

isotrope stationnaire
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On voit alors sur la représentation graphique (2.3) que le comportement pour T petit est erroné,
ce qui s’explique par le fait que I’hypothése (h4’), qui reléve des petites échelles de temps donc des
petites structures, n’a pas été retenue.

Le spectre lagrangien de la corrélation s’obtient de la maniére suivante:

FQ) = /+oo (wt)w(t+7))e VT dr

-0

oo .
= / 02 Ry (T)e ™V dr

—00
2TLO'3}
1+ T2

avec

Q=92%xN

ou N est la fréquence.

La courbe log(F(Q)) = f(logQ) (figure (2.4)) présente donc une asymptote de pente (-2), ca-
ractéristique de la zone inertielle (YEUNG & PoPE (1989)). Le modéle ne laisse donc apparaitre dans
ce spectre que la zone inertielle, alors qu’une seconde coupure, caractérisant la zone de dissipation
moléculaire, doit apparaitre lorsque Q2 devient grand.

log(R( ) A

F1G. 2.4 - Spectre lagrangien de la corrélation de vitesse du modéle stochastique @ une particule et
une échelle de temps en turbulence homogéne isotrope stationnaire

Si I'on souhaite construire un modéle tenant compte des effets visqueux, il convient d’étendre le
précédent en retenant également I’hypothése (h4’); on suppose donc ici les quatre hypothéses suivantes
vérifiées:

~ (h1’). w, est une fonction aléatoire gaussienne;

~ (h2’). (w2) = 02 est constante;

[ ]
- (h3"). T = ;:: <wn;u—2:+p>At est constante;
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y (w w 1) At2
~ (h4). ”U—;Jf ~1-— 7,;2—+0(At2).

on élargit la formulation de w,4; en écrivant
Wni1 = G2Wn + bawn_1 + C2Xnt1 (2.5)

ol les xy, seront des variables aléatoires suivant la loi normale et non corrélées entre elles. I est clair
que I’équation continue que nous allons obtenir ne sera pas une équation de LANGEVIN classique. Le
processus (z,w) ne sera plus markovien, mais (z,w, A), avec A I'accélération de la particule, le sera.

Le raisonnement menant & la construction de ce nouveau modéle est semblable & celui suivi pour
obtenir le modele & une particule et.une échelle de temps (RaYNAL (1991)):

o e En multipliant (2.5) par w,, et en moyennant, on obtient:

(WnWnt1) = az(wd) + ba(wp—1wy)

De méme: :
(WnWnt2) = @(WaWny1)+ b2<wi>

<wnwn+p) = a2<wnwn+p—1>+b2<wnwn+p—2)

soit en sommant ces termes pour p variant de 1 i infini, et en posant

Soo = Z<wnwn+p>
=0

on trouve:
Soo - <wnwn+1> - <w121> = a2(Soo - <w3¢>) + b2S°0

. . At
Compte tenu de (h2’) et (h4’), cette expression devient au second ordre en —:

A

T)\
soit ) \ )
o o At
- W bo=1— % [2_=_ 2.
az( Soo)+2 Soo( Tf) (2.6)
Or, (h3’) permet d’écrire S, suivant la formulation:
T,
et
Seo = 0y At
En reportant cette expression de S, dans (2.6), on obtient la relation:
At At At?
1- ) 4 pp=1-2E (o 28 .
02( TL)+ 2 T ( Tf) (2.7)

. . At
B e D’autre part, élever (2.5) au carré et moyenner donne au second ordre en T compte tenu
A

des hypothéses (h2’) et (h4’):

: At?
a%aﬁ, + b%aﬁ, + C% + 2a4b, (1 — —ﬁ) 0'120 = 0'120 (28)
A
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v o Enfin, en remarquant que
(wnwny1) = az(wl) + bo(wn—1wy,)

At
peut s’écrire au second ordre en o moyennant (h2’) et (h4’),
A

on obtient une troisiéme équation:

(1 - b2) (1 - %) = a2 (29)

La résolution du systéme d’équations formé par (2.7), (2.8) et (2.9) conduit aux expressions sui-
vantes:

( TL 2T ~T¢  ,
s = T2 —= At + TAt
T, .. 2T}+T?  ,
by = =1 25At - ———2At
2 + T2 T

2
C; = —20'w AV 2TLAt3/2
\ T/\
Le schéma discret donnant w, 4, s’écrit finalement:

T oT? — T?
Wnp1 = (2 - 2T—§At + #Atz) Wy,
A

T3

T 2Ty + T
+ (—1+2T—’;At— %AQ) _

2
+ (FUW V 2TLAt3/2) Xn+1
A

En faisant tendre At vers 0, on trouve la formulation continue!

dw T} dvw w /
TLTz't_z = Qf\f (—7{ - 'T— f ) (2.10)

Pour calculer la fonction de corrélation temporelle de la vitesse, on multiplie (2.10) par w(t' ):

2(w(t)w(t' w()w(t' w(t)w(t’
nﬁ( 220» %%( d(w(t)w(t') @)@)+U 2 (ﬁﬂﬁ)

dt Ty, TL

1. Avec I’hypothese Ty = Rezll ‘T (ComrsIN (1963)), cette équation d’évolution peut encore s’écrire:

dw Re}‘/2 dw w 2
FA PR i PR Ty

Pour Rey infini, 'accélération ne pouvant pas étre infinie, il faut que 1’expression entre parentheéses au second membre
soit nulle; la vitesse vérifiera alors I’équation de LANGEVIN du modele & une échelle de temps précédemment établi.
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En posant t = t' + 7 et en effectuant la moyenne d’ensemble de cette nouvelle expression, apparait
I’équation d’évolution de R, (7):

&R,  T{dR, ,Ti

T 2 2—R, =0 .
L= + + R (2.11)

T? dr T?
La résolution de (2.11) méne & une expression de R,, de la forme:
R,(1) = ARwe”I"I + BRwe'QI"I

avec Ag, et Bg, constantes, et r, et r, racines de ’équation:

T2 T
Trr? + 2T—§r +2T_§ =0

Les conditions initiales R,(0) =1 et R,,(0) = 0 conduisent & la solution:

2_ — —
T, — \/Tg — QT)? e-b@m N Ty, + /le, —or2 _TL 1{:; 2T2:|-r|
€
2y/Tf - 2T 2,/T% — 2T?

On en déduit le spectre lagrangien associé:

R,(t)= -

FO) = /+oo(w(t)w(t+r))e‘m"dr

— 00

+o0 .
= / ol Ry (T)e " dr

[ o]
2Ty02

2 Y02 Tg 4

1og(F( )

F1G. 2.5 - Spectre lagrangien de la corrélation de vitesse du modéle stochastique @ une particule et
deuz échelles de temps
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Le spectre lagrangien (figure (2.5)) présente maintenant deux ruptures de pente: une décroissance
de pente (~2) caractérisant la zone inertielle, suivie d’une décroissance de pente (—4) caractérisant
la zone ol la dissipation visqueuse est prédominante. SAWFORD (1991) précise néanmoins que cette
pente semble étre physiquement fausse.

Le modéle a deux échelles de temps sera donc mieux adapté que le modéle 4 une échelle de temps
pour représenter la dispersion 3 faible nombre de REYNOLDS. Pour des mesures trés proches de la
source, le temps écoulé apres le rejet étant trés petit fera que le modéle 4 deux échelles de temps sera
également privilégié. Sa faiblesse sera sa lenteur au niveau des simulations numériques, puisque le pas
en temps devra étre petit devant T),. A

Nous allons voir dans ’approche continue (paragraphe 2.2.3) un second modéle 4 deux échelles de
temps légérement différent, qui reproduira également un spectre lagrangien présentant deux coupures
de pente (—2) et (—4) respectivement.

Le paragraphe suivant établit préalablement le lien entre les approches lagrangienne et eulérienne
pour le modéle & une particule et une échelle de temps. C’est en outre un passage obligé pour pouvoir
exposer le modeéle continu de THOMSON (1987).

2.2.2 Lien entre les approches lagrangienne et eulérienne: équation de Fokker-
Planck

Compte tenu de I’hypothése d’isotropie de la turbulence faite dans ce chapitre, on se place toujours
dans le cas de la dispersion turbulente monodimensionnelle suivant la direction verticale.

Afin de vérifier que le modéle stochastique lagrangien & une particule et une échelle de temps est
bien cohérent avec I’approche eulérienne classique donnant I’équation d’évolution de la concentration
moyenne, il est intéressant de s’attarder sur le passage de 'un & I’autre. Pour ce faire, il faut trouver
une équation d’évolution de la d.d.p. lagrangienne & I’aide des informations que nous possédons sur la
variable aléatoire modélisant la position de la particule dans I’espace des phases. Ceci nous permettra
de remonter a la fonction de densité de distribution g, des particules marquées dans cet espace, et
finalement a la concentration moyenne, reliée a g1, par

+oc0
(cw™) = / w"gr(z, w;t)dw

quel que soit n entier naturel.

Soient B
X = (z,w)

le vecteur position instantanée de la particule marquée dans I’espace des phases, et pL(X t]Xo, to) la
d.d.p. lagrangienne associée a I’événement ”La particule se trouve en X & Dinstant t sachant qu’elle
était initialement en Xo ”,

Afin d’obtenir I’équation d’évolution de pL(A_" t]fo,to) on envisage la statistique relative i la
transition de I’état lagrangien a l'instant ¢ & celui & l'instant t+, ou 7 est un intervalle de temps
petit que I'on fera tendre vers 0. Exprimons alors pL(X t+ T]Xo, to) en fonction de pL(X tIXo, to):

- - +oo - - - - -
pL(X;t+T|X0;to):// pL(X';tIXo;tO)H(X;t—i—TIX';t)dX' (2.12)
—0o0

(Xt + 7| X5t t) est la d.d.p. relative & 'événement ”La particule issue de Xy & to est en X & t + T
sachant qu’elle se trouvait en X’ & I'instant ¢ ”; elle est appelée d.d.p. de transition.
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Soit la fonction caractéristique de transition associée a II:

. - too . , o o ”
O(R;t+ | ¥;1) = // R-E=E(Ft 4 |7, )7 (2.13)
-0
oll 2 = —1 et .
K = (a,B).
Ses dérivées partielles successives en K = 0 s’écrivent:

070 i =D\ Xty = "M Xt 2.14
mh{ § = (& — 2) (b — ) "TINX ) = P M5y (X8, 7) (2.14)

&. et &, sont les variables aléatoires associées a z et w respectivement. On reconnait dans le membre
de droite les moments M;(n_;) d’ordre n relatifs au passage de 1’état lagrangien A’ en t 3 I’état X en

(t + 7). Le développement limité de © au voisinage de K = 0 s’écrit:

O(K;t+T|X"t) = 1+a JK0+ﬂaﬂJKO

1 9’0 0?0
+§ <02%—2'JI?=6+2 a 8,8JK 0+'B2aﬂ2JK 0)

| LA "o
= il gln-)__ Y ¥
+n! ]z:.;lcnajﬂ aa]aﬂ(n_])JK 0 +

ou
n!

t(n —3)!
et s’exprime moyennant (2.14) de la fagon suivante:

Cl =

n

. L . . 1
O(K;t+7|X5t) = 1+iaMy+ 1Moy — -2—(a2M20 + 20 My, + ,82M02) +

+33 Chad B My + (2.15)

Or d’aprés (2.13), en effectuant la transformée de Fourier inverse, Il peut s’écrire:

—-

+oo - 2, . - -
(F; ¢ + 7|45 1) o // ~RE-Z)Q(Rt 4 |4 1)dR (2.16)

soit, en reportant I’expression (2.15) de ©(K;t + 7|A";t) dans le second membre de (2.16):

(X5t + 7] &%58) = §(F - X" - Mloaé(x;— Y _ Mo, 08X — )
2¢( v 1 ‘ 2¢/ v ?/w
+% [Mzoa 5(;22— ) 1 om0 559/:(9;X)
+Mo2 325(§w; “?/)]
Bt S
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Enfin, d’aprés (2.12), on obtient:
. . 8 P L
pL(X5t+ 7| Xost0) = pr(X;t|Xo;t0) — Ep (MIOPL(X tho,to)) 3 (M01PL(X;t|Xo;to))

9?2 L
[ M20PL (X t|Xo,to)) + Qm (M11PL(X;t|Xo;to))

8_ (Mosz(X tIXo,to))] + ..
1
!

n an - -
+ [chm (Mj(n—j)PL(X;t|XO;tO))] + ...

Faisons alors l’hypothése que les moments Mj(,_;) sont linéaires en T

1
—M

M=) (X, £,7) = Bj(nj) (¥, )7 + o(r?). (2.17)
L’équation d’évolution de pL(f; t|fo;t0) devient alors, en prenant la limite lorsque  tend vers 0:

8at (PL(X tIXo,to)) = (Bpr X; tIXo,to)) - 5% (301PL(f;tlfo;to))

"9z
92 B
[ B20PL X; tIXo,to)) + 28z6w (BuPL(X;tIXo;to))

% (Boapr (%; t|Xo,t0))] ..

=0

n ) o . .
+ [Zcim (Bj(n—j)pL(X;thO;tO)):l + ...

Elle est appelée équation de KRAMER-MOYAL."

En outre, faire I’hypothése que X (t) est un processus de MARKOV de partie aléatoire suivant une
loi gaussienne permet d’affirmer:

B]‘(n_]') (./\_.;, t)=0 Vn > 3.
on en déduit ’équation d’évolution de pL(./\_"; tl.fo; to), appelée équation de FOKKER-PLANCK:
9 pL(X t|Xosto)) = 2 BiopL(X;t|Xo; to) ) — 9 Bo1pr(¥;t| Xos to)
ot 0z Jw

9? 9* -
[8 5 (BZOPL(X t|Xo,t0)) t255- (BupL(X;tho;to))
0? S 2
+ 52 (Bosz(X;ﬂXo;to))]
Or, d’apres (2.17),

Bj(n-s) = lim, (n—L-Mﬂn-j)) = limy (=4 )~ 20) Eult + 7) = ()", )

T—0
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Ici , partant de:
dw = adt+bd¢

dz = wdt
on écrit les variables aléatoires:

§u(t +7) w(t) +a(t)7 + b(t)x

E(+1) = () +&(t+T)T

ou x est une variable aléatoire suivant une loi gaussienne centrée de variance . Ce qui conduit a:

BIO = w(t)
BOI = a(t)
By =0
B, =0
B()2 = b2/2
L’équation d’évolution de pr,(X;t|X;to) est donc:
d 0 S o d 5z
g1 (PrEtlFt0) = == (wpr (¥t Fost0)) - 5 (apr(F; tl s to))
62 b2
8 5 ( —pL(X; t]Xo,to) (2.18)

Elle porte le nom d’équation de FOKKER-PLANCK.

Or la fonction de densité de distribution g7, des particules marquées dans ’espace des phases est
reliée & p;, (THOMSON (1987)) par:

s . 9e(Xosto) o 5 .
X; t|Xo; to) T——2—LS (Xo; to) d Xodt
/t‘o— 0o /zo_—oo /wo——-oo ( l ° 0) (P(Zo;t0)> ( 0 0) oalg

avec S(Xo, to) la masse par unité de volume dans ’espace des phases et par unité de temps en (Xo, to),
(p(20;t0)) la moyenne d’ensemble deé la masse volumique en (zo;to) (constante pour les écoulements
qui nous intéressent), et gE(Xo, to) la fonction de densité de distribution des particules fluides dans
’espace des phases en (Xo, to). La fonction gE(Xo, to) est telle que

+o0 B
(pw™) :/ wge(X;t)dw
— 00
quel que soit n entier.

Xojto) o, L :

‘((];J((—O;;;S (AXd; to) et en intégrant sur I’ensemble des conditions initiales
20510

jusqu’a 'instant ¢, on obtient:

ot L (X5 t| Xo; ¢ —SX;t dXo| dto =

En multipliant (2.18) par

—

—5‘9; (wgr(¥;2)) - ai (egr(¥0)) + 5‘?— (gim t)) (2.19)
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L’intégrale du membre de gauche peut s’écrire:

s ge(Aoto) o o q
L (X5 | X o) 7m0 (X 10)d Xy | dto =
[o——w at l:/;o —oo/ :—oo I 0 0) <p(Z(l,'t0)> ( 0 0) 0] 0
gE(XOatO)

at [/t o /ZO__OO/ _P L(X; t!f’o;to)mS(Xo,to)dXOdto]

/;0__00/ =—oo X tIXOa )ﬁS(Xo,to)dXo

Comme py, (X; t|Xp; t) est nulle partout sauf au point X' de I’espace des phases, on a:

/z°“‘°° /’”° = £t )<p( i) (W0if0)d%0 =0

L’équation (2.19) s’écrit finalement:

% (9(F0)) = '—58; (wor(F;1)) - % (agr(F;1))
32 b2 =
+8—w_2 (EQL(X’ t)) (2.20)

En comparant (2.18) et (2.20), on voit que la fonction de densité de distribution des particules fluides
dans 'espace des phases vérifie également I’équation de FOKKER-PLANCK.

Or nous savons que
+oo —
(caw™) = / wgr(F; t)dw
wWw=-=—00

ol cy est la concentration en particules marquées. En intégrant (2.20) en w sur l'intervalle ouvert
] — 00, +00[, on obtient:

4o
< )= <wcA) [agL(/? 3t) + a% (-b;gL(X t))]

W==00
Nous faisons alors les mémes hypothéses que THOMSON (1987) pour la fonction de densité de distribu-
tion des particules marquées. Ainsi, soit une expression ol intervient gr.(&X;t), ou une de ses dérivées,
multipliée par des fonctions linéaires de a, b, w ou de leurs dérivées; on supposera alors que gr,(X;t)

tend vers 0 suffisamment vite lorsque |w| tend vers l'infini pour que les intégrales sur w convergent.
Par conséquent:

. a (2 o\
a ;L — | = 3t =
gL(X;t) + 2= | S 9(X51) 0
W=-—00
et on obtient I’équation d’évolution de la concentration moyenne donnée par le modéle:
a<CA) _ _a<wCA)
ot 0z
On sait par ailleurs que 1’équation exacte d’évolution de la concentration en une dimension s'écrit:
c) & we) ﬁ82(c)
a0z 922
Il apparait donc ainsi que le modéle stochastique & une particule conduit & une équation d’évolution

de la moyenne d’ensemble de la concentration c4 consistante avec I’équation d’évolution exacte de la
concentration moyenne au terme de diffusivité moléculaire pres.
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2.2.3 Approche continue en turbulence homogeéne isotrope

Elle est principalement due & THOMSON (1987) qui, souhaitant vérifier la cohérence des différents
modeles stochastiques présentés en turbulence inhomogene, obtient un critére rigoureux de sélection
pour les modéles stochastiques.

Le travail de THOMSON sera exposé en détail dans la partie traitant des modéles stochastiques en
turbulence inhomogene; on se contente ici des résultats directement utilisables en turbulence homogéne
isotrope.

On part d’une équation différentielle stochastique sur la vitesse

dw = a(z, w,t)dt + b(z, w,t)d¢ (2.21)
ol d¢ est une incrémentation gaussienne centrée de variance dt.

Le critére de mélange parfait, & savoir qu'une espéce A mélangée de fagon homogeéne 2 un instant
doit le rester, permet d’affirmer que la fonction de densité de distribution des particules marquées dans
’espace des phases gL(X t) et la fonction de densité de distribution des particules fluides gE(X t)
vérifient la méme équation d’évolution (I’équation de FOKKER-PLANCK d’aprés le paragraphe qui
précede). L’évolution de gE(X t) sera donc régie par:

i (050) = =3 (w0n(Fi0) ~ g (e0s(%0)
8822 (b2gE( 7 t)) (2.22)

En outre, THOMSON montre que b doit vérifier
b2 = Cope (2.23)

ol Cp est la constante de KOLMOGOROV et £ la moyenne d’ensemble du taux de dissipation de
I’énergie cinétique turbulente. Cette égalité est nécessaire pour que le modéle soit cohérent avec la
théorie de la zone inertielle développée par KOLMOGOROV. En effet, pour un intervalle de temps T tel
que 1/7 soit une fréquence située dans la zone inertielle, la fonction de structure temporelle, dans le
cas monodimensionnel, est égale i:

D(r) = ((w(t+7)-w®)’)

= Coer (2.24)
Or, (2.21) conduit & la fonction de structure relative au modéle
D% (1) = br 4+ O(r?) (2.25)
En identifiant (2.24) et (2.25), on trouve l’expression de b souhaitée.
Reporter (2.23) dans (2.22) permet alors de déduire a moyennant la connaissance de gg:

0 (—Osg )
1 E )
o=——2 "/ + — (2.26)

gE ow JE

avec ® qui tend vers 0 lorsque |w| — 0 et vérifie:

e 998 0(wgg)
dw- ot 9, (2.27)
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L’intérét de ce résultat est de pouvoir déterminer le modéle lagrangien & partir de grandeurs eulériennes,
plus faciles & obtenir expérimentalement.

Dans le cas d’une turbulence homogene isotrope stationnaire, la fonction de densité des particules
fluides dans I’espace des phases s’écrit

‘ 2
Po w
oseovit = 2o 37

avec po la masse volumique du fluide (constante dans notre étude). gg(z, w;t) ne dépend donc ici ni
de 2, ni de ¢, ce qui implique moyennant (2.27):

00

— =0
ow
On prendra finalement
$=0
et on aura, d’apres (2.26):
_Coe
T 202

Le systéme d’équations donnant la variable markovienne (z,w) sera donc:

d _
i wC .
dw = -2 wdt+/Coe d(

2 o2
On retrouve bien I’équation de LANGEVIN pour la vitesse.

SAWFORD (1991), en utilisant les résultats des simulations numériques de YEUNG & POPE (1989),
trouve que Cj doit étre égale & 7, contredisant alors MONIN & YAGLOM (1975) qui proposent une
valeur de 2.1. Mais une récente comparaison menée par DU et al. (1995) entre les courbes de dispersion
verticale d’une source ponctuelle dans une turbulence de grille obtenues par le modéle 3 deux échelles
de temps de SAWFORD (1991) (ci-dessous) et des mesures expérimentales conduit & préférer une valeur
de 3.0+0.5. Nous reviendrons sur le probléme posé par cette ”constante” car, si c’est I'unique paramétre
du modele stochastique & une particule et une échelle de temps, sa valeur exacte en est d’autant plus
importante pour la justesse des résultats statistiques par simulations numeériques.

On peut aussi s’interroger au sujet de l'influence sur ce modéle du caractére intermittent de la
turbulence. BORGAS & SAWFORD (1994) proposent de remplacer ’équation stochastique d’évolution
de la vitesse par un systéme de deux équations stochastiques portant sur la vitesse et le taux de
dissipation instantané de I’énergie cinétique turbulente, ce dernier présentant dés lors un comportement
statistique multifractal. Néanmoins, ces changements au niveau de la résolution du champ de vitesse
ne perturbent pas sensiblement les résultats de dispersion.

Afin de prendre en compte les effets visqueux, SAWFORD (1991) propose de modéliser I’évolution
de I'accélération lagrangienne A(z,t|20) en turbulence homogene isotrope stationnaire par I’équation

stochastique suivante:
t
dA + a1 Adt + o (/ A dt’)dt:,/z 2 g 2.28
+ a) 2\ s ) 10907, d¢ (2.28)
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ol @) et @ sont deux constantes positives et d{ une incrémentation aléatoire gaussienne centrée
de variance dt. Cette expression fut obtenue par PRIESTLEY (1981) en imposant 3 I’accélération
lagrangienne A(z,t|20) d’étre un processus asymptotiquement stationnaire (qui devient stationnaire
quand ¢t est suffisamment grand pour que toute condition initiale soit oubliée).

Pour obtenir la fonction de corrélation temporelle de la vitesse, multiplions (2.28) par w(t') et
effectuons la moyenne d’ensemble de cette nouvelle égalité; ceci conduit a:

2
R + o1 (w(iu(t)) + oz (wu(E) = 0 (2.29)

Divisons (2.29) par o2 et posons t = ' + 7. On trouve alors ’équation d’évolution de la fonction de
corrélation temporelle de la vitesse lagrangienne:

d? d
FRW(T) + oy d—TRw(T) + a2R, (1) =0
On en déduit la fonction de corrélation de la vitesse:
Rw(T) — .ﬂZCxp(ﬂllTl) B ﬂlexp(ﬂ2|7-|) (230)
B2 — B

avec f3; et (32 racines de ’équation du second degré
BE+ 0180+ a2 =0 (2.31)

On va alors exprimer 3, et B, en fonction de grandeurs statistiques de I’écoulement. On aura alors
Pexpression de a; et a2 (et "équation d’évolution de A(z,t|2)) puisque d’apres (2.31), on a:

a = —(B+p2)
az = BB

(2.32)

e En effectuant un développement limité au voisinage de 0 de (2.30), la fonction de corrélation
temporelle de la vitesse s’écrit:

2
Rw(T) ~1- ,81,82"2— (233)

Or, en turbulence homogene isotrope stationnaire la fonction de structure temporelle s’écrit d’aprés
la théorie de similitude de KOLMOGOROV:

D(1) = 202 (1 — Ry(1)) (2.34)
Le report de (2.33) dans (2.34) conduit a:
D() = Bifaoi? (2:35)
En outre, une étude dimensionnelle dans la zone dissipative donne (MONIN & YaGLoM (1975)):

D(r) = a063/,r",11_1/2T2 7] < _,Bi’ —,Bi (2.36)
1 2

Ol ag est une nouvelle constante au méme titre que Co. En comparant (2.35) et (2.36), on trouve:

aped/2y—1/2
B1B2 = 00_2 (2.37)

w
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e De méme, en supposant
un développement limité de (2.30) dans cette région conduit 3
Ry(r) 1+ Bi|7| (2.38)
En reportant (2.38) dans (2.34), on obtient
| D(t) ~ -28,02 |7 (2.39)

La forme de D(r) donnée par la théorie de similitude de KoLMOGOROV dans la zone inertielle est

D(7) = CoelT| (2.40)
ou Cj est la constante de KoLMOGoORoOV.
La comparaison de (2.39) et (2.40) donne:
(jb £
=2 (2.41)
(2.37) et (2.41) donnent finalement:
| Co € (00) 1
- —_—— = =T
2 2 o2 L
_2a 1/2 2a
b ) - e
" Co Co

ou

s\ 1/2
ly = E;

est ’échelle de temps de KoLMoGOROV. L'indice (00) indique que ce n’est pas la véritable échelle
intégrale mais celle qui serait obtenue pour une zone inertielle infinie. En reportant ces valeurs de 3,
et B, dans (2.32), on obtient le systéme d’égalités:

_ (oo™t | 200
o) = 1100 + Zi;tn
-1
Qo = QGOT(OO) t_

Co

L’équation d’évolution de ’accélération (2.28) s’écrit alors:

*1/2 2
TVdA + (1+ Re*/*)Adt + ke ( /0 A(t’)dt’) dt = \' 2—(0-‘9—Re*(1 + Rex712) d((t)  (2.42)

() T{>)

avec
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D’aprés les résultats des simulations numériques directes de YEUNG & POPE (1989), ao n’est pas
véritablement une constante. Ses variations peuvent étre approchées par la formule analytique

ao = 0.13Re3 54
oll Re) est le nombre de REYNOLDS construit sur 1’échelle eulérienne de longueur de TAYLOR
A = (15002 [¢)1/2

(TENNEKES & LUMLEY (1972)). Pour les valeurs de Re) envisagées dans les simulations de YEUNG
& POPE, ag est de ’'ordre de 2.

Le modéle de SAWFORD donne une fonction de corrélation temporelle de 1’accélération égale 3

' 1 Re*'|7| %=1/2 al
RA(T) - m [Cﬁp (—W — Re exp —@

qui n’est pas analytique a l’origine, sa dérivée y étant infinie (ceci vient du fait que I’on modélise
la dérivée de l'accélération par un bruit blanc). Etant donné qu’il n’existe aucun processus physique
ayant une échelle de temps beaucoup plus petite que 1’échelle de temps de KOLMOGOROV t,, et capable
d’éliminer ce comportement non analytique, le modéle du second ordre n’est pas physiquement correct
mais constitue un outil mathématique permettant d’introduire dans le modéle I'influence de la zone
dissipative.

On notera que les plus petites structures interviennent dans le modéle de SAWFORD en retenant
Iéchelle de temps de KOLMOGOROV t,, comme échelle caractéristique, alors que RAYNAL (1991) pro-
pose un modéle avec I’échelle de temps de TAYLOR T) (paragraphe 2.2.1).

En résumé:

e Partant du fait que la variable (z, w), position et vitesse d’une particule, est markovienne dés
lors qu’on se trouve dans la zone inertielle du spectre de corrélation temporelle de la vitesse
lagrangienne, 1'approche théorique de THOMSON (1987) conduit & un modele stochastique 3 une
particule et une échelle de temps. Il régit I’évolution de (z,w) suivant le systéme d’équations
différentielles stochastiques:

& _
a - v

Co £
dw = ——2--&7Wdt+\/005dc

e Afin de considérer I’ensemble du spectre, on fait ’hypotheése que la variable (z, w, A) est marko-
vienne. SAWFORD (1991) montre que son évolution est donnée en turbulence homogéne isotrope
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stationnaire par le systéme d’équations différentielles stochastiques:

( dz _
dt -
dw
-y A
-1/2 ¢
ntan = 2 I ()
ool B ZElv
a0 2 — -
~5 0\ T e (L + 0y Rep ) d(r)
{ L

Néanmoins, (z,w, A) n’est pas rigoureusement une variable markovienne. Une conséquence sou-
lignée par SAWFORD est que le spectre de corrélation temporelle de la vitesse associé 3 ce modéle
présente une pente en (—4) alors que la décroissance semble, d’un point de vue physique, beau-
coup plus rapide.

e Le modéle & deux échelles de temps sera mieux adapté aux écoulements & faible nombre de
REYNOLDS et aux mesures proches de la source, mais nécessitera un temps de calcul beaucoup
plus long, la fréquence égale i I'inverse du pas en temps devant se situer dans la zone dissipative
du spectre de corrélation temporelle de la vitesse.

Différentes limitations théoriques du modele & une particule en turbulence homogene isotrope étant
deés lors éclairées, il reste a confronter les résultats d’une simulation de dispersion par ce modéle 3 des
données expérimentales. On va en particulier traiter le cas d’une source linéique de température dans
une turbulence de grille.

2.2.4 Simulation numérique d’une source linéique transversale dans une turbu-

lence de grille par un modéle stochastique lagrangien & une particule et une
échelle de temps

On considére une source linéique de chaleur paralléle 3 ’axe (¥'y) dans une turbulence de grille
(STAPOUNTZIS et al. (1986)), la direction principale de ’écoulement étant ’axe (z'z). Le schéma de
I'expérience est représenté figure (2.2).

Nous avions a priori le choix entre la simulation d’un panache issu d’une source d’un constituant
ou d’une source de chaleur. Comme nos calculs s’appuient sur des profils analytiques des moyennes
d’ensemble de I’énergie cinétique de turbulence et de son taux de dissipation en fonction uniquement
de I'abscisse, nous devions pouvoir affirmer que ces grandeurs étaient constantes dans tout plan or-
thogonal a I’axe (z'z). La source devait perturber le moins possible 1’écoulement. C’est pourquoi nous
avons préféré la source de chaleur qui, dans de nombreuses expériences et notamment dans celle de
STAPOUNTZIS et al. (1986), a un diamétre inférieur au centieme de la maille de grille.

L’expérience est menée dans un canal 3 air de hauteur 0.508 m, de largeur 0.191 m et de longueur
3.2 m. La vitesse moyenne de ’écoulement principal, la taille de la maille de la grille, le diamétre et
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la position de la source valent respectivement:

U = 435 ms™!
M = 254102 m
d, = 1521074 m
ro = 19.3M

Les profils analytiques approximant les mesures expérimentales des variances des vitesses longitudinale

et verticale sont:
2
U’U—

T -1.42
7z = 0.22 (M)

2 —1.43
v _ X
% s (2)

En supposant la turbulence homogene isotrope, La moyenne d’ensemble du taux de dissipation de
I'énergie cinétique turbulente est évaluée par (CoMTE-BELLOT (1982)):

(2.43)

_ 3D0’Z__§U_(ﬁ
2Dt 2 dx

ou Di représente la dérivée particulaire en suivant le mouvement moyen. Cette expression devient

U3 T —~2.42
_ -1~ (.~
€ =4.69 10 7 (M)

moyennant (2.43):

Pour la simulation numérique, NV, particules sont relachées en zg, leurs cotes étant choisies aléatoire-
ment suivant la loi uniforme sur le segment [—d,/2,d,/2] et leurs vitesses suivant une loi gaussienne
centrée d’écart type o, (zg).

Le déplacement vertical de chaque particule va étre régi par le modéle stochastique & une particule
et une échelle de temps.
Pour chaque particule, le systéme d’équations d’évolution donnant la cote

dz
— — w
dt
Co €
dw = —70;—2—wdt + /Coe d¢
et I’équation donnant la position longitudinale
du=Udt

sont discrétisés de maniere classique (DURBIN (1980a)) suivant le schéma:

(g7t = P L UAL

n
) wt! =, (1 - %%At) w" + VCoe™ At Xn+l
g

w

w™ n+1
P z”++2—wAt
\
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Les limitations physiques du modéle imposent
tn < At

pour pouvoir modéliser la position (z,w) de la particule dans 1’espace des phases par un processus
markovien et

At < Ty,

pour justifier la forme des coefficients de 1’équation de LANGEVIN donnant ’évolution de la vitesse
verticale. :

L’évaluation de ¢, et Tr, données par
A\ 172
0= (2)
202
T, = -

ty, = 3571073s

conduit aux valeurs a la source

T, = 52610725

et a I'extrémité du domaine d’étude, en z = 115 M,

t, = 0.0309s

T, = 0307s

On voit donc immédiatement que 1'on ne pourra pas respecter simultanément tp € At et At < Ty
On choisit de respecter la deuxi¢me inégalité en prenant:

At = 0.05Ty,

Ce pas de temps, relativement petit devant ’échelle intégrale du mouvement turbulent, justifie I’uti-
lisation d’un schéma temporel du premier ordre.

La vitesse longitudinale étant la méme pour toutes les particules, elles vont rester alignées suivant
une droite paralléle a I’axe (2'z) pendant toute la durée de la simulation. Le calcul de la température
moyenne va donc se faire en découpant cette droite a chaque pas de temps en segments de tailles
identiques. Le nombre de particules comprises sur chaque segment sera proportionnel a la température
moyenne.

La taille des segments de comptage est fixée égale 4 4d, et le nombre de particules N, a 20000.
Nous verrons plus loin Ieffet de ces deux paramétres sur le profil de la concentration moyenne. Les
particules sont suivies de zo égal & 19.3M 3 &, valant 115M.

La cote est souvent, dans la littérature spécialisée, divisée par la largeur du panache. Celle-ci
est définie comme I’écart type o, de la gaussienne approchant le mieux le profil de la température
moyenne. Il faut donc a ce niveau déterminer cette longueur. On I'a évaluée par la méthode des
moindres carrés, c’est-a-dire par minimisation de la fonction

N, 2
_ N~ (0(z)) 2

=1
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ot z; est le milieu du i*™ segment, comme le proposent L1 & BILGER (1995).

Comparons dans un premier temps I’évolution longitudinale de o, obtenue numériquement et
expérimentalement. Cette évolution est tracée sur la figure (2.6) pour Cj égale a 2.1, 3 et 7. La
premiere valeur est celle proposée par KOLMOGOROV, la seconde par DU et al. (1995) par comparaison
a des mesures expérimentales, et la troisitme par SAWFORD (1991) par comparaison aux simulations
numériques directes de YEUNG & PoPE (1989).

01F
Tm 001 F
0.001 |
L4
. *
0.0001 : 1 .
0.01 0.1 1 10 100
T — T
M
F1G. 2.6 - Largeur du panache pour différentes valeurs de

Co.

Il apparait que la valeur la mieux appropriée est celle proposée par Du et al. (1995), soit Cy égale
a 3 et que les simulations menées avec Cy égale & 7 donnent des résultats médiocres. On prendra donc
dorénavant

Co=3

Les profils verticaux de la température moyenne rapportée 3 sa valeur sur ’axe obtenus & 9.7M
de la source sont tracés sur la figure (2.7). Les résultats numériques et expérimentaux sont proches et
voisins de la gaussienne, ce qui est en accord avec la théorie qui prévoit un développement gaussien
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du panache.

14} simulation numerique —— |

’ Stapountzis et al. (1986)
gaussienne easaven

12 .

(6) 08| 1
@y | |
04} .
o2t |

0
4 4

FiG. 2.7- Profils de la température moyenne rapportée d sa
valeur au centre du panache d ¢ — zo = 9.7TM.

D’autre part, on doit s’attendre a lisser les profils en augmentant le nombre de particules suivies,

la précision statistique du modele étant bien évidemment directement liée 3 Njp. Ceci est confirmé par

(6)

. (6(0) .

régulier que celui obtenu avec 20000 particules. Néanmoins, 20000 particules suffisent pour obtenir des
résultats acceptables.

la figure (2.8) sur laquelle le profil vertical

a 9.7M de la source réalisé avec N, = 50000 est plus

Enfin, le deuxiéme et dernier parameétre de la modélisation est la taille des segments. On observe
, 0
sur la figure (2.9), ol sont reportés les profils 9—<(0>)—> pour £ — z¢g = 9.7M avec des segments de

longueurs 4d et 8d, que les profils sont d’autant plus lisses que cette taille augmente.
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T T T T T T

14 | simulation avec N_p=20000 —— |
’ : simutation avec N_p=50000 -—
gauss‘enne .......

1.2 -

1F -

08 4

(6(0)) o6} ] -

o2} : 1

FiG. 2.8 - Profils de la température moyenne rapportée a sa
valeur au centre du panache ¢ x —zg = 9.7M pour différents
nombres de particules suivies.

14 F simulation févec des segments de tailie 4d —— |
’ simulation avec des segments de tailie 8d ~—
gaussienne eeesen

1.2 4

08 |

04}

02

F1G. 2.9 - Profils de la température moyenne rapportée d
sa valeur au centre du panache d@  — 2o = 9.7M pour des
segments de comptage de différentes tailles.

Il est important de noter qu’augmenter le nombre de particules lisse les courbes en affinant la sta-
tistique alors qu’augmenter la taille des segments les lisse par perte d’information spatiale (la moyenne
sera une grandeur d’autant moins locale que le segment sur lequel on la calcule sera conséquent). Il
faudra veiller a conserver un compromis entre précision et temps de calcul. On choisira dans le cas
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réactif de faire croftre la taille des segments avec la largeur du panache.

En ce qui concerne le temps de calcul, le tableau suivant donne 4 titre indicatif les temps de calcul
sur SPARC 5 du suivi de particules pour z variant de 1’abscisse de la source (19.3M) a 115M, en
fonction de Cy et du nombre de particules.

N,\Co| 21 | 3 7
20000 | 2207 | 3157 | 730"
50000 | 5407 | 8107 | 18'50”

A I'examen général des résultats, on peut donc conclure que le modéle stochastique & une particule
et une échelle de temps donne une trés bonne évaluation du déplacement des particules dans le cas d’une
turbulence homogene isotrope, moyennant un ajustement i 3 de la ”constante” de KOLMOGOROV.

Bien que le modéle a deux particules ne soit pas utilisé directement dans ce travail, il est néanmoins
présenté en détail dans le paragraphe suivant, notamment pour les résultats concernant ’approche
lagrangienne qui furent obtenus par différents auteurs lors de son développement.

2.3 Modele a deux particules

On a vu en introduction de ce chapitre que I'obtention des corrélations doubles de concentration &
partir d’'un modéle lagrangien nécessitait le suivi de paires de particules. Compte tenu de I'importance
des corrélations de concentration en chimie (chapitre 4), le modeéle a deux particules a fait 'objet de
plusieurs études théoriques. Néanmoins, s'il a permis d’éclaircir quelques zones d’ombre des modéles
lagrangiens, son application pratique reste trés limitée.

Nous nous proposons de présenter ici les principaux fondements théoriques et résultats obtenus dans
ces études, et de montrer pourquoi ce modéle n’est utilisable que dans des configurations d’écoulement
trés marginales.

C’est DURBIN (1980b) qui le premier présente ce type d’approche afin d’obtenir une évaluation
correcte des fluctuations de concentration. Il postule une forme a priori du modéle & deux particules,
semblable a celle du modéle & une particule de TAYLOR (1921), qui conduit & des propriétés statistiques
connues de la dispersion relative de deux particules. Retenant ’hypothése d’une turbulence homogene
isotrope stationnaire, les modéles sont ici aussi développés en monodimensionnel.

GENCE (1990) reprend la formulation de ce modeéle et aboutit aux mémes conclusions de maniére
plus directe. Nous présentons donc ici sa démarche. Soit une paire de particules (P, P,) ayant comme
coordonnées dans 'espace des phases ((21,w)), (22, w;)). Posons

A=z — 2|

On souhaite trouver une formulation qui, partant du modéle & une particule de TAYLOR (1921), impose
aux particules P, et P, de se mouvoir indépendamment ’une de I’autre lorsque A tend vers I'infini.
En d’autres termes, les évolutions de w; et ws seront, pour A suffisamment grande, indépendantes et
régies par I’équation de LANGEVIN du modéle & une particule et une échelle de temps qui en turbulence
homogene isotrope stationnaire s’écrit

Co €

dw = —=>—wdt + /Coe d( (2.44)
2 of

mais les déplacements seront corrélés lorsque A tendra vers 0. On s’apercoit immédiatement que ce

sera un modele a deux particules et & une échelle de temps, car on impose 2 la vitesse de vérifier des

criteres du modéle & une particule et une échelle de temps. On verra plus loin un modéle plus précis
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en découpant la zone ou les vitesses sont corrélées en une partie inertielle et une partie visqueuse
(SawrOoRD & HUNT (1986)).

Utilisant le fait que la combinaison linéaire de deux processus régis par I’équation de LANGEVIN
est de méme régie par une équation de LANGEVIN, on pose:

wy agU; + BUs
(2.45)

wy = PBgU) + aqUs

ou U; et Us sont des processus aléatoires solutions de I’équation (2.44), et oy et B4 sont des fonctions
des positions et des vitesses de la paire de particules, sufisamment indépendantes des grandeurs
aléatoires pour pouvoir négliger la corrélation {ag8,U1Us). La symétrie indicielle de cette formulation
vient du role symétrique joué par les particules P, et P;.

Le systeme (2.45) permet de coupler les deux processus aléatoires, initialement indépendants,
modélisant les vitesses des particules.

e D’apres (2.45), on a:

(w}) = (w}) = o}, = (af + B0},
qui donne immédiatement:
i+ pi=1 - (2.46)

e D’autre part, la fonction de corrélation spatiale G(A) de la vitesse s’écrit:

G(A) = (wiwg) _ adﬂd((U?H;(Uzz))

oz = 20404 (2.47)

w

En remarquant que la fonction de structure spatiale

((wy — w)?)

R(a) = 202

peut s’écrire en fonction de la fonction de corrélation spatiale de la vitesse en turbulence homogéne
isotrope stationnaire

on trouve moyennant 1’égalité (2.47) que:
20édﬂd =1- R(A) (2.48)

La résolution du systeme d’équations (2.46)-(2.48) donne finalement:

Qg

N — N —

(@- R(a)*+ B2 (a))
b = (@~ RQ) - R Q)
On notera que I'on peut aisément revenir 4 la notation de DURBIN en posant:

A = (a-2)

In = (21 +2)
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ce qui conduit a:
dA

E — .Rl/2(A)U/
(2.49)
L = (- R@)U

ol U’ et U" vérifient ’équation différentielle (2.44).

La seule fonction & modéliser est la fonction de structure spatiale de vitesse R(A), qui vérifie
R0) = 1-G@O) = 0
R(oo) = 1-G(o) = 1

Considérons alors ((w; — w3)?). On peut dire qu’il existe nécessairement une gamme de valeurs de A
en dega de L pour lesquelles n’apparait que le transfert d’énergie des grandes structures vers les plus
petites au taux €. ((w; —w,)?) sera donc une fonction de A et €, ceci conduit par analyse dimensionnelle
(MonIN & YaGLoM (1975)) a:

<(wl _ w2)2> ~ 82/3A2/3

par conséquent, la fonction de structure spatiale de la vitesse vérifie:

((wl _ w2)2> e2/3A2/3

R(A) = 202 ~ = (2.50)
On sait d’autre part que
. o
*T\T
s A
On en déduit, pour T <1
. A 2/3
A) ~
R@)~ ()
DURBIN (1980b) propose I’interpolation:
A2 1/3
qui vérifie bien:
R(A) — 1 pour % — o0
A 2/3
R(A) ~ (f) pour % — 0

Cette modélisation ne comprend pas de coupure visqueuse, la loi en (2/3) s’étendant jusqu’a A = 0.
Cette formulation de R(A) fait donc implicitement apparaitre I'’hypothése d’un nombre de REYNOLDS
infini.

Devant cette "lacune” du modele de DURBIN (1980b), SAWFORD & HUNT (1986) proposent de

I'affiner en prenant en compte les effets moléculaires. Ceci implique naturellement I’introduction de
I’échelle de KoLMOGOROV. Ce faisant, le modele qui va suivre ne sera plus applicable 3 des particules
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fluides, mais aux molécules mémes. On reprend donc le modele de DURBIN en ajoutant a la vitesse
une composante d’origine brownienne et en modifiant la fonction de structure afin d’y introduire une
contribution des effets moléculaires.

11 suffit donc d’écrire pour la paire de molécules suivies:

dz = wdldt'i'\/ﬂd(.l(t)

dzg = wgepdt+ 2k d(o(t)

Dans ce systeéme, v/2k d(;(t) , ot d(;(t) est un processus aléatoire suivant une loi gaussienne centrée de
variance dt, représente la contribution du mouvement brownien au déplacement de la molécule #; wq;dt
est celle du déplacement de la particule fluide contenant la molécule i. wy, et wq, seront solutions du
modele a deux particules de DURBIN (1980b) ol ’on aura pris soin de corriger la forme de la fonction
de structure. '

En effet, nous venons de souligner que la fonction de structure, pour que le modéle soit consistant,
devait faire apparaitre un terme lié aux effets moléculaires. Il reste donc & étudier son comportement
pour A inférieur a 7. A cette échelle intervient la viscosité; R(A) sera donc une fonction de A, ¢ et v.
De nouveau, une analyse dimensionnelle (MONIN & YacLoM (1975)) conduit a:

2
R(A) ~ 592—
vol
Comme s
e~ Ju
L
et
4 _ v
"=g
il vient:

R(A) devra donc vérifier:

. A 2/3 A 4/3
o - (@ e

) AN?/3
R(A) ~ (f) pour n K ALL

R(A) — 1 pour A> L

SAwFORD & HUNT proposerent I’interpolation:

A2 2/3 A2 1/3
R(A) = (772/048 n A2) A2 I2 (2.52)

ou ag est une constante qu’il reste a déterminer.
En comparant pour t < t, ’évolution de (A?) donnée par le modéle a celle obtenue par SAFFMAN
(1960), SAWFORD & HUNT trouvérent:
o2 =0.128
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Les études de DURBIN (1980b) et SAWFORD & HUNT (1986) sont purement théoriques. L’appli-
cation du modéle i deux particules & un cas test est réalisée par STAPOUNTZIS et al. (1986). Les
mesures expérimentales indiquent que la diffusion moléculaire et la viscosité ont une influence sensible
sur les fluctuations du scalaire suivi (ici la température) tout au long du développement du panache.
Le modele de SAWFORD & HUNT fait apparaitre ce phénoméne d’une maniére quantitative, I’accord
qualitatif étant obtenu en ajustant la constante o du modéle.

KOMORTI et al. (1991) utilisent une extension de ce modele pour étudier les fluctuations de concen-
tration dans le cas du mélange entre deux espéces réactantes non pré-mélangées. lls utilisent pour la
fonction de structure spatiale une formulation tenant compte du cisaillement moyen éventuel et met-
tent en évidence I'importance relative des différents parametres intervenant dans ce type d’écoulement.

En fait, pour étre complétement cohérent avec la prise en compte des effets moléculaires, il faudrait
imposer aux processus U’ et U” utilisés dans (2.49) de vérifier ’équation stochastique 3 une particule
et deux échelles de temps, afin de faire intervenir 1’échelle de KOLMOGOROV dans leur détermination.
Par conséquent, ’effet relatif de la viscosité cinématique et de la diffusivité moléculaire, soit en d’autres
termes I'effet du nombre de SCHMIDT défini par

Sc=

PN

ne pourra pas étre rigoureusement pris en compte par le modéle 3 deux particules et une échelle de
temps.

L’étude de (THOMSON (1990)) sur le modéle & deux particules de DURBIN (1980b) montre trés bien
les limitations de ce modéle. On remarque d’abord pour le modéle monodimensionnel que la corrélation
entre les vitesses w; et wy d’une paire suivie dépend de la distance A séparant les deux particules
considérées; le champ (w;, wy) du processus de MARKOV associé au vecteur (21, 22, w1, wy) est donc
inhomogéne, méme dans le cas d’une turbulence homogene. D’autre part, les processus de mélange
affectant 1’écart type du champ de concentration sont essentiellement tridimensionnels. THOMSON
propose alors un modéle stochastique tridimensionnel 3 deux particules obtenu par une approche
similaire 3 celle adoptée pour le modéle & une particule (THOMSON (1987)). Ce modele permet en
particulier, contrairement aux précédents, d’obtenir une d.d.p. relative & I’écart entre les particules en
accord avec la théorie de la zone inertielle, et produit une intensité des fluctuations de concentration
convergeant vers 0 dans le cas d’une turbulence stationnaire et vers une constante pour une turbulence
décroissante.

Qu’il s’agisse du modéle de DURBIN (1980b) ou de celui de THOMSON (1990), le modéle & deux
particules est utilisé en remontant le temps. Pour ce faire, on considére des points régulitrement
répartis sur la section oli ’on souhaite déterminer le profil de la concentration moyenne ou I’écart
type des fluctuations de concentration. Pour chacun d’entre eux, on suppose a l'instant considéré que
deux particules, de concentrations ¢(!) et ¢(?) 3 déterminer, s’y rencontrent. Partant de ce point on
suit leurs trajectoires & contre courant. Chaque particule aura une concentration égale 3 celle de la
source si elle en vient, & zéro sinon. En répétant cette opération un nombre N}', suffisamment grand,
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on obtient en chaque point de la section (DURBIN (1980b)):

( N!

)4
(@) = 7>
P 1
1 & (1) o (2)
< =
<C> 21\]}/J Xl:(cn +cn )
MM
(@ = ()= =53 DS
\ NIIJ 1 1

ce qui nous fournit les profils souhaités.

Or pour que la dispersion soit symétrique en temps et que ’on puisse par conséquent remonter
les trajectoires (CORRSIN (1952)), il faut avoir une turbulence homogéne isotrope et stationnaire. En
outre, le role symétrique joué par les particules dans ces modéles impose également I’isotropie de la
turbulence. Ceci limite considérablement le champ d’utilisation pratique.

Un autre point faible de ce modéle a deux particules est son coiit en temps. En effet, on devra
envisager un pas de temps fonction de la séparation des particules, ce qui risque de devenir trés vite
prohibitif (annexe de THoMsON (1990)).

Finalement, on s’apergoit que le modéle a deux particules, s’il est théoriquement plus intéressant
que le modéle a une particule, notamment par sa capacité & modéliser les fluctuations de concentration,
n’est applicable rigoureusement que dans un nombre de cas trés limités.

A travers ce chapitre, les modeéles stochastiques ont été introduits dans le cas d’une turbulence
homogene isotrope stationnaire ou non. Nous avons présenté:

~ le modéle a une particule et une échelle de temps;
- le modéle a une particule et deux échelles de temps;
- le modéle a deux particules.

Ce dernier est apparu incomplet car, pour chaque particule d’une paire suivie, il tente d’introduire les
effets moléculaires en ajoutant un terme aléatoire fonction de la diffusivité moléculaire & un modéle
a une échelle de temps qui, par construction, ne modélise pas les effets visqueux. Un modéle & deux
échelles de temps serait alors mieux adapté. En outre, le modéle 4 deux particules n’est rigoureusement
valable que dans le cas d’une turbulence homogéne isotrope stationnaire, ce qui limite considérablement
son domaine d’utilisation.

Nous avons simulé une source linéique dans une turbulence de grille avec le modéle & une particule et
une échelle de temps, ce qui nous a permis de déterminer la valeur de la ”constante” de KOLMOGOROV
donnant les meilleurs résultats, a savoir Cy égale a 3. Compte tenu des excellents résultats relatifs aux
profils de concentrations moyennes et au développement du panache, nous avons finalement décidé
de continuer notre étude en utilisant ce modeéle. Les simulations numériques seront par ailleurs plus
rapides avec celui-ci qu’avec le modéle a deux échelles de temps.

Enfin, nous avons montré en établissant 1’équation de FOKKER-PLANCK que I’approche lagran-
gienne moyennant le modéle & une particule et une échelle de temps était bien cohérente avec ’approche
eulérienne classique en négligeant les effets moléculaires.

Nous allons deés lors considérer la formulation du modéle & une particule et une échelle de temps
dans le cas général d’une turbulence inhomogene.
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Chapitre 3

Modeles stochastiques & une particule
et une échelle de temps en turbulence
inhomogéne

La forme que devaient prendre les modéles stochastiques a une et deux particules en turbulence
homogene isotrope stationnaire vient d’étre établie; on a testé le modéle 3 une particule et une échelle
de temps dans le cas d’une source linéique de température située dans une turbulence de grille. On
s’est apercu que le modele fournissait des profils de température moyenne en parfait accord avec
les résultats expérimentaux. Néanmoins, ’hypothése faite d’une turbulence homogene stationnaire
n’est vérifiée que dans le cas d’expériences réalisées en laboratoire. En effet, ceux rencontrés dans la
nature sont beaucoup plus complexes. Par exemple, la couche limite atmosphérique est un milieu ou
la turbulence est rendue trés inhomogéne par la présence du sol, des obstacles que rencontre le flux
d’air, de la stratification thermique,...

Ce chapitre a pour objet d’établir le modéle stochastique & une particule et une échelle de temps en
turbulence inhomogéne. On verra également comment introduire les phénoménes de flottabilité dans
le modeéle dans le cas de variations modérées de la masse volumique.

3.1 Etat de ’art avant 1987

Avant la présentation par THOMSON (1987) d’une étude générale rigoureuse du modéle 3 une par-
ticule et une échelle de temps, les formulations stochastiques lagrangiennes en turbulence inhomogéne
se sont principalement inspirées du modeéle obtenu en turbulence homogéne isotrope stationnaire, et
se sont limitées & des écoulement stationnaires. On présente ici les différentes voies proposées avant
1987.

eExtension au cas inhomogéne en rendant T, et o, fonctions
de la position dans le modéle obtenu en turbulence homogéne
isotrope stationnaire:

At At
Wnty = [ 1= T, Wy, + 0y Q'E Xn+1

avec x, variable gaussienne de variance At:
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Afin de calculer la dispersion par un modéle stochastique a une particule et une échelle de temps
dans le cas d’une couche limite neutre ou instable, HALL (1975) fait les hypothéses suivantes:
(i) le mouvement est supposé bidimensionnel dans le plan (20z);
(i) la vitesse longitudinale U(2) est une fonction analytique de la cote;
(iii) ’évolution de la vitesse verticale est régie par ’équation différentielle stochastique:

At At
Wp41 = (1 - .T—L Wn + Oy 271; Xn+1

(iv) dans le cas neutre, Ty, devient fonction de z;
(v) dans le cas instable, T, o, et o, sont fonctions de z.
Ces modifications permettent d’obtenir des tailles de panaches correctes, mais elles sont trés em-
piriques, ce qui limite leur application & des cas plus généraux.
Quelques années plus tard, REID (1979) et DURBIN (1980a) appliquent le méme style de modélisation
(T, fonction de z) pour une couche limite neutre et un écoulement en canal respectivement.
DurBIN & HUNT (1980), suivant toujours la méme idée, présentent, pour une source dans une
couche limite neutre, une étude asymptotique des champs proche et lointain du modéle inhomogéne
continu correspondant, a savoir

((dz = U(z2)dt
< dz = wdt
w 2
dw = ——2 dt +o,(2)]——d
| = et e ®

Ils obtiennent les premiers moments (M), _, , construits sur ’épaisseur du panache, définis par
=1,2,..

MZ(z) = /Ooo 2"c(z,2)dz

ol ¢ la concentration molaire volumique, proches des résultats expérimentaux de SHLIEN & CORRSIN
(1976).

eExtension au cas inhomogéne en rendant Ty, et o, fonctions de
la position dans le modéle obtenu en turbulence homogéne iso-
trope stationnaire et en y rajoutant des termes déterministes:

Suite au travail de WiLsoN et al. (1981), LEGG & RAUPACH (1982) montrent & partir des équations
de NAVIER-STOKES que, si I'on souhaite tenir compte des variations verticales de o,,, il faut incorporer
directement dans le modéle un terme déterministe ol intervient explicitement le gradient de la variance
de la vitesse.

eExtension au cas inhomogéne en rendant T;, et o, fonctions
de la position dans le modéle obtenu en turbulence homogéne
isotrope stationnaire et en couplant les déplacements dans les
différentes directions:

LEy (1982) propose, dans le cas d’une couche limite neutre, une formulation stochastique bidi-
mensionnelle suivant les directions (2’z) et (2'z). La partie aléatoire de I’équation donnant la vitesse
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longitudinale est corrélée i la partie aléatoire portant sur la vitesse verticale, et ’échelle de temps
intégrale est fonction de la cote. En outre, LEY & THOMSON (1983) donnent une extension de ce
modéle au cas d’une couche limite stable en tenant compte également des variations de o,, avec z,
et arrivent & la méme conclusion que LEGG & RAUPACH (1982), a savoir qu'il faut alors ajouter un
terme a I’équation d’évolution de la vitesse verticale ol intervient le gradient de la variance de celle-ci.

Ces différents modeles se sont révélés satisfaisants dans le cas d’écoulements oti les caractéristiques
de la turbulence varient doucement en espace. Par contre, ils semblent inadaptés lorsque la turbulence
est trés inhomogene, ce qui conduit THOMSON (1984) a présenter un nouveau modéle.

eExtension au cas inhomogene en partant d’une forme a priori
de ’équation d’évolution de la vitesse:

dw = w
dt — 1(2)

+ (1)

et en reportant ainsi I'indétermination sur £(t):

On se place de nouveau en turbulence monodimensionnelle suivant la direction verticale. THOMSON
(1984) fait ’hypothése que la partie déterministe garde D’expression littérale qu’elle avait en turbu-
lence homogéne isotrope stationnaire et reporte ainsi toute I'indétermination du modeéle sur la partie
aléatoire. Partant du schéma aux différences finies de I'équation de LANGEVIN:

(ur = (1— At )w~+ ;
+1 = TL(zi-H) ) Xi+1
Zip1 = z+ wAt

| tin = ti+AL

on peut montrer que la subsistance d’un état stationnaire impose A la variable aléatoire x: de vérifier
les conditions sur les différents moments:

[(Gan) = (A/p)5-(oud)) + O(AR)

() = 284/m)(wd) + (At/p) 2 (plud)) + O(AR)

J

() = B(AL/70) (W) + (At/p) 5 (o)~ 3(A/0) WD) (o) + O(AFY)

() = 48t/ ((wd) - 3(w2)?) + (At/e) - (piud)
~6(8¢/p) (w2) 5 (o) — (0 ) ) - (p ) + O(AE%)

)= 220

()

Pratiquement, on ne retiendra que les trois premiéres égalités de ce systéme d’équations.
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Les simulations menées avec ce modele par DE Baas et al. (1986) dans le cas d’une couche limite
instable montrent qu’il conduit a des.résultats plus satisfaisants que les modéles antérieurs; néanmoins,
’écart avec les résultats expérimentaux reste sensible.

On notera qu'’il est facile d’obtenir une variable aléatoire x dont les trois premiers moments sont
donnés. Pour ce faire, on écrit

X = 1gXg(my Jmil) T (1 = 1g) Xg(ms,|ma)

ol 1, est une variable aléatoire valant 1 avec une probabilité ¢ et 0 avec une probabilité (1 — g);
XG(my,im1]) €6 XG(ma,|m,|) SONt des variables aléatoires suivant respectivement une loi gaussienne de
moyenne m, et d’écart type |m;| et une loi gaussienne de moyenne my et d’écart type |my|. ¢, m; et
my seront alors donnés par le systéeme d’équations

gmi+(1-g)mz = (x)
2gmi+2(1-q)mf = (x%)
dgmi +4(1-g)mi = ()
eExtension au cas inhomogéne en supposant que la variable

aléatoire, intervenant dans I’équation stochastique d’évolution
de la vitesse, suit une loi gaussienne centrée de variance dt:

De leur c6té, VAN DoP et al. (1985) proposent un modéle ol la forme de la partie aléatoire est
supposée connue. Ils montrent, en étudiant (w) et (w?) proche de la source, que pour des temps petits,
I’équation de LANGEVIN donnant ’évolution de la vitesse doit s’écrire:

dw = (— Y VP, t)) dt + a¥’P(z,1)d((2).
TL(z>t)
Ils calculent les coefficients indéterminés en comparant terme & terme les équations des moments
obtenues 3 partir de I’équation de FOKKER-PLANCK & celles issues de I’analyse eulérienne.

Il se trouve que la méthode de THOMSON (1984) et celle de VAN DoP et al. (1985) conduisent &
des résultats satisfaisants. Subsiste alors une zone d’ombre: ces deux approches sont-elles équivalentes
et physiquement cohérentes malgré leur différence, I'une ne jouant que sur la partie aléatoire et ’autre
que sur la partie déterministe? On trouve la réponse, ainsi que les bases théoriques rigoureuses du
modele stochastique a une particule et une échelle de temps appliqué & une turbulence inhomogene,
dans article de THOMSON (1987).

3.2 Modele de THOMSON (1987)

Aucune hypothese n’est ici faite sur la nature de la turbulence. Par conséquent, aucune direction
n’est privilégiée; la formulation sera tridimensionnelle.

Le nombre de REYNOLDS sera toutefois suffisamment grand pour pouvoir faire I’hypothése que le
processus aléatoire donnant la position (Z, %) de la particule dans I’espace des phases est markovien.

Si on suppose de plus que:

e I et 4 sont des fonctions continues du temps avec
dz
dt

=1u
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e le processus ala méme structure locale qu'un processus a incrémentations indépendantes (Annexe
III pour la signification de ’expression ”méme structure locale qu’un processus & incrémentations
indépendantes”);

ce processus peut alors étre décrit par le systéme d’équations stochastiques:

(3.1)
du; = a; (f’ Ea t)dt + b'] (f’ E’ t) dC]

ol le vecteur & et le tenseur b sont fonctions de T, U et t, et les incrémentations d¢; suivent une loi
gaussienne centrée de variance dt et vérifient

<dC,'de) = 0;;(t)dt (3.2)

En particulier la formulation proposée dans THOMSON (1984) se trouve mise en défaut car la partie
aléatoire alors utilisée ne vérifie pas cette condition.

La suite du raisonnement de THOMSON s’appuie sur le critére simple du mélange parfait, & savoir
qu’un mélange initialement homogéne doit le rester. Il est important de noter que ce critére ne fait
aucune hypothése sur la turbulence, en particulier concernant la stationnarité.
THOMSON montre qu'il y a équivalence entre la condition de mélange parfait et:
(i) le comportement de la distribution de vitesse des particules pour des temps petits est correct;
(ii) le modéle est compatible avec les équations eulériennes;
(iii) les densités de probabilité suivant les temps croissants et les temps décroissants sont cohérentes
(on dit aussi compatibilité des formulations directe et inverse).

Grace au caractére markovien de la variable donnée par (3.1), on en déduit I’équation de FOKKER-
PLANCK associée:

0gL (%, 4t 9 L P N -
% - _a_xi(uig[;(xau;t))—an(ai(x’ u,t)gL(III,u,t))
92
+o——(Bij(F, 4,t)gr(Z, Gt 33
Fugu; D (B LI (E T 1)) (3:3)

ou gz, telle que
/R3 9L(Z, 4 t)dd = (c(7, 1))

avec R l'ensemble des réels, est la fonction de densité de distribution des particules marquées dans
1
'espace des phases et B est le tenseur ~b'b.

Bien que la détermination du tenseur B ne donne pas explicitement b, elle permet néanmoins
d’obtenir la partie aléatoire b;;d(; d’aprés (3.2) en remarquant que

1
Bijdt = 2binbjr(dCrdC)
On pourra également écrire (3.3) sous la forme:

d(B;;
a;gr, = % + ®; (3.4)
i



3.2. Modéle de THOMSON (1987) 61

avec ®, qui tend vers 0 lorsque |@| tend vers linfini, satisfaisant:

0%; _ 0gr  O(uigr)
3%‘ o ot 817,'

(3.5)

Le critére de mélange parfait impose aux fonctions de densité de distribution gr,(Z, @;t) des particules
marquées dans 1’espace des phases et gg(Z, #;t) des particules fluides constituant le domaine d’étude
d’étre proportionnelles; par conséquent gg, doit également vérifier (3.4) et (3.5), qui deviennent alors:

Ou;
0% _  Oge O(uigg)
Ou; ot Oz;

On rappelle que gg vérifie
[ 92@ @0dz = p@,0)

Toute ’élégance de ce résultat réside dans le fait que le modele se déduit directement de la connais-
sance de la fonction de densité de distribution gg des particules fluides (on verra un peu plus loin que
'on peut effectivement approcher cette fonction de densité de distribution par la mesure expérimentale
des moments eulériens de la vitesse, ce qui est beaucoup plus difficile & réaliser d’un point de vue la-
grangien).

Pour parachever la détermination du modéle, il reste a préciser les valeurs de @ et B.

3.2.1 Choixde d et B

Si on se place dans le cas d’un écoulement monodimensionnel, le systéme complet selon 1’axe (2’ z)
devient:

([ dw = adt+2Bd¢
dz = wdt
<
agg = —a(ggE)+‘I>
w
02 _ _995 _9(wgr)
ow ot 0z

La solution ® de
00 _ 395 _ d(uge)
ow Ot 9z

est unique (par hypothése, ® tend vers 0 lorsque w tend vers 'infini). a peut alors étre déduit de

d(B
agg = (szEl + @ (3.7)

(3.6)

si B est connu.

Par contre, en dimension deux ou trois, ® est unique, modulo I’addition d’un champ solénoidal dans
I'espace des vitesses qui tend rapidement vers 0 lorsque 4] tend vers I’infini. Il faut donc considérer
d’autres aspects de la turbulence pour lever cette indétermination et évaluer @ et B.
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Pour déterminer B, on considére la fonction de structure lagrangienne:
Dij = ((uit +7) = wi(t)) (ws(t + 7) — (1))
Pour 7 tel que — soit une fréquence située dans la zone inertielle, on sait que:
- ;

D;; = §;;Coet (3.8)

ol Cy est la constante de KOLMOGOROV et ¢ la moyenne d’ensemble du taux de dissipation de ’énergie
cinétique turbulente.
L’équation différentielle
du; = a;(Z, 4, t)dt + bi; (z, 4, t)de

issue de (3.1) conduit pour le modéle 3:
D¢ = 9(B;)r + O(r?) (3.9)

Or le modéle considéré (& une échelle de temps) ne peut décrire correctement le mouvement des
particules que pour des temps supérieurs 2 1’échelle de temps de KOLMOGOROV (échelle dissipative).
On doit donc s’attendre pour des temps petits a ce que le modéle conduise 3 une fonction de structure
lagrangienne D{;‘"déle égale i la forme prise par la fonction de structure exacte dans la zone inertielle.
Il doit donc y avoir égalité entre (3.8) et (3.9), ce qui conduit a:

2<B,~j) = 5,']'008

Relier & et B au champ cinématique n’est pas un probléme trivial. THOMSON conclut qu’en l’absence
de données ou d’une théorie permettant d’obtenir les fonctions B et @, on prendra le modele le plus
simple possible. On choisit ainsi pour b:

) b,']' = 5,']'\/ 008

SAWFORD & GUEST (1988) démontrent, dans le cas d’une turbulence inhomogene localement
gaussienne, que la formulation de THOMSON ne conduit Pas & une solution unique pour un écoulement
de dimension supérieure 3 un.

Dans le cas monodimensionnel, on a vu précédemment que & était unique et que a pouvait étre
obtenu deés lors que B était connu. En prenant

2B = Coe (3.10)

le systéme devient:

([ dw = adt+ /Coed(
dz = wdt
\ 0 (%59E)
agg = Y +9
9 _ ogp  O(wgs)
\ dw ot 3z

Il apparait alors clairement que le calcul des fonctions ® et g nécessite la connaissance de la fonction
de densité de distribution gg des particules fluides dans I'espace des phases. Tout le probléme va &tre
alors de déterminer cette grandeur.
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3.2.2 Modélisation de la fonction de densité de distribution gg

On vient de voir que, moyennant la fermeture par la relation (3.10), l'obtention de @ par (3.6)
et a par (3.7) réside dans la connaissance de la fonction de densité de distribution gg dans l’espace
des phases des particules fluides constituant Pécoulement. Différentes méthodes pour modéliser gg
existent dans la littérature.

emodéle de LuHAR & BRITTER (1989)

Il s’agit, dans le cas d’une couche limite instable, en menant un peu plus en avant I'idée de BAE-
RENTSEN & BERKoOwICZz (1984), de modéliser la fonction de densité de distribution des particules
fluides par la combinaison linéaire de deux gaussiennes. La démarche d’obtention de ces deux gaus-
siennes est la suivante:

Soit une variable aléatoire w suivant 2 la cote z la loi gaussienne G(m(z),o(z)) de moyenne m(z)
et d’écart type o(z). Sa d.d.p. est donc:

plw; z,t) = Wlm—exp (_% (w;m)z)

Considérons maintenant le champ de vitesse verticale eulérienne w et écrivons gg(z, w;t) sous la forme

gE(z, w;t) = a2)pa(w; 2,t) + B(2)ps(w; 2, t)

ol G, et Gj sont deux gaussiennes de moyennes mq(z) et my(z) et d’écarts types oq(2) et op(2)
respectivement; o(z) et 3(z) sont les probabilités d’avoir G, et Gs. L’équation de normalisation de gg
et les équations sur les trois premiers moments

. +oo .
(pw') = / 9E(z, wit)w'dw i=1,2,3 (3.11)
—00

fournissent quatre équations reliant les six inconnues a(z), mq, 94, B(2), ms et oy entre elles. L’écoulement
étant supposé 3 masse volumique po constante, ’équation de normalisation de gg et les équations (3.11)
deviennent: ’

. +oo .
po{w') = / 9e(z, w; t)w'dw i=0,1,2,3

(o0}

Tl demeure deux degrés de liberté pour déterminer les six variables cherchées. LUHAR & BRITTER
font alors la méme hypothese de fermeture que BAERENTSEN & BERKOWICZ (1984) en supposant que

mg = O,

mp, = —0p

(cette fermeture est justifiée dans le cas d’une couche convective en rappelant que la vitesse moyenne
™y (respectivement m;) des courants ascendants (respectivement descendants) est convertie en énergie
cinétique représentée par o2 (07)).

a
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On obtient, tout calcul fait!:

(o0 = (W) +8w?))72 — (%) ja(w?)
oa = (w?)/20

J my, = o0,

m = —oy
a = o0p/(0,+ 0p)

L B = 04/(0a+0s)

Les résultats obtenus avec ce modéle sont en trés bon accord avec les résultats expérimentaux de
WILLIS & DEARDORFF (1976) et se distinguent trés nettement de ceux de DE BAAS et al. (1986) qui
sous-estiment d’environ 10% I’élévation maximale du centre de masse du panache, ainsi que ’écart
type de la dispersion des particules se déplagant dans une couche limite convective. (figures (3.5) et
(3.6)).

Néanmoins, ce procédé présente deux défauts essentiels:

(i) son utilisation n’est immédiate que dans le cas des couches limites instables;
(i) il privilégie une fonction de densité de distribution par rapport & toutes celles qui ont les mémes
premiers moments.

Deux approches plus systématiques sont alors proposées. Celle de KAPLAN & DINAR (1992)
détermine a(z,w) par un développement en puissances de w. Majs Du & WiLson (1994a) montrent
qu’elle ne satisfait pas en général le critére de mélange parfait, et en présentent une plus rigoureuse

(Du & WILSON (1994b)).

emodeéle de Du & WiLson (1994b)

On utilise un résultat mathématique démontré par JAYNES (1957) qui stipule que la fonction de
densité de distribution des particules fluides d’un écoulement & masse volumique pg constante doit se
soumettre aux conditions suivantes:

= C1. vérifier toutes les informations disponibles sur les moments, soit, si nous connaissons les
(N + 1) premiers moments (1 (=, t))j=0,..,N de la turbulence, vérifier:

too |
/ w'gg(z, wit)dw = pou;(z,8) = 1,.,N

—00

— C2. maximiser
+o00

H(gg) = —/ 9E(z,w;t)In (gg(z, w;t)) dw

—00

Le probléme constitué par C1 et C2 peut étre résolu en cherchant les multiplicateurs de Lagrange
(X) de
k=0,..,N

N
H*(9g) = H(ge) + Y Nopop
: =0

L. Le signe négatif de m, signifie que la gaussienne G, sera relative aux courants descendants.
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Du & WILSON montrent ainsi que les deux conditions indiquées ci-dessus ménent a Pexpression:
' N
gp™(w) = poezp (1 - Zf\iw’“)
k=0

N
= poezp (—ZAkwk)
k=0

avec les A\; donnés implicitement par:

- 00

+oo N
pi = / wlezp (— Z )\kwk) dw. (3.12)
k=0

L’indice mmi de gf™ vient de 'anglais "maximal missing information” 2, qualificatif donné a la
méthode de minimisation de JAYNES.

Il est & noter que N devra &tre pair et Ay strictement positif pour que I'intégrale composant le
second membre de (3.12) converge dans ’ensemble des nombres réels. Pour N supérieur a 2, on ne
peut pas trouver de solution analytique donnant explicitement les Ax en fonction des pj;. Ils pourront
étre évalués par une méthode classique de "descente” (Annexe IV).

3.3 Tests de validation du modéle de THOMSON (1987) moyennant
le calcul de la fonction de densité de distribution ”m.m.i.”, et
comparaison a des modeles antérieurs

Afin d’évaluer la performance du modéle de THOMSON (1987) avec calcul de la fonction de densité
de distribution "m.m.i.”, nous allons présenter des résultats obtenus dans le cas d’une couche limite
neutre, et la comparaison a d’autres modéles en couche limite convective.

3.3.1 Couche limite neutre

On se place dans les conditions expérimentales de SHLIEN & CORRSIN (1976). La source linéique
de température paralléle & I’axe (y'y) est placée a une cote égale a

zs = 0.216

ol & est ’épaisseur de la couche limite.

2. parmi les fonctions vérifiant les contraintes C1, g=™ est celle qui maximise entropie.
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B T RUpUOUpUSURUPRp
a

F16. 3.1 - Schéma de Uezpérience de SHLIEN & CORRSsIN (1976)

Les grandeurs o,,(z) et pour 7L(2) n’étant pas fournies par SHLIEN & CORRSIN, on a utilisé les
formules analytiques données par DURBIN & HUNT (1980), a savoir:

Oy = U, 2<0.46

0y = u*(1.4—§) 046< 2< 6

et 5
T, = 0.4u— z < 0.236

£ 3

L = 0.92% z> 0238

%
ol u, est la vitesse de frottement.
Nous avons ici utilisé la formule classique reliant € & 77, en turbulence homogeéne isotrope
2
2 oy
T

€= —
Co T,

faute de données sur .

On a pris comme coefficient d’asymétrie une variation affine par segments approchant les mesures
effectuées par ZEGADI (1992), soit pour le moment d’ordre 3:

(w¥ = 0.203 Z <05
(w?) = (0.241.15(Z - 0.5)02 05<Z<09

(w?) = 0.6603 Z>0.9

avec

STy R
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En ce qui concerne le coefficient d’aplatissement, on a fait I’hypotheése vérifiée expérimentalement

(w*) = 30

4
w

Les coefficients a et b du modéle de THOMSON (1987) s’écrivent:

( 1 0 (1b2 )+ 6]
a = ——|= —
gEow\2 %F) 7 4g
, (%)1/2
TL
_ [ S0
{ d = —/_oos—a?ds

Le calcul de ® a été mené en envisageant la formule équivalente

a w
o= ([ o)

car nous évitons ainsi un cumul d’erreurs. On a néanmoins constaté que 1’évaluation numérique de ces
deux formules donne des résultats trés proches.

La concentration est proportionnelle au temps passé par ’ensemble des particules dans un volume
élémentaire entourant le point oil 'on effectue la mesure. Or, le temps passé par chaque particule dans
un volume élémentaire est inversement proportionnel 3 sa vitesse au point considéré. On découpe alors
I’épaisseur de la couche limite en 20 segments pour chacun desquels on calcule la grandeur

N; 1
=33
1=1

=

oll N; est le nombre total de particules passant & travers le segment ¢ et U; la vitesse de la jieme
particule passant par ce segment. C; est clairement proportionnelle & la concentration moyenne (LEY
(1982)).

Il nous a semblé intéressant de mesurer ’influence des coefficients d’asymétrie et d’aplatissement
des fluctuations de vitesse suivant ’axe (2'z) sur les niveaux de concentration. On a donc calculé gg
avec la moyenne et ’écart type des fluctuations de vitesse d’une part, puis en tenant également compte
de ces coeflicients.

Cinquante mille particules sont relachées. Afin de comparer les résultats de la simulation a ceux
de SHLIEN & CORRSIN (1976), on a relevé les niveaux de la concentration moyenne a = égal a &, 26
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et 66, rapporté a sa valeur maximale dans chaque section considérée (figures (3.2), (3.3) et (3.4)).

1 T T T T

Shlien & Corrsin (1976) «
models - g_E calculee avec 2 moments -
modele - g_E calculee avec 4 moments -------
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Fic. 3.2 - Profils de la concentration moyenne d T = §
obtenue avec la fonction de densité de distribution "m.m.i.”
calculée avec 2 et § moments
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F1G. 3.3 - Profils de la concentration moyenne ¢ ¢ = 26
obtenue avec la fonction de densité de distribution "m.m.i.”
calculée avec 2 et 4 moments
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1 T T . . . . i
Shiien & Corrsin (1976) ¢

modele - g_E calculee avec 2 moments --——

modele - g_E calculee avec 4 moments -«
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Fig. 3.4 - Profils de la concentration moyenne ¢ z = 66
obtenue avec la fonction de densité de distribution "m.m.i.”
calculée avec 2 et § moments

On remarque en fait que l'influence des coefficients d’asymétrie et d’aplatissement de la turbu-
lence est sensible principalement au voisinage du sol ce qui est logique, cette région étant celle ou la
turbulence est le plus inhomogéne.

Nous allons maintenant effectuer des tests de comparaison entre différents modéles.

3.3.2 Couche limite convective

On compare ici la cote moyenne et 1’écart type de la cote des particules issues d’une source ponc-
tuelle placée dans une couche limite instable. Ces valeurs sont évaluées grace au modéle de THOMSON
(1987) avec calcul de la fonction de densité de distribution "m.m.i.”. Elles sont comparées a celles
de DE Baas (1984) avec le modéle de THOMSON (1984), & celles de LuHAR & BRITTER (1989) avec
le modéle de THOMSON (1987) et la construction de la d.d.p. avec deux gaussiennes, et aux mesures
expérimentales de WILLIS & DEARDORFF (1976).

On se place dans les conditions expérimentales de WiLLIS & DEARDORFF (1976). Les grandeurs
caractéristiques du cas considéré sont les suivantes:

§ = 28.7107%m
z, = 6.710°%
we = 9.810 3ms™!

ou & est I’épaisseur de la zone de mélange convectif, z; la cote de la source ponctuelle et w, 1’échelle
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de vitesse convective3. On retient les formules é.na.lytiques de moments et d’échelle de temps intégrale
lagrangienne de la vitesse proposées par SAWFORD & GUEST (1987):

( 2 — Z2/31—Z2/3(1— 4(2_0'3) ) 2
ow = L1271 -2) 2+1Z-o03)z)
{ (wd) = 0803
2
TI, = 250;1)35
avec
z
Z ==
é

auxquelles on rajoute la fermeture gaussienne sur le quatriéme moment:
(w) = 304

Ici aussi, comme indiqué dans le paragraphe précédent, la moyenne d’ensemble ¢ du taux de dissipation
de 'énergie cinétique turbulente sera reliée directement & 17, par:

Deux mille particules sont relichées. Leurs vitesses sont initialisées par une variable aléatoire
gaussienne de moyenne nulle et d’écart type oy. Le faible nombre de particules suivies ici est suffisant
puisque 'on s’intéresse & deux grandeurs moyennes calculées sur I’ensemble des particules (contraire-
ment a la concentration par exemple qui est calculée localement). Quatre heures et demie de calcul
sont nécessaires sur SPARC 5, une fois la fonction de densité de distribution ”m.m.i.” déterminée.

Supposer I’hypothése de TAYLOR
z

t=—

U
vérifiée permet de représenter la moyenne (Z) et la variance ((Z — (Z))%1/2 de la cote divisée par §

en fonction de la variable sans dimension X = (%) (g

Les résultats obtenus figures (3.5) et (3.6) avec le modele utilisant la fonction de densité de dis.
tribution "m.m.i.” sont trés proches des résultats expérimentaux de WILLIS & DEARDORFF (1976).
lls sont meilleurs que ceux de DE BAAS et al. (1986), et néanmoins légérement moins bons que ceux
de LUHAR & BRITTER (1989). En particulier, la cote moyenne des particules atteint son maximum
a une abscisse mise sous forme sans dimension X égale 3 1.5 expérimentalement, 3 1.7 pour LUHAR
& BRITTER et & 2 pour le modele de THOMSON avec la fonction de densité de distribution "m.m.i.”
(figure (3.5)). Ceci peut venir de la modélisation de 9k utilisée par LUHAR & BRITTER qui serait plus
proche de la fonction de densité de distribution expérimentale que 1'approximation ”m.m.i.”. Cela
n’implique pas pour autant qu'’il fajlle privilégier leur modele & celui de DU et a). (1994); rappelons

3. A titre indicatif, on rappelle la formule donnée par WILLIS & DEARDORFF:
wa = (9aQod)'/?

ol « est le coefficient d’expansion thermique et Q, le flux cinématique de chaleur proche de la paroi chauffée.
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en effet que le modele utilisant la fonction de densité de distribution ”m.m..” présente un caractére
universel, contrairement 3 celui de LUHAR & BRITTER.

08 T T T T T T T

bruit blanc force avec moments de Debass & al. (1986) ——
mmi avec moments de Sawford & Guest (1987) ——-

07 F Luhar & Britter (1989) =-===

Willis & Deardorff (1976) €

(2)

FiG. 3.5 - Ewvolution longitudinale de (Z) obtenue avec
différents modéles stochastiques développés pour une turbu-
lence inhomogéne

08 T T -T T T T T
‘bruit blanc force avec moments d¢ Debaas & al. (1986) ——
mmi avec moments de Sawford & Guest 51937; ———
07 b Luhar & Britter (1980) «-+-= .
Willis & Deardorff (1976) ¢
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3
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Fic. 3.6 - Evolution longitudinale de ((Z — (Z))?)'/? ob-
tenue avec différents modéles stochastiques développés pour
une turbulence inhomogéne

Le modéle de THOMsON (1987) utilisant gg évaluée par la méthode "m.m.i.” donne donc d’ex-
cellents résultats. Néanmoins, il reste trés préjudiciable au niveau temps de calcul. Compte tenu
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du caractére localement gaussien du champ de vitesse turbulente en couche limite neutre observé
expérimentalement, on retiendra cette hypothése qui conduit & une formulation du modéle beaucoup
plus simple. Sa nouvelle forme est présentée dans le paragraphe suivant, ol I'on montre d’autre part
que le calcul bidimensionnel qui vient d’étre présenté, pour un rejet tridimensionnel dans une couche
limite neutre, est licite.

3.4 Validation dans le cas de rejets ponctuels de ’utilisation de
profils de concentration obtenus & partir du modele bidimen-
sionnel

Les rejets étudiés dans la littérature sont principalement des rejets ponctuels dans une couche li-
mite neutre bidimensionnelle. Néanmoins, le panache est tridimensionnel, les fluctuations transversales
de vitesse agissant sur la dispersion au méme titre que les fluctuations verticales. Comme nous avons
Jusqu’a présent négligé la dispersion transversale, il faut justifier que les profils verticaux de la concen-
tration moyenne mise sous forme sans dimension sont semblables, que 1’on envisage la contribution
transversale ou non.

Pour traiter cette partie, on envisage |’expérience menée par FACKRELL & ROBINS (1982). 1 s’agit
du rejet d’un gaz passif issue d’une source ponctuelle placée dans une couche limite neutre. L’épaisseur
de la couche limite 4, la vitesse extérieure Ue, la vitesse de frottement Uy, la cote de la source z; et
son diametre d, valent respectivement 3 1’abscisse de la source:

(6 = 12m
U = 4ms?
{ U = 0.0470.

zs = 0.196

[ ds = 7.081073§

Les profils verticaux de la vitesse moyenne, de la moyenne d’ensemble de I’énergie cinétique de tur-
bulence et de la moyenne d’ensemble du taux de dissipation de I’énergie cinétique de turbulence sont
reportés figure (3.7).
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F1G. 3.7 - Profils de A (a), de 2 (b) et de

é
2—5 (c) donnés par FACKRELL & ROBINS (1982)

Ces profils seront supposés constants sur tout le domaine d’étude. On remarque que ces grandeurs

ne suffisent pas & déterminer complétement le probléme numérique. En effet, le modele de dispersion
monodimensionnelle suivant la verticale fait intervenir 1’écart type des fluctuations de vitesse oy, ainsi
que I’échelle de temps intégrale de vitesse lagrangienne 77 (on a vu que les limites de validité du
modéle stochastique & une échelle de temps imposait a I'incrémentation temporelle d’étre prise égale
3 0.05T7, ce qui implique la connaissance de T7,).

Certaines hypothéses de fermeture sont alors nécessaires:

e on utilise les fermetures, classiques pour une couche limite atmosphérique neutre bidimension-

nelle dans la direction (z'z), reliant les écarts types des fluctuations de vitesse a la moyenne
d’ensemble de I’énergie cinétique turbulente:

le cas d’une couche limite neutre.

32
=k
29

I,
29

8
—k
29

2
20y

L_C()E

e on prend comme échelle de temps intégrale lagrangienne:

e on fait ’hypothése, vérifiée expérimentalement, que la turbulence est localement gaussienne dans

L’hypothése d’une turbulence localement gaussienne permet de simplifier considérablement le
modeéle de THOMSON (1987). En effet, dans le cas d’une dispersion monodimensionnelle, ce modéle
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s’écrit:
dw = adt+\/Coed(
dz = wdt
avec ) 9 o
a 9e(z, w;t) fw (Cosgp(z,wit)) + 9E(2, w;t)
¢ = __Q_/“’. (z,s;t)ds
- 9z - SGE\Z, 8;

Or, dans le cas d"une turbulence localement gaussienne d’un écoulement 3 masse volumique pg constante,
on a:

1/ w)?
ge(ewit) = ey (‘5 (=) )
w w

0 = m [ (3 (2))

2
= o, (1 + E—) %gE(z,w;t)

2
Ow

Ceci permet d’écrire:

et
—-(C 13 (Z w t)) = —C E—4g (Z w t)
) 0CGE ; 0c—9E }
? ? ? ?
ce qui conduit finalement a:

w 1 w?\ do?
— — —_— —11 — |
¢ COEU%, T3 ( + 03,) 0z

Le systéme se réduit alors i:

dz = wdt

w1 w?\ 902
dw = [—006:72 + 5 (1 + ;Z) W] dt + /Coed¢

Le probléme des fermetures étant résolu, on est confronté 3 un autre probléme proche de la paroi:
les variations rapides des moyennes d’ensemble de I’énergie cinétique turbulente et de son taux de
dissipation au voisinage du sol font que ces grandeurs ne peuvent y étre mesurées. De méme, si ’on
envisage la résolution eulérienne de 1’écoulemerit considéré par un code k — & (Annexe I), la présence
de forts gradients proche de la paroi font que la résolution n’est envisagée qu’au-deld d’une certaine
distance Dp, appelée déplacement de paroi, de la frontiére solide. A cette distance, on suppose que
Iéquilibre local est respecté, i savoir que le taux de production de I’énergie cinétique turbulente égale
son taux de dissipation. Cette hypothése, fondée sur des observations expérimentales, permet de relier
k et € a la vitesse de frottement Us, que 'on déduit & son tour de la vitesse par la loi logarithmique.
Pour se situer dans cette zone d’équilibre local, on devra vérifier

D,.u,
30 < =% < 150
14
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oll v sera la viscosité cinématique du fluide.
Dans de telles circonstances, deux options se présentent pour la simulation numérique du suivi
lagrangien de particules:

e soit la source est prise a hauteur réelle (figure (3.8)): les particules subissent alors la turbulence
qu’elles verraient en écoulement réel. Par contre, un probléme se pose lorsqu’elles atteignent la
hauteur du déplacement de paroi. On impose ici une condition de réflexion a cette altitude.

-

- e e = o o o = = - o -

Fi1c. 3.8 - La source est d une distance z, de la paroi réelle

e soit la source est prise & une hauteur surélevée de la valeur du déplacement de paroi (figure
(3.9)): dans ce cas, la paroi fictive du domaine de calcul se situe & une distance de la source égale
3 celle séparant la source réelle de la paroi solide; par contre, les particules ne subissent plus la
turbulence réelle mais celle observée a la valeur du déplacement de paroi plus haut.

~N

i

FiG. 3.9 - La source est d une distance z, de la paroi fictive
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Enfin, I'influence de la dispersion turbulente transversale sur les profils verticaux de la concen-
tration moyenne sera quantifiée en simulant une dispersion purement verticale, puis une dispersion
verticale et transversale. Dans le second Cas, on supposera les deux processus indépendants* et on pren-
dra la méme échelle de temps intégrale de vitesse lagrangienne dans les deux directions. Le systeme
d’équations continues sera donc:

v 1 v?\ do?
J dv = l:—Co&’o_—2+§(1+'o_—3) aszt-}-\/Co&dC

dz = wdt

: 2 2
dw = [—Cos%+ 1 (1+ —w—> Qﬁ] dt + /Coe d¢

{ o2 2 o | 0z

Les profils de la concentration moyenne rapportée & sa valeur maximale & 1’abscisse considérée
(1.15 m, 2.30 m, 3.45 m et 5.75 m (soit respectivement & 0.966, 1.924, 2.886 et 4.796) en aval de la
source sont représentés figures (3.10)- (3.13). Ils sont établis avec et sans déplacement de paroi, pour
les modéles & deux et trois dimensions.

On les détermine en relichant 5000 particules dans le cas bidimensionnel et 40000 dans le cas
tridimensionnel. Le déplacement de paroi est pris égal 3 0.054.
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FIG. 3.10- Profils de la concentration moyenne rapportée a
sa valeur mazimale ¢ z = 1.15 m

4. On sait que les fluctuations de vitesse eulérienne dans une turbulence homogene ne sont pas corrélées. On supposera
que cela reste vrai pour les fluctuations de vitesse lagrangienne et que I’écoulement est ici "suffisamment homogéne”
pour pouvoir faire cette hypothése.



3.4. Validation dans le cas de rejets ponctuels de Iutilisation de profils de concentration obtenus

a partir du modéle bidimensionnel
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F1G. 3.11 - Profils de la concentration moyenne rapportée a
sa valeur marimale ¢ x =2.30 m
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F1G. 3.12 - Profils de la concentration moyenne rapportée a
sa valeur mazimale a x = 3.45 m
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F1G. 3.13 - Profils de la concentration moyenne rapportée d
sa valeur mazimale é z = 5.75 m

Ces profils permettent de tirer les conclusions suivantes:

e Les résultats obtenus en plagant la source 3 hauteur réelle sont médiocres comparés & ceux pour
lesquels la source est surélevée de la valeur du déplacement de paroi. Lorsque la simulation
numérique est effectuée avec la source 3 hauteur réelle, les particules heurteront la paroi fictive
plus t6t qu’elles ne I'auraient fait avec la paroi réelle. Si les grandeurs cinématiques sont obtenues
numériquement, une parade i ce probléme de déplacement de paroi est d’utiliser un modéle
de calcul eulérien, appelé "modéle bi-couche”, qui envisage des prolongements analytiques des
profils cinématiques proche de la paroi. Ici, comme nous utilisons les valeurs expérimentales,
la source sera systématiquement surélevée d’une hauteur égale a la cote du premier point des
profils expérimentaux. Ainsi, ce point sera séparé de la source fictive d'une distance égale 3 celle
séparant le sol de la source réelle.

e Les profils verticaux de concentration, rapportés & la concentration maximale, donnés par les
simulations tridimensionnelles (considérant la dispersion transversale) et bidimensionnelle sont
trés proches. Compte tenu du nombre de particules beaucoup plus important nécessaire au calcul
tridimensionnel, nous nous limiterons dés lors 3 des simulations bidimensionnelles.

Les profils de concentration dans le cas d'une source au sol obtenus expérimentalement par Fa-
CKRELL & ROBINS et par simulation numérique bidimensionnelle sont reportés figure (3.14).

Ces résultats sont beaucoup moins satisfaisants; on ne retrouve pas la similitude observée par
FACKRELL & ROBINS entre les différents profils. Ceci s’explique par ’erreur liée au déplacement de
paroi qui se répercute ici sur toutes les particules, celles-ci étant initialement proche de la frontiere
solide. Par conséquent, excepté dans le paragraphe suivant traitant de la flottabilité, les simulations
envisagées dorénavant le seront pour des sources élevées.
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modele, x=1m — J

modele, x=2 m ——

modele, X=4 m <o
Fackrell & Robins (1982) —

0.8
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Fi1G. 3.14 - Profils dans différentes sections de la concentra-
tion moyenne rapportée a sa valeur mazimale dans la section
considérée (Z = z/6, avec 6, la cote du point ot la concen-
tration est la moitié de la concentration mazimale)

Voyons, pour terminer ce chapitre voué au modele stochastique lagrangien a une particule et une
échelle de temps en turbulence inhomogéne, comment y introduire la flottabilité. Cet aspect est en
effet important dans les applications pratiques des modéles de suivis lagrangiens stochastiques de
particules, les gaz envisagés lors de rejets en couche limite atmosphérique étant souvent de densités
supérieures a celle de Dair.

3.5 Introduction de la flottabilité dans le modéle a une particule
et une échelle de temps

Nous nous sommes intéressés jusqu’a présent a des rejets de gaz de densités égales a celle du
fluide de I’écoulement porteur. Dans le cas du rejet d’un gaz de densité différente, il faut modéliser
I'influence de la flottabilité sur la cinématique des particules suivies. On suppose toujours que la
dispersion turbulente n’a lieu que dans la direction verticale. La démarche est alors semblable a celle
suivie par THOMsON (1987):

(i) on postule la forme d’un systéme d’équations stochastiques d’évolution de la variable aléatoire
markovienne modélisant la position de la particule marquée dans 1’espace des phases en présence
de phénomenes gravitationnels;

(i) on détermine ’équation de FOKKER-PLANCK associée a cette variable markovienne;

(ili} enfin, les coefficients cherchés seront déterminés, en procédant comme VAN DoP et al. (1985), par
’évaluation des moments (c(z,t)) et (w(z,t)c(z,t)) & partir de I’équation de FOKKER-PLANCK
et & partir de ’équation eulérienne de conservation de la matieére.
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(i) On postule la forme du systéme d’équations stochastiques d’évolution de la position (z, w) de
la particule marquée dans I’espace des phases:

dz = wdt
‘ (3.13)
dw = (a+G)dt+bd¢
Il n’est différent de celui du modéle de THOMSON (1987) que par I'ajout du terme déterministe Gdt
dans I’équation d’évolution de la vitesse. Ce modele revient donc & supposer que la flottabilité agit
linéairement (par Gdt) sur I’équation d’évolution de la vitesse et laisse les coefficients a et b du modéle
initial inchangés.

(if) En remplagant a par (a4 G) dans P’équation de FOKKER-PLANCK (2.20), on trouve I’équation
de FOKKER-PLANCK associée & ce systeme:

dgr, 0 d 2 [
o =5 (wgr) — %((a + G)gL)+a—w2 (EQL . (3.14)

ou gy, est la fonction de densité de distribution des particules marquées dans I'espace des phases.

(iii) En procédant comme nous 'avons fait dans le chapitre précédent pour relier les approches
lagrangienne et eulérienne, I’intégration de (3.14) par rapport 3 w conduit 3:
+o0
3} 3} a [b?
i) = —5—(we)~ |(a + G — | = 3.15
6t<> 8z< ) [( + )9L+aw(29L B (3.15)
On fait alors les mémes hypothéses que THOMSON (1987) concernant g,. Ainsi, on supposera que
gL tend vers 0 suffisamment rapidement lorsque |w| tend vers I'infini pour que l'intégrale en w de
toute expression ou intervient g7, ou une de ses dérivées, multipliée par a, b, G, w ou leurs dérivées,
converge. Le terme entre crochets dans (3.15) est donc nul. L’équation (3.15) devient alors:

d d
5;(0) = —a—z(wc) (3.16)
De méme, en multipliant I’équation (3.14) par w, on trouve en intégrant par rapport 3 w:
d 0, , +oo
E(wc} = —8_z<w c) +/ (a+ G)grdw
—00
g (v ™
- [(a + G)wgr, + Ve (EQL)J N (3.17)

Le terme entre crochet est nul compte tenu de I’hypothése faite précédemment concernant le compor-

tement de g7, lorsque w tend vers I'infini. Si de plus on suppose que G est indépendant de w, (3.17)
s’écrit ’

0 0, , +oo
57 (W) = == (ute) + / agrdw + G{(c) (3.18)
—00
Les deux équations (3.16) et (3.18) donnent le systéme:

b 0

5O = —go(we)

; . o (3.19)
v = gzt [ agrdw+6le)
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D’autre part, ’équation eulérienne de conservation de la matiére s’écrit

@znAc

dt

et conduit, aprés avoir négligé la diffusivité moléculaire « afin de se placer dans les hypotheses du
modéle stochastique utilisé, au systéme:

0 d
7 = "5
(3.20)

0 d dw

5t'<wc) = _EW%) + <CE
Si on veut que la modélisation soit cohérente avec les équations eulériennes exactes, 'identification

de (3.19) et (3.20) implique:
Foo dw
/ agrdw +G(e) = (¢ (3.21)
—00

Faisons I’hypothése que les variations de masse volumique sont petites devant la masse volumique

po de P’écoulement porteur. Un raisonnement identique & 'analyse de BOUssINEsQ permet d’écrire
I’équation de NAVIER-STOKESs pour la vitesse verticale sous la forme:

dw _ (d_w) _P—Po
dt - dt passif Po g

oll p est la masse volumique du fluide au point considéré. Le premier terme du membre de droite est
la forme que prendrait ’accélération dans le cas du rejet d’un fluide de méme densité que ’écoulement
porteur.

L’équation (3.21) devient alors:

[ amw+6e = (e () - )
—00 passi

On a supposé que a gardait la forme qu’il prenait dans le cas d’un rejet passif, ce qui nous permet

d’écrire: .
oo dw
agrdw = (c (——-) )
~/—00 dt passif

_ _1l,p=p
¢ =R

On obtient donc la formulation de G suivante:

6= (1- <<>/;»>o) g (3-22)

Nous allons alors exprimer p en fonction de c.

Soient alors cF, cp et ¢ les concentrations molaires volumiques respectivement globale, du fluide
porteur et du fluide dense au point considéré, L’écoulement étant supposé incompressible et isotherme,
cr est constante.
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On a d’autre part les deux égalités suivantes:

¢cr = c¢p+tc (a)
(3.23)
p = cpMy+cMy (b)
ol My est la masse molaire du fluide porteur et M celle du fluide dense.
L’équation (3.23 (b)) peut s’écrire, moyennant (3.23 (a)):
p = crMo+ c(My— M)
c
= po+ —(crMg— cpMo)
CFr
c
= po+ —(pa — po) (3.24)

92

ol pg et py sont les masses volumiques respectives du fluide porteur pur et du fluide dense pur dans
les conditions de température et de pression envisagées.

En reportant (3.24) dans (3.22), on trouve que ’expression de G en fonction de ¢ uniquement est:

_ _Pdi=po (c*) 0
po  cr{c)

ou encore, en décomposant ¢ en parties moyenne et fluctuante:

_ _Pd=po () ()
G= Po (cF+cF(c))g

Si on fait ’hypotheése® que ’écart type des fluctuations de concentration est trés inférieur 3 Ja moyenne,
on écrira:

() = (c)?
ce qui entraine la simplification:
- po {c
G~ _u(_lg
Po CF

Le systeme d’équations stochastiques (3.13) régissant ’évolution de la position de la particule
suivant la direction verticale s’écrit finalement:

dz = wdt

dw = (a—u@g> dt + bd(
Po cF

A notre connaissance, il existe peu de résultats expérimentaux concernant des rejets 3 faible flot-
tabilité (ou I’hypothése de Bou SSINESQ est respectée). Le cas retenu est celui d’une source au sol dans
une couche limite neutre simulée en soufflerie par BRITTER & SNYDER (1988). Néanmoins, cet article
ne donne pas non plus toutes les grandeurs cinématiques nécessaires au suivi lagrangien; notamment,
il ne fournit pas la moyenne d’ensemble du taux de dissipation de I’énergie cinétique turbulente. On

5. Le modéle présenté au chapitre 4 sera a priori capable de modéliser les fluctuations de concentration.
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prendra pour cette grandeur le profil donné par FACKRELL & ROBINs (1982), bien que les conditions
expérimentales de ces deux expériences ne soient pas strictement identiques.

L’épaisseur de la couche limite §, la vitesse extérieure U, la vitesse de frottement u., le diametre
de la source d; et la densité du gaz rejeté valent respectivement a I’abscisse de la source:

(& = T107'm
U. = 1ms™!

< ue = 4.8107%U,
2z, = 1910716
d, = 14.86107%6

( pa = 1.52pg

Afin de pouvoir prendre en compte la vitesse d’éjection verticale qui est de 6 1072 ms~! dans
Pexpérience, la couche limite avec rejet vertical a été simulée avec le code de calcul eulérien NA-
TUR. Les champs cinématiques ainsi établis sont utilisés pour le suivi stochastique lagrangien.

Les observations expérimentales de BRITTER & SNYDER (1988) montrent que les rejets denses
ont tendance 3 moins diffuser verticalement que les rejets passifs. Ainsi, on s’attend a ce que I’échelle
de temps intégrale lagrangienne de vitesse et I’écart type de la vitesse verticale décroissent lorsque la
masse volumique du gaz émis croit. En appelant T; et o), leurs valeurs respectives dans le cas d’un
rejet dense et T, et o, leurs valeurs dans le cas passif, on propose alors de relier ces grandeurs en
écrivant

T, = f(p)TL
o, = f(p)ow

ol f est une fonction décroissante. On choisit de prendre

_ Po
flp) = B

et on aura lors de la simulation numérique:

T, = % L
o = ﬁ(—)-O'
Y (o) *
(p) = po+ %;—)(pd = po) (3.25)

()

Il reste donc & modéliser le terme —.
Cr

Pour ce faire, le domaine d’étude est découpé en carrés identiques a l'intérieur desquels on compte
le nombre de particules n;; a chaque itération. Ce nombre est ensuite divisé par le nombre maximum
Npaz de particules dans chaque carré a I'instant initial, ce qui donne le coefficient
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Pour toute particule comprise dans la boite (i7), on évaluera la moyenne d’ensemble de la masse
volumique par la formule

(P) = po+ @ij(pa — po) (3.26)

En comparant (3.25) et (3.26), on s’apergoit que la modélisation envisagée revient en fait & remplacer
le rapport des moyennes d’ensemble des concentrations en molécules par celui des concentrations en
particules.

Pour le gaz passif, chaque particule était suivie indépendamment. Ici, toutes doivent étre suivies
simultanément. Cela veut dire que le pas de temps sera maintenant fixé par la particule ayant la plus
petite échelle de temps intégrale Ty, puisque la trajectoire de chaque particule est simulée avec une
incrémentation temporelle égale & 0.057}. ’

Des simulations effectuées pour un gaz passif montre que le suivi simultané est dans ce cas environ
sept fois plus long que le suivi indépendant. Le temps de calcul est d’autant plus long que la densité
du gaz rejeté croit. En effet, les particules ont alors tendance a se concentrer proche de la paroi ol
I’échelle de temps intégrale devient petite.

On utilise ’algorithme suivant:

Initialisation
X?, At? = 0.05T£i, Xil

Tant que X[ < X,y

Classement des At
At; = At?‘

Repérage de iy tel que Aty = Atyin

Avancée linéaire des particules
At; = At; — Atyin
X; = At,'/At?‘ (X?‘ - X?‘+1) _i_Xin.‘+1

Calcul de X[ %%, Agrot? ]

Enfin, la condition de réflexion est légerement différente de celle adoptée pour un gaz passif. Dans ce
dernier cas, on supposait une réflexion par choc élastique: si le calcul 3 partir de la cote 2, rendait la
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cote 2,41 négative, on posait alors:

Zn4l = —Z2p+1

Wny1 = —Wp4l

Dans le cas dense, on fait ’hypothése apres le choc que la particule repart effectivement avec une
vitesse opposée a celle a laquelle elle frappe la paroi, mais que maintenant la gravité intervient (on
néglige les forces visqueuses). La position 2,4, et la vitesse wy4; deviennent alors:

Pd — PO@gAtz

Zn+1 = 2Zp— wn+1Atr - p -
0

d — po (€
Wp41 = —wn+l—%9‘gAtr

ol At, est le temps écoulé apreés le choc. Il peut alors arriver que ce terme correctif, lié a la force
gravitationnelle et tendant a faire descendre la particule, conduise & une cote de nouveau négative.
On prendra dans ce cas z,4; = 0.

Le rejet dense a été simulé en relichant deux mille particules. Le temps de calcul sur SPARC 5
pour un suivi jusqu’a 500 mm en aval de la source est de quatre heures et quarante minutes. Les profils
de la concentration moyenne rapportée a sa valeur maximale dans la section considérée sont reportés
sur les figures (3.15) et (3.16). Ils correspondent respectivement aux sections situées & 300 mm et
500 mm en aval de la source.
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F1G. 3.15 - Profil de la concentration moyenne rapportée d
sa valeur mazimale a £ = 300 mm pour pg = 1.52pg
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Il semble donc que cette modélisation rende trés bien compte des phénomeénes gravitationnels.

Néanmoins, elle repose sur I’hypothése d’un rejet de densité peu différente de celle de 1’é
teur. Si on se place dans un cas ol cette hypothése n’est plus valable
menée par AYRAULT & SIMOENS (1993)

pd = 2.1pg

coulement por-

y par exemple celui de I’expérience
ol la densité du gaz reliché est

les profils de concentration obtenus sont nettement moins bons (F1G (3.17) et F1G (3.18)).
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FIG. 3.17 - Profil de la concentration moyenne rapportée q
sa valeur mazimale & z = 300 mm pour pa=2.1pg
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Fic. 3.18 - Profil de la concentration moyenne rapportée
sa valeur mazimale a = 500 mm pour pg = 2.1pg

Ces résultats médiocres s’expliquent par la différence de comportement d’un rejet passif par rap-
port & celui d’un gaz dense. En effet, dans ce dernier cas, les échanges de quantité de mouvement
entre I’écoulement principal et le fluide dense seront importants. Ceci se manifeste expérimentalement
par une tendance du rejet a agir sur ’écoulement principal comme un obstacle. Or, les grandeurs
cinématiques obtenues ici avec le code de calcul eulérien NATUR l’ont été pour le rejet d’un gaz
passif. L’élévation moyenne du panache sera par conséquent plus importante que pour un gaz dense.

La modélisation de la flottabilité donne donc des résultats satisfaisants, dés lors que la masse
volumique du gaz rejeté est peu différente de celle du milieu ambiant.

D’autre part, cette étude a permis de programmer un suivi simultané qui, malgré son coiit en temps
de calcul, va s’imposer dans le chapitre suivant ou 'on traite des écoulements réactifs (les réactions
chimiques sont, au méme titre que la flottabilité, un processus local dépendant de la proximité des
particules).

Dans ce chapitre, nous avons présenté les différents modéles stochastiques & une particule et une
échelle de temps existants. Nous avons rappelé pourquoi le modele de THOMsON (1987) est le plus
rigoureux compte tenu des hypothéses retenues. Les simulations numériques de dispersion en couche
limite neutre et en couche limite convective que nous avons effectuées sont venues confirmer ce résultat.

En outre, nous avons montré que les simulations de dispersion suivant les directions verticale
et transversale ou suivant la direction verticale uniquement conduisent a des profils de concentra-
tions moyennes mises sous formes sana dimension semblables dans le plan principal contenant la
source. Cette partie a donc permis de valider les résultats de simulations bidimensionnelles de cer-
taines expériences tridimensionnelles.

Enfin, nous avons proposé un modele stochastique prenant en compte les effets de flottabilité. Les

résultats obtenus avec ce modéle sont trés satisfaisants dés lors que ’hypothése de BOUSSINESQ est
vérifiée.
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Nous allons dés lors tenter de construire un modéle stochasti

que lagrangien de suivi de particules
pouvant traiter les rejets réactifs.
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Chapitre 4

Modele de dispersion turbulente avec
réactions chimiques

4.1 Probléme et ligne directrice de la résolution

Au cours des chapitres 2 et 3, nous nous sommes intéressés a la modélisation du déplacement de
particules fluides dans un écoulement turbulent par un modele stochastique du premier ordre sur la
vitesse. Les phénomeénes moléculaires étaient alors négligés.

Nous souhaitons maintenant modéliser le mélange de constituants réactifs. Les réactions chimiques
étant des processus moléculaires, on s’aper¢oit immédiatement que le modéle a une particule et une
échelle de temps jusqu’alors utilisé leur est inadapté.

Il s’agit donc ici de proposer un nouveau modéle qui rétablit le role de la diffusion moléculaire
et restitue éventuellement un effet des petites structures sur la dispersion turbulente. On verra no-
tamment que ce modéle conduit a une densité de probabilité relative a la concentration relaxant vers
une gaussienne en turbulence homogene isotrope stationnaire, et ceci conformément aux observations
expérimentales.

Ainsi, la physique d’ensemble sera prise en charge par un ensemble de modeéles élémentaires tra-
duisant chacun des effets fondamentaux. On assemblera de fait:
- le modéle a une particule et une échelle de temps qui déterminera le parcours lagrangien;
- le modéle de diffusion qui régira I’échange de matiére entre les particules;
- le processus réactionnel proprement dit.

Le modéle complet sera validé par trois cas tests de mélange réactifs en turbulence de grille.

4.2 Traitement des phénomeénes convectif, diffusif et réactif

4.2.1 Influence de la convection

Compte tenu des résultats satisfaisants obtenus dans le cas de la dispersion turbulente non réactive
(chapitre précédent), la convection sera de nouveau modélisée par la résolution d’une équation sto-
chastique du premier ordre sur la vitesse verticale suivant ’approche de THOMSON (1987) (modéle &
une particule et une échelle de temps). Le systeme d’équations régissant le déplacement d’une particule
dans un écoulement principal de vitesse moyenne U suivant I’axe (z'z) avec un modéle de dispersion
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turbulente suivant la direction verticale sera donc:

( dz = Udt
dz = wdt
dw = adt++/Cped(

$

d (%gp;(z, w;t))
agE(z>w;t) = : 9w +®
o2 __9gr(z,w;t) _ O(wgg(z,w;t))
N 3w - at az

4.2.2 Influence de la diffusion

Différents modéles diffusifs ont été proposés, notamment pour résoudre I’équation d’évolution de
la densité de probabilité p. de la concentration (chapitre 1)

- ((0)8) = - (siaclnyn) - = (¢mr)

ou I’évaluation du terme diffusif est conditionnée par la concentration. On distingue en fait trois
grandes familles de modélisation (PoPE (1985)).

La premiére s’appuie sur une fermeture par un modeéle déterministe du terme diffusif. Cette ap-
proche est proposée par DoPazo (1975) et subit quelques modifications par POPE (1976), JANICKA
et al. (1978) et DopPazo (1979), ces modifications induisant en turbulence homogeéne isotrope une
relaxation de la densité de probabilité de la concentration vers une distribution gaussienne, ceci quelle
que soit la répartition initiale.

Les deux suivantes font appel & un modéle aléatoire de type MONTE-CARLO et nous intéressent
tout particuliérement compte tenu de 'approche stochastique lagrangienne utilisée.

L’une envisage une équation de LANGEVIN pour modéliser I’évolution de la concentration. Cette
équation, ot la fluctuation aléatoire est un processus de WIENER, a dii étre modifiée afin d’obtenir une
concentration réaliste (positive et bornée). Ainsi, VALINO & Dopazo (1990) et VaLINO & Dorazo
(1991) proposent un modéle o la fluctuation aléatoire suit une loi binomiale dont les paramétres sont
fonctions des valeurs minimale et maximale de la concentration; ils obtiennent ainsi une concentration
réaliste dont la densité de probabilité en turbulence homogene isotrope stationnaire relaxe suivant une
courbe proche de la gaussienne souhaitée.

L’autre s’appuie sur une interaction directe entre Jes particules suivies. Une telle approche fut
initialement proposée par CURL (1963) pour modéliser les réacteurs ot interagissent des gouttelettes
de deux espéces chimiques & ’état liquide. Il ne s’agissait alors pas de diffusion, mais d’une succession
de fusion-redispersion de couples de gouttelettes choisis aléatoirement. L’idée est reprise par Pope
(1985) et appliquée A la diffusion de la manidre suivante:

Soient N, le nombre de particules suivies et T, I'échelle de temps caractéristique du modéle de
diffusion. Le domaine d’étude est découpé en boites 3 l'intérieur desquelles les particules sont
sélectionnées aléatoirement par paires. Pour chaque paire (m, n) de particules de concentrations
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respectives ¢, (t) et cn(t), on aura:

t ) ,
, les particules sont suffisamment proches et se mélangent:
NP

— avec une probabilité

cm(t) + n(t)

em(t+ At) = cat + At) = ;

t . s g .
, les particules sont trop éloignées et leurs concentrations
P

— avec une probabilité 1 —

restent inchangées:

cm(t + At)

Il

o
3
——~

o~
p —

cnlt + At)

1

2]
3
——~

o~
p —

Il reste & déterminer T,. Pour ce faire, on envisage I’équation d’évolution de la variance de la
concentration en turbulence homogene. Elle s’écrit:

1d(c?) .

2 dt ¢

K = , =
€= (—) (V. V)
p
est le taux de dissipation de la variance de la concentration.

Par analogie a I’échelle de temps de décroissance des fluctuations de vitesse

T = . (4.1)

on définit ’échelle de temps de décroissance des fluctuations de concentration

Taiy= 5

Si I’on suppose T et Ty4;s proportionnelles (SPALDING (1971)), soit

T
Tgif = =
YT Cu f
on obtient:
d{c'?) _ _Cuiy ()
dt T
PopPE (1985) montre alors que ce modéle conduit & la méme équation d’évolution de la variance
pour
Taif
Tn, = —
Np N,

PoPE propose en outre comme valeur empirique

Caif =2
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La densité de probabilité de la concentration obtenue avec ce modele relaxe vers une courbe en
forme de cloche, différente d’une gaussienne. En particulier, les moments d’ordres supérieurs & trois
sont infinis. POPE (1982) propose alors un modéle stochastique amélioré conduisant 3 une densité de
probabilité se rapprochant d’une gaussienne et donnant des moments finis. Il est semblable 3 celui de
CuRL, mais la probabilité de sélection des paires de particules dépend maintenant d’un "age” et d’une
"espérance” de vie des particules. Le modele est relativement lourd et difficilement compréhensible
d’un point de vue physique.

Le principal inconvénient de ces différents modéles est leur caractere discontinu en temps, notam-
ment lorsque 1’on souhaite traiter des réactions chimiques. Hsu & CHEN (1991) proposent alors de
remédier a ce probléme de la maniére suivante. Le domaine d’étude est toujours découpé en boites
et les particules sélectionnées aléatoirement par paires, mais chaque paire participe maintenant 3 la
diffusion suivant le systeme d’équations d’évolution:

dcm 3

dt(t) - Tos (cn(t) -y (t))
dcy, 3

: t(t) = 5 (em(®) - ca ®))

ol { est une variable aléatoire équiprobable sur [0,1].

Ce modéle conduit & une densité de probabilité relaxant vers une courbe proche d’une gaussienne
et les moments d’ordres quatre et six, s’ils semblent ne pas converger, demeurent finis et proches de
ceux d’une gaussienne. Compte tenu de 'avantage de ce modele par rapport aux précédents, a savoir
sa continuité en temps qui le rend trés pratique dans le cas de réactions chimiques, une étude plus
systématique de la densité de probabilité de la concentration va &tre présentée dans le paragraphe 4.3.
Cela permettra de vérifier par des arguments théoriques si celle relative & ce modele relaxe bien vers
une gaussienne. '

4.2.3 Influence de la réaction chimique

Les concentrations des différents constituants chimiques peuvent également évoluer suite 3 des

réactions chimiques. Envisageons pour fixer les idées une réaction réversible du second ordre supposée
isotherme:

A+ B — C

Soient k; la constante de réaction et ko celle de la réaction inverse (k1 et ko étant des fonctions de
la température, ’hypothése d’écoulement isotherme nous permet d’affirmer, en supposant en outre la
répartition des réactifs localement homogene, qu’elles sont bien constantes). Les variations des espéces
A, B et C dues A la réaction chimique s’écriront:

( dCA
& —kicacp + kace
dep
J 7 = —kICACB+k2CC
deo
L W = k]CACB—k2CC

ol ¢y, cB et cc sont les concentrations instantanées des constituants A, B et C respectivement. Ces
équations d’évolution seront résolues au niveau de chaque particule. Cette démarche sera identique
quel que soit 1'ordre de la réaction.
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4.3 Etude de la densité de probabilité de la concentration relative
au modéle de diffusion de Hsu & CHEN (1991)

Nous présentons ici ’étude d’une famille de modéles de diffusion continus en temps i laquelle
appartient le modeéle de Hsu & CHEN.

Cette partie va nous permettre de construire un modele de diffusion trés satisfaisant d’un point
de vue physique, puisque la densité de probabilité de la concentration déduite de celui-ci relaxera
vers une gaussienne en turbulence homogene isotrope stationnaire, conformément aux observations
expérimentales. '

4.3.1 Etude théorique

On considére un ensemble de NV, particules dans une turbulence homogeéne isotrope stationnaire.
A chaque instant, les particules sont sélectionnées aléatoirement par paires; on suppose alors que
les concentrations ¢, (t) et ¢,(t) de chaque paire (m,n) évoluent simultanément suivant le systéme
d’équations différentielles:

Zenll) < p(entt) - en(t)

~—

(4.2)
Znll) = (emlt) — calt)

oll 1 est une variable quelconque (égale a £/T;if avec € variable aléatoire équiprobable sur [0, 1]
dans le modele de Hsu & CHEN). Soit pc(c;t) la densité de probabilité (d.d.p.) de I’événement ”la
concentration vaut ¢ a I'instant ¢ ”:

Pc(c;t) = Proba(c < T'(t) < c+dc)

On souhaite déterminer les conditions que doit satisfaire la variable ¥ pour que cette densité de
probabilité tende asymptotiquement vers une gaussienne.

Nous allons dans un premier temps déterminer ’équation d’évolution de p, puis chercher s'il existe
une solution de similitude g qui soit une gaussienne et qui vérifie cette équation d’évolution. Ceci va
faire apparaitre l'influence de la variable aléatoire i sur g, et donc sur ’écart & une gaussienne.

Détermination de I’équation d’évolution de la d.d.p. de la concentration pour les modéles
continu et discret

Pendant un intervalle de temps infinitésimal 7, en supposant le nombre de particules NN, infini, la
densité de probabilité relative a la formulation discréte du modeéle de diffusion (4.2) continu en temps
évolue suivant! (PoPE (1982)):

pelestrr) = peleithtg [ [ [ pelemitipelen; 0pr(3) {8(e - emlt+ ) = 5(c — en(t)
+6(c— en(t+7)) = 8(c — ca(t)) } deademdy (4.3)

1.6 est la fonction classiquement utilisée en théorie des distributions, et vérifiant notamment
+oo
/ 57 (@) (z)de = (-1)" 1) (0)
—00

ot f™ est la dérivée n**™* de la fonction f. On utilisera d’autre part les notations classiques §' pour 6! et " pour

52,
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ol prest la d.d.p. relatived la variable 1. L’expression (4.3) est I'équation intégrale exacte de la d.d.p.
relative a la concentration dont ’évolution est régie par l'expression discréte du modele continu (4.2).
On va établir I'approximation différentielle de (4.3) en effectuant son développement limité en 7 3
I'ordre deux.

Le développement de ¢, (t 4 7) & l’ordre deux en r s’écrit:

de,, 72 d%c,,
em(t+71) = ()+TE‘()+§ 12

(t) + O(r?)

2 d

= cm+TY(cn — cm) + ?E(d)(cn - Cm)) + O(T3)

_ T dz/) de, dc, 3
= Cm+7Y(cn cm)+?dt( Cm) + — d)(dt dt)—{—(’)(r)
= cm+T[¢+T(——¢—¢2)]( - tm) + O(r°)
2 dt m
Le méme raisonnement appliqué & cn(t + 1) conduit a I’égalité
1d
cn(t—i—r):cn—{—r[z/)—{—r(gd—zt/)— 2)] (cm—cn)+(’)(r3)

Reporter ces expressions de ¢y, (t + 7) et cn(t + 7) dans 6(c —cm(t + T)) et 6(c —cn(t + T))
respectivement permet d’écrire

6@—caa+r0==60c—%z—r[¢+r(§§§- Q} o = en) +O(r%) )

5(c—cn(t+r))=6((c—cn [«/)+r(%%— 2)] -cm)+(’)(r3))

et

En effectuant un développement limité de 6(c —cn(t+ T)) au voisinage de (¢ — ¢,,(t)), on obtient
alors:

5(c—cm(t+r)) = 6((c—cm)—r[«/)+r(%%— "’)] (cn—cm)+0(73))

= 6(c—cm) - 6'(c— cm)r [1/)—{—7' (—;—idzté - 2)] (cn ~ cm)

%‘SH (¢ em) ((en - cm))2 +0(7°) (4.4)

et de méme:

6(c —cn(t+ T)) = 5 ((c— Cn)+ T [1/)+ (; (f;f - 1/)2)] (en — cm) + (’)(7-3))

= 6(c—cn)+(5'(c—cn) [1/)—{—7'(;(2) 1/)2)] (Cn — cm)

458 (0= ea) (rilen - cm))” + O (45)
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D’autre part, le développement limité a 'ordre deux en r de p.(c;t + 1) s’écrit:

2 8%pc
2 o2

Op.
ot

polc;it+ 1) = polest) + 745 + +0(r°) (4.6)

En reportant (4.4), (4.5) et (4.6) dans (4.7), on obtient:

_%///::0 Pe(Cm; t)pe(en; t)pr (3 t) [5/(6_ cm) - 5/(6 - c")]

1dy

H¢ +T (Egt— - 1/)2)} T(cn — ¢ )depden dyp

1%///_:0 Pelemi t)Pe(eni )P (W32) 8" (c = em) + 6" (¢ = cn)]
{(1/)7'(% - cm))2d6nd0md¢

+0(%) (4.7)

En supposant que la variable aléatoire 1/)' et la concentration sont statistiquement indépendantes, on
peut écrire:

J [ 7 pelemstipelensopnws08 (e = em) [6-47 (3 = )] rlen ~ emdendend

= [+ (GEL )] 7 [ [T pelemsOnenihF (e~ em) ea = em)denden

= (1/)) +7 (%% - (1/)2)) T/+oo pelCm; t)5'(c - cm) ({¢) = ep)denm,

—00

= [+ (3592 - 1)) o (@ - petert) (4.

et

J ] [ petenspeten tmrtus s (o= ea) [ 7 (555 = %) rleu = endendncs

= [rr (372 - )] et @wten) (49)
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De méme, on a:
/ / /_ J:o Pe(em; t)pe(en; t)pr (3 8)6"(c — em) ($7(cn - cm))zdcndcmdz/z
= (pYr / /_ :o Pe(emit)pe(ca; )" (c — em) (€n = cm)?deqdey,
= (pHr? /_ :o Pe(Cm; t)5”(c —cn) [<c2> — 2(c)em + cz,,] de,,
= @2 ([ - 2de+ ] nen)

= W L ([le- @) + o] pefest) (4.10)

et

/ / /_ :o Pe(Cm; t)pe(cn; )pr (4; t)5”(c - cn) (1/)7'(cn - cm))zdcndcmdw

92
—  (ah2)2 2, 2 )
= ()52 (= + 02| pe(c;t)) (4.11)
Les expressions (4.8), (4.9), (4.10) et (4.11) reportées dans (4.7) conduisent i:

2
Bredfie = [0 (- 0)) Ae-om

1,12, 20 2, 2 3
| 3007 5 ([ = @)+ 07 ) + 0() (4.12)
En identifiant les termes d’ordre un en r, on peut écrire:
Op. _ d
a5t = )5 (= (epe) (4.13)

C’est ’équation d’évolution exacte de la d.d.p. de la concentration donnée par le modele continu (4.2),
c’est-a-dire pour 7 égal 3 0. On dérive alors cette équation par rapport au temps, et on trouve:

Tr = K00 (o) + Wz (e e 2e)

e (= @r) + 02 (= 02 ((e- (@)e.))

= A2 (e~ o) + (%((c ~ (@) - 5 (e <c>>pc)> (4.14)

En reportant (4.14) dans (4.12), on obtient ’expression au premier ordre en temps de la dérivée
premiere par rapport au temps de p,:

%’f = [W (1+@)—T<¢2>]§—c((c—<c»pc)

422 (3= (@) + 02) ) + 0 (4.15)
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oll o est I’écart type de la variable 3. Cette équation est la formulation différentielle précise au second
ordre de I’équation (4.3).

Remarques fondamentales:

— Il est intéressant de noter que, d’aprés (4.13), le modele continu (4.2) conduit a une ferme-
ture égale & celle du modéle L.M.S.E. (Linear Mean Square Estimation) (Dorazo & O’BRIEN
(1974)).

— L’incapacité de ce type de fermeture 3 modifier la forme de la d.d.p. (VALINO & Doprazo
(1990)) disparaitra dés que le modeéle (4.2) sera discrétisé. En effet, dés que le pas en temps 7
de la discrétisation est différent de 0, I’équation d’évolution de la d.d.p. ne sera plus (4.13), mais
deviendra (4.15). En d’autres termes, la formulation purement convective du membre de droite
de (4.13) dans I’espace des concentrations va étre remplacé par un terme convectif plus un terme
diffusif (le membre de droite de (4.15)). Le caractére parabolique de I’équation d’évolution de la
d.d.p. de la concentration donnée par le modéle discret laisse prévoir une solution de similitude
lorsque t tend vers Vinfini.

— La solution de similitude asymptotique de 1’équation (4.15) (sans les termes en O(72)) ne
dépendra pas de 7 pour 7 différent de 0 (et ne correspondra pas a la solution asymptotique
de ’équation hyperbolique (4.13)). Néanmoins, le temps caractéristique de convergence sera une
fonction de 7 et de la variable .

On déduit de (4.15) les équations d’évolution de (c) et o.. Ainsi, multiplier (4.15) par ¢, puis par
¢?, conduit a, moyennant quelques transformations immédiates sur les dérivées:

X2 = [ (1472 0] [ 2 (ete - pe) = (e~ (0

+73e e ([oble— @+ 0] ) ~ (o3 e+ @102) ]

+0(r%) (4.16)
et
2 _ (1+ T<2¢>) [ai (e~ (ere) —2c(e~ ()n
%% [02%( [73.(c = ()2 + (@2)02] pe) — 2¢ (0 (c — (€))* + (¥)o?) pc]
+7 (03 (e = ()? + (¥9)02) p+ O(r) (4.17)

L’intégration de (4.16) sur | — oo, 400 conduit directement A:

d{c) _ 2
W—O'FO(T)

ce qui, moyennant !'intégration de (4.17) sur | — oo, +00[, donne:

2
do?

7 = 2 [(¢) —7(0j + (¢2))] o +O(r?) (4.18)
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Obtention d’une solution de similitude

Cette démarche est semblable 3 celle proposée par SABELNIKOV (1995) dans le cas d’une turbulence
de grille en présence d’un gradient moyen de concentration.

Afin de faire apparaitre une solution de similitude de la d.d.p., écrivons p, sous la forme

pe(c;t) = ;lzg(s) (4.19)

ou oo <c>

¢

s =

avec (c) et o, respectivement la moyenne d’ensemble et ’écart type de la concentration.
Moyennant la transformation (4.19), ’équation différentielle (4.15) devient, en notant f la dérivée
de toute fonction f de s:

=5 = o (14 52 - )] 2oy

1 1
+5 (AP0 + ) 2") 4 0y (4.20)
2 O, o,
Or
ol L ,
o) _ _1ldo. N 1 do; ds
ot T a2 dt J o. dt dacg
1 do, ,
= -U_ZE(Sg)

Ceci permet d’écrire (4.20), aprés avoir regroupé les termes dans le premier membre, sous la forme:

(3440 (0 ) o s -

En utilisant (4.18), ’équation vérifiée par la solution de similitude devient:
n
(0959 + (1= a)g)” + (s9)' = 0.+ O(r) (421)
ol

Qy = _U,?z, ‘+ <,(/)2>

202 + (¢)?
1
V)
Ty

1
oy, appartient clairement & 'intervalle [0, 5]



4.3. Etude de la densité de probabilité de la concentration relative au modéle de diffusion de
Hsu & CHEN (1991) 99

Lorsque 7 tend vers 0 I’équation (4.21) devient

(ews?g+ (1 - ay)g) + (s9)' =0 (4.22)

Etudions les solutions de cette équation:

e Premier cas: ay = 0, soit oy =0
L’équation d’évolution de g devient:
g// + (Sg)/ _ 0
dont la primitive est:
g'+sg=C

avec C constante. Si C n’était pas nulle, I'intégration sur | — oo, +o0[ de cette équation conduirait a:

400 +oo
g] + (s) = C/ ds

—oo o

Le terme de droite serait infini et celui de gauche fini, ce qui est impossible. Ceci impose:
C=0
et finalement
g +s9g=0

Par conséquent, la fonction g est une gaussienne:

s2

9(s) = goe 2
L’intégrale de p. sur | — oo, +0o[ devant étre égale a 1, on trouve en utilisant (4.19):

g2

1 -

g(s) = me 2

On obtient donc le résultat suivant:

si la variable 3 est telle que oy = 0, soit en d’autres termes si % est constante sauf sur un
ensemble de mesure nulle, le modeéle continu s’écrit

den,
7 it ¢(Cn_cm)
dc,
o = Y(cm — Cn)

et la d.d.p. de la concentration donnée par la formulation discréete de ce modéle admet une
gaussienne comme solution de similitude.
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e Second cas: ay # 0, soit g # 0
L’équation d’évolution de g s’écrit
2 " /
(avs?g + (1 - ay)g)" + (sg)' = 0

et admet pour primitive
/
(a¢s2g,+ (1~ a¢)g) +sg=C

ou C est une constante; on montre comme dans le premier cas que cette constante est nulle, ce qui
donne I’équation différentielle suivante:

(a¢s2g + (1. - a¢)g)/ +s¢g=0

- 2
<s2+1 %)g'+ 1o
oy oy

soit:

Cette équation peut encore s’écrire:

g_’__2oz¢+1 S

(8% _
Qy

L’intégration de cette derniére conduit 3 Pégalité:

%, _
In (i) = — a¢+lln (s2+ ! O%)
go 20111) Qy

ce qui donne finalement la solution:

Oy
' 2 _(1+_ai+§¢2>)
2
= % (32 + (_%%_)) %
Ty
Le moment relatif d’ordre & étant défini par:
+oo k
Me = [~ (@) pelestyde
—00
+o0
= Uf/ skg(s)ds
—o0
()
+o0 - 9%y,
= afgo/ s* (.92—{— 1 ad)) 2ay ds
—00 0‘1.[»
il sera fini pour :
k—-2- S < -1
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soit:
1+ Qy
Qy

k<

En particulier, pour le modéle de Hsu & CHEN on a?:

( 1
¢HC —
($=7) Ty
HO? 1
o? - L
[ T T 12T,
ce qui donne:
1
o1 =

donc:

gHC — g(I)-IC(S2 +4)—7/2
La normalisation conduit finalement a:
gHC — 60(32 +4)—7/2

Le moment d’ordre k sera fini pour:

kY < 6
On trouve:
’ Mffﬁx =0
Mo = o
MP¢ = 6ot
MAC = o0 k>3

Les coefficients d’asymétrie et d’aplatissement sont donc:

SHC

KHC = ¢

2. L’indice HC signifie "relatif au modéle de Hsu & CHEN.

101
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En conclusion: soit le modéle de diffusion

220 = h(enl®) - enlt)
dcgt(t) _ ¢(cm(t)_cn(t))

Ol ¢c; (t) et ¢, (t) sont les concentrations instantanées des particules m et n tirées au hasard, réalisé
sur un nombre infini de particules. On vient de montrer que la forme disréte de ce modéle conduira 3
une densité de probabilité de la concentration relaxant vers une gaussienne en turbulence homogene
isotrope stationnaire si et seulement si ¥ est constante sauf sur un ensemble de mesure nulle. En
particulier, le modéle de Hsu & CuEN (1991) pour lequel ¢ est la variable aléatoire équiprobable sur
Vintervalle [0 : 1] ne vérifiera pas cette propriété; la concentration dont ’évolution est régie par ce
modele a des coefficients d’asymétrie et d’aplatissement qui valent respectivement 0 et 6; ses moments
d’ordres impairs sont tous nuls et ses moments d’ordres pairs et supérieurs  quatre sont infinis.

4.3.2 Validation numérique

Afin de visualiser ces résultats théoriques, on simule numériquement le mélange de particules en
turbulence homogene isotrope stationnaire en partant de la densité de probabilité de concentration

pc(c;0) = -;—(5(64— 1)+ 6(c— 1))

La concentration initiale en un point vaut ainsi (=1) ou 1 avec la méme probabilité.
Pour mettre en évidence les différentes grandeurs physiques intervenant dans le modéle, écrivons
le systéme régissant I’évolution des concentrations ¢m(t) et cq(t) de chaque paire (m, n) de particules

dC_Zt(t) = ¢(Cn(t) —Cm (t))

dc;t(t) = P(enlt) - calt)
sous la forme d t

c;t( b - T:if (en(®) = em(t)

dc,,

dt(t) = Tjipif (en(®) = en(t)

ol Tg;s est 1’échelle de temps de décroissance des fluctuations de concentration. En supposant Taiy
proportionnelle & Iéchelle de temps de décroissance des fluctuations de vitesse (SPALDING (1971))
T

Taiy = Ca
1

et en prenant Cy;; égale & 2 comme le propose PopE (1985), le modele s’écrit

dep (t) 21
-mAt) =

= (en(t) - em(®))

dcst(t) _ Q—TQB(cm(t)—cn(t))
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On teste alors le cas ol 9 est une variable aléatoire équiprobable sur [0,1] afin de parachever
I’étude du modéle de Hsu & CHEN (1991), et celui ol 9 est une constante pour vérifier que dans ce
cas la densité de probabilité évolue bien vers une gaussienne. On a choisi de prendre cette constante

1 . , e s
égale a 5 qui est la valeur moyenne de la variable aléatoire utilisée par Hsu & CHEN.

On suit ’évolution du mélange de 20000 particules, 10000 ayant une concentration égale & (—1)
initialement, les 10000 autres ayant une concentration égale a 1 (le terme concentration est a com-
prendre ici au sens de scalaire; le fait que ce scalaire puisse étre négatif n’a rien de choquant, les valeurs
(—1) et 1 ayant été choisies arbitrairement pour avoir une concentration moyenne nulle).

Afin d’éviter certaines instabilités numériques, on a forcé le probleme a rester symétrique tout au
long du calcul. Pour chaque paire de particules choisie aléatoirement, on a imposé a une paire ayant
des concentrations symétriques de se mélanger suivant les mémes lois d’évolution. Les concentrations
ont été calculées analytiquement (Annexe V). Les densités de probabilité données par les deux modeles

t
sont présentées figures (4.1)-(4.3) pour T égal 3 0.2, 0.5 et 1. Le pas de temps a été fixé & 0.05T (on

tient compte ici de ’application finale a laquelle on destine ce modéle de diffusion, a savoir au couplage
a un modeéle de suivi lagrangien a une échelle de temps).

Ces courbes montrent que le temps de relaxation est plus petit pour le nouveau modéle (avec
constante) que pour celui de Hsu & CHEN, soient en d’autres termes que la constante de proportion-
nalité entre I’échelle de temps caractéristique de la diffusion et ’échelle de temps caractéristique de
la turbulence n’est pas la méme pour les deux modeéles. En fait, on a noté que le modéle discrétisé
conduisait 3 une équation de FOKKER-PLANCK dont les coeflicients dépendaient du pas en temps 7
et de 7. On ne peut donc pas espérer trouver une constante universelle.

8 r , , 1 | |
nouveau modele —

. modele Hsu & Chen (1991) ——
T gaussienng ------- J
6 - -
5} E -

£
Pe 4t s,g ii —
3t f -
i
2t | -
|
i
1} | -
[ ——— J .
0 p ——— e P 0 1] T 4 1
-4 2 -1 0 1 > . y
c
UC
y 4 aye , , . t
Fic. 4.1 - Densités de probabilité calculées ¢ — = 0.2

T=
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25 . : : r T .
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F1G. 4.2 - Densités de probabilité calculées & T= 0.5
25 . . . . . .
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2f |
15} |
Pc
1} i
I M
05 / / \\
e Ny
0 . 7 .\ // M
-4 3 2 1 0 1 2 3 4
c
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FiG. 4.3 - Densités de probabilité calculées ¢ T= 1.

” t
Si 'on observe la densité de probabilité obtenue par le modéle de Hsu & CHEN 3 — égal a 20,

elle ne semble pas trés éloignée d’une gaussienne (figure (4.4)). Néanmoins, ’étude théorique menée
ci-dessus assure que seul le modéle avec ¥ constant donne une densité de probabilité relaxant vers une
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gaussienne.

0.6 T T T T T T

modele Hsu & Chen (1991) —
gaussienne ——

05 b

04
03}
Pc

02

0.1

FiG. 4.4 - Densité de probabilité obtenue par le modéle de
t
Hsu & CHEN (1991) a T= 20.

Pour vérifier ceci, on a tracé I’évolution du coefficient d’aplatissement. On sait que si la densité de
probabilité est gaussienne, ce coefficient doit étre égal a 3. La théorie prédit une valeur de 6 dans le
cas du modele de Hsu & CHEN. Les figures (4.5) et (4.6) confirment les résultats théoriques.

K

o

Fi1G. 4.5 - Fvolution du coefficient d’aplatissement donné
par le nouveau modéle
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K

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 S0

FIG. 4.6 - FEvolution du coefficient d’aplatissement donné
par le modéle de Hsu & CHEN (1991)

On notera toutefois que les fluctuations autour de la valeur escomptée du coefficient d’aplatissement
K sont beaucoup plus faibles avec le nouveau modéle qu’avec celui de Hsu & CHEN. Ceci vient sans
doute du caractére doublement aléatoire de ce dernjer (tirage aléatoire de la paire de particules qui
échangent de la matiere, et variable aléatoire dans ’équation méme d’évolution des concentrations).

Ces différents résultats nous conduisent tout naturellement & abandonner le modéle de Hsu &
CHEN pour la suite de 1’étude et 3 lui préférer le nouveau modéle d’évolution des concentrations. On
aura dés lors, pour chaque paire (m, n) de particules choisie aléatoirement:

dcgt(t)- _ C;‘;f (cn(t)—cm(t))
= FHe0-a0)

Par la suite, nous n’allons plus exprimer le modéle avec 1’échelle temporelle de décroissance de la
turbulence T donnée par (4.1), mais avec I’échelle de temps intégrale lagrangienne. En retenant la
formule que nous avons utilisée dans les chapitres 2 et 3, on a:

_ 202

- CoE

En turbulence homogene isotrope, les fluctuations de vitesse sont statistiquement identiques dans
toutes les directions. La moyenne d’ensemble de I’énergie cinétique turbulente vaut donc:

3 5

= an

Ty,

k

et I’échelle de temps intégrale lagrangienne devient:

4k 4

Tp=-——=_—7
L= 3Ce ~ 3G,
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En posant c
r_ 4ACqif
Cdlf - 300
le modéle s’écrira dés lors: o
dcm(t) dif
= n(t) — cml(t
- 2o (n(t) = en(®)
dcn(t) _ Crliif
R CAOREA0)

Les simulations que nous avons effectuées & partir des cas tests qui vont suivre nous ont conduits a
prendre

ce qui correspond, pour Cy valant 3, a:
9
Caif = 1 = 2.25

On peut remarquer que Cgy;; est trés proche de la valeur 2 proposée par POPE (1985) pour son
modele. Néanmoins, ceci n’a aucune signification. On a en effet insisté sur le fait que I’échelle de
temps caractéristique du modéle dépendait du pas en temps 7 et de la valeur (¥) qui a été prise ici

égale 3 3
4.4 Application a la réaction entre NO et O3 sans mélange initial
dans une turbulence de grille

Nous vérifions ici la validité de I’approche lagrangienne avec une réaction rapide du second ordre
dans une turbulence homogene.

Le modele complet se composera a chaque pas de temps:

- d’une étape convective au cours de laquelle la position de chaque particule m sera régie par:

dz,, = Udt
dz,, = wpdt
dw, = —C’oez—;"dt+ VCo d¢

w

— d’une étape diffusive et réactive ol les particules sont sélectionnées aléatoirement par paires
(m, n) dans chaque boite de mélange; le i*“™¢ constituant évolue pour chaque paire suivant:

de, Cair, i 3
—d—i—. - E(Cn - Cm) + Cm
dC:..L _ Crlizf i i i
E— - 2TL (Cm - CTL) + CTL

avec C!_ le terme d’évolution du constituant  de la particule m par réaction chimique.
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Le modéle discret utilisé est présenté dans ’Annexe V.

La validation sera effectuée en comparant les simulations numeériques aux résultats expérimentaux.
Ces derniers devront toujours étre utilisés avec beaucoup de prudence, les mesures concernant des
constituants réactifs étant trés délicates. Par exemple, BILGER et al. (1991) indiquent que, dans leur
expérience, les échantillons de mesures parcourent un tube long de 5 m avant d’atteindre Panalyseur.
Les résolutions spatiale et fréquentielle relatives sont respectivement 12 mm et 23 Hz. Si ces auteurs
ont vérifié la validité de leurs mesures de concentrations, on peut toutefois noter que la résolution est
beaucoup plus grossiére que celle relative & des données pouvant étre obtenues par des techniques non
intrusives, telles que les mesures par photoluminescence. L'idéal serait d’avoir des corps réactifs étant
photoluminescents suivant des fréquences différentes!

4.4.1 Couche de mélange dans une turbulence de grille

On envisage ici I'expérience réalisée par BILGER et al. (1991) et reprise par Li et al. (1992). 1l
s’agit, dans une turbulence de grille, d’une couche de mélange réactive entre le monoxyde d’azote et
l'ozone (figure 4.7).

F1G. 4.7- Schéma de Uezpérience de BILGER et al. (1991)

Ces deux constituants subissent, en absence de lumiére, la réaction irréversible suivante:
NO+ 03 =+ NOy+ 0, + 200kJ /mol

de constante de réaction
k.=3.710""ppm1s!

Les grandeurs expérimentales de référence, & savoir la taille de la maille de la grille M, la vitesse

moyenne U de 'écoulement et le nombre de REYNOLDS construit sur M valent respectivement:

M = 3210'm
U = 05ms!
Re = 10700
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Le nombre de DAMKOHLER Np, rapport de ’échelle de temps cinématique sur I’échelle de temps
chimique, est défini par ces auteurs comme étant

Np = ch(c?VL(; + 0003)

ou C?vo et c?)3 sont les concentrations initiales en NO et Os. Le nombre de DAMKOHLER de cette
expérience est égal & 1.6. Cette valeur, proche de 'unité, confirme que la réaction envisagée est bien
une réaction rapide. Afin d’obtenir cette valeur du nombre de DAMKOHLER, nous avons pris comme
concentrations initiales

L’évolution de la moyenne d’ensemble de ’énergie cinétique turbulente a partir des valeurs relevées
par L1 et al. (1992) en fonction de P’abscisse divisée par M

T
X=—=
M

est obtenue en appliquant la méthode des moindres carrés a
logk = f(log X)

pour X € [3,21]. On trouve:
k(X) =8.82 1072 1192

En outre, le coefficient d’anisotropie r est a peu prés constant, égal & 2.03 sur le domaine d’étude.
En supposant ’anisotropie égale dans les directions transversale et verticale, la variance de la vitesse
verticale s’écrit:

2k(X)

g 24 2

(X) =

= 92.68 10~2Xx 110312

La moyenne d’ensemble du taux de dissipation de I’énergie cinétique de turbulence s’écrit en turbulence
homogeéne (CoMTE-BELLOT (1982)):

Dk U dk

€= D= Max

ou — représente la dérivée particulaire en suivant le mouvement moyen, soit:

Dt

3
e(X)=19.73 10-2x-2102

M
Enfin, I’échelle de temps intégrale lagrangienne sera:
2 o%(X)
Ti(X)= —-~
1) =% £(X)

Pour X < 3, on supposera la variance de la vitesse verticale et la moyenne d’ensemble du taux de
dissipation de I’énergie cinétique de turbulence constantes, égales a leurs valeurs 3 X = 3.

Dans le cas de 'interaction entre deux constituants non prémélangés et ayant des coeflicients de
diffusivité identiques, une grandeur intéressante est la fraction de mélange (BILGER et al. (1991)). Elle



110 4. Modeéle de dispersion turbulente avec réactions chimiques

se comporte comme un scalaire passif et permet de mesurer indépendamment les effets du mélange
global (convection + diffusion) et ceux de la chimie. Elle est définie par:

F_ SNO —¢o, + co,
= 0 g
CNo T €0,

Cette grandeur prend la valeur 1 dans la région ol le monoxyde d’azote est pur et 0 dans celle ot il
est absent.

Pour montrer que la fraction de mélange se comporte comme un scalaire passif, on écrit les

équations eulériennes d’évolution des concentrations en monoxyde d’azote et en ozone:

de
d]\t/o = V(x1Veno) - keenoco,
dc
d?3 = V(k2Veo,) - kcenoco,

oll K1 et Ky sont respectivement les coefficients de diffusivité du monoxyde d’azote et de 1’ozone dans
'air. En effectuant la différence et en supposant égales les diffusivités de ’ozone et du monoxyde
d’azote dans I’air, soit

Kl =Ky =K

on trouve

d(eno — co,)

7 = V(KV(CNO - co3))

ce qui conduit en divisant chaque membre par (o +¢,) a:

qui est bien I’équation eulérienne d’évolution d’un scalaire passif.

On s’intéresse dans un premier temps aux mesures concernant la fraction de mélange obtenues par
L1 et al. (1992).

La largeur du panache e est définie par BILGER et al. (1991) comme la distance séparant vertica-
lement les points ol la valeur moyenne de la fraction de mélange passe de 0.1 3 0.9.

Le modele donne une valeur moyenne de la fraction de mélange en fonction de la coordonnée
transversale divisée par e, ceci 4 X = 12 et X = 21, trés proche des mesures de Lr et a). (1992). Le
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profil de (F'), en fonction de I’abscisse mise sous forme sans dimension X, évolue peu (figure (4.8)).

14 | X=12, modele —— |
’ X=12, Liotal. (1992)
X=21, modele ==
X=21, Lietal (1992) «
12 F
1F Lt *
08 | ]
(F)
0.6 | 4
04| Y, i
02| 4
. *
0 == 1 1 1
-15 -1 05 0 05 1 1.5
z
e

Fic. 4.8 - Profils de la valeur moyenne de la fraction de
mélange a différentes sections

L’écart type of de la fraction de mélange donné par le modéle est légérement supérieur aux
résultats expérimentaux (figure (4.9)). Néanmoins, on remarque que les résultats de L1 et al. (1992)
ne sont pas symétriques. Cela peut venir du fait que la fraction de mélange n’est pas exactement un
scalaire passif (il existe toujours un écart entre les valeurs des coefficients de diffusivité; ainsi, a 25°C et
1 atm, les coeflicients de diffusivité dans I’air pour le monoxyde d’azote et ’ozone sont respectivement
égaux & 18 107¢ m2s~! et 22 1076 m2s™!).

En outre, la valeur maximale expérimentale de of est trés proche de celle proposée par LUMLEY
(1986) qui précise que cette derniére, égale a 0.159, est trop faible.

Enfin, le modeéle donne quasiment la méme courbe que MA & WARHAFT (1986). Méme si leur
expérience a été réalisée a un nombre de REYNOLDS deux fois supérieur & celui de I’expérience
considérée, L1 et al. (1992) montrent, en comparant des résultats obtenus avec des nombres de REY-
NoLDs différents, que ce parametre a peu, voire pas, d’influence sur ces profils. On note également que
les profils de oF évoluent peu avec ’abscisse. Ces deux remarques semblent indiquer que les simula-
tions numériques donnent des résultats identiques 3 ceux observés dans une turbulence établie. Ceci
est cohérent avec le fait que les profils analytiques de la moyenne d’ensemble de I’énergie cinétique
turbulente et de celle de son taux de dissipation utilisés pour les simulations numériques ne tiennent
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Pas compte des conditions initiales (on rappelle que ces profils ont été pris constants pour X < 3).

04 T T T T
X=12, modele —

. X=12, Lietal. (1992) «
035+ XgZ‘]' modelg e -

X=21, Li et al. 21 992; +

X=100, Ma & Warhaft (1986) =
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F1G. 4.9 - Profils de ’écart type de la fraction de mélange
a différentes sections

Les valeurs prises par les coefficients d’asymétrie § et d’aplatissement K de la fraction de mélange
p p Y g

b
définis par

s — AF=(Rp)
(F = (F)2er

((F - (F))")
((F = (F))?)?

sont comparables aux résultats des simulations numériques (figures (4.10) et (4.11)). Le nombre limité
de mesures expérimentales ne permet pas a ce niveau une analyse plus approfondie.
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Fic. 4.10 - Profils du coefficient d’asymétrie de la fraction
de mélange a différentes sections
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FiG. 4.11 - Profils du coefficient d’aplatissement de la frac-
tion de mélange a différentes sections

Le résultat le plus médiocre est celui concernant 1’évolution de la largeur du panache (figure
(4.12)). 1l a pourtant été montré avec la simulation de I’expérience de STAPOUNTZIS et al. (1986) que
le modéle stochastique de dispersion & une particule et une échelle de temps donnait une évolution du
panache trés satisfaisante dans une turbulence de grille. La seule explication de ’écart entre la largeur
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du panache donnée par le modéle et celle mesurée est impossibilité de prendre en compte la forte
inhomogénéité juste derrire la grille de turbulence (on rappelle que les simulations ont été menées
avec des grandeurs turbulentes fixées arbitrairement, pour X inférieur 3 3, a leurs valeurs & X = 3)
En d’autres termes, il nous est impossible de simuler les conditions initiales.

10 T L L) .
modele ——
Lietal (1992) «
©
*
'Y L 4
©
€ .
M} -
01 1 1 1 L
0 5 10 15 20 25
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M

F1G. 4.12- Ewvolution longitudinale de la largeur du panache

Toujours avec les mémes conditions cinématiques, on considére maintenant les mesures de BILGER
et al. (1991), ceci afin de voir 'effet du nombre de DAMKGHLER sur les mesures ol interviennent direc-
tement les constituants chimiques. Le nombre de DAMKOHLER vaudra 0.3 et 1.8 (dans ’expérience, ces
valeurs correspondent respectivement 3 des concentrations initiales ¢%,, = 0.68 ppm et C?Js = 0.70 ppm,

et %o = 3.9 ppm et coo3 = 3.85 ppm). On va comparer aux sections X = 16 et 21 quelques grandeurs
propres aux concentrations des réactifs.

Les figures (4.13) et (4.14) représentent & X = 21 les profils de concentrations moyennes rapportées
a leurs valeurs initiales pour des nombres de DAMKOHLER de 0.3 et 1.8.

Le modele semble ne pas disperser assez vite. En effet, les profils de concentrations moyennes
(4.13) et (4.14) en fonction de la cote divisée par e obtenus numériquement et expérimentalement
sont relativement proches. La largeur e du panache étant sous-évaluée par le modéle d’aprés la figure
(4.12), les variations des concentrations au centre du panache en fonction de la cote seront donc plus
brutales. Cette tendance est vérifiée sur les profils des écarts types des fluctuations de concentrations
(figures (4.15) et (4.16)) pour lesquels les simulations surévaluent les valeurs sur 1’axe (z'z)
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Fic. 4.14 - Profils des concentrations moyennes en mo-
nozyde d’azote et en ozone rapportées auz valeurs respectives
des concentrations initiales ¢ X = 21 pour Np = 1.8
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FI1G. 4.15- Profils des écarts types de concentrations en mo-
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FIG. 4.16 - Profils des écarts types de concentrations en mo-
nozyde d’azote et en ozone rapportés auz valeurs respectives
des concentrations initiales ¢ X = 21 pour Np = 1.8
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Le modele surestime la corrélation des fluctuations de concentrations pour la méme raison (figures
(4.17) et (4.18)).
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F1G. 4.17 - Profils ¢ X =16 et X = 21 pour Np = 0.3 des
corrélations de fluctuations de concentrations rapportées au
produit des concentrations initiales
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F1G. 4.18 - Profils ¢ X =16 et X = 21 pour Np = 1.8 des
corrélations de fluctuations de concentrations rapportées au
produit des concentrations initiales

Les figures (4.19) et (4.20) représentent les flux verticaux de la fraction de mélange et des concen-
trations en monoxyde d’azote et en ozone.
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F16. 4.19 - Profils ¢ X = 21 pour Np = 0.3 des fluz
de matiéres rapportés au produit de la vitesse moyenne de
Vécoulement principal par la concentration initiale
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F1G. 4.20 - Profils ¢ X = 921 pour Np = 1.8 des flux
de matiéres rapportés au produit de la vitesse moyenne de
Vécoulement principal par la concentration initiale

On notera que les résultats expérimentaux concernant le flux de la fraction de mélange présentent
un plateau autour de lorigine. Il est fort probable que cette tendance soit fausse. En effet, BILGER
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et al. (1991) ont mis en évidence cette caractéristique pour les différents moments de la fraction de
mélange, mais L1 et al. (1992) ont montré que ceci venait d’un probléme expérimental. Ainsi, I’écart
type et le coeflicient d’aplatissement ne doivent respectivement laisser apparaitre qu’un extremum, et
le coefficient d’asymétrie est strictement monotone sur [0, 1], ce qui est vérifié par le modéle.

Le modéle fournit donc d’excellentes estimations des mesures de BILGER et al. (1991) et de Li et al.
(1992) concernant une couche de mélange réactive. En outre, les seuls résultats décevants ne semblent
pas étre dus au modéle lui-méme, mais a des conditions initiales différentes de celles de ’expérience.

Le second cas test envisagé sera celui d’une source linéique placée dans une turbulence de grille.

4.4.2 Source linéique dans une turbulence de grille

On s’intéresse ici a un panache réactif bidimensionnel en aval d’une source linéique placée dans
une turbulence de grille. L’expérience que I’on reproduit par simulation numérique est celle de L1 &
BILGER (1996). La source linéique paralléle & I’axe (y'y) rejette un mélange d’azote et de monoxyde
d’azote (NO) dans I'écoulement principal transportant de 1’ozone (O3) (figure 4.21). En absence de
lumiere, il se produit la réaction irréversible suivante:

NO+O3—)N02+02+200,€J/77201

dont la constante de réaction est
ke =3.710"" ppm~1s™!

z

FIG. 4.21 - Schéma de lexpérience de L1 & BILGER (1996)

Pour cette expérience, la taille M de la maille de grille, la vitesse moyenne U de ’écoulement et le
nombre de REYNOLDS construit sur M sont les mémes que dans ’expérience précédente:

M = 32107'm
U 0.5 ms™!
Re = 10700
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Les profils des grandeurs cinématiques turbulentes sont ceux donnés par BROWN & BILGER (1996). Ils
ont été établis dans la méme soufflerie et avec les mémes conditions expérimentales pour ’étude d’un
panache réactif. Ainsi, les variances du champ de vitesse dans les directions longitudinale et verticale
sont respectivement:

ol(X) = 17.310-2x-137y2

c2(X) = 4.11072x-1272
ol -
X=1

Ceci conduit, en supposant la turbulence identique dans les directions verticale et transversale, 3
'expression de la moyenne d’ensemble de I’énergie cinétique de turbulence suivante:

1
k(X) = 5(17.3 10~2x 137 +8.2 10—2X—1.27)U2

En prenant de nouveau comme expression de la moyenne d’ensemble du taux de dissipation de I’énergie

cinétique de turbulence
Dk U dk

~ "Dt T TMdx
il vient:

3
e(X) = (119 1072X-237 4 59 10—2X—2.27)£]M_

On suppose ici aussi que I’échelle intégrale de temps lagrangienne vaut:

0.2
0 = £ 2

La source de monoxyde d’azote est constituée d’un tube de diametre
d;=310"2m

placé orthogonalement au plan (zOz) et laissant s’échapper du monoxyde d’azote.

Afin d’effectuer des mesures proche et loin de la source, cette derniére est placée & deux abscisses;
la premiére,
X, =1.33,

servira a étudier le champ lointain et la seconde,
Xy =177,

le champ proche.

Les mesures ont été effectuées & différentes sections, chacune correspondant & des conditions ini-
tiales différentes, ceci afin d’évaluer 'influence sur les différents profils étudiés de la fraction de mélange
steechiométrique, définie par

_ %
T Qo ted,
et correspondant a la valeur prise par la fraction de mélange lorsque les concentrations en monoxyde
d’azote et en ozone sont égales.
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Soient z,, ’abscisse des sections de mesure et X,, sa valeur divisée par M. Les conditions expérimen-
tales pour le champ lointain sont

symboles C?vo (ppm) c?)q (ppm) F; |Np| Xm | Xn—X1)/X1
A 18.3 1.85 0.092 | 4.8 | 3.34 1.51
B 18.3 1.85 0.092 | 4.8 | 5.33 3.01
C 26.9 1.85 0064 | 6.8 | 7.34 4.52
D 21.7 1.85 0.079 | 5.6 | 9.34 6.02
E 21.7 1.22 0.053 | 5.4 | 11.34 7.53
F 21.7 1.02 0.045 | 5.4 | 13.35 9.04
G 21.7 1.78 0.076 | 5.6 | 15.35 10.54

et pour le champ proche

symboles | }o (ppm) | ). (ppm) | F; | Np | Xnm | (Xm — X2)/X2
M 19.5 2.5 0.114 | 5.2 | 8.09 0.05
N 19.5 2.5 0.114 | 5.2 | 8.47 0.10
0] 19.5 2.4 0.110 | 5.2 | 9.24 0.20
P 14.8 - 24 0.140 | 4.1 | 10.78 0.40
Q 14.8 2.3 0.135| 4.1 | 14.01 0.82

ou les stations de mesures seront symbolisées par les lettres capitales A, B, C, D, E, F, G pour le
champ lointain et par M, N, O, P, Q pour le champ proche. Dans la suite, les résultats numériques
correspondants seront symbolisés par les lettres minuscules a, b, c, d, e, f, g pour le champ lointain et
par m, n, o, p, q pour le champ proche.

L’épaisseur e du panache est définie ici comme ’écart type de la gaussienne la plus proche (au
sens de la méthode des moindres carrés) du profil vertical de (F)). Comme dans le cas de la couche
de mélange, la simulation numérique conduit & un développement du panache inférieur a celui de
Vexpérience (figure (4.22)), mais on observe une évolution asymptotique correcte lorsque 'abscisse
croit. Cela vient du fait qu’en prenant les profils cinématiques donnés ci-dessus, on ne modélise pas
l'influence de la source sur I’écoulement (Il s’agit en effet d’un tube de 30 mm de diametre; il crée
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donc en aval un sillage et des perturbations sensibles sur la turbulence non modélisées ici).

T T T T T T T

modele
Li & Bilger (1996) o

>

-

0.1 L L

FIG. 4.22 - Evolution longitudinale de la largeur du panache

La comparaison des profils de I’écart type de la fraction de mélange oF rapporté a sa valeur sur
Paxe (z'z)? (figures (4.23) et (4.24)) montre que ceux relatifs au champ lointain laissent apparaitre
deux maxima. Ce comportement a été observé expérimentalement par WARHAFT (1984) et L1 &
BILGER (1996), et prédit par THOMSON (1990) avec un modéle & deux particules moyennant quelques
approximations sur les densités de probabilité relatives aux déplacements des particules marquées. Il
N’est pas observé dans le cas du champ proche.

1.4 _ &, modele — |
: A, Li & Bilger (1996)
g' modele see-e.
1.2 iy .~ G, Li&Bilger (1996) «+
1t 3
08 |
oF
OFC 0.6 |
04 |
0.2 |
0 Loencens?
-4 2

o | no

F1G. 4.23 - Profils de I’écart type de la fraction de mélange
rapporté a sa valeur sur Uaze (z'z); cas du champ lointain
auz stations A et G '

3. Les grandeurs indicées par C sont évaluées sur ’axe (z'z)
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F1G. 4.24 - Profils de I’écart type de la fraction de mélange
rapporté d sa valeur sur aze (z'z); cas du champ proche
auz stations O et ()

Sur la figure (4.25) est représentée 1’évolution longitudinale au centre du panache de I'écart type
de la fraction de mélange par la moyenne. z’ est la distance de la source située en z; i l’abscisse
considérée:

'=z-z;, 1=1,2

La simulation numérique et I'expérience de L1 & BILGER (1996) donnent des évaluations différentes
pour le champ proche. Par contre, le modéle est en accord quasi parfait avec les résultats de L1 &
BILGER (1996) et I'approche théorique de THOMSON (1990) pour le champ lointain. THOMSON (1990)
propose pour |’écart type de la fraction de mélange rapporté i la valeur moyenne de cette grandeur une

valeur asymptotique de 0.16 au centre du panache. Les résultats expérimentaux continuent & décroitre
/ ’ /

T s s N R N . . a2 s T, s

pour — supérieur a 10 vers une valeur a priori inférieure a 0.3 et la simulation, arrétée 3 — égal 3
T, Ts
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40, donne une limite inférieure 3 0.22.

10 T —rrrr

modele, champ lointain —
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F1G. 4.25 - Evolution longitudinale sur ’aze (¢'z) de lécart
type de la fraction de mélange divisé par la moyenne de cette
grandeur

Le moment absolu d’ordre deux de la fraction de mélange (F?) suit approximativement une gaus-
sienne (WARHAFT (1984) et STAPOUNTZIS et al. (1986)) d’écart type e;. Le rapport de ce moment
sur 'axe normalisé par la valeur moyenne sur ’axe au carré (figure (4.26)) semble tendre vers une
constante proche de 'unité. De méme, le rapport %2 (figure (4.27)) converge vers une valeur de 0.8

environ. La encore, c’est pour le champ proche que les résultats numériques et expérimentaux sont le
plus dissemblables. Par contre, on obtient des résultats tros voisins pour le champ lointain.
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F1G. 4.26 - Evolution longitudinale sur l'aze (z'z) du mo-
ment absolu d’ordre deux de la fraction de mélange rapporté
au carré de la moyenne
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F1G. 4.27 - FEvolution longitudinale de I’écart type e, de la
(F?)
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gaussienne approximant

rapporté a la largeur e du

panache
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Le modéle donne également des profils de coefficients d’asymétrie et d’aplatissement de la fraction
de mélange trés proches des résultats expérimentaux (figures (4.28)-(4.31)). Par conséquent, on tire
des conclusions semblables & celles données par L1 & BILGER (1996):

(i) le coefficient d’asymétrie est en général positif, ce qui signifie que la valeur la plus probable de la
fraction de mélange est supérieure 3 sa moyenne;

(ii) dans le champ lointain, les résultats numériques et expérimentaux donnent S et K proches respec-
tivement de 0 et 3 au centre du panache. La densité de probabilité de la fraction de mélange devient
donc symétrique et se rapproche d’une gaussienne.

On note aussi que le coefficient d’aplatissement est sous évalué par rapport aux mesures expérimen-

tales, systématiquement supérieures 3 3 (on rappelle que les valeurs de S et K pour une gaussienne
sont respectivement égales & 0 et 3). ‘

Il est important de remarquer 4 ce niveau que I'on obtient des résultats de simulation numérique
trés voisins, que I’on utilise le modele de diffusion de Hsu & CHEN ou celui proposé ici.

On note en particulier que K tend vers 3 alors que le modele de diffusion de Hsu & CHEN (1991)
conduit & une valeur asymptotique de 6. Cela signifie donc que le modéle stochastique 3 une particule
et une échelle de temps couplé 3 ce type de modéle diffusif amoindrit le caractére " non-gaussien” de ce
dernier. Plus précisément, cela montre que le terme de production de fluctuations de concentration par
les fluctuations de vitesse conduit rapidement la densité de probabilité de la concentration 3 relaxer
vers une gaussienne en turbulence homogene. Les résultats concernant le champ lointain sont 13 aussi
meilleurs que ceux concernant le champ proche.

14 } a, modele —— |
A, Li & Bilger (1996)

g, modele -
G, Li & Bliger (1996) +

-3 -2 -1

F1G. 4.28 - Profils du coefficient d’asymétrie de la fraction
de mélange; cas du champ lointain quz stations A et G
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F1G. 4.30 - Profils du coefficient d’aplatissement de la frac-
tion de mélange; cas du champ lointain auz stations A et

G
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F1G. 4.31 - Profils du coefficient d’aplatissement de la frac-
tion de mélange; cas du champ proche @ la station Q

On voit trés bien sur la figure (4.30) que, au centre du panache, le coefficient d’aplatissement
donné par le modéle converge trés vite vers 3 alors que les résultats de L1 & BILGER (1996) donnent
une valeur de 3 uniquement pour les mesures effectuées loin de la source. Pour les mesures les plus
proches de la source, on observe une valeur de 7 environ. Ceci s’explique simplement par ’influence
du tube source sur la turbulence qui n’est pas prise en compte par le modele. On rappelle en effet
que le modéle utilise des lois d’évolution pour la moyenne d’ensemble de 1’énergie cinétique turbulente
et pour celle de son taux de dissipation correspondant & une turbulence de grille établie. La densité

de probabilité de la fraction de mélange converge donc plus rapidement vers une gaussienne avec le
modéle qu’expérimentalement.

Un autre aspect intéressant concernant les coefficients d’asymétrie et d’aplatissement relatifs 3
un scalaire passif, pour de nombreux écoulements ol ce dernier ajsse apparaitre un comportement
asymptotique de similitude, est qu’ils sont souvent liés par une relation algébrique simple. Ainsi MOLE
& CLARKE (1995) proposent une relation de la forme:

K=aS%+b

Ils montrent en particulier, moyennant les travaux de CHATWIN & SULLIVAN (1989) et de SAWFORD
& SULLIVAN (1995), que

K>5"+1
Les données de MoLE & JoNES (1994) conduisent 3
K =1.315%+0.77

et celles de L1 & BILGER (1996) 2
K =1515"+28
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Le modéle donne également une loi quadratique (figures (4.32) et (4.33)). Par contre, celle-ci differe
légerement entre le champ proche et le champ lointain. On trouve pour le champ proche

K =1055%+2
et pour le champ lointain
K=125%4+2
250 . . . . .
a, modele o
f, modele +
1.28A2+2 .......
200 | 1.515~2+2.8 formule Li & Biiger (1996)

150

K
100

50

12

FiG. 432 - Coefficient d’aplatissement de la fraction
de mélange en fonction du coefficient d’asymétrie; cas du
champ lointain auz stations A et F
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Fic. 433 - Coefficient d’aplatissement de la fraction
de mélange en fonction du coefficient d’asymétrie; cas du
champ proche auz stations N et @
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Si l’on s’intéresse aux profils de concentrations moyennes (figures (4.34) et (4.35)), on vérifie que

2 —{c
m se trouve sous la gaussienne caractéristique d’un scalaire passif, alors que M
(eno)e | (co, — (cos)c)

situe au dessus. Ceci est conforme aux observations expérimentales de L1 & BILGER (1996).
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F1G. 4.34 - Profils de la concentration moyenne en mo-
nozyde d’azote rapportée d sa valeur au centre du panache;
cas du champ lointain auz stations A et G
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FIG. 4.35 - Profils normalisés de la concentration moyenne
en ozone; cas du champ lointain auz stations A et G

Comme le soulignent L1 & BILGER (1996), une des différences entre les panaches réactif et non-
réactif est que le panache réactif verra le constituant relaché 3 la source (NO) disparaitre complétement
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sur une certaine distance maximum L, & partir de la source (croquis (4.36)).

panache d’un constituant
non reactif

—\
\ )

panache d’un constituant
suivant une reaction irreversible

F1G. 4.36 - Croquis des panaches passif et réactif

D’apres la définition de la fraction de mélange, cette longueur sera d’autant plus petite que la
fraction de mélange stcechiométrique F; sera grande. En effet, pour F; grande, le réactif porté par le
panache réagira complétement avec une quantité moindre de réactant venant de I’écoulement extérieur,

(eno) (figure (4.37)) pour
NO)C

F; = 0.079 (symbole D) et pour F; = 0.045 (symbole F), soit une différence de 75% au niveau de la
fraction de mélange stoechiométrique, 3 X = 6 et X = 9 respectivement, L1 & BILGER (1996) notent
une différence de largeur du panache (relativement & celui du scalaire passif) de 5% uniquement. Quant
aux profils donnés par le modéle, ils sont quasiment identiques (figure (4.37)). On en conclut que les
résultats sont obtenus dans la région ou

ce qui rendra L, d’autant plus petite. Or, en comparant les profils de

Dans cette zone, l'effet de la réaction chimique sur P'extension verticale du panache est minime, et
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celle-ci est principalement due & la dispersion turbulente.
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Fic. 437 - Profils de la concentration moyenne

de monozyde d’azote normalisée par sa wvaleur au
centre du panache pour différentes fractions de mélange
stechiométriques; cas du champ lointain auz stations D et

F

L’évolution longitudinale sur I’axe (zz) de la concentration moyenne en monoxyde d’azote donnée
par le modéle suit celle des résultats expérimentaux (figure (4.38)). Elle se trouve néanmoins translatée
vers des valeurs supérieures. Ceci vient confirmer que la réaction chimique est correctement prise en
compte, mais que linfluence des conditions cinématiques initiales sur la dispersion, en 'occurrence
I'effet de la source sur les lois de décroissance utilisées pour la moyenne d’ensemble de I’énergie cinétique
turbulente et celle de son taux de dissipation, est ignorée. En ce qui concerne la fraction de mélange
steechiométrique, on voit que le point D, pour lequel F, = 0.079, se trouve d’ores et déja en dessous du
point F, pour lequel F; = 0.045 alors qu'il est beaucoup plus proche de la source. On note ainsi ’effet
marqué de la réaction chimique sur la décroissance de la, concentration en monoxyde d’azote, et que
cet effet dépend fortement du nombre de DAMKGHLER et de la fraction de mélange steechiométrique.
Ceci contraste avec les largeurs des panaches quasi identiques mentionnées ci-dessus.
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FIG. 4.38 - FEvolution longitudinale sur Uaze (2'z) de la
concentration moyenne en monozyde d’azote normalisée par
sa valeur initiale

Les profils de I’écart type de la concentration en monoxyde d’azote ne présentent quasiment qu’un
maximum alors que ceux relatifs a I'ozone en laissent apparaitre deux, ce qui est en accord avec les
mesures expérimentales (figure (4.39)). Par contre, dans le cas de ’ozone (figure (4.40)), on observe
une surévaluation sensible de ces pics.
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F1c. 4.39 - Profils de I’écart type de la concentration en
monozyde d’azote rapporté d sa valeur au centre du panache;
cas du champ lointain auz stations A et F
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F1G. 4.40 - Profils de l’écart type de la concentration en
ozone rapporté a sa valeur au centre du panache; cas du
champ lointain auz stations A et F

Comme pour la concentration moyenne en monoxyde d’azote, 1’écart type de la concentration de
ce composé suit une loi de décroissance semblable & celle des mesures expérimentales (figure (4.41)),
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mais est surévalué pour la méme raison, a savoir des conditions cinématiques initiales erronées.
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FiG. 4.41 - Evolution longitudinale sur ’aze (z'z) de ’écart
type de la concentration en monozyde d’azote rapporté ad la
concentration initiale

Cependant, I’évolution de I’écart type de la concentration en ozone donnée par le modéle est
trés proche des résultats expérimentaux (figure (4.42)). Ceci s’explique facilement en reprenant le
raisonnement utilisé par L1 & BILGER (1996) pour commenter ces courbes. En effet, dans toute la
zone ou a lieu la réaction, cp, variera de 0 a c?)s. On verra donc peu 'influence de la dispersion sur cette
grandeur. Par contre, la concentration en monoxyde d’azote variera de 0 & une valeur maximale qui elle
dépendra directement de la dispersion, ce qui explique Iinfluence notable des conditions cinématiques
initiales sur les courbes concernant le monoxyde d’azote.

Les corrélations de concentrations rapportées aux écarts types donnés par le modéle sont semblables
a celles mesurées (figures (4.43) et (4.44)), et & peu prés constantes sur l'intervalle [~2, 2].
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Enfin, le modéle donne des flux turbulents de la fraction de mélange assez proches des résultats
expérimentaux (figures (4.45) et (4.46)). Toutefois, les conditions cinématiques initiales étant erronées,
on peut estimer que de meilleurs résultats sont envisageables.
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mélange rapportée au produit des écarts types; cas du champ
lointain auz stations A et G
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Afin de clore cette série de validations, nous allons envisager le cas d’une source ponctuelle de

monoxyde d’azote dans une turbulence de grille transportant de ’ozone. Nous passons donc ici d’une
simulation bidimensionnelle 3 une approche tridimensionnelle.

4.4.3 Source ponctuelle dans une turbulence de grille

FIG. 4.47 - Schéma de Vezpérience de BROWN & BILGER (1996)
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Nous présentons ici les résultats relatifs a la simulation numérique de I’expérience menée par
BrowN & BILGER (1996). Il s’agit d’une source ponctuelle de monoxyde d’azote dans une turbulence
de grille dopée en ozone. Ce probléme est différent du précédent puisqu’il ne peut plus étre traité
suivant une approche bidimensionnelle et nécessite une résolution tridimensionnelle.

Comme pour ’expérience de L1 & BILGER (1996), BROWN & BILGER ont étudié la réaction entre
le monoxyde d’azote et ’ozone en absence de lumiére. La source ponctuelle rejette du monoxyde
d’azote qui réagit avec I’ozone transporté par I’écoulement principal suivant la réaction

NO+ O3 —)NO2+O2+200kJ/mol

avec une constante de réaction ko égale 3 3.7 10~! ppm~1s7!.

Elle est placée a une distance égale & 3M de la grille de turbulence avec M la taille de la maille.
Les données expérimentales et les profils de la moyenne d’ensemble de 1’énergie cinétique turbulente et
de celle de son taux de dissipation ont été rappelés dans le paragraphe précédent. Seules différent les
concentrations initiales des deux constituants. Dans le cas de la source ponctuelle, BROwWN & BILGER
(1996) considerent des concentrations initiales en monoxyde d’azote et en ozone & peu prés constantes,
respectivement égales a 515ppm et 1ppm.

Le probleme est semblable a celui traité précédemment, & ceci prés que le développement du pa-
nache ne peut plus étre considéré comme bidimensionnel. On peut néanmoins considérer la turbulence
isotrope dans tout plan orthogonal & ’axe (z'z), direction principale de 1’écoulement. Ceci nous permet
d’envisager des déplacements suivant les directions (y'y) et (2'z) décorrélés. Ainsi, le modéle utilisé ici
ne differe de celui utilisé dans le cas du panache bidimensionnel (présenté dans I’Annexe V) que par
I'ajout d’un systéme de deux équations supplémentaires donnant la position de la particule suivant la
direction transversale, a savoir:

dy = wvdt
dv = —Cosg%dt-i-\/Cost

ol y et v représentent respectivement la position et la vitesse de la particule suivant la direction
transversale et o, I’écart type des fluctuations de vitesse dans cette direction.

On va donc étre conduit & résoudre a chaque pas de temps:

- le modéle stochastique lagrangien & une particule et une échelle de temps donnant 1’évolution
de la position de chaque particule dans la turbulence de grille:

((dz = Udt
dz = wdt

) dw = —Cos%dt+\/@dc
dy = wdt

K —C’osa%dt-i- VCoed(
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- le nouveau modéle de diffusion couplé au terme di 3 la chimie donnant ’évolution des concen-
trations en monoxyde d’azote et en ozone CNOm» €035 CNOn €t Co,,, de deux particules m et n
tirées aléatoirement dans une boite:

| dc;;;) s 211“L (Non = eNOm) = koeNOm Oy
! dc:i)tsm - 211“L (¢035, = €051m) = koCNOmCOs
dcgton e 211“L (cNOm = eNon) — koenoncos,

La simulation est alors rapidement limitée par la mémoire de l'ordinateur utilisé (SPARC 5). Le
nombre de particules croissant trés vite avec le temps, le plus grand nombre envisageable, soit 1.7 108
particules, pour atteindre la premiére section de mesure situde 3 X = 7 s’est avéré insuffisant pour
obtenir des résultats sufisamment précis. On ne peut alors que s’intéresser au caractére qualitatif des
résultats numériques. Les figures (4.48),(4.50) et (4.52) représentent les profils des valeurs moyennes
a la premitre station de mesure de la fraction de mélange, de la concentration en monoxyde d’azote
et de celle en ozone respectivement, et les figures (4.49), (4.51) et (4.53) les profils des écarts types de
ces mémes grandeurs. L’abscisse est ici la distance r séparant le point considéré de 1’axe (z'z):

re = y2 + 22
14 modele ——
Brown & Bilger 96 «
gaussienne ----
12 f 8
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(F) 08|
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02t
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-4 -3 2 1 1 2 3 4
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F1G. 4.48 - Profils de la moyenne de la fraction de mélange
a X =7 rapportée a sa valeur au centre du panache
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Ces figures montrent le bon comportement qualitatif du modéle et laissent espérer que ’accord
quantitatif sera obtenu des que la simulation sera effectuée sur un des ordinateurs plus puissants dont
dispose maintenant le laboratoire. Concernant ’analyse quantitative, on remarquera néanmoins sur
les figures (4.52) et (4.53) que le modeéle conduit sur ’axe & une disparition de I’ozone par réaction
avec le monoxyde d’azote plus conséquente que ce qui est observé par Brown & Bilger. Comme dans
la simulation de la source linéique, ceci s’explique par une dispersion trop faible du modéle au début
du calcul. Le monoxyde d’azote reste donc plus longtemps proche de I’axe et réagit par conséquent en
plus grande quantité avec ’ozone dans cette région. On rappelle que cette faible dispersion n’est pas
liée au modeéle & proprement parlé mais par le fait que 'effet de la source sur I’écoulement aval n’est
pas modélisé. :

Le modele utilisé est donc capable de donner des résultats trés satisfaisants, que ce soit pour des
constituants réactifs ou non. Les résultats obtenus pour le champ proche sont moins bons que pour le
champ lointain. Ceci est uniquement dii aux conditions cinématiques initiales qui ne sont pas connues
exactement.

Les simulations numériques d’une couche de mélange, d’une source linéique et d’une source ponc-
tuelle réactives dans une turbulence de grille nous ont permis de valider le modéle complet. Il est apparu
qu’il dépend sensiblement de ’évolution de la moyenne d’ensemble de ’énergie cinétique turbulente
et de celle de son taux de dissipation. Néanmoins, dés que ces deux grandeurs sont connues, la qualité
des résultats obtenus est trés satisfaisante pour le cas d’une chimie lente ou rapide. Enfin, le modéle
est capable de donner de bonnes évaluations de grandeurs trés importantes dans le cas d’écoulements
réactifs telles que les écarts types, les coefficients d’asymétrie et les coefficients d’aplatissement des
concentrations, et les flux des différents constituants.



144 4. Modéle de dispersion turbulente avec réactions chimiques




145

Conclusion

Les problémes de pollution atmosphérique devenant préoccupants, de nombreux travaux ont été
réalisés afin de simuler des écoulements ol ont lieu des réactions chimiques. Nous avons ici concentré
notre étude sur la recherche d’un modéle lagrangien de dispersion avec prise en compte des réactions
chimiques.

Le travail qui vient d’étre présenté offre une réponse trés satisfaisante, bien que partielle, au
probléme posé.

— II permet tout d’abord de faire le point sur les modeéles stochastiques de suivi lagrangien de
particules. Il apparait que ’approche de THOMSON (1987) visant & obtenir un modeéle & une
particule et une échelle de temps est la plus rigoureuse. Des simulations de dispersion d’un scalaire
non réactif ont été réalisées en turbulence homogeéne et surtout en turbulence inhomogéne, avec
ou sans flottabilité, ce qui assure une validation numérique de cette approche dans des cas peu
étudiés jusqu’alors.

— Ensuite, afin d’envisager un modéle stochastique de suivi lagrangien de particules avec réactions
chimiques, on a couplé le modéle stochastique lagrangien & une particule et une échelle de
temps & un modeéle de diffusion qui a pour but de prendre en compte l’effet de la diffusivité
moléculaire et aussi celui des plus petites échelles de la turbulence sur la dispersion. Le modéle a
'avantage d’€tre continu en temps et d’assurer une relaxation de la densité de probabilité de la
concentration vers une gaussienne en turbulence homogéne isotrope stationnaire (conformément
aux observations expérimentales), critére non rigoureusement respecté & notre connaissance par
d’autres modeles. La continuité en temps permet une extension immédiate aux écoulements
réactifs. Les réactions chimiques ne nécessitent pour leur part aucune modélisation.

On note que le modele de diffusion est tout & fait adapté aux calculs de densité de probabilité
par la méthode de MONTE-CARLO.

— Les simulations numériques d’une couche de mélange entre le monoxyde d’azote et ’ozone, d’une
source linéique et d’une source ponctuelle de monoxyde d’azote dans une turbulence de grille
dopée en ozone donnent des résultats satisfaisants. Ceux relatifs 4 la fraction de mélange, scalaire
passif, sont toutefois meilleurs que ceux concernant les constituants réactifs. On peut noter que
les expériences nécessaires a la validation de ce type de modéle sont tres délicates (BILGER et
al. (1991)) et que les mesures doivent parfois étre considérées avec prudence.

Il sera dés lors intéressant de simuler de nouveau une source ponctuelle réactive, telle que I’expérience
de BROWN & BILGER (1996), sur un ordinateur plus puissant que SPARC 5 afin d’affiner les résultats
obtenus.

Remarquons que les réactions chimiques envisagées ici sont rapides (nombre de DAMKOHLER de
ordre de I'unité). Pour des réactions trés rapides, c’est-a-dire celles dont les échelles de temps de
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réaction sont trés inférieures 3 1’échelle temporelle intégrale de la turbulence, il sera nécessaire d’utiliser
le modéle stochastique de suivi lagrangien de particules & deux échelles de temps. Ce type de réactions
se rencontre principalement dans ’eau, par exemple pour la réaction entre un acide et une base
(BENNANI et al. (1985)). Il faudra de plus s’attendre 3 une influence du nombre de SCHMIDT sur le
modele. Le temps nécessaire au calcul numérique sera bien évidemment supérieur a celui du modéle &
une échelle de temps.

La simplicité structurelle du modele permettra I’extension immédiate 3 une chaine de réactions.

Le rejet ponctuel, que nous avons simulé pour valider notre modéle dans le cas d’une dispersion
tridimensionnelle, était placé dans une turbulence de grille. La turbulence était alors supposée iso-
trope dans tout plan orthogonal 4 I’axe longitudinal, ce qui nous a permis d’envisager des équations
stochastiques d’évolution des vitesses verticale et transversale non corrélées. Si ’on souhaite mainte-
nant simuler un rejet dans une turbulence inhomogene, il faudra envisager des équations stochastiques
corrélées, ce qui semble étre un probléme ouvert (SAWFORD & GUEST (1988)).

Enfin, on peut souligner le potentiel intrinséque du modéle que nous venons de présenter. En effet,
si nous nous sommes limités 3 1’étude de 1’évolution de concentrations dans des écoulements isothermes
et & masse volumique constante, il est clair que la généralisation 3 I’étude d’un scalaire quelconque
peut étre envisagé sur les mémes bases.
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Annexe 1

Modeles de fermeture des équations
de la mécanique des fluides

On présente ici le traitement statistique des équations de la mécanique des fluides. Les fermetures
envisagées vont faire apparaitre deux nouvelles grandeurs, I’énergie cinétique turbulente et son taux
de dissipation. Les équations d’évolution de ces deux quantités sont rappelées, ainsi que les différentes
fagons de traiter ’écoulement proche d’une paroi.

I.1 Traitement statistique des équations

Toute grandeur physique ®(&,t) permettant de décrire un écoulement turbulent peut se décomposer
en une partie moyenne (moyenne d’ensemble) et une partie fluctuante:

B(7,1) = (B)(5,1) + ¢/(&,2)

Cette décomposition, dite de REYNOLDs, est surtout utilisée pour les écoulements faiblement com-
pressibles ou faiblement dilatables. Pour les écoulements compressibles, on lui préférera, notamment
pour des raisons de simplification des équations, la décomposition de FAVRE donnée par

avec -
(p)(f, t)&)(f, t) = (p(f, t)é(f’ t))

Pour fixer les idées, considérons un mélange binaire isotherme de deux fluides chimiquement passifs.
Il est déterminé en tout point M (&) du domaine d’étude par:
sa densité p(Z,t); '
sa vitesse U(Z,t);
sa pression p(Z,t);
les fractions massiques x; (Z,t) et x5(Z,t) des deux constituants.
Les équations de continuité, de conservation de la matiére et de NAVIER-STOKES s’écrivent sous
forme sans dimension !

1. On gardera par abus d’écriture les mémes notations pour les grandeurs sans dimension que pour les grandeurs
dimensionnées.
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| ag’t’)w«m = 0
<p) S+ (VT = V. Re V() = V(o))
X1+ Xz =1
%ﬁ) +V.((pyaxE) = —V<p) +(p)7 - ——V(V (@)
\ + 5 V(@) + V(@) - V. (s )

Auxquelles vient s’ajouter, dans le cas des gaz parfaits, 1’équation d’état:

(p) = 14+ yME(p)

ol
9\
Oz
d
V=| —
9y
d
\ 0z )
a ad 9
dz 0y 0z
A a ad 9
V=| — — —
Jzr Oy 0z
a a9 9
dr 9y 0=z /
et Re, Sc et My sont les nombres sans dimension de REYNOLDS, SCHMIDT et MACH:
Re =" mesure le rapport entre les forces d’inertie et de viscosité;
v
Sc= D mesure le rapport entre les diffusivités cinématique et
moléculaire du constituant 1 dans le constituant 2;
My = =2 mesure le rapport entre la vitesse de référence et la célérité
44

du son.
Dans le systéme d’équations d’évolution, il apparait donc deux corrélations, dues & la non-linéarité
des équations, qu’ il va falloir modéliser pour résoudre le systéme aux valeurs moyennes:
o " x i" est appelée tenseur de REYNOLDS et traduit I’action du flux turbulent de quantité
de mouvement;
o x} "g@" traduit I'action du flux turbulent de fraction massique.
Ces termes vont étre modélisés grace a une hypothése de viscosité de turbulence.
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1.2 HYpothéses de fermeture

L’hypothése de Boussinesq revient a considérer les termes du tenseur de REYNOLDS comme des
termes de contraintes et a les relier par conséquent au gradient de vitesse moyenne suivant une ”visco-
sité de turbulence”, fonction de I’écoulement en présence et non de la nature du fluide. En compressible,
cette hypothese s’écrit (JONEs & Mc GuIRK (1979)):

- 9 - Ae ae
(p)u" x 4" = g((p)k + p: V.8 — py(VE + Vi)
ou k est ’énergie cinétique turbulente, définie par:
k=a"xa"

On choisit ici pour la viscosité de turbulence une relation la reliant directement 3 1’énergie cinétique
de turbulence et son taux de dissipation ¢ suivant:

k2
M = Cu<P>‘€_
avec
v Ou! Ouf
e= L0k 4 Ty
2 0z; Oz
et C, une constante. Cette relation introduit deux inconnues (k et £) qui nécessitent deux nouvelles
équations d’évolution. En généralisant I’approche faite pour modéliser le tenseur de REYNOLDS, la
corrélation x{4" peut étre exprimée en fonction du gradient de fraction massique:

7 H -
//u// [ V
X1 SCt X1

ol Sc; est le nombre de SCHMIDT turbulent, habituellement pris constant.

I.3 Modélisation des équations sur k et ¢

Les équations exactes d’évolution de k et ¢ (TENNEKES & LUMLEY (1972)) contiennent de nom-
breux termes inconnus qui seront exprimés en fonction des variables principales du probleme. En
faiblement compressible ou faiblement dilatable, de nombreux travaux ont donné naissance & des
équations modélisées sur k et ¢ s’écrivant, dans les régions ol la turbulence est quasi homogeéne, sous
la forme:

(P 32+ (P)EVE

V.((n+ —’U—‘i)w) +P—(p)e

2

£ £
)VE) + Cel EP - Ce2<p>?

Oe - 17
@@ﬂ@ﬂw——vw+z
avec

P = —(p)@" & .V

et ol oy, 0., Ce1, Cea sont des constantes.
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En supposant My <« 1, le systéme fermé d’équations rendues sans dimension s’écrit finalement:

( v.g =0
M | <o 1 1
()5 +Q Vi = V. [(ReSc + Rt—sc_t')V<Xl>]
X1+ X2 =1
Q. o9 5 1, §
2 (= = —VUp*+ —Ap-TL_
< +9. (g + ) (V@ + V)| (L)
(p) =1
ok 11
(p)gy +Q-VE = V. [(ﬁe"*"Rt—ak)Vk]'*'P—@)é‘
Je = 1 1
(g +GVe = V. [(§+Rtae)v5]
\ +CaoP ~ Calp)
avec. .
([ @ = (o
1 k?
B - 9%

) Alp) = (p)—po

(P = (p)- Firpoz + g [(% + R%)V.% + (p)k]

_ [—I—Wg AN 3(<p)kiv.g)1] N

Ry (p) ()" 3°7""Ry (p) (p)
Les constantes ont été calibrées en comparant des tests numériques et des mesures expérimentales
dans le cas incompressible. ,

Pour le cas compressible ou dilatable , on prendra les mémes valeurs, a savoir C), = 0.09,C,, = 1.44
Cez = 1.92, 0k =1 et 0, = 1.3. On prendra d’autre part Sc; = 1.

Se pose alors un probléme purement numérique. En effet, plus les variations des grandeurs sont
fortes, plus le maillage dans la région concernée devra étre raffiné afin que la résolution numérique
puisse traiter ces forts gradients sans diverger. De telles régions se rencontrent notamment proche des
parois solides ou la condition d’adhérence de la vitesse 4 la paroi provoque de brusques variations des
grandeurs cinématiques. Dans ces zones, la turbulence devient fortement inhomogeéne, et les équations
données ci-dessus ne peuvent plus modéliser correctement I’écoulement. Suivant U'intérét de ces régions,
on envisagera soit un modele avec lois dites ”de proches parois”, soit un modéle dit ”bas REYNOLDS”,
soit un modele ”bi-couche”. Le premier envisage la résolution du systéme d’équations (I.1) jusqu’a une

Y
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distance & la paroi au-dela de laquelle les variations des grandeurs calculées sont modérées. Il implique
donc une perte d’information proche de la paroi mais permet d’éviter un nombre de points de résolution
trop important et par la méme un coiit en temps de calcul trop élevé. Le second résout des équations
plus détaillées. La perte d’information disparait mais le coiit temporel croit trés sensiblement. Le
dernier est un compromis entre les deux, utilisant des lois de comportement algébriques proche de la
paroi. On présente ici les deux premiers.

I.4 Modele avec lois ”de proches parois”

On utilise dans ce modeéle des lois analytiques d’équilibre permettant le calcul des conditions aux
limites & imposer a une certaine distance D, de la paroi. Au voisinage de la paroi, pour une couche
limite incompressible, I'équation de NAVIER-STOKES s’intégre suivant la direction tangentielle (CEBECI
& SMITH (1974)):

1 o(a).t

(__

1 i T
o~ W) lp, = = T

" Re On JOZZ;}—uf

ou 7, et u; définissent respectivement une contrainte pariétale et une vitesse de frottement. En
modélisant (u'v’) & ’aide d’une longueur de mélange, soit en prenant

o= QPIS@))

on obtient dans la zone pleinement turbulente la loi logarithmique suivante:

2
m = llog(ReD,,uf) +C
Us K

ou K est la constante de XARMAN. Pour la sous-couche v1squeuse ou la contrainte turbulente est
négligeable, on trouve la loi linéaire suivante:

Les valeurs de & et C, calibrées expérimentalement, sont classiquement les suivantes: kK = 0.419, C =
5.445. Le raccordement de ces deux lois est obtenu pour ReD,uy = 11.6. Proche de la paroi, on fait
I’hypothese que les équations d’évolution de k et ¢ se réduisent & un équilibre entre les termes de
production et de dissipation, ce qui conduit aux conditions aux limites pour k et ¢ suivantes:

2
U
klp, = —Z

NN
o

€_| D, = KDP

Pour les écoulements compressibles, on gardera les mémes relations. Bien qu’elles ne soient pas justifiées
de maniere rigoureuse, les résultats expérimentaux obtenus par CHUNG & NG (1982) les confirment
a condition d’introduire les variations de v avec la température. On retiendra finalement les relations
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suivantes: :
0.t
[ @i, _ ReD,u; - si ReDyu; < 11.6
us
i.t|p, 1 .
D, _ —log(ReDpug) + C'  si ReDpu; < 11.6
Uf K
4 ﬁ-{DP =0
2
u
f
klp, = Nen
"
3
u
f
\ 8JDP = K?Dp
avec

1 0ut - 1 1)\ dut
2 __ il A /) = [ = i B
Uy = (Re on 4" )JD” (Re + Rt) on Ip,

1.5 Modeéle ”bas REYNOLDS”

Dans ce modéle, on envisage une formulation des équations régissant les variations des grandeurs
moyennes légérement différentes de (I.1), en ce sens que les effets de proches parois sont ici modélisés
d’aprés I’étude du comportement asymptotique des différents termes de corrélations. De nombreuses
modélisations ont été proposées. On pourra notamment consulter I'article de PATEL et al. (1985), qui

comparent les principales. Par exemple, le systéme (I.1) devient suivant la modélisation de MICHELASSI
& SHI (1991)

( v.Q = 0
0% = 1 1
WXy GV = V. [(resﬁr;sct“xﬁ)]
X1+ X =1
aq Q ~ .. 1.3
_‘5?+V-(;*Q) = —V{(p) :Efpm
) +V. [(E ) (V@ + W@)]
(p) =1
ok - 1 1
<p)E+Q.Vk = V. [(E-i- 'R;—U;)Vk] + P —(p)e+n
d - 1 -
<p)a—i + Q.V€ = V. [(E + —RQ—U)gra‘dg]
2
{ +CEI%P, ‘Cs2<p>%f2fe+E




Présentation du modéle k — ¢ standard

avec:

PI

Rt

fa

fe

R

1 — ezp(—0.0004exp(1.2RY*)) /exp(—0.0004)

L

L,
k3/2

£

K@l

0.004 1
| /2 Ry g

'L Q @, 2
i (V<p)+v<p)) (<)
Rek—2

g

2
1- 2.226xp(—£3261)

1 - ezp(—/Rr)
<p)

(u), k)i, k

Les valeurs des différentes grandeurs 3 la paroi seront:

( ﬁparoi =0
9xa
o =0
kparoi =0
0k\?
Eparoi = (a—n) /(QkRe)

C? . Q
AR R
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Annexe I1

Constantes de réactions

Les valeurs données ci-dessous sont issues de SEINFELD (1986).

Réaction

Constante de réaction

NO;+hv — NO+ O
O+03+M — 03+ M
O3+ NO — NOy 4+ O,
O3+ hv — O(1D) + O2
O(D)+M —O+M
O(*D)+ H,O —s 20H*

CO +OH* — CO2+ HOS
HO;+NO — NO2+OH*
OH'+N02 —s HNO3
HCHO + hv — 2HOS + CO
HCHO+ hy — H, +CO
HCHO +OH®* — HO3+CO + H,O

k, dépend de l'intensité lumineuse
2.17 108(T/300) =23 m3mol—2s~!
1.32 108ezp(—1430/T) m3mol-1s~!
0.0028%,

1.75 107 m3mol~1s~1

1.32 10® m3mol~1s7!

1.32 105 m3mol~1s7!

2.23 10%ezp(240/T) m3mol~1s71
6.62 10 m3mol~1s~1

dépend de l'intensité lumineuse
dépend de I'intensité lumineuse
6.62 10® m3mol~1s~!
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Annexe III

Signification de 1’expression ”méme
structure locale qu’un processus a
incrémentations indépendantes”

Soit le couple de variables vectorielles & composantes réelles (Z, @) suivant un processus markovien
tel que:

- o 7 et ¥ sont des fonctions continues du temps vérifiant

daz
dt

='E[;

— o le processus a la méme structure locale qu’un processus 3 incrémentations indépendantes.

On a vu dans le chapitre 3 que P’évolution de (Z, %) peut étre décrite par le systeme d’équations
stochastiques:

dZ = 1udt

du; = a; (%, U, t)dt + b,‘j(f, i, t)de

ol le vecteur @ et le tenseur b sont fonctions de T, ¥ et ¢, et les incrémentations d¢; suivent une loi
gaussienne centrée de variance dt et vérifient

(d€:dCs) = 8;5(t)dt.

Afin de rendre tout a fait claire cette formulation, nous rappelons la signification donnée par
THOMSON (1987) de "méme structure locale qu’un processus a incrémentations indépendantes”.

Soit alors X(¢) un processus de MARKOV continu dans R® otl R est I’ensemble des réels (X(t) =
(Z(t), 4(t)));
soit II(X;¢[Y}; s) la densité de probabilité (d.d.p.) de transition liée a ’événement ”le vecteur considéré
est en X a I'instant t sachant qu’il se trouvait en Y 3 linstant 77;
soit

(X5 t|Y;7) = I(X + Y;5¢+ 7|Y;7)

la d.d.p. de l'incrémentation sur Vintervalle [7, 7 + t];
soit

a8 Ys) :/exp(ix-a)q(x;tlY;r)dx
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la fonction caractéristique de ¢. Si X était un processus stochastique continu & incrémentations sta-
tionnaires indépendantes, on aurait ¢ indépendante de Y et T, et

4(0;ts + t2) = §(0;1)q(6; t2)

Ainsi, § s’écrirait:

avec j une fonction continue telle que
: . g=1
0) = lim ——
i ) tl—r>r(1) t

cette limite étant uniforme sur chaque sphere |9] < M.
On dit alors que "méme structure locale qu’un processus 3 incrémentations indépendantes” signifie
que la limite
. . G—-1
Jj0,Y, )= }l_l‘)%—'t—

existe et est uniforme sur chaque sphere || < M, est continue, et dépend de fagon réguliére de Y et
T.
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Annexe IV

Exemple de processus itératif pour la

détermination de la fonction de

densité de distribution ”mmi”

On a vu dans le chapitre 3 que, moyennant la connaissance des N premiers moments p;(z) du
champ vertical de vitesse turbulente, la fonction qui approche le mieux la fonction de densité de
distribution gg des particules fluides dans I’espace des phases s’écrit (DU & WiLsoN (1994b)), si la
masse volumique est constante et égale & po:

N
9™ (2, w) = poezxp (—Z)\k(z)wk)
k=0

avec les fonctions Ag(z) données implicitement par:

pi(z) = /+ wlexp (— > )\k(z)wk) dw.
k=0

-0

Le probléme de recherche de racines:

”Trouver les A vérifiant

+oo N
i = / wiezp (— 3 )\kwk) dw j=0,. N
k=0

-0

va étre remplacé par une recherche d’extremum:

”Trouver les A; annulant

N +oo N 2
I(Xoy ., AN) = Z (p]- —/ wexp (—- Z )\kwk) dw) 7.
1=0 —o0 k=0
Posons alors
A= Qo ..y AN).

On initialise le processus de recherche du minimum en prenant

A=A°
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quelconque (mais vérifiant A}, supérieur strictement & 0), et on se dirige suivant la ligne de plus grande
pente de I(A°), soit dans le sens opposé au vecteur grads|poe:

A=A —vgradsjpo v>0

Suivant cette direction, [ devient une fonction de v uniquement. On réitére ce schéma jusqu’a ce que
! soit inférieure & une erreur ¢ fixée. Llerreur ¢ que l'on calcule portera donc sur ! et non sur A.
Nous allons donc dans un premier temps estimer ’influence de A° et de €1 sur I’ erreur commise sur
la détermination de A.

Pour envisager les différents tests de validation du calcul de A, on se place dans les conditions
expérimentales de DEARDORFF & WILLIS (1985), utilisées par LUHAR & BRITTER (1989), afin de
pouvoir comparer nos résultats 3 des résultats numériques et expérimentaux. Il s’agit d’une couche
limite convective. On calcule A et on en déduit la fonction de densité de distribution "mmi” 3

Zl = 05
et

Z9=0.75
ou

Z; = z/8,

& étant ’épaisseur de la couche limite. On choisit, pour les quatre premiers moments, les mémes profils
que ceux utilisés par LUHAR & BRITTER (1989). Comme nous retenons les quatre premiers moments
auxquels on joint la condition de normalisation sur la fonction de densité de distribution, A sera
donc un vecteur & 5 composantes. On utilise en outre les données de DEARDORFF & WILLIS (1985)
suivantes:

Z | wi(ms™1) d(m)
048 | 831073 |16.9102
0.79 | 8.310°3 17102

ol w, est ’échelle de vitesse convective donnée par:

w, = (gaQod)' /3.

On reconnaitra dans cette expression 1’accélération gravitationnelle g, le coefficient d’expansion ther-
mique « et le flux cinématique de chaleur 2 la surface Q) (WiLLis & DEARDORFF (1974).
A a été calculé A partir de deux valeurs initiales

A} =(0,0,1,0,1)
et
A9 =(1,1,1,1,1),
avec deux erreurs sur /,
g =1.10"*
et
ef =5.107°.

Nous appellerons A;; la valeur finale de A; obtenue avec eps]. A Z fixé, écart entre A, et A3 diminue
avec £;. On trouve par exemple 3 la cote mise sous forme sans dimension Zy que

sup{|Ai1k — A1k} k=04 = 3.61075
sup{|Miz,k — Aoz k| k=04 = 2.1075.
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Néanmoins, cette différence est tres faible. Ceci prouve que, dans ce cas précis, les A suivent le méme
chemin de convergence. Par contre, nous obtenons des écarts sensibles entre A;; et A3, indépendamment
des valeurs initiales. On trouve ainsi que

sup{| i1z — Aiz,k| }r=0,a = 0.30

a Z) et 0.81 a Z,. L’influence de ces écarts sur les fonctions de densité de distribution calculées en Z,
et Z, est mise en évidence par les figures FiG (IV.1) et (IV.2).

R4 H L] Ll
14 - gE(0.50) pour em=1e-4 —— |
‘ £E(0.50) powr erra5e-6 ———
12 -
1+ .
08 .
gE
06 | A
04 |- \\ J
AN
02 F g
0 L 1 L
2 05 1 15 2
w
Wy

F1G. IV.1 - Influence ¢ Z = 0.50 de l’erreur ; sur la fonc-
tion de densité de distribution

14l gE(0.75) pour err=1¢4 — |
. gE(0.75) powr err=5¢-6 ——-

0s |
gE
06 |

04 |

02 ¢

FI1G. IV.2 - Influence ¢ Z = 0.75 de lerreur g; sur la fonc-
tion de densité de distribution
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Il apparait que &; devra étre de 'ordre de la précision machine pour obtenir une bonne approxi-
mation des différents moments. On remarque en particulier que le calcul de A est souvent accéléré et
plus précis lorsque ’on envisage, comme cela vient d’étre fait, la résolution avec des grandeurs mises
sous formes sans dimension, car l’erreur calculée est alors une erreur relatjve. Quoi qu’il en soit, le
coiit temporel de ces calculs reste important. Ainsi, dans le cas test de WILLIS & DEARDORFF (1976)
envisagé dans le chapitre 3, une heure est nécessaire pour l'obtention sur SPARC 5 des valeurs de A
a 11 cotes équiréparties sur 1’épaisseur de la couche limite.

Les fonctions de densité de distribution obtenues avec € & Z) et Z, ont été comparées 3 celles de
LUHAR & BRITTER (1989) et de DEARDORFF & WILLIS (1985) (F1G (IV.3) et (IV.4)).

1.2 T — T T T T
E mmi pour err=5¢-6 —
Luhar & Britter (1989) ——
] g_E Willis & Deardortf (1984) -
08 |
JE 0.6
04
02 F
0

Fic. IV.3 - Comparaison de fonctions de densité de distri-
bution d la cote mise sous forme sans dimension Z = 0.50
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1.2 T T T T T T
R d_E mmi pour err=5¢-6 ——
Y g_E Luhar & Britter (1989) ——
1 | g_E Willis & Deardorff (1984) -«
1F H 4
08 .
gE 06} '
04 | :
0.2 F E
0 1
-2 -1.5 2

Fi1G. IV.4 - Comparaison de fonctions de densité de distri-
bution d la cote mise sous forme sans dimension Z = 0.75

Nous nous approchons plus des résultats numériques de LUHAR & BRITTER (1989) que des
résultats expérimentaux. Cela s’explique aisément par le fait que les expressions que nous avons prises
pour les moments sont celles considérées par ces auteurs et ne sont qu’une approximation plus ou
moins juste des moments physiques.

Ce modéle itératif de calcul de la fonction de densité de distribution ”mmi” est trés satisfaisant en
ce qui concerne les résultats, mais demeure un procédé trés cher au niveau temps de calcul. Néanmoins,
on pourra a présent utiliser les librairies Fortran installées sur les nouveaux ordinateurs (librairie NAg
par exemple) pour optimiser ce processus.
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Annexe V

Méthodes numériques utilisées

On présente ici les processus numériques importants pour réaliser les calculs présentés dans cette
these.

V.1 Construction d’une variable aléatoire de densité de probabi-
lité gaussienne

Les calculs ont été effectués sur SPARC 5. Cet ordinateur met 3 la disposition des utilisateurs
un processus aléatoire (rand(0)) censé donner une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur
Iintervalle [0, 1]. La figure (V.1) présente la densité de probabilité (d.d.p.) que I’on trouve pour cette
variable en effectuant 10° tirages et en prenant des intervalles de comptage d’amplitude 0.01.

12 T T T T

08 | -
ddp.  °of 1
04 | -

02 .

X

Fig. V.1 - d.d.p. obtenue avec 10° tirages de la variable
aléatoire z = rand(0)
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La d.d.p. est tres proche de celle de la loi uniforme. Nous utiliserons dés lors le processus aléatoire
rand(0) lorsque nous aurons besoin d’une variable aléatoire suivant une loi uniforme.

On va alors construire une variable aléatoire suivant la loi normale, c’est a dire ayant une d.d.p.
gaussienne de moyenne nulle et d’écart type unitaire, en appliquant le théoréme central limite.

Théoréme central limite: Soient N variables aléatoires indépendantes X,, X,,..., Xy dis-
tribuées identiquement, chacune de moyenne m et d’écart type o avec

—o00o<m<oo

et

0<o<oo;

alors la distribution de la variable

((X) —m)
a/\/N

(X) =(i X") /N

=1
tend vers la loi normale lorsque N tend vers Dinfini.

Ce théoréme est vrai pour N tendant vers Pinfini, ce qui n’est pas réalisable numériquement. I]
va falloir trouver un compromis entre précision et temps de calcul. On a appliqué le théoréme 2 la
variable aléatoire X = rand(0) de moyenne et d’écart type

pour N égal a 5,20 et 50. La d.d.p. a été construite 3 partir de 10° réalisations de la variable aléatoire,
avec des intervalles de comptage d’amplitude 0.01. (figures (V.2)-(V.4)).
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0-6 T T T L T T 1 T L] T T T L}
ddp.calases = ddp. calodee —
¥ normale — normale —
(-3 J
01
04 J
a a
3 03t 1 3 001
02} 1
0001
01 1
0 00001
4 4
F1G. V.2 - d.d.p. obtenue en appliquant le théoréme central limite avec N = 5
0'6 L) T ¥ L} T L] 1 L} T T T L] T
ddp. calclee — ddp. calakoe ——
i normale = i normale —
ost ]
01}
04 1
§ o3} - § oo
oz} :
0001 |
01F L y
0 0.0001 L L L
4 4 4 3 2 -1

Fi1G. V.3 - d.d.p. obtenue en appliquant le théoréme central limite avec N = 20
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o-s T T T T T T 1 L] T L3 T 1 L)
ddp. caloulos — ddﬁm_
i normale — i normale

0S5

01f

04

ddp

03t 001}

ddp

02¢

0001 ¢+

01}

F1G. V.4 - d.d.p. obtenue en appliquant le théoréme central limite avec N = 50

Compte tenu de ces résultats, on considéra que N = 20 suffit 3 créer la variable aléatoire souhaitée
avec une précision satisfaisante.

V.2 Construction des "boites de mélange”

Afin de fixer les idées, plagons-nous dans le cas d’une dispersion turbulente uniquement suivant la
verticale, et supposons la vitesse longitudinale U constante et la vitesse transversale nulle. Les boites
de mélange dégénérent en segments verticaux.

A la #*™ itération, les particules modélisées se situent sur une droite verticale située & ’abscisse
z' égale & UAL, oll At est le pas de temps. Elles sont soumises & une dispersion turbulente verti-
cale. POPE (1985) propose de prendre une taille de segment ”petite” devant I’échelle de longueur de
I’écoulement.

Nous avons choisi de prendre une taille d' de segment égale & 1.650%,At!, oi étant I’écart type de
la vitesse verticale turbulente, car en turbulence homogéne 90 % des particules ont un déplacement
inférieur a cette valeur pendant At*. Néanmoins, les calculs effectués avec des segments de taille o} At!
ont donné les mémes résultats. La taille pertinente des segments est donc de I’ordre de ol At

On consideére alors L’ ’étendue du domaine d’étude et d: la distance maximale séparant de I’axe
maxr p

une particule contenant un réactif issu de la source, ainsi que n' le nombre de particules rajoutées
Lt L1 i—1 Lt
aléatoirement entre les cotes -y et — 5 et entre les cotes 5 et CR

Le nombre de segments N* sera choisi tel qu’une particule contenant un réactif issu de la source
est séparée d’une distance au moins égale 3 trois segments de la limite verticale du domaine.

1. Les grandeurs indicées par 1 seront relatives 3 la 1¥™¢ itération.
gr p
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Les inconnues N*, L' et n' seront données par:

= (o (5) o))

Li —_ Nidi

\

nt = E((Li——ILi"l)np)

ol 7, est le nombre moyen de particules par unité de longueur (fixé initialement) et E représente la
fonction partie entiére.

1 T
On imposera une condition de réflexion aux cotes —— et — (ce qui signifie tout simplement que

si une particule de 1’écoulement porteur sort du domaine d’étude, elle est remplacée par une autre
ayant la méme composition).

V.3 Algorithme utilisé pour le suivi avec réactions chimiques

Initialisation

e découpage du domaine d’étude en segments

igs i : . (p0 0 .0 0 0 .
® positionnement des n' particules: (z°, 27, 7, €j4, €3p) j=1,...ni

Boucle en temps

o détermination de 'incrémentation temporelle:

: : 20t ?
At = 0.05T; = 0.05—%
L ng,

e détermination de 1’abscisse commune:
dz = Udt

e détermination de la cote et de la vitesse verticale de chaque particule par le modéle stochastique
a une particule et une échelle de temps:

dz = wdt

dw

w
—Co&";?dt + vV Co&"dc
w
et repérage du segment contenant la particule
e sur chaque segment, application du modéle de diffusion, continu en temps, & I’ensemble des

paires de particules choisies aléatoirement, auquel on couple, pour chaque particule, le terme de
réaction chimique. Ainsi, pour chaque paire (m,n) de particules, on devra résoudre:
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( dcma 1
i ﬁ(% = Cma) = keCmacmp
denB 1
e E(%B = ¢mB) — kcemacmp
S
depa 1
dt = E(Cmfl - CnA) - kcanan
de.p . 1
i ﬁ(cmB ~ nB) — keCnacqB
e calcul de (c,), (), (cgz), (wc}), ..., en moyennant sur chaque segment

V.4 Schémas numériques utilisés

o Modéle stochastique du suivi lagrangien

On a résolu le systeme d’équations (ici pour une turbulence homogene
y q p g

dr = Udt
dz = wdt
dw = —cosaﬂzdtJr\/cosdc

par un schéma d’Euler. La condition imposée sur le pas en temps du modéle, & savoir que At
est égal a 0. 05TL, assure une précision suffisante. Le systéme d’ équations s’écrit alors sous forme

discréte:
( zi+1 — :l:i + UAti
wit! = w'- Co&"z?Atz 4+ 1/ Coe? X1+1
U‘w
] i+1
AHl = i n w? +2wz Ati

e Mélange et réactions chimiques

Soit la réaction chimique irréversible isotherme du second ordre de constante de réaction k.:
A+B—P k.

L’évolution des concentrations en espece A et B de chaque paire (1,2) de particules choisies
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aléatoirement a chaque incrémentation temporelle est donnée pour le modéle par:

( dClA 1

dt = ﬁ(cu — ¢14) — kccr4C1B
dag _ L(c —c1B) — kecrac
i~ Ty 2B — C1B cC1AC1B
4
dC?A 1
el ﬁ(clA — c24) — kecaacop
dezp = ( c2B) — kcca4c
= —/c — —
\ dt 2TL 1B 2B cC2AC2B
ce qui peut s’écrire:
ciA -1 0 1 0 Ci14 C1AC1B
i C1B _ _1_ 0 -1 0 1 CiB —k CiAC1B
dt | ca24 Ty 1 0 -1 0 CaA | coacoB
C2B : 0 1 0 -1 2B C2AC2B
En posant
C14
V= B
C24
¢2B
-1 0 1 0
0 -1 1
A= 1 0 -1 0
0 1 0 -1
et
¢1AC1B
NE(V) - | aaas
C2AC2B
C24C2B
’équation se met vectoriellement sous la forme:
dv 1
—_— = — —_ k =
7 2TLAV NL(V) = F(V)

On applique alors le schéma d’ordre 2 en temps de RUNGE-KUTTA:

Vi+l = Vi + %Atz(Ml + MQ)

avec .
Ml = F(Vz)

M, = F(Vi4A#M,)
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Méthodes numériques utilisées

¢ Remarque importante

Dans le cas du mélange non réactif, le terme non linéaire disparait et 1’évolution de V est donnée
par:

dv 1
- A
dt 2T7, v
Cette équation a pour solution algébrique:
V=ezp (—l—tA) Vo (V.1)
2Ty,

Le développement limité de 1’exponentielle d’une matrice carrée X s’écrit:

1 1
ezp(X) =I+X+5X2+...+EX"+...

or
A" = (=1)""1nA

. . 1
ce qui entraine, en remplagant X par (——tA):
2Ty,

1+( = )tA 21( ! )2t2A+ + (1) (L)nt"fw
°T, o1 \ 2T nl \2T}
[ /1 1./ 1)\2 1 1\"
= T—t|- (s )+ =2 (o) td ot (—1)"=n (=) =1y
| (QTL)+2!2(2TL) Tt D) n!n(QTL) T4

[ ¢ 1/ t \2 1/ —t\"
= T-t|1-({=—)4=(—=— o = [ —
I _1 (QTL) + 2! (QTL) + + n! (QTL) + ] 4

1
—tA
erp (QTLt )

En reportant cette expression dans (V.1), on obtient finalement:

t t
V=l gmer (o) 4]

Dans le cas considéré, on aura & chaque pas de temps la solution analytique:

: At At :
Vit = |14 — —— | Al V?
[ +2TL6‘”’( 2TL) ]

Ainsi dans le chapitre 4, pour ’étude du mélange seul on utilise cette solution analytique, et
dans le cas du mélange avec réactions chimiques le schéma de RUNGE-KUTTA d’ordre deux.
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ABSTRACT

The aim of this work is to build a stochastic Lagrangian model of particles tracking
which takes into account chemical reactions between the different species encountered
in the flow.

The first chapter briefly deals with different kinematic existing models. The com-
plexity of atmospheric chemical reactions is then highlighted through the example of
nitrogen oxides ones. Lagrangian approach is chosen to consider reacting flows, as it
seems more appropriate than Eulerian approach to local phenomena such as diffusion
and chemical reactions.

The modeling of the convection in isotropic turbulence by stochastic Lagrangian mo-
dels based on a Langevin equation is presented in the second chapter. In order to establish
the link between Lagrangian and Eulerian formulations, the Fokker-Planck equation de-
duced from the one particle one time scale stochastic model is determined. This model is
applied to the case of a temperature source line seeding a grid generated turbulence. The
validation is performed by comparisons of the numerical results to experimental data.

The third chapter begins with a summary of the different extensions of the one particle
one time scale stochastic model to inhomogeneous turbulent flows. The model of Thomson
(1987) will be retained as it appears to be the more rigorous relatively to the hypothesis.
Many types of rejections in inhomogeneous turbulence are simulated, which will allow to
check the influence of different parameters on numerical results. To end with this chapter,
a model including buoyancy effects is presented and tested in the case of a ground level
source in a neutral boundary layer.

The last chapter is devoted to reacting flows. The one particle Lagrangian approach
has needed the use of a mixing model within the tracked particles. Starting from a
more general formulation than the diffusion model of Hsu & Chen (1991), the condition
it has to satisfy for the concentration probability density function to relax towards a
Gaussian shape in isotropic turbulence is established. The new one particle one time
scale stochastic model including mixing process is successfully applied to different cases
of reacting species mixing experiments in grid generated turbulence which are:

- a turbulent mixing layer between ozone and nitrogen monoxide;

- a line source of nitrogen monoxide in a main flow of ozone;

- a point source of nitrogen monoxide in a main flow of ozone.
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