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Introduction Générale

L'étude de la stabilité hydrodynamique d'écoulements faiblement compressibles
reste un domaine encore peu exploré. Ces écoulements donnent lieu à des appli-
cations dans des domaines variés. En aéronautique externe les tourbillons de bouts
d'aile d'avions de grande taille mettent en jeu des vitesses telles que les stratifications
de densité ne peuvent être a priori négligées. La déstabilisation de ces structures est
critique dans le souci de diminuer les distances de sécurité entre appareils. En aé-
rodynamique interne, la stabilité des écoulements dans les chambres de combustion
joue sur les propriétés de mélange. Une application intrinsèquement compressible
est celle de la réfrigération acoustique. Or la compressibilité, même faible, peut si-
gnificativement changer les propriétés de stabilité / instabilité d'un écoulement. Un
écoulement compressible supporte en effet trois modes de perturbation. En sus du
mode de vorticité (seul mode dans le cas incompressible) sont présents des modes
acoustique et entropique [Kov53], ce dernier reflétant des inhomogénéités de tem-
pérature. Par la non-uniformité du champ de base, et tout particulièrement par sa
vorticité, ces trois modes peuvent interagir de manière complexe. De plus le champ
de base est lui-même modifié par la compressibilité. La dynamique de perturba-
tion est donc plus riche et le comportement faiblement compressible peut signifi-
cativement différer du comportement strictement incompressible, ce qui justifie les
études faiblement compressibles. En revanche, la faible compressibilité induit des
difficultés de mise en oeuvre aussi bien des méthodes numériques qu'analytiques.
Pour les études numériques, l'examen de petites perturbations nécessite des outils
de calculs peu dispersifs et peu dissipatifs. Une difficulté majeure consiste alors à
formuler des conditions limites adéquates. Elles doivent en particulier ne pas géné-
rer de réflections parasites des ondes acoustiques aux frontières non physiques du
domaine (typiquement aux sorties). Pour les études analytiques, le petit nombre de
champs de base connus analytiquement est un facteur restrictif. De plus, le traite-
ment analytique exige souvent des simplifications. Parmi celles-ci on peut citer la
restriction à certaines interactions modales (certains couplage entre les modes de
vorticité, acoustique et entropique sont explicitement exclus), la limitation à des
classes particulières de champs de base, ou l'examin de perturbations de longueur
d'onde sélectionnée. Nous mentionnerons ici quelques théories linéaires utilisant un
mélange de ces simplifications.

La théorie de la distorsion rapide étendue au cas faiblement compressible per-
met de déterminer l'évolution temporelle de statistiques d'un champ turbulent ho-
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6 INTRODUCTION GÉNÉRALE

mogène, et en particulier celle de son énergie cinétique. Le champ de base est un
écoulement à gradient S spatialement uniforme. Les perturbations comprennent les
deux modes de vitesse : vorticité (solénoldale) et partie dilatationnelle (à divergence
non nulle). Les modes de perturbations sont des combinaisons de modes de Fourier
dont le vecteur d'onde dépend du temps. L'écoulement de base n'introduit aucune
échelle de longueur, seulement l'échelle de temps S, de sorte que toutes les longueurs
d'onde de la perturbation sont admises. Malgré leur disparité d'échelle de longueur,
d'autant plus significative que le nombre de Mach est petit, les modes de vorticité
et acoustiques peuvent donc être combinés. En revanche, l'homogénéité statistique
est incompatible avec la présence d'un mode entropique significatif : la théorie reste
homoentropique. Les résultats principaux sont résumés dans Simone et al. [SCC97]
et comparés avec succès à des simulations numériques directes. Un paramètre imp or-
tant est le nombre de Mach de gradient M = Si/c, où I est une échelle de longueur
des structures énergétiques et c la célérité du son. On notera que le mode dilata-
tionnel n'est pas nécessairement couplé à la pression fluctuante sous forme d'onde
acoustique. En cas de compression irrotationelle, le taux de croissance temporelle
de l'énergie cinétique de la perturbation augmente quand le nombre de Mach de
gradient croît. À la limite infinie, le mode dilatationnel de vitesse est complètement
découplé de la pression ("pressure-released mode"). En présence de cisaillement par
contre, la partie rotationnelle du champ de base introduit une rétroaction entre
modes dilatationnel et vortical de vitesse. On peut alors distinguer différentes pé-
riodes : pour les faibles temps, le taux de croissance temporelle augmente avec le
nombre de Mach de gradient (effet déstabilisant). Pour des temps plus élevés, le
taux de croissance temporelle diminue quand le nombre de Mach croît.

La théorie WKB (Wentzel, Kramers, Brillouin) [LH91, ES78] ondes courtes peut
s'affranchir des conditions contraignantes d'uniformité spatiale du gradient de vi-
tesse. Il n'a pas d'hypothèses restrictives sur le champ de base. En particulier le
champ d'entropie porteuse peut être non uniforme. La méthode consiste à suivre au
cours du temps, le long de chemins caractéristiques, des perturbations ondes courtes
initialement localisées. Mathématiquement la méthode permet de réduire le système
différentiel partiel régissant la perturbation à un système différentiel ordinaire. On
peut ainsi obtenir analytiquement des conditions suffisantes d'instabilité. Il est ana-
lytiquement aisé de suivre les perturbations inertielles le long des trajectoires de
base. Les seuls modes considérés sont alors les modes entropique et vortical. Notons
que ce dernier est exclu par la théorie de la distorsion rapide. En revanche, les per-
turbations acoustiques sont exclues de la méthode WKB. D'une part la disparité
d'échelle (de deux à trois ordres de grandeur pour un nombre de Mach M = 0.3,
et d'autant plus grande que le nombre de Mach est petit) les exclut. WKB est en
effet une méthode asymptotique à grands nombres d'onde. D'autre part, la limita-
tion est d'ordre technique pour des nombres de Mach plus élevés. La méthode des
rayons peut réintroduire les courbes caractéristiques des rayons acoustiques, mais le
traitement est compliqué par les possibilités d'intersection des rayons acoustiques
et leurs réflections contre les parois (caustiques). On peut noter que la méthode
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exposée par Eckhoff et Storesletten [ES78] pour les perturbations inertielles com-
pressibles suivies le long des trajectoires ne revient pas aux équations de la théorie
de la distorsion rapide à l'ordre dominant. Au contraire, en incompressible strict, les
équations WKB [LH91J sont exactement les équations de Townsend de la théorie de
la distorsion rapide [CS99].

La dernière théorie linéaire ici mentionnée est la théorie de Ribner (1954), aussi
connue sous le nom de "Linear Interaction Approximation". Elle traite du passage
de perturbations au travers d'un choc infiniment mince. Les premiers auteurs se
limitent à un unique mode de perturbation. Fabre et al. dans [FJSO1J introduit
un formalisme permettant le même traitement de tous les modes possibles. Les
perturbations sont décomposées sous forme de modes de Fourier. La surface de
discontinuité peut aussi être affectée de déformations sinusoïdales couplées avec les
perturbations. En raison de son épaisseur nulle, le choc n'introduit aucune échelle
de longueur caractéristique, et il n'y a pas coupure a priori des ondes acoustiques
(comme dans [ES78]) ni suppression des ondes entropiques (comme dans [SCC97J).
La fonction de transfert entre la perturbation tri-modale à l'amont du choc et sa
transformée à l'aval, est donc très riche. Un des résultats les plus étonnants est
la prédiction théorique de la transformation en paire de tourbillons d'un spot de
température, en excellent accord avec la simulation numérique directe. Évidement
la transformation ne vient pas d'un champ de base, mais des relations de saut de
Rankine-Hugoniot qui caractérisent le choc.

Ceci donne un bref aperçu des simplifications utilisées tant sur les couplages
modaux que sur les nombres d'onde de perturbation ou sur le champ de base pour
pouvoir mettre en oeuvre une théorie analytique. Ces théories sont toutes quasi non
visqueuses. La prise en compte d'une instabilité due à la viscosité, en sus de l'effet de
compressibilité, présente des difficultés analytiques beaucoup plus grandes encore.
Dans ce cas, le recours à la simulation numérique s'impose.

Nous allons illustrer la dynamique plus riche de perturbation et le changement
éventuel des propriétés de stabilité entre les cas strictement incompressible et fai-
blement compressible par deux études

La première étude a pour application les écoulements tournants débitants
(tourbillons de bouts d'aile ou chambre de combustion par exemple). Elle repose
sur l'examen par une méthode WKB ondes courtes de la stabilité d'un fluide non
visqueux en conduite infinie. Il est animé d'un mouvement de giration et d'un mou-
vement axial. Outre l'établissement analytique d'un critère suffisant d'instabilité,
nous présenterons les résultats d'une analyse en modes propres et comparerons les
deux approches. L'étude est intitulée Stabilité d'un écoulement compressible
en giration en conduite cylindrique et est exposée dans les pages 9 à 96.

La seconde étude a trait à la transition sur les ailes en flèche. Un modèle
pour l'instabilité au bord d'attaque est l'écoulement de Hiemenz. Des études in-
compressibles en existent. À l'aide d'une simulation numérique directe temporelle
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nous procédons à une étude dans le domaine faiblement compressible. Le dévelop-
pement de conditions limites adéquates (i.e. maintenant le champ de base et non
réfléchissantes pour la perturbation) est ici critique. Nous présenterons les résul-
tats d'une étude de réceptivité interne. Nous suivrons en effet au cours du temps
l'évolution de perturbations initialement localisées dans la couche limite. L'étude est
intitulée Simulation numérique directe des instabilités dans l'écoulement
tridimensionnel compressible de Hiemenz et est exposée dans les pages 97 à
277.
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Introduction

L'étude de la stabilité des fluides en rotation offre de multiples applications, allant
de l'aéronautique à la réfrigération acoustique en passant par le mélange en chambre
de combustion. La plupart des études concernent des écoulements incompressibles.
Or, pour les domaines d'application envisageables, cette hypothèse n'est a priori pas
évidente. On peut ainsi citer l'étude de la stabilité de phénomènes géophysiques de
moyenne échelle tels les cyclones et de phénomènes astrophysiques de grande échelle
tel le comportement des atmosphères de planètes [Gan75]. Une application plus
industrielle est celle de l'éclatement tourbillonnaire. Dans le cas d'avions de grande
taille, les tourbillons de bout d'aile possèdent en effet des vitesses suffisamment
élevées pour créer des stratifications de densité telles que la compressibilité ne peut
être a priori négligée [ES78]. Dans les générateurs de tourbillons et les chambres de
combustion, la compressibilité ne peut pas non plus être négligée [Soz69].

Nous nous intéresserons à la stabilité d'écoulements compressibles en rotation,
avec vitesse axiale débitante (W) parallèle à l'axe de rotation (écoulements héli-
coïdaux compressibles). L'extension axiale est infinie. Le champ de base dépend
exclusivement de la coordonnée radiale r, distance à l'axe de rotation. La vitesse
azimutale est notée V et la vitesse de rotation est = V/r. Nous examinerons la
stabilité temporelle de ces écoulements hélicoïdaux compressibles vis-à-vis de petites
perturbations. La méthode classique d'étude de stabilité linéaire consiste à linéariser
le système des équations régissant le mouvement autour d'un écoulement de base et
à développer la perturbation en modes normaux dépendant des nombres d'onde et
fréquence de la perturbation. Une résolution numérique permet d'obtenir le spectre
et les modes normaux associés aux valeurs propres. Dans le cas d'une étude de stabi-
lité temporelle, à nombres d'onde fixés, le caractère réel ou complexe de la fréquence
détermine le caractère stable ou instable de la perturbation donnée. Dans le cas
général, une résolution analytique visant à déterminer valeurs et fonctions propres
n'est envisageable qu'au prix de simplifications topologiques de l'écoulement por-
teur, notamment de symétries. En revanche moins de simplifications sont requises
pour obtenir analytiquement des conditions nécessaires ou suffisantes de stabilité,
sans information relative aux fonctions propres.

Les premiers résultats analytiques remontent aux travaux de Lord Rayleigh réa-
lisés entre 1880 et 1890 et concernent un écoulement incompressible, non visqueux
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16 INTRODUCTION

et plan [Ray2O, Collected Works]. Par une méthode de conservation énergétique,
il montre qu'une condition nécessaire et suffisante de stabilité pour des perturba-
tions axisymétriques est que le carré de la circulation croisse monotonement avec
la distance à l'axe de rotation (' > O, avec le discriminant de Rayleigh). La
condition est étendue par Howard et Gupta [HG62] dans le cas où une vitesse axiale
non uniforme est présente. Howard et Gupta considèrent des modes normaux en
temps et dans la direction axiale. La perturbation est axisymétrique. Par une mé-
thode reposant sur l'intégration dans la direction radiale de l'équation linéarisée
régissant la perturbation écrite en modes normaux, ils montrent qu'une condition
suffisante de stabilité est que le nombre de Richardson Ri soit partout supérieur
à 1/4, avec Ri = /W'2, et W' la dérivée radiale de la vitesse axiale. Ils notent
que, par rapport à un écoulement cisaillé, la vitesse azimutale crée un effet analogue
à un champ de densité stratifié soumis à un champ gravitationel dans la direc-
tion radiale (instabilité de Kelvin-Helmholz) . Fung et Kurzweg [FK75] généralisent
le problème à des perturbations de nombre d'onde quelconque et considèrent un
champ de base incompressible de densité variable. En 1973, toujours pour des per-
turbations axisymétriques, Howard [How73] étend le critère de Howard et Gupta au
cas compressible. Il considère des perturbations axisymétriques. Le critère de Ri-
chardson précédent inclut désormais la fréquence de Brunt-Väisälä N2, dépendant
du gradient d'entropie du champ porteur selon N2 = V2S'/r, où S' est le gradient
d'entropie dans la direction radiale. Le nombre de Richardson s'écrit maintenant
Ri = ( + N2)/W'2. La stabilité est garantie si Ri est partout supérieur à 1/4. En
1975, Warren LWar75] et Lalas [La175] démontrent simultanément et indépendam-
ment un critère suffisant de stabilité pour tout nombre d'onde axial et azimutal. Le
critère s'écrit aussi sous la forme d'un nombre de Richardson supérieur à 1/4, mais
la définition du nombre de Richardson est modifiée par rapport à [How73]. Il s'écrit
désormais Ri = N2/(W'2 + (V' - V/r)2).

Toutes ces études compressibles reposent sur une décomposition en modes nor-
maux suivie d'une méthode intégrale. Elles produisent analytiquement des condi-
tions suffisantes de stabilité. Les modes propres ne sont évidemment pas identifiés.

Par des hypothèses plus restrictives, certains auteurs proposent des conditions né-
cessaires et suffisantes de stabilité. Ils doivent pour ce faire introduire des contraintes
sur le champ de base. Ils utilisent une décomposition en modes normaux. Pour le cas
compressible, Gans en 1975 [Gan75] utilise une vitesse azimutale éloignée d'un petit
paramètre e de la rotation solide et une vitesse axiale d'ordre e. Le nombre de Mach
basé sur la vitesse angulaire est aussi d'ordre e. Les profils de température considérés
sont proportionnels au profil de température adiabatique. Pour des nombres d'onde
axiaux e fois plus petits que les nombres d'onde azimutaux, il montre qu'une condi-
tion nécessaire et suffisante de stabilité est qu'un nombre de Richardson centrifuge
soit partout supérieur à 1/4. La méthode est restreinte aux taux d'amplification et
pulsations au plus d'ordre e. Pour un profil axial de Poiseuille, Gans peut déterminer
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les modes propres analytiquement. Hultgreen [Hu188J en 1988 modifie le critère de
Gans pour un champ de base légèrement différent. La vitesse azimutale diffère de la
rotation solide au plus de 2 et il n'y a plus d'hypothèse sur la forme particulière du
gradient de température. Hultgreen suppose que la pulsation par rapport au champ
de base est de l'ordre de &2 et le taux d'amplification de l'ordre de e. Il suppose
aussi que la fréquence de Brunt-Väisälä est d'ordre E. Ceci revient à se restreindre à
des champs de base quasi-homoentropiques ou à de faibles nombres de Mach. Avec
ces hypothèses, Hultgreen obtient une condition nécessaire et suffisante de stabilité
légèrement modifiée par rapport à celle de Gans.

Les études tendant à déterminer également les modes propres introduisent des
simplifications du champ de base. Sozou et Swithenbank [SS69] étudient le tourbillon
de Rankine sans vitesse axiale, sous hypothèse d'homoentropie. Ils déterminent que
des perturbations planes de nombre d'onde azimutal unité peuvent être instables. Ils
résolvent numériquement le système des équations et obtiennent les modes propres.
Broadbent LBro84] étudie la même configuration avec des perturbations tridimen-
sionnelles et montre que les modes les plus instables sont les perturbations planes.
Pour un petit nombre de Mach, il détermine analytiquement une valeur critique
du nombre d'onde axial au delà de laquelle l'écoulement est stable. Des conclusions
identiques apparaissent dans les travaux suivants de Sozou [Soz87a, Soz87b]. Ces
études sont limitées à de faibles nombres d'onde axiaux et azimutaux. Par ailleurs,
l'état de base est homoentropique.

Ces études ne fournissent que dans de très rares cas des conditions suffisantes
d'instabilité. Or, dans les applications aéronautiques, celles-ci peuvent être fort
utiles. Ainsi les forts tourbillons cohérents de bouts d'aile sur les grands avions
de ligne créent de violentes perturbations, même à grande distance de l'appareil. Il
est utile de posséder des critères suffisants d'instabilité pour casser de tels systèmes
tourbillonaires. La méthode WKB (Wentzel-Kramers-Brillouin) [ES78, ES8O, Eck84]
fournit de tels critères. Basée sur un développement asymptotique ondes courtes
d'une perturbation initialement localisée (dans l'espace physique), cette méthode
permet d'en examiner l'évolution temporelle et d'obtenir des conditions suffisantes
d'instabilité sous forme analytique très simple. Elle diffère formellement beaucoup
de l'approche en modes normaux et ne donne a priori pas d'information sur la forme
des modes propres ni sur le spectre. Elle est aussi théoriquement limitée aux grands
nombres d'onde.

Le but de notre étude est d'examiner le lien entre l'approche modes normaux et
l'approche asymptotique WKB. Dans la mesure où l'approche asymptotique requiert
l'examen de perturbations de longueur d'onde aussi petite que voulue (i.e. le nombre
d'onde de coupure visqueuse doit être infini), elle n'est théoriquement envisageable
que dans le cas d'un écoulement non visqueux. Nous restreindrons notre étude au cas
d'un écoulement compressible non visqueux en rotation. L'étude en modes normaux
nous permettra d'examiner la validité de la méthode WKB aux petits nombres
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d'onde.
Notons que la méthode en modes normaux discrets avec résolution d'un problème

aux valeurs propres ne permet que d'obtenir des taux d'amplification / d'amortis-
sement exponentiels. Les éventuelles croissances algébriques, décelables par une mé-
thode de Laplace en temps, ne sont pas détectées. Pour la comparaison entre les
deux méthodes, nous nous intéresserons donc seulement aux croissances exponen-
tielles prédites par le développement WKB. De plus, dans la mesure où la méthode
WKB ne donne que des conditions suffisantes d'instabilité, nous nous concentrerons
sur les modes propres normaux les plus amplifiés.

L'étude sera divisée en deux parties. Dans un premier chapitre, nous présenterons
la méthode WKB. Nous reprendrons pour ce faire largement les travaux de Lifschitz
et Hameiri [LH91]. La méthode permet d'obtenir un critère suffisant d'instabilité
pour tout écoulement de base stationnaire non visqueux, compressible ou non. Ce
critère ne peut être que suffisant dans la mesure où seules des perturbations de phase
rapidement oscillante sont envisagées.

Dans un deuxième chapitre, le critère sera particularisé au cas de l'écoulement
compressible hélicoïdal, en suivant les travaux d'Eckhoff et Storesletten [ES78, ES8O].
Pour ce type de champ de base, une étude en modes normaux permet d'examiner
le caractère suffisant de la condition précédemment trouvée, en particulier en terme
de taux d'amplification. Elle permet aussi d'obtenir les modes propres associés. Dif-
férents profils de vitesse axiale et azimutale sont envisagés. Ils satisfont ou non les
conditions suffisantes d'instabilité mises en évidence par la méthode WKB.

Au cours de l'exposé, nous nous attacherons à examiner le raccord entre les
comportements compressible et incompressible.



Chapitre i

Critère Asymptotique d'Instabilité

1.1 Introduction

Nous nous intéressons à la stabilité hydrodynamique d'un écoulement faiblement
compressible non visqueux soumis à de petites perturbations. L'état du fluide est dé-
cnt par le système différentiel des équations d'Euler. Nous décomposons la solution
de ce système en un champ de base, lui-même solution du système, et une per-
turbation. Par linéarisation pour une perturbation infinitésimalement petite, nous
obtenons le système différentiel linéaire aux dérivées partielles vérifié par la pertur-
bation. Une méthode classique d'examen de sa stabilité [Cha6lJ consiste à choisir
pour la perturbation une forme en modes normaux (en fréquence et nombre d'onde),
pour les directions homogènes du champ de base. Dans le cas d'une étude de sta-
bilité temporelle, on détermine numériquement la fréquence (complexe ou réelle) en
fonction du nombre d'onde de la perturbation. Dans le cas d'une étude de stabi-
lité spatiale, la fréquence est un paramètre et le nombre d'onde (complexe ou réel)
est déterminé numériquement. Ici, au contraire, on utilise la méthode dite WKB,
exposée par Lifschitz et Hameiri dans [LH91I. On obtient un critère suffisant d'insta-
bilité exponentielle temporelle pour tout écoulement non visqueux, incompressible
ou compressible subsonique. L'idée est de suivre au cours du temps, le long de
chemins particuliers, une perturbation initialement spatialement localisée. Mathé-
matiquement l'intérêt est de ramener le système différentiel aux dérivées partielles
à un système différentiel aux dérivées ordinaires. Ceci rend possible un traitement
analytique. Eckhoff montre [ES78] que le passage à un problème aux dérivées ordi-
naires est possible pour la partie hautes fréquences / hauts nombres d'onde de la
perturbation. Aussi, nous décomposons la perturbation en une partie dominante (à
hautes fréquences / hauts nombres d'onde) et un résidu de composante fréquentielle
inconnue mais dont l'amplitude peut être majorée uniformément (i.e. indépendam-
ment de la fréquence / du nombre d'onde) [Eck8l]. On peut alors déterminer des
chemins (caractéristiques) sur lesquels la partie dominante présente une croissance
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non bornée. On dispose alors de conditions suffisantes d'instabilité [LH91]. Toute la
puissance de la méthode réside dans le passage d'un système d'équations différen-
tielles aux dérivées partielles à un système aux dérivées ordinaires.

1.2 Équations pour la perturbation
Nous considérons un fluide idéal [LL59J compressible instationnaire dans un do-

maine fluide S : il suit la loi des gaz parfaits et les effets de conduction thermique
et visqueux sont négligés. Il n'y a pas de source de chaleur. Les équations d'Euler
traduisant la conservation de la quantité de mouvement, de la masse et de l'en-
tropie - cette dernière résultant de l'adiabaticité, due à l'absence de conductibilité
thermique, et de la réversibilité, due à l'absence d'effets visqueux - s'écrivent

RV = VP,
R±7.V=0,

D O
où = + V.V est l'opérateur de dérivation matérielle et où V, P, R et S
désignent respectivement la vitesse, la pression, la masse volumique et l'entropie.

L'hypothèse de gaz parfait et les relations de Gibbs permettent de réécrire l'isen-
tropie

Dt R7) = o , (1.2)

où le rapport de chaleurs spécifiques 'y = Gp/Cv est constant. Le système régissant
les variables eulériennes (V, P, R)(x, t) s'écrit alors

RV+VP=0,
R+RV.V=0, (1.3)

P+'yPV.V = O

En décomposant le champ total en la somme d'un champ porteur (R, V, P) et
d'une perturbation (, y, p) et en négligeant les termes non linéaires de la petite
perturbation, on peut linéariser les équations (1.3) pour obtenir

QDtV+RDtv+Rv.VV+Vp=0,
Dtp+RV.v+QV.V-I-v.VR=0, (1.4)

Dp + 'yPV.v + 'ypV. V+ v.VP = O

= + V.V est l'opérateur de dérivation matérielle selon l'écoulement porteur.



1.2. ÉQUATIONS POUR LA PERTURBATION 21

1.2.1 Stabilité et norme énergétique
La notion de stabilité / instabilité linéaire est définie au sens de Lyapounov

[DR81, page 9] par l'examen de l'évolution temporelle de l'énergie E(t) de la per-
turbation. L'écoulement est dit stable si, pour tout instant fini t [O, T],

Ve > O, 5 > O / E(0) <5 = E(t) <e . (1.5)

Il est à noter que cette définition n'est aisément applicable que dans le cas où l'écou-
lement de base est stationnaire ou périodique en temps. Néanmoins, cette hypothèse
ne sera faite qu'au moment opportun dans la mesure où l'approche WKB permet
de traiter des écoulements instationnaires [LH91].

Suivant Eckhoff [Eck8l], l'énergie retenue est une norme, basée sur un produit
scalaire intégré sur le volume de contrôle S

1/2
E(t) [f (X(x,t).X*(x,t)) dx] = IIX(x,t)II.

(.) désigne le produit scalaire ((a.b) = aTb avec aT le vecteur transposé de a écrit
en colonne). * est le complexe conjugué. A des coefficients d'adimensionnement près
(voir section 1.2.2), X r.i (, v,p) décrit la perturbation.

1.2.2 Propriétés du système linéarisé
On peut montrer aisément (voir Annexe A) qu'en utilisant la transformation

d'Eckart [Eck6OJ définie ci-dessous, le système linéaire (1.4) est directement sous
une forme symétrique hyperbolique. Cette propriété sera utilisée ultérieurement (voir
paragraphe 1.3.2.2). Les perturbations sur la pression et la masse volumique sont
ainsi remplacées par les variables d'Eckart x et y, toutes deux en caractère non gras
pour les différencier du vecteur position x

= (R/C)(x + y), p = ('yP/C)y,

où C est la célérité locale du son. Le système sur y, x et y s'écrit

Dv + Lv - x + CVy + ((7 _VP vc) y = o,

DC plh RDx - a--x + CV.Vpl/7 - O,

Dy - + CV.v + v.VP'17 = O,

avec L = = le tenseur du gradient de vitesse porteuse.
Ox Ox

Aux facteurs multiplicatifs près, assurant une mise sous forme de vitesse de toutes
les variables du problème, y quantifie la perturbation de pression et x le défaut

(1.6)

(1.7)

(1.8)
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d'homoentropie. En effet, dans (1.82), la nullité de x est reliée à celle de soit

à la nullité du gradient d'entropie du champ de base. La normalisation employée
est identique à celle utilisée dans le cadre de la distorsion rapide par Simone et al.
[SCC97].

Le système (1.8) sera ultérieurement rappelé sous la notation abrégée

3

(1.9)

où X = (y, x, )T contient les composantes de la perturbation. Comme les matrices
A" sont symétriques, M est un opérateur différentiel hyperbolique symétrique.

Notons qu'en utilisant les variables d'Eckart, l'énergie de la perturbation (1.6)
s'écrit simplement

1/2
E(t)

=
[f (v(x, t).v*(x, t) + x(x, t)x*(x, t) + y(x, t)y*(x, t)) dx] (1.10)

et représente la somme des énergies cinétique, entropique et acoustique.

1.3 Développement WKB

On effectue un développement asymptotique du vecteur inconnu X pour de
grandes fréquences et on cherche à déterminer l'évolution des amplitudes dominantes
en résolvant un système différentiel pour les différents ordres en fréquence. Ceci
fait l'objet d'un premier paragraphe. Dans un second paragraphe, le système est
ramené à un système différentiel ordinaire pour l'ordre dominant. On montre dans
un troisième paragraphe que les ordres suivants peuvent être majorés uniformément.
Ceci permet de garantir que, si l'on trouve un champ porteur donnant une croissance
de l'ordre dominant, cette croissance ne sera pas annihilée par l'influence des ordres
inférieurs.

1.3.1 Équations aux différents ordres

Le développement asymptotique onde courte de la perturbation s'écrit suivant
Bender et Orszag [BO78J

X(x,t)oexp(..E14l(x,t)) . (1.11)

On montre (voir Annexe B) qu'il est formellement équivalent au développement
asymptotique suivant:

X(x, t) = Xo(x, t)e(X t)/e + 6X6(x, t)e(a, t)/ + Xr(X, t) , (1.12)
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qui permet d'obtenir une solution de l'ordre dominant non dégénérée par la tronca-
ture. Dans (1.12), la phase q est une fonction réelle et les amplitudes X de l'ordre
dominant (notées o) et d'ordre résiduel (notées et r) sont complexes. e est un petit
paramètre réel, de telle sorte que e?4/6 est caractéristique d'une variation temporelle
/ spatiale de courte échelle. A l'instant initial, X0, X6 et X,. sont du même ordre
de grandeur et le développement est bien ordonné. Par majoration des ordres non
dominants, nous montrerons que le développement reste bien ordonné aux instants
suivants. X0 est à l'instant initial non nulle sur un domaine borné S0.

En injectant cette forme de perturbation dans les équations linéarisées (1.8) et
en regroupant les termes de même puissance de e, on obtient les systèmes suivants
pour les ordres de grandeur 1/e, 1 et e respectivement

avec M défini en (1.9).
On cherche une solution de l'ordre dominant non identiquement nulle. Ceci est

possible si le déterminant de (1.13) est nul et fournit un lot de contraintes sur
la phase ç5 sous lesquelles (1.14) devra être satisfait. De même (1.14) conditionne
(1.15). On résout donc dans le sens des ordres de grandeur décroissants et on cherche
à exprimer l'évolution d'un ordre donné en fonction de celle du champ porteur et/ou
des ordres plus dominants.

1.3.1.1 Ordre 1/e

Le système (1.13) admet pour unique solution la solution nulle sauf si son déter-
minant D est nul, où

Les composantes du vecteur d'onde k = Vç5 dans la base cartésienne sont k1, k2, k3.
kl est la norme de k.

Pour annuler le déterminant, il faut et il suffit d'être dans un des trois cas sui-
vants:

Dtç5 O O O Ck1

O Dç5 O O Ck2

D = O O Dçb O Ck3 = (Djç5)3 (Dç5 + Ciki) (Dç5 - CIkI) . (1.16)

O O O Dçb O

Ck1 Ck2 Ck3 O Dçb

y0D

voDtç5+CyoVq5 = O,
xoDq = O ,

+ Cvo.Vq5 = O,

i (v6Dq + Cy6Vq»

(1.13)

MX0 = ix6Dq
I

(1.14)

i (y6Dçb + Cv6.Vq5) j

MXr eiÇ5/EMx , (1.15)
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1. Dq = CIkI, ce qui implique

J' x0=0,
i lkIvo+yok=0.

(1.17)

À l'ordre dominant, la perturbation est homoentropique et est alignée avec le
vecteur d'onde (onde longitudinale progressive).

2. Dq = +CIkI, ce qui implique

f x0=0,
i lklvo+yok=0.

(1.18)

Ce cas est analogue au précédent mais l'onde est régressive.

Ces deux premiers types de perturbation sont de nature acoustique. Ils ne
seront pas envisagés dans la suite du mémoire pour les difficultés techniques
rencontrées. En effet, les rayons acoustiques peuvent intersecter ou heurter
les parois. Ils créent ainsi des caustiques où la méthode WKB est difficile à
mettre en oeuvre [Whi74]. De plus, Eckhoff déclare dans son article [ES78] que
ces rayons sont stables [Eck75].

3. Dtçb = 0, ce qui équivaut à

f yoO,
vo.k = 0.

La phase de la perturbation est convectée par l'écoulement porteur. La déri-
vation spatiale de l'équation v0.k = O (qui devra donc être satisfaite sur un
ensemble de mesure non nulle) conduit à l'équation eikonale, régissant l'évo-
lution du vecteur d'onde:

Dk = _LTk . (1.20)

À l'ordre dominant, la perturbation est isobare et pseudo incompressible (pseu-
do au sens où, contrairement à une décomposition sur des modes de Fourier,
l'amplitude y0 dépend de la position et on ne peut donc conclure quant à la
nullité ou la non nullité de V.vo), même si le champ porteur est compres-
sible. Ceci correspond à des modes inertiels, ensemble des modes vorticaux et
entropiques [Kov53].

Il est à noter que la pseudo incompressibilité est satisfaite à tout instant si
elle l'est à l'instant initial. En effet D(vo.k) = O donc, si v0(x, 0).k(x, 0) = 0,
alors vo(x,t).k(x,t) = 0, Vt e {0,T].
Dans la suite, nous nous restreindrons à l'examen de ce cas.

1.3.1.2 Ordre 1

Sous les relations (1.19), le système (1.14) a la forme

(1.19)
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{

VP
Devo + Lv0 - ãxo = iCy6Vq5,

X0 + v0.Vln () = O,
V.v0 + v0.VlnP = iV6.VÇ.

= f(x,t)

- dxôf
- 8t+dt3x
= +V.Vf,

Df
Dt

(1.21)

On cherche à former des lois d'évolution découplées pour l'ordre dominant indexé o

d'une part et l'ordre résiduel indexé d'autre part.

1.3.1.2.1 Équations pour les termes indexés o Dans le souci de simplifier
les intégrations énergétiques subséquentes (voir (1.35)), on pose

où J (x, t) = det () représente le volume à l'instant courant de la particule

de fluide porteuse, normalisé par le volume à l'instant O. x = x(t = O) repère
la particule fluide dont on va suivre l'évolution au cours du temps. L'évolution
temporelle de J est donnée par

= (V.V)J, (1.23)

où est l'opérateur de dérivation lagrangienne. Il sert à déterminer l'évolution tem-

porelle de la particule fluide x, fixée. De plus, la dérivée lagrangienne est aisément
reliée à la dérivée eulérienne. En effet toute fonction f caractérisant l'écoulement est
exprimée de manière équivalente en représentation lagrangienne ou eulérienne selon

f(x,t) =f(x(x,t),t) =f(x,t) (1.24)

où la notation - désigne la représentation lagrangienne. La dérivation temporelle à
particule fluide x fixée s'écrit

(1.25)

vo

= (1.22)
X0

=
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L'opérateur de dérivation lagrangienne est un opérateur de dérivation ordinaire
(temporelle seulement) le long de la trajectoire repérée par le point initial x (t = O).
En effet on peut définir une abscisse curviligne s(x, t) dépendant de la position
eulérienne z et du temps t, telle que

at
as

La dérivation selon s s'écrit

=1,
= V(x,t).

d ata axa
ds - asat+asax

a
=

qui est exactement l'opérateur de dérivation eulérienne D. D définit donc une déri-
vation ordinaire, le long des trajectoires de l'écoulement porteur, et est équivalent à

opérateur de dérivation lagrangienne définissant une dérivation seulement tem-

porelle, à particule fluide porteuse fixée. Autrement dit, les trajectoires porteuses
sont les caractéristiques du système. La notation en sera ultérieurement laissée de
côté quand la dépendance lagrangienne ou eulérienne est claire.

Avec la définition des variables a et b, l'équation (1.212) devient

p(l/7) R
Db = - R a.V + V. Vb. (1.26)

Pour s'affranchir des termes en e dans (1.21k), on projette cette équation sur une
kkT

direction perpendiculaire à k en la multipliant à gauche par le projecteur I
1k12

En utilisant aussi que (Dta).k (Dtk).a, car a.k O, Vt E [O, T], (1.21) devient

Dta = La + (V.V)a + 2((La) .k) + (v - (vP.kYÏ-) b. (1.27)

1.3.1.2.2 Équations pour les termes indexés e Rappelons ici que l'on cher-
che à obtenir des conditions suffisantes d'instabilité. Pour ce faire on cherche un
champ porteur garantissant la croissance de l'ordre dominant de la perturbation. La
croissance de la perturbation totale sera assurée si on trouve une solution bornée des
ordres non dominants. Dans la mesure où x n'apparaît pas dans le système (1.21),
on suppose x = O. En prenant le produit scalaire de (1.21k) avec k, Ye satisfait

= Ik
[2 (La) .k - (VP.k) (1.28)
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Par ailleurs, v vérifie

\/Ï pl/7\iv.k = (v.a + 11a.V
)

(1.29)

obtenue à partir de (1.213) et (1.22). Cette équation est scalaire alors qu'il faut
déterminer les trois composantes du vecteur VE. Toujours dans la mesure où l'on
cherche des conditions suffisantes d'instabilité, on peut imposer des relations sup-
plémentaires sur v, ici la colinéarité avec k. Une solution de (1.29) est

1.3.1.3 Récapitulatif des équations

Pour l'ensemble des ordres, les paragraphes précédents nous ont permis de dé-
gager le système d'équations suivant

(1.31)

pl/7\ikVe
IkI2

(.a+pi,7a.
)

(1.30)

0 , t=0,
_LTk,

La+(V.V)a+2((La).k).j-

+ (vp - (VP.k) jjj) b,

p(l/7) f R \ 1Db = - R a.V +

yo = 0,

ik Ç «/1 P11V.a+117a.V

=
Ck2

[2 (La) .k - (vP.k) (1.32)

MX,. = e_içb/EMX

Comme (1.8), le système (1.31) est fermé. De plus, et c'est là tout l'intérêt de la
méthode, l'opérateur de dérivation (De) de la perturbation équivaut à l'opérateur
de dérivation lagrangienne et est donc seulement ordinaire.

Pratiquement, on définit d'abord les trajectoires puis on résout le système ordi-
naire (1.312) à (1.314) soumis à la seule contrainte (1.31k). Il nous reste désormais
à montrer que les ordres non dominants peuvent être majorés. Si on trouve alors
un champ porteur garantissant la croissance de l'ordre dominant, l'instabilité du
système sera garantie.

a.k =
Dk =
Dta =
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1/2

= [f (vo(x, t).v(x, t) + xo(x, t)x(x, t)) dx]

r 11/2

= J(a(x,t).a*(x,t)+b(x,t)b*(x,t))dxjso

où S0 désigne le domaine de référence (i.e. l'ensemble des particules fluides porteuses)
où est localisée la perturbation à l'instant initial. Toutes les variables et fonctions
apparaissant dans cette dernière équation sont lagrangiennes mais notées comme en
eulérien dans un souci d'allégement des notations. On voit ainsi avec le changement
de variable (1.22) que l'instabilité au sens lagrangien (convective) est équivalente à
l'instabilité au sens eulérien (absolue) quand, de manière suffisante, So est confondu
avec S. C'est en particulier le cas pour des trajectoires fermées.

On procédera désormais à la majoration des ordres non dominants de la pertur-
bation.

1.3.2.1 Majoration de l'ordre E

Les équations (1.316) à (1.318), vérifiées par X, ne dépendent pas de E. On peut
donc trouver une constante N, ne dépendant pas de E, telle que à chaque instant

1/2
(1.35)

= [f(vo(X,t).v(x,t) + xO(X,t)x(X,t)) JdX]
so

1.3.2 Intégrations énergétiques
Dorénavant, on supposera le champ porteur stationnaire.
La norme énergétique de l'ordre p (p = O, E ou résiduel) de la perturbation est

définie en description eulérienne par

E(t)
= [f (x(x,t).x;(x,t)) dx]

1/2

= [f (v(x,t).v;(x,t) +x(x,t).x;(x,t)+y(x,t).y(x,t)) dx]
1/2

(1.33)
L'énergie totale E de la perturbation - somme des différents ordres - peut être
encadrée suivant

E0(t) - E {Ee(t) + Er(t)} < E(t) < E0(t) + E {E6(t) + Er(t)} (1.34)

en utilisant l'inégalité triangulaire pour la norme E(t). L'intégrale est définie en
description eulérienne alors que le système sur l'ordre dominant (1.31) ne fait ap-
paraître que des dérivations lagrangiennes, plus adaptées à l'examen de l'évolution
d'une perturbation initialement localisée. Pour l'ordre dominant, on procède donc
à un changement de variable permettant d'utiliser la description lagrangienne de
l'évolution de la perturbation

E0(t)
= [f (Xo(x,t).X(x,t)) dx]

1/2
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t e [O;T],

L

1/2

[L
(X6(x, t).X(x, t)) drJ N, N E IR. (1.36)

1.3.2.2 Majoration du résidu

On cherche ici à majorer indépendamment de e la norme du résidu, intégrée sur
le volume,

[f xr(x,t).x;(x,t)dx]
1/2

(1.37)

pour ensuite utiliser un argument identique à celui du paragraphe précédent.
Dans l'Annexe C, on reprend une propriété de majoration des opérateurs hyper-

boliques symétriques démontrée par Eckhoff dans [Eck8l] selon laquelle pour toute
équation de la forme Mw = f, avec w de support compact à l'instant initial et
M un opérateur linéaire hyperbolique symétrique, on a la majoration suivante de
la norme carrée de w

w(x,t).w*(x,t)dx < e2 f w(x,O).w*(x,O)dx
is

+e2kt ft{e_2lT f f(x,7).f*(x,r)dx}d7,
Jo is

avec ic "suffisamment grand".
On applique ici ce résultat à l'équation (1.319) avec w = X,. et f = e_it/6MX6

X,.(x,t).X;(x,t)dx e' IX,.(xO)X*(xO)dx
J RL

[L

(11.38)

+e2tft{e_2cT L MX(x, r).MX(x, r)dx}dr,
(1.39)

Il est important de noter que ,c est choisi de telle sorte qu'une matrice indépen-
dante de e (voir Annexe C) soit définie positive. k ne dépend donc pas de e. De plus,
la seconde intégrale du membre de droite est aussi indépendante de e.

Pour tout instant, on est donc capable de trouver une majoration pour la norme
de X,. - majoration dépendant du temps, mais pas de e. En prenant la majoration
maximale sur l'ensemble des instants, on a pour tout t E [O; T]

1/2
X,.(x,t).Xr*(x,t)dx] M, MeiR. (1.40)

Comme l'énergie aux ordres e et r est multipliée par e (voir (1.34)), on peut
rendre la contribution de ces deux termes aussi petite que l'on veut en choisissant
e suffisamment petit. Physiquement, cela revient à considérer des perturbations de
longueur d'onde aussi petite que désiré. Ceci est toujours possible pour un écoule-
ment non visqueux, pour lequel il n'y a pas de coupure visqueuse des petites échelles.
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1.4 Conclusion

On possède désormais une majoration des ordres non dominants et le dévelop-
pement WKB est bien ordonné pour tous les temps. Si l'on est capable de trouver
des combinaisons du champ porteur pour lesquelles les variables indexées o croissent
de manière non bornée, on aura déterminé des conditions suffisantes d'instabilité.
Cette croissance ne pourra pas être annihilée par le comportement des ordres non
dominants et l'énergie totale de la perturbation croîtra comme E0(t) (1.34). Ces
conditions ne seront "que" suffisantes car seules des perturbations de courte échelle
ont été envisagées. Les équations (1.31k) à (1.314) seront désormais particularisées
pour notre géométrie. L'influence de la compressibilité sera considérée par le raccor-
dement entre les propriétés de stabilité compressible et incompressible.

Dans les équations (1.31k) à (1.314) apparaît déjà un lien avec le comportement
incompressible. En effet, si on considère un champ porteur homoentropique, la per-
turbation en pression est reliée à celle de densité par p = C2Q. Alors b est nulle.
Si de plus on fait l'hypothèse que le champ porteur est de divergence nulle, ce qui
est satisfait pour un tourbillon porteur plan axisymétrique, alors l'équation sur la
perturbation de vitesse devient

Da = La +2 ((La) .k) - (1.41)

Cette équation est exactement celle de l'évolution de la perturbation de vitesse pour
un écoulement incompressible [LH91, Leb97]. Selon la méthode WKB, il y a donc
équivalence entre un cas compressible homoentropique à divergence nulle et un cas
purement incompressible. Cette notion d'équivalence s'applique en fait uniquement
à la production de conditions suffisantes d'instabilité. En effet, Broadbent et Moore
[BM79] ont démontré analytiquement par une étude en modes normaux que le tour-
billon plan de Rankine, stable en incompressible, est instable à nombres d'onde
azimutal modéré (m = 2) en compressible homoentropique. Les auteurs notent qu'il
est surprenant de constater que la perte énergétique par radiation acoustique in-
duit une croissance des perturbations. Cet exemple met en évidence le caractère
seulement suffisant des critères d'instabilité produit pas la méthode WKB ainsi que
la difficulté de déduction de propriété de stabilité entre deux configurations même
élémentaires et voisines.

On peut par ailleurs noter que la méthode WKB autorise une extension au
faiblement non linéaire, exposée dans Hunter et Keller [HK83, Lif9lJ.



Chapitre 2

Ecoulement Hélicoïdal

2.1 Introduction
Dans ce chapitre, nous allons nous attacher à examiner le lien entre l'existence

de modes instables au sens WKB et l'existence de valeurs propres instables de l'opé-
rateur d'Euler pour un écoulement porteur particulier.

L'écoulement porteur considéré est stationnaire, compressible, axisymétrique et
confiné dans un tube de rayon R et d'extension axiale infinie, schématisé sur la
figure (2.1).

Pour la méthode WKB, développée sur les caractéristiques inertielles, la présence
de parois ne modifie pas le critère suffisant d'instabilité. L'écoulement sera décrit en
coordonnées cylindriques (r, O, z). Il satisfait les seules contraintes suivantes

- l'équation de la continuité et la condition de non pénétration à la paroi im-
pliquent la nullité de la vitesse radiale partout : le champ de vitesse porteuse
s'écrit V = V(r)o + W(r)e,

- la conservation de la quantité de mouvement radiale s'écrit

RV2dP
r - dr (2.1)

Les équations de conservation de quantité de mouvement dans les directions azimu-

FIG. 2.1 - Géométrie étudiée

31
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tale (0) et axiale (z) et l'équation d'isentropie sont identiquement nulles.
Suivant les travaux d'Eckhoff [ES78, E580, Eck84], le système différentiel ordi-

naire régissant l'ordre dominant de la perturbation WKB sera particularisé pour un
écoulement porteur hélicoïdal. Ceci permet d'obtenir un critère suffisant d'instabi-
lité et un taux de croissance énergétique associé (section 2.2). Tous deux sont sous
forme purement analytique. En revanche, le profil des modes propres n'est pas a
priori connu. De plus, le critère WKB est théoriquement valable aux seuls grands
nombres d'onde. Son éventuelle validité aux petits nombres d'onde doit être exa-
miné à l'aide d'une autre méthode. Nous avons complété l'étude WKB par une
étude en modes normaux. D'usage plus habituel mais de maniement plus lourd car
nécessitant quasi systématiquement un traitement numérique, la méthode en modes
normaux permet de déterminer la totalité du spectre de l'opérateur, ainsi que les
modes propres associés, et d'évaluer ainsi les limites de la méthode WKB. Dans la
section 2.3, nous présentons la résolution spectrale de la forme en modes normaux
et sa validation dans des cas incompressibles. Dans la section 2.4 nous présentons
les résultats de stabilité pour différents profils de vitesses axiale, azimutale, et de
masse volumique, pour examiner l'accord entre les formulations WKB et en modes
normaux.

2.2 Critère WKB
On cherche à résoudre analytiquement les équations (1.312) à (1.314) pour le

champ porteur hélicoïdal. En coordonnées cylindriques, elles s'écrivent

(_v'+)ko_w'k,
O,

O,

_- (_Kaokr + V'ako + W'arkz) k+
kl

r
2V bP' / k2

= -Ç (_Kaokr + V'arko + W'arkz) k0

Ikl r
I , V\ bP'krk0V +_)ar_T-,

dz = -- (Yaokr + V'arko + W'arkz) k
kl

r
bP'krkzWar----j--

(R' P'
b = ar(+-\R 'yP

(2.2)

1sr =

k0 =

Iz =
dr =
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Les notations sont les suivantes
5 15 ô- k = = (kr, k0, k) = (-j--, --- -d---) est le vecteur d'onde,

- = 8 + V.V = 5t + K5o + Wô est l'opérateur de dérivation matérielle selon
le champ porteur pour un scalaire. Notons que = D pour les scalaires, mais
non pour les vecteurs. Pour ceux-ci, on doit ajouter la contribution v2/r et
+uv/r pour les composantes r et O respectivement.

d
dr

Notons que le champ porteur, bien que de densité variable, est de divergence nulle.
Le système (2.2) ne fait apparaître que des dérivées ordinaires (lagrangiennes)

le long des trajectoires de l'écoulement porteur et on vérifie l'absence de caustiques.
En effet, la position d'un point matériel M est x = r(t)r(t) + z(t). En notation
lagrangienne, elle est reliée à la vitesse porteuse par

th

+ r90 +

Les trajectoires sont donc la famille d'hélices

{

r = r0
V9 = 0o + t,r

z = z0 + Wt,

= V,soit
= v0+wz.

qui n'intersectent pas et ne heurtent pas la paroi. Il n'y a donc pas de caustiques
[Whi741 et les relations (2.2) décrivent des évolutions indépendantes selon les diffé-
rentes trajectoires. Il suffit donc de trouver une trajectoire sur laquelle la perturba-
tion croît de manière non bornée pour garantir l'instabilité du système [LH91J.

2.2.1 Condition de résolution analytique
Le système (2.2) peut être mis sous la forme matricielle

Z=A(t)Z+BZ, (2.5)

où seule la matrice A est dépendante du temps et Z = (kr, k0, k, ar, a0, a, b)T. La
dépendance en temps apparaît exclusivement par l'intermédiaire de la composante
radiale du vecteur d'onde. La perturbation WKB est de nombres d'onde axial et
azimutal constants. Pour résoudre le système complètement analytiquement, il suffit
qu'il soit autonome, i.e. que la dépendance en temps soit supprimée. Ceci peut être
fait simplement en imposant la condition d'autonomie

(v'+Y)ko0w'k0 =0. (2.6)

(2.3)

(2.4)
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En effet, l'intégration en temps de (2.2k) à (2.23) donne

kr= [(_V'+K)kûoWlkzo]t+kro,
k0 k00

k = k0

Le vecteur d'onde est constant et sera désormais noté sans l'indice o Nous nous
placerons désormais sur l'ensemble A des rayons r satisfaisant la condition d'auto-
nomie. Il est à noter que cette condition d'autonomie est identique à celle de Lei-
bovich et Stewartson [LS83]. Dans leur étude incompressible les auteurs examinent
la stabilité d'un tourbillon axisymétrique avec mouvement axial soumis à des per-
turbations tridimensionnelles écrites sous forme de modes normaux. Ils démontrent
analytiquement qu'à suffisamment grand nombre d'onde une partie de leur condi-
tion suffisante d'instabilité est que la pulsation de la perturbation par rapport au
champ de base ("shifted Doppler frequency", oJBase(r)) présente un extremum dans
JO; 7[ (voir aussi section 2.3 pour la définition de cette pulsation). La dérivée selon le
rayon dwBasg(r)/dr de cette pulsation par rapport au champ de base est exactement
la même équation que (2.6).

(2.5) s'écrit alors Z = BZ avec B matrice constante. (kr, k0, k) est désormais
constant et la détermination de la stabilité nécessite seulement de s'intéresser aux
valeurs propres de la forme matricielle Y = D Y avec Y = (a,ao,a,b)T et

D=

I' 2Vk0kr

rIkI2
V (2k_v'+__i)

2Vkok + w'
r

R' P'+
Ce système ordinaire fermé est valable le long des hélices (2.4) définissant les ca-
ractéristiques, sur l'ensemble A des rayons où la condition d'autonomie (2.6) est
satisfaite.

2.2.2 Critère suffisant d'instabilité
Si D admet au moins une valeur propre À réelle strictement positive, alors, selon

la théorie classique de la stabilité [Ros66J, il existe au moins un mode propre instable.
Le déterminant de D AI peut s'exprimer sous la forme À2 (À2 F). Si F> O

sur un ensemble 13 et que An 13 est de mesure non nulle, le système (2.8) est instable
et le taux de croissance énergétique peut être déterminé explicitement (paragraphe

(2.7)

2V(1 k
O

O

O

O

k'R('j)
P' kr kg

(2.8)

r k

2V
r kI2k0
2V P'krkz

2krkz
r kl

O O I
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2.2.3). Nous verrons ultérieurement que cette condition de mesure strictement posi-
tive peut être relaxée. F> 0 équivaut à

Vkk'\
o

kl2 r kl2 )<
où on rappelle que C est la vitesse locale du son et que le gradient de pression P'
peut être calculé en fonction de la vitesse azimutale selon (2.1). La limite de à
grands nombres d'onde donne le taux d'amplification exponentiel WKB a(r).

On distinguera ici deux cas pour déterminer o en utilisant le critère d'autonomie
(2.6).

2.2.2.1 W'0ou_V'+K0
Rappelons encore que l'on cherche des conditions suffisantes d'instabilité. Si l'on

considère des perturbations avec kr = O et qu'on utilise la condition d'autonomie
(2.6) liant k0 à k, (2.9) équivaut à

y (w' + vi2
(V)2'\

V2 (R' V2) 2V (vi r 1<0. (2.10)
r

a2(r) = -
rC r r)

[W12 + (vi V)2]

Le premier terme est exactement la fréquence de Brunt-Väisälä N2 = V2S'/r et
indique qu'une croissance radiale de l'entropie du champ porteur a un effet désta-
bilisant. Ce résultat est en accord et étend les travaux de Chan et al. [CSP93]. Par
une étude en modes normaux, les auteurs examinent la stabilité d'un tourbillon
compressible plan vis-à-vis de perturbations planes. Les profils porteurs de vitesse
envisagés sont un profil de Rankine et un profil plus lisse. À tout nombre d'onde
ils constatent un effet déstabilisant d'un gradient d'entropie positif. Selon eux, la
force centrifuge crée un effet de flottaison sur le champ porteur non homoentropique.
L'effet du gradient d'entropie du champ porteur joue dans le même sens que dans
le critère suffisant de stabilité écrit sous la forme d'un nombre de Richardson.

Le second terme est la condition suffisante d'instabilité dérivée en incompressible
par Leibovich et Stewartson pour un tourbillon axisymétrique avec mouvement axial
soumis à des perturbations tridimensionnelles [LS83].

Le premier terme apparaît donc comme une correction introduite par la com-
pressibilité [Eck84]. En effet, (2.10) mise sous forme adimensionnelle s'écrit

(w12 + ri2
(Çr)2)

V2 (R' V2\ k+k 2V

r R rC2) kl2
+ r (2.9)

'2fi 2\ 2/-, 7d2(r)=i-=--M2=--)+(Vr \R rC2) r r [WI2+(V_;)]
2 <0.

(2.11)
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Dans cette inéquation, les quantités barrées sont les variables adimensionnées par
les quantités de référence * et M = V*2R*/yP*. Les grandeurs de référence pour
la vitesse V sont le rayon R. du tube et la vitesse angulaire au centre du tube. La
masse volumique et la pression sont adimensionnalisées par leur valeur au centre du
tube. Le nombre de Mach de référence M (non local) est donc pris au centre du
tube. De plus, pour les écoulements faiblement compressibles stationnaires, la masse
volumique peut être développée [Zey86, ZM91, MMPOO] selon le développement de
Rayleigh-Jansen en R(x) = R0 + M2Ri(x) +...

(2.11) s'écrit donc

U2(r) = M2 (. - 2)

f
1WI2+2_ (L

27f_ '\ k. <0.f f) f
W'2 r

(2.12)
À la limite M -+ 0, on retrouve exactement le critère incompressible.

(2.10) permet aussi de retrouver deux cas particuliers intéressants
- w'=O

La condition d'autonomie (2.6) implique alors que le nombre d'onde azimutal
est nul, i.e. que la perturbation est axisymétrique. Le critère (2.12) dégénère
en

ff2 fF ff2\ 2ff f_, ffä2(r)=M2--(-4----=)+--(V+-r \R rC2J r r
Le deuxième terme du membre de droite est le critère de Rayleigh incom-
pressible, exposé par exemple par Chandrasekhar [Cha6l]. Il stipule que tout
écoulement plan de carré de moment angulaire décroissant est instable. Cette
condition s'applique aussi si la vitesse axiale est constante (non nécessaire-
ment nulle). En effet, d'après le principe d'invariance galiléenne [RA85], les
propriétés de stabilité d'un écoulement ne sont pas modifiées si on translate
uniformément la vitesse porteuse. Le critère (2.13) sera appelé critère com-
pressible de Rayleigh.

-' + K = o (Rotation Solide)

(2.6) implique alors que le nombre d'onde axial est nul et (2.10) dégénère en

(2.13)

(2.14)

La rotation solide compressible peut donc être instable selon la direction du
gradient d'entropie. À la limite incompressible et au sens WKB la rotation
solide avec profil de vitesse axiale variable est neutralement stable aux pertur-
bations planes.
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2.2.2.2 W' = O et V' + K = o

(2.6) est vérifiée pour tout rayon et l'écoulement est en rotation solide: V =
avec vitesse de rotation angulaire constante. Le critère (2.9) équivaut à

"R' Ç12r\ k+k k2cî2(r) =í2r - k2
+42 <O.

R' ç2\
En posant A(r) = r (i - , on constate que (2.15) ne peut être satisfaite

que si A(r) est négatif, i.e. si le gradient d'entropie porteuse est positif. Pour A(r)
négatif, (2.15) s'écrit

21>
. (2.16)

Les perturbations croissantes sont dans un cône et les perturbations les plus instables
sont planes. Avec 8 = ka/ko, à grand nombre d'onde le taux d'amplification s'écrit

"R' ì2r\ 52

<o.
i + 52

Dans ce cas de rotation solide avec vitesse axiale constante, on est dans les
conditions d'équivalence [ES78] entre la condition suffisante d'instabilité d'Eckhoff
et Storesletten [ES78] et la condition nécessaire de Warren [War75]. Le critère de
Warren ne fait pas apparaître explicitement les nombres d'onde. Le critère WKB
montre que les perturbations les plus dangereuses sont planes (8 = k = O).

Pour k = O, on retrouve la même expression qu'en (2.14). La rotation solide
soumise à des perturbations planes a les mêmes propriétés de stabilité WKB que la
vitesse axiale soit variable ou non.

Pour k0 = O et en procédant à la même adimensionalisation qu'au paragraphe
précédent, (2.15) s'écrit

â2(r) = M22F ( - 2) + 42 <O (2.18)

Ceci est en accord avec la stabilité de la rotation solide incompressible plane soumise
à des perturbations axisymétriques et qui donne lieu aux ondes stables de Kelvin
[Cha6l].

2.2.3 Taux de croissance énergétique
Dans les cas où les formules précédentes sont valables sur un ensemble de mesure

non nulle, il est possible d'obtenir le comportement de la norme énergétique aux
grands temps. Suivant Bender et Orszag [B078], la méthode de Lapltce permet
d'obtenir le comportement à grand temps t d'une intégrale de la forme

(2.15)

(2.17)
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1(t) [bf(r)et(r)dr,
Ja

sous l'hypothèse que les fonctions f et q5 sont de régularité suffisante et que la
fonction f ne s'annule pas au maximum 5o de q5. Dans notre cas, l'énergie à l'ordre
dominant (1.35) suit

E0(t) [f (Xd(r).X(r)) 620(r)tdr]
1/2

(2.20)

où Xd(r) est le vecteur propre associé à la valeur propre a(r) et où l'intégrale est
définie sur le volume fluide [O; R]. Nous considérons pour la suite que Xd(ro) n'est
pas nul au maximum oj de ci, atteint en r0.

Supposons que r0 = R et que la dérivée de a est non nulle à cette borne. Alors
le comportement à grand temps de E0(t) suit

f \1/2
E0(t) (2ot)

(X(R).X())l/2e0t

Si ci est de dérivée nulle à la borne,

f \1/4
E0(t) r' (_Li_) (Xd(R).X('R))"2 crØt (2.22)

\4a0tJ

Si le maximum de a est atteint à l'intérieur ]O;R[ du domaine, E0(t) suit

f \1/4
E0(t) r'.ì

(
:1

)
(Xd(ro).X(ro))hhhF2e00t . (2.23)

\ ci0 t1

Quel que soit l'ordre de la première dérivée non nulle de a en r0, E0(t) - et
donc E(t), énergie totale de la perturbation, suivant (1.34) - présente une croissance
exponentielle au taux ci0.

Ces formules ne s'appliquent que dans le éas où le taux WKB est positif sur un
mesure de mesure non nulle. En particulier, si le taux croissance WKB est algébrique
(au plus) presque partout sur [O; R] et exponentiel seulement en des points discrets,
la norme L2 de E0(t) a un taux de croissance exponentielle nul. Ce point sera nuancé
à la lumière des résultats de l'étude en modes normaux.

2.3 Formulation en modes normaux
L'approche WKB, bien que particulièrement élégante, ne donne pas d'informa-

tion sur les modes propres de la perturbation. En outre, elle est théoriquement
limitée à des perturbations de grand nombre d'onde. Nous avons donc choisi de
la compléter par une analyse en modes normaux. La méthode en modes normaux

(2.19)

(2.21)
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fournit la totalité du spectre ainsi que les modes propres de l'opérateur d'Euler.
L'examen préalable de cas incompressibles, mieux documentés dans la littérature
que les cas compressibles, nous a permis de valider notre méthode de calcul et de
considérer ultérieurement le raccordement entre les comportements compressible et
incompressible.

Nous avons travaillé conjointement en variables primitives et en variables d'Eck-
art. Le système primitif interdit un traitement analytique car le découplage entre
variables est insuffisant. En revanche, il autorise le passage à l'incompressible. Nous
avons privilégié cette formulation pour l'écriture d'un code. Le système a de plus
été adimensionnalisé de même qu'au paragraphe 2.2.2.1 : les grandeurs de référence
sont considérées au centre du tube. En particulier le temps de référence est l'inverse
de la vitesse angulaire en ce point et la longueur de référence est le rayon du tube.

Le système écrit en variables d'Eckart présente les propriétés opposées. Par sa
forme hyperbolique symétrique, il est plus aisément soluble analytiquement. En re-
vanche, le passage à l'incompressible est impossible par définition de x et y. Il a été
gardé sous forme dimensionnelle.

Pour les variables d'Eckart, la notation X est conservée (avec dimension de
vitesse) alors que les variables primitives sont notées sous la forme d'un vecteur Y
(sans dimension). Comme le champ porteur est uniforme en O et z, la perturbation en
modes normaux s'écrit comme somme de modes de Fourier dans ces deux directions:

{ XT (r, O, z, t) ('u, v,w, x, )T 6i(wt+mO+kz) est

XT= (r) ei(wt+m1) est
yT (r, O, z, t) = (ü, '13, 'th, 3)T ei((t+mO+z) est

st= rT(r) e(Jt+mG+kz) e

avec m et k les nombres d'onde azimutal et axial, w la pulsation et s le taux d'am-
plification de la perturbation. Les fonctions dépendent exclusivement du rayon
r.

Le système différentiel d'Eckart dimensionnel s'écrit

(2.24)

KxYC = O , (2.25)
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avec

avec

iÀR

( dì"2ì+r)Rdrj
R-

dr
dR R d+ - + R
dr r dr

dP 'yP d+ - + 'yP
dr r dr

Dans les deux cas = est la vitesse angulaire de rotation et A = is+w+m+kW.
La partie réelle de A est la pulsation de la perturbation par rapport à l'écoulement
porteur.

Dans ces systèmes, la transformation (k, m) + (k, m) laisse le taux d'arn-
plification inchangé, change le signe de la pulsation w, et change le mode propre
en son complexe conjugué. On peut donc se limiter à l'étude des nombres d'onde
azimutaux m > 0. De plus, si la valeur propre (w, s) avec le mode propre asso-
cié (u, y, w, x, )T appartient au spectre alors (w, s) appartient aussi au spectre
avec pour mode propre associé (11*, _j3*, _ZZ,*, .* *)T où * désigne le complexe
conjugué. Un champ de base stable est donc au plus neutralement stable.

Les lois régissant le système incompressible sont la continuité et la conserva-
tion de la quantité de mouvement dans les trois directions. Le système pour toute

i), V2--
r

0
1 dP (y 1) dP dC d \+C

drRCdr RC dr dr
V dV+--r

dW

i.\ O O
r

Kx O iÀ O Cik
CP'/ d R

0
R dr (p1/7) 0

C C dP d Cik O

21R O rÇ2 i d\-
'yM2 dr

hmL\R O O M2r
O

imRr
im'yP
r

i\R

Rik

yPik

O

jA

O

. (2.28)2ik

O

jA j

r J
(2.26)

Le système différentiel primitif adimensionnel s'écrit

Kyf'=O, (2.27)

f

K=
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perturbation (u, y, w, PI), OÙ pi = p/R, s'écrit

2Vv Opi

r - Or
(dV V'\ lOpjuI+I=---\dr r) rOO

dW Op
w + u = -,

dr Oz

Ou u 10v 0w++--+=0,
Or r rOO Oz

avec les notations du système (2.2).
Par introduction de la forme en modes normaux de la perturbation, le système

incompressible s'écrit
K1 f'1 = o , (2.30)

avec
/

K1=

jA
(dv V
\dr r

dW

2V
r o

jA O

d\
dr
im
r

O iA ik
dr

i d im-- ik Or dr r

(2.29)

(2.31)

et les mêmes notations que pour le système compressible en variables primitives.
De même que dans l'étude WKB, on s'intéresse à la stabilité temporelle de l'écou-

lement. Aussi, les nombres d'onde azimutal (m) et axial (k) sont des paramètres au
même titre que le champ porteur. La valeur propre du problème est la pulsation,
réelle ou complexe, w + is. Pour s négatif ou nul, le mode propre associé est stable
alors que pour s strictement positif, il est instable, avec un taux d'amplification
temporel qui est exactement s.

La seule condition limite imposée est la nullité de la vitesse normale à la paroi.
Ceci résulte de la linéarisation des conditions limites pour le système Euler complet,
ces conditions étant réduites à la nullité de la vitesse normale instantanée pour une
paroi non poreuse [HirgO] (voir aussi Annexe D sur l'absence de condition limite
au centre du tube). Cette condition se traduit à la borne par une équation sur la
pression où apparaît la valeur propre.

2.3.1 Méthode numérique
Pour la très grande majorité des profils d'écoulement porteur, les systèmes (2.26),

(2.28) ou (2.31) ne sont pas solubles analytiquement. Afin de garantir une résolution
correcte des modes et valeurs propres tout en évitant des durées de calcul prohibi-
tives, nous avons retenu une méthode spectrale pour la résolution numérique [Ors7l].
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Pour un coût de programmation marginalement plus élevée, la diminution de l'er-
reur en fonction du nombre de degré de liberté du système est beaucoup plus élevée
qu'avec des méthodes classiques de différences finies. Ainsi, le vecteur inconnu r

est développé à l'ordre N sur une base orthogonale {Tj}...Ø N selon

N

= >1 , (2.32)
i=o

où appartient au domaine de définition de la base T3. Déterminer les coordonnées
de Y dans la base Tj (i.e. les 5(N + 1) ou 4(N + 1) inconnues du problème

selon que l'écoulement est compressible ou incompressible) peut être fait selon dif-
férentes variantes. La méthode de Galerkin consiste à choisir une base de fonctions
satisfaisant les conditions limites, et à injecter l'expression (2.32) dans le système
différentiel. On exige que cette forme soit orthogonale à chacune des fonctions de
base, ce qui nous fournit 5(N + 1) (ou 4(N + 1)) équations. Suit la résolution d'un
système, procédure commune à toutes les méthodes présentées ici. Dans notre cas,
la présence de la valeur propre du problème dans les conditions limites rend cette
méthode impraticable. Présenté dans [Ors7l], la méthode tau consiste à imposer le
système différentiel pour les bases fréquences du développement et à exiger la seule
satisfaction des conditions limites pour les hautes fréquences, ceci afin d'égaler le
nombre d'inconnues. Les méthodes de Galerkin et tau requièrent l'évaluation numé-
rique des intégrales assurant l'orthogonalité de la solution. Cette évaluatIon est à
reprendre pour chaque champ de base. Une méthode plus simple [Boy78] consiste à
directement satisfaire exactement le système différentiel sur un ensemble de points
appelés points de collocation. Nous avons retenu cette méthode. L'emploi de grilles
staggered [MSH88] (pour lesquelles les points de collocation où sont exactement sa-
tisfaites les équations de conservation de la quantité de mouvement et de l'isentropie
diffèrent des points où est satisfaite l'équation de la continuité) a été exclu car la
légère amélioration de convergence ne justifie pas les difficultés de programmation
(notamment la nécessité de matrices d'interpolation entre les deux séries de points
de collocation) par rapport à une grille non staggered [Kho9lal.

Quelle que soit la méthode retenue, il est important de noter que le choix de
la base est crucial pour la rapidité de convergence de la méthode. En particulier,
il n'est pas judicieux de choisir une base dite "physique". Une telle base est par
exemple une base de modes incompressibles, connue dans les cas de rotation solide
et tourbillon libre pour notre géométrie [LR98]. Orszag [Ors7l] a en effet montré
que dans le cas de l'équation de Orr-Sommerfeld, et en supposant que la solution est
infiniment dérivable, utiliser des polynômes de Tchebyshev autorise une convergence
d'ordre infini, au sens où l'erreur décroît plus vite que toute puissance de 1/N
quand N -+ co. Pour le même problème, le choix de bases "physiques" donne une
convergence en 1/N4 ou 1/N5.

Nous avons donc choisi de travailler avec la base des polynômes de Tchebyshev,
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définis pour j O, ... ,N par

T : [-1:1] -+ [-1:1]
'-+ cos(jarccos())

T : ]O:1] -p [-1:1]
r '-+ ì=2r-1

= cos
/ 2'irl \
2N+1) ,1=O,...,N.

(2.33)

Dans la mesure où le système différentiel (2.28) n'est pas défini en O, on ne peut
pas placer de point de collocation en ce point [KMA89, P091]. La résolution sur
[R; R] avec un nombre pair de points de collocation (et donc de polynômes de
Tchebyshev) n'est possible qu'avec un traitement particulier, en joignant un inter-
valle radial [O; R] à un angle 9 à un autre intervalle radial [O; R] à un angle O + 'ir
avec 9 E [O; ir]. La simple prolongation à un intervalle [R; R] et l'utilisation des
symétries de la solution en fonction du nombre d'onde azimutal donne le bon spectre
mais les modes propres présentent une discontinuité de leur dérivée en O. Il est plus
simple de résoudre sur l'intervalle ]O : R]. Suivant [CHQZ88] aucune condition limite
n'est imposée à proximité du centre. Dans l'Annexe D, nous avons montré par un
développement de Taylor que pour des taux d'amplification (ou d'amortissement)
non nuls, le système différentiel satisfait naturellement les conditions limites géomé-
triques au centre. Il ne nous a pas été possible de trouver de justification pour les
cas neutralement stable. Néanmoins, la vérification a posteriori des résultats n'a pas
fait apparaître de problèmes.

Pour passer de l'espace physique ]O : R] au domaine de définition des polynômes
de Tchebyshev, on applique la transformation conforme T

(2.34)

La discrétisation est achevée par le choix de N+ 1 points de collocation où le sys-
tème différentiel est satisfait exactement. La dérivée des polynômes de Tchebyshev
est directement évaluée numériquement en ces points. Le point 'i = 1, correspondant
à r = O, est simplement exclu par le choix des points de Gauss-Radau définis selon

(2.35)

Ce choix de points présente en outre l'avantage de resserrer l'intervalle entre les
points de discrétisation à proximité des bornes. L'équation résolue à la paroi tient
compte de la condition limite u = O.

A l'issue de cette procédure, on obtient un problème discret aux valeurs propres
écrit sous forme matricielle

= (s+iw)B1. (2.36)

Pour résoudre ce système algébrique aux valeurs propres, l'utilisation d'une méthode
de tir a été exclue. D'un coût faible, cette méthode itérative consistant à supposer une
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valeur propre initiale, à calculer le déterminant du système et à réajuster la valeur,
voit son efficacité conditionnée par le choix initial de s + iw [Boy78]. L'emploi d'une
méthode QZ de résolution de problème généralisé aux valeurs propres complexes a
été préféré. Les modes propres peuvent être reconstruits aisément en introduisant
les coefficients i' des vecteurs propres dans la définition (2.32). Dans la mesure où
le vecteur propre est défini à une constante multiplicative près, nous avons choisi
de normaliser la perturbation de telle sorte que le maximum de la partie réelle de
la fluctuation de vitesse radiale soit égal à 1. Ii est à noter que l'on ne peut ainsi
examiner des déphasages ou différences d'amplitude qu'entre les perturbations et
non par rapport au champ de base. Par ailleurs, la recherche des modes propres ne
permet pas de résoudre un problème aux valeurs initiales car il n'y a de résultat sur
l'existence d'une base de modes propres dans les cas instables.

2.3.2 Validation par des cas incompressibles

Dans un souci de validation du code, nous avons d'abord réalisé des calculs spec-
traux incompressibles, pour lesquels des cas bien documentés avec éventuellement
des contreparties analytiques existent. En outre, ceci nous a offert une base de com-
paraison pour les cas compressibles finalement considérés. Les deux cas présentés
ici correspondent aux ondes de Kelvin d'une part et au critère incompressible de
Rayleigh d'autre part.

2.3.2.1 Ondes inertielles de Kelvin

Nous considérons une colonne cylindrique de fluide incompressible en rotation
solide. Elle n'est animée d'aucun mouvement porteur axial. Le critère suffisant d'in-
stabilité WKB (2.18), considéré à la limite incompressible, n'est jamais satisfait. De
plus, Chandrasekhar [Cha6l] montre que ce champ porteur est stable (s = 0) et
que la relation de dispersion entre w, pulsation réelle, et k est une fonction semi-
analytique du nombre d'onde azimutal m. Nous sommes dans le cas où nous n'avons
pas pu prouver analytiquement la dégénérescence naturelle du système différentiel
vers les conditions limites géométriques au centre du tube (Annexe D). Ce cas nous
permet donc de vérifier la validité de notre méthode numérique et illustre la stabilité
de la rotation solide incompressible.

Nous avons pour le calcul utilisé quarante polynômes de Tchebyshev. Un nombre
plus grand n'a pas changé la résolution de nos résultats (à 10_8 près) pour la pul-
sation. Le taux d'amplification a toujours été nul, avec la même précision. Sur la
figure (2.2), nous avons donc exclusivement tracé l'évolution de la pulsation des
modes propres en fonction du nombre d'onde axial à nombre azimutal fixé. Elle est
parfaitement en accord avec le résultat de [Cha6l].

Dans ce cas stable, la colonne de fluide oscille à une fréquence comprise entre
m - 2 et m + 2. À nombre d'onde axial infini, la pulsation de la perturbation



m=O
m=2

- ........................

Ceci est exactement le critère de Rayleigh, traitant de la stabilité des instabilités
centrifuges.
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FIG. 2.2 - Pulsation des ondes de Kelvin en fonction du nombre d'onde axial k pour
une perturbation axisymétrique (m = O) et une perturbation de nombre d'onde
m=2

par rapport à l'écoulement porteur est ±2. Ce comportement est différent des cas
instables exposés par la suite ou mentionnés par Leibovich et Stewartson [LS831 en
incompressible.

2.3.2.2 Critère incompressible de Rayleigh

Considérons maintenant une colonne de fluide sans mouvement axial (W = W'
O) animée d'un mouvement de rotation quelconque soumise à des perturbations
axisymétriques (m = O). Le critère d'autonomie (2.6) s'écrit avec la perturbation en
modes normaux

(_v' + K) - W'k = 0. (2.37)

Sa forme est identique que l'on soit dans le cas incompressible ou dans le cas com-
pressible.

Pour des perturbations axisymétriques, il est satisfait ici en tout rayon. Alors le
critère suffisant d'instabilité (2.13) dégénéré à la limite incompressible indique que
sont instables les champs porteurs vérifiant

(' +
i) <o. (2.38)



46 CHAPITRE 2. ÉCOULEMENT HÉLICOÏDAL

Lord Rayleigh démontre [Ray20] ce critère grâce à un argument de conservation
de moment angulaire. Il travaille avec le système des équations non linéarisées. Les
variables considérées sont la somme du champ de base et de la perturbation. Pour un
écoulement incompressible non visqueux axisymétrique purement azimutal soumis
à des perturbations axisymétriques, la conservation de la quantité de mouvement
non linéarisée selon 9 s'écrit (rV) = 0. Le moment angulaire L = r21 est donc
conservé pour une particule fluide. Le mouvement dans la direction r est soumis
à l'action équivalente d'une force centrifuge V2/r = L2/r3, à laquelle correspond
l'énergie potentielle centrifuge QL2/(2r2). Lors de l'échange de deux anneaux de
fluide de même masse dm situés en r1 et r2 (ri < r2), chacun des deux conserve
son moment angulaire initial, respectivement L1 et L2. Le changement d'énergie
potentielle résultant d'un tel échange s'écrit

Si pour tous les rayons L est supérieur à L, l'échange ne peut pas se faire sans une
source d'énergie : la distribution monotonement croissante de L2 est donc stable.
Au contraire, l'échange résulte en une énergie potentielle centrifuge moindre si et
seulement si le carré du moment angulaire décroît quelque part dans le domaine
fluide, i.e.

<0. (2.40)

Les résultats ne sont pas présentés ici mais conjointement avec leur contrepartie
compressible. Ils ont été confrontés aux travaux de Bayly [Bay88] permettant de
trouver analytiquement les valeurs propres les plus amplifiées ainsi que la forme
des modes propres associés. Avec cinquante polynômes de Tchebyshev, l'accord est
excellent pour les valeurs propres. L'obtention des modes propres sans oscillations
parasites, notamment au centre du tube, nécessite quatre-vingt-dix polynômes, alors
qu'entre cinquante et quatre-vingt-dix polynômes, la valeur propre évolue de l'ordre
de 10_8.

Pour tous les cas subséquents le nombre de polynômes a été élevé jusqu'à ce que
les modes propres n'évoluent plus. Ceci requiert environ cent polynômes. De plus,
afin de distinguer les valeurs propres purement numériques (qui de toutes façons sont
très souvent grandes de manière aberrante), les calculs ont systématiquement été
menés à deux résolutions différentes mais proches en nombre de polynômes. Seules
les valeurs communes aux deux calculs appartiennent au spectre de l'opérateur.

2.4 Cas compressibles

Les champs porteurs envisagés ici sont tous compressibles. Les premiers d'entre
eux (critère compressible de Rayleigh 2.4.1, rotation solide compressible avec vitesse

dm ((Lì L' (L
rr?))Lr\'\ dm I'L2 L2''r?

(1 1

r (2.39)
2 r22+r?) 2 2
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axiale uniforme 2.4.2) nous permettent d'examiner l'influence de la compressibilité
sur la stabilité. Une deuxième série de cas tend à mettre en évidence l'importance
de la condition d'autonomie. Elle comprend le cas de la rotation solide avec vitesse
axiale en cloche (2.4.3), celui de la rotation solide avec vitesse axiale parabolique
(2.4.4) et finalement un cas avec vitesse azimutale identique au profil utilisé pour le
critère compressible de Rayleigh et une vitesse axiale en cloche (2.4.5).

2.4.1 Critère compressible de Rayleigh

Nous désignons sous ce terme un champ porteur satisfaisant le critère (2.13), que
nous rappelons ici sous sa forme adimensionnelle

2 / , T12 \ Ti Ti

r rC2J r \ rl (2.41)

où les quantités adimensionnelles sont notées sans barre dans le souci d'alléger les
notations. Dans le membre de droite, le second terme correspond au discriminant
de Rayleigh et caractérise une instabilité centrifuge. Le premier terme représente la
correction compressible, fonction du nombre de Mach : un gradient d'entropie positif
du champ porteur a un effet déstabilisant.

Comme dans la démonstration initiale de Rayleigh, nous nous limiterons à des
instabilités axisymétriques. En revanche, l'hypothèse de vitesse axiale nulle sera rem-
placée par une hypothèse de vitesse constante. Mais par transformation galiléenne,
on montre que ceci ne change pas les propriétés de stabilité de l'écoulement. Le
critère d'autonomie (2.37) est satisfait en tout rayon.

Nous avons choisi de considérer deux familles de champs porteurs, toutes deux
paramétrées par le nombre de Mach de référence. Pour la famille B le taux d'am-
plification WKB maximal, o, est atteint à la Borne (i.e. au mur) alors que pour la
famille I, o est atteint à l'Intérieur du domaine. Conformément aux développements
de Rayleigh-Jansen pour les petits nombres de Mach, les champs de vitesse ont été
choisis indépendants du nombre de Mach (i.e. ce sont aussi les champs incompres-
sibles). Le paramétrage en nombre de Mach est introduit via la masse volumique
porteuse. Pour faciliter l'intégration de la pression, la masse volumique est choisie
égale à une constante à laquelle on ajoute une fonction exponentielle multipliée par
le nombre de Mach au carré. La pression est intégrée analytiquement en fonction
de la masse volumique et de la vitesse azimutale pour satisfaire l'équilibre radial.
Pour un nombre de Mach M = 0.1, les champs porteurs représentant les familles
B et I sont tracés figures (2.3) et (2.4). Le profil (en fonction du rayon) du taux
d'amplification WKB associé est représenté figure (2.5) pour les deux familles.

Pour chacune des deux familles de champ porteur, des calculs en modes normaux
ont été conduits. Sur la figure (2.6) est tracée l'évolution du taux d'amplification
des modes normaux, noté s, en fonction du nombre d'onde axial pour un nombre de
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FIG. 2.3 - Critère compressible de Rayleigh : Vitesse azimutale porteuse pour un
nombre de Mach M = 0.1, pour la famille B (maximum du taux d'amplification
WKB à la Borne) et la famille I (maximum du taux d'amplification WKB à l'Inté-
rieur)
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FIG. 2.4 - Critère compressible de Rayleigh: Pression porteuse et masse volumique
porteuse pour un nombre de Mach M = 0.1, pour la famille B et la famille I
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FIG. 2.5 - Critère compressible de Rayleigh : Taux d'amplification WKB pour un
nombre de Mach M = 0.1, pour la famille B et la famille I

Mach M = 0.1, pour la famille B. Le même comportement de croissance monotone
est observé pour la famille I. Quand le nombre d'onde axial tend vers l'infini, le
taux d'amplification des modes normaux tend vers o, maximum (sur l'ensemble
des rayons) du taux d'amplification WKB. Ceci est valable pour les deux familles
et à tout nombre de Mach. Ce résultat est en accord avec le taux de croissance
énergétique déterminé à l'aide de l'intégrale de Laplace.

Par ailleurs, pour des nombres d'onde axiaux croissants, les modes propres (par
exemple la perturbation de vitesse radiale, tracée figure (2.7)) sont de moins en
moins spatialement étendus et se centrent au rayon où le taux WKB maximal est
atteint. Dans le cas d'un maximum à la borne, les modes viennent s'écraser contre
la paroi. De plus, la pulsation réelle de la perturbation, w, est toujours telle que

= w + Wk soit nulle.

Ce comportement est analogue à celui observé pour un écoulement incompres-
sible satisfaisant le critère incompressible de Rayleigh. Dans ce cas, Bayly LBay88I
a montré analytiquement la concordance entre l'approche WKB et l'approche en
modes normaux aux grands nombres d'onde. Nous avons repris le même principe de
démonstration et étendu ses résultats au cas compressible [LL99].

En particularisant le système en modes normaux (2.26) au cas axisymétrique, on
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FIG. 2.6 - Critère compressible de Rayleigh : Taux d'amplification des modes nor-
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FIG. 2.7 - Critère compressible de Rayleigh : Perturbation de vitesse radiale du
mode le plus amplifié pour un nombre de Mach M = 0.3 et différentes valeurs du
nombre d'onde axial k, pour la famille I
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montre que la vitesse radiale et la pression d'Eckart satisfont

r v2 CR" dül[A2 + o.2(r)] ü + iA I ( - ( - 1) + --) + C_j = o,
J 1/ v2\

RrC
I AIi_+_)ü+C_I+i[C2k2_À2]i1=O.
L. Rr rCj dr]

Nous considérons le comportement de ce système à grands nombres d'onde (k oo)

et en réalisons un développement autour du rayon r0 où est atteint o-0. Afin de
satisfaire le principe d'équilibre des ordres dominants (en puissance de k), il est
nécessaire que w + kW soit nul et que les variables de (2.42) soient développées
selon les ordres indiqués ci-dessous, plus des termes en 1/k d'ordre supérieur

ss = i)t = o0 - -

1 (2.43)
=

ii (r - ro)k'/2

Cette forme de développement est en accord avec le développement WKB pour
lequel la pression d'Eckart est nulle à l'ordre dominant et n'intervient au plus qu'à
l'ordre E, correspondant à 1/k.

Ici, nous supposons que le maximum a0 de a est atteint au rayon r0 à l'intérieur
du domaine et que sa dérivée seconde en ce point est non nulle. On a alors a'
négative et le taux d'amplification WKB satisfait

a2 = a +
aoa'772 +...

k

L'ordre dominant de (2.42) régissant U et Y s'écrit alors

J (-2Sa2)U(i)+CoY'() = O,

'1 aoU'(i) + C0Y() = O,

avec C0 = C(ro). Ceci peut être réduit en une seule équation pour U

s (croo-0) (n + 1/2)

{ U() = exp (- (A)2/4)H

(2.42)

(2.44)

(2.45)

(2.46)

Cette équation est l'équation de l'oscillateur quantique harmonique dont les solutions
analytiques sont données par Bender et Orszag [B078]. En notant II le polynôme
d'ordre n de Hermite (Ho(x) = 1, H1(x) = 1 - x, ...) et A = (-4aÇ/ao)"4, le
mode le plus amplifié présente la valeur propre et le mode propre associé suivants:

(2.47)
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L'écart de taux d'amplification entre mode n et n + i est constant à nombre d'onde
fixé. À nombre d'onde croissant, il diminue jusqu'à atteindre une répartition de
spectre continu. La pression de Eckart Y(i) suit

Les autres variables sont aisément déduites de U, Y à partir de (2.26) particularisé
pour des perturbations axisymétriques

Ces relations sont identiques à celles pour le vecteur propre de D (équation (2.8))
associé à la valeur propre +o. En effet, pour des perturbations axisymétriques
(k0 = O), celui-ci s'écrit

{

(dv ,'\U= (+Vj,\dr JUoCd (R\= __-1n11)U
iC

cTokh/2

(dV ,'\ a,.
a0 = (+Vj,\dr J0old (R\b=
a E JR.

L'absence du facteur C dans la deuxième équation apparaît en raison de la définition
de a et b (1.22). La pression n'apparaît pas dans ces relations car la théorie WKB
la prédit nulle à l'ordre dominant. Le couplage entre perturbation de pression et
perturbation de vitesse axiale est donc aussi supprimé.

Le résultat analytique en modes normaux pour les grands nombres d'onde à été
comparé avec nos calculs. Sur la figure (2.8) est représentée la différence entre le
taux d'amplification des modes normaux s et le taux d'amplification WKB o. Elle
est comparée à l'expression théorique S/k. Les deux sont en excellent accord pour
des nombres d'onde k » 1. L'accord est d'autant meilleur que l'on considère des
modes plus amplifiés et des nombres d'onde élevés.

Les modes propres les plus amplifiés de la perturbation de vitesse radiale u sont
tracés figure (2.9) et se superposent à l'expression théorique U (2.47).

De plus, on peut formellement relier ces résultats au comportement incompres-
sible. Sous l'hypothèse de petit Mach, on peut développer les variables perturbées
sous la forme

(2.48)

(2.49)

(2.50)

(u, Q,p) = (uo, Qo,po) + M2(ui, i,pi) +... (2.51)
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FIG. 2.8 - Critère compressible de Rayleigh : Corrections numérique (s - 00) et
analytique (S/k) entre le taux d'amplification des modes normaux et le taux d'am-
plification WKB, pour un nombre de Mach M = 0.1, pour la famille I

et montrer que Po = Qo 0. Alors le système régissant l'ordre dominant o du
développement s'écrit

I Dtu0 + Lu0 + y ( = 0,

1. V.uo = 0.

Ceci est identique au système incompressible

J Dtuj + Lu1 + Vpj = 0
(2 53)V.uj=0.

portant sur (uj,pj) en posant u1 = u0 et pj = pi/(yM2). Ces relations sont très
bien satisfaites jusqu'à M = 0.3 et l'évolution de la pression en fonction du nombre
de Mach est tracée, pour un nombre d'onde donné, figure (2.10). Ii est à noter que
les relations (2.53) restent valables pour toute forme de perturbation, en particulier
pour des perturbations non axisymétriques.

Ainsi, aux faibles nombres de Mach et pour un écoulement non visqueux, on peut
déduire le comportement exact de la perturbation compressible à partir de celui de la
perturbation incompressible, sous l'hypothèse que la compressibilité intervient seule-
ment via la densité (et donc via le gradient de pression) et laisse le champ de vitesse
inchangé. Une instabilité incompressible implique l'instabilité compressible à faible
nombre de Mach. Il est donc intéressant de considérer désormais des champs por-
teurs stables en incompressible et éventuellement instables en compressibles. C'est

(2.52)
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FIG. 2.9 - Critère compressible de Rayleigh : Perturbation de vitesse radiale des
quatre modes les plus amplifiés pour un nombre de Mach M = 0.3 et un nombre
d'onde axial k = 400 fixé, pour la famille I. Le résultat du calcul numérique et la
forme analytique (2.47) sont superposés

0.7 0.8 0.9

r
06

i'i'



2.4. CAS COMPRESSIBLES 55

PR,P,R/?M2

2e-05

2e-05
0.75

Incompressible
M=O.1
M=O.3
M=O.7

----M=L

0.85
r

0.95

FIG. 2.10 - Critère compressible de Rayleigh : Partie réelle de la perturbation de
pression du mode propre le plus amplifié pour différents nombres de Mach et un
nombre d'onde axial fixé k = 1000. Les courbes tracées sont pj dans le cas incom-
pressible et pi/(yM2) dans les cas compressibles

le cas par exemple de la rotation solide superposée à une vitesse axiale uniforme ou
nulle.

2.4.2 Rotation solide compressible et vitesse axiale uniforme

Nous avons aussi choisi d'examiner en détails ce cas car il apparaît comme un cas
particulier dans l'établissement de conditions suffisantes d'instabilité par la méthode
WKB. Pour la rotation solide associée à une vitesse axiale de dérivée nulle, le critère
d'autonomie est satisfait en tout rayon. Le taux d'amplification WKB dépend en
revanche explicitement des nombres d'onde axial et azimutal selon:

"R' Ç12r\a2(r) = l2r (- - --) + 42l <0, (2.54)

avec fi = k/rn.
L'influence de la compressibilité sur la rotation solide est examinée via un para-

métrage du champ porteur par le nombre de Mach de référence. De même que dans
le cas du critère de Rayleigh compressible, nous avons introduit cette dépendance via
la masse volumique et intégré analytiquement la pression. Pour un nombre de Mach
M = 0.3 , la pression porteuse et la masse volumique porteuse sont représentées
figure (2.11).
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r

FIG. 2.11 - Rotation solide compressible et vitesse axiale uniforme: Champ porteur
de pression et masse volumique pour un nombre de Mach M 0.3

Nous avons conduit des calculs en modes normaux sur de tels champs en balayant
le plan (k, rn). L'évolution du taux d'amplification en fonction du nombre de Mach
est représentée successivement pour les nombres de Mach M = 0.1, M = 0.3 et
M = 1. sur les figures (2.12), (2.13) et (2.14). Il est à noter que les échelles des axes
k et s sont différentes dans les trois cas. Pour un /3 = k/rn donné, le taux d'amplifi-
cation des modes normaux tend vers le taux d'amplification WKB à tout nombre de
Mach. Le très bon accord est montré explicitement figure (2.15) où les taux d'ampli-
fication WKB et modes normaux sont tracés en fonction du nombre d'onde azimutal
pour un nombre d'onde axial donné. De même que noté par Broadbent [Bro84] et
Sozou [Soz87a] dans le cas d'un tourbillon de Rankine d'extension radiale infinie, les
perturbations tridimensionnelles sont moins instables que les perturbations planes.
De plus, des perturbations de nombre d'onde suffisamment élevé (i.e. pour k> k)
peuvent être stables. En accord avec (2.16) la valeur de k varie linéairement avec
rn.

Lorsque le nombre de Mach diminue, le taux d'amplification maximal (WKB
ou modes normaux, de manière équivalente) diminue jusqu'à atteindre la stabilité
neutre de la rotation solide incompressible en même temps que l'angle du cône
d'instabilité se réduit. Les perturbations les plus dangereuses sont les perturbations
planes.

Concernant les propriétés de symétries du spectre, le changement (k, rn) -+
(k, m) traduit un léger effet déstabilisant d'une hélicité négative. Cet effet disparaît
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FIG. 2.12 - Rotation solide compressible et vitesse axiale uniforme : Taux d'ampli-
fication des modes normaux pour un nombre de Mach M = 0.1

FIG. 2.13 - Rotation solide compressible et vitesse axiale uniforme: Taux d'ampli-
fication des modes normaux pour un nombre de Mach M = 0.3
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FIG. 2.14 - Rotation solide compressible et vitesse axiale uniforme: Taux d'ampli-
fication des modes normaux pour un nombre de Mach M = 1.
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FIG. 2.15 - Rotation solide compressible et vitesse axiale uniforme : Taux d'am-
plification WKB et modes normaux en fonction du nombre d'onde axial k pour un
nombre d'onde azimutal m = 800 donné et un nombre de Mach M = 0.3
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k

FIG. 2.16 - Rotation solide compressible et vitesse axiale uniforme Taux d'am-
plification des modes normaux pour un nombre de Mach M = 1. Les isovaleurs
sont tracés en incréments de 0.2 avec 2. pour valeur maximale, atteinte pour des
perturbations planes (k = 0) aux plus grandes valeurs du nombre d'onde azimutal

au fur et à mesure de l'accroissement du nombre d'onde et peut être observé sur
la figure (2.16). À grand nombre d'onde, les quatre cadrans du plan (k, m) sont
symétriques, de même que prévu par le taux d'amplification WKB.

La localisation des modes propres obéit sensiblement aux mêmes lois que dans
le cas du critère de Rayleigh les modes sont localisés au rayon où le taux d'am-
plification WKB est maximal. Sur la figure (2.17), celui-ci est représenté pour deux
couples (k, m) de rapport fi différent. Pour ces mêmes couples, la perturbation de
vitesse radiale des trois modes les plus amplifiés est représentée sur les figures (2.18),
(2.19) et (2.20). Ils présentent grossièrement les caractéristiques de polynômes de
Hermite multipliés par une gaussienne (i.e. fonction de Weber), mais un examen
plus attentif montre un écart à ce comportement. En effet, les deuxième et troisième
modes propres ne sont pas parfaitement symétriques par rapport au rayon de taux
d'amplification WKB maximal. En écoulement incompressible et pour un tourbillon
d'extension radiale infinie superposé à une vitesse axiale, Leibovich et Stewartson
[LS83] ont montré analytiquement que la variable transformée q5 = fu suit l'équation
de l'oscillateur harmonique. Dans cette expression u est la perturbation de vitesse

m
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FIG. 2.17 - Rotation solide compressible et vitesse axiale uniforme: Profil du taux
d'amplification WKB en fonction du rayon pour les couples (k, rn) (100, 800) et
(200, 800) pour un nombre de Mach M = 0.3

radiale et f est un facteur d'intégration dépendant de ¡3 et du rayon. q5 et non u
est la fonction de Weber. Néanmoins, à grand nombre d'onde, l'extension spatiale
des modes est tellement réduite que la variation de f est faible sur cette extension.
Un comportement similaire en écoulement compressible pourrait expliquer la légère
dissymétrie des modes propres par rapport au rayon où le taux d'amplification WKB
maximal est atteint.

Nous passons maintenant à des cas illustrant l'importance de la condition d'au-
tonomie.

2.4.3 Rotation solide compressible et vitesse axiale en cloche

Nous nous sommes intéressés à un cas pour lequel les hypothèses de la théorie
WKB ne sont satisfaites qu'en un point, i.e. sur un ensemble de mesure nulle. La
formule de Laplace donnant le taux de croissance énergétique n'est alors plus valable.

Nous avons considéré une rotation solide compressible (avec une dépendance de
la masse volumique sur le nombre de Mach identique au cas précédent) à laquelle
nous avons superposé un profil de vitesse axiale indépendant du nombre de Mach, et
de dérivée nulle en un point seulement. Pour un nombre de Mach M = 1, le champ
porteur est représenté figure (2.21).

Contrairement aux cas précédents, il existe des couples de nombres d'onde tels



de vitesse radiale du mode propre le plus amplifié pour les couples (k, m) (100, 800)
et (200, 800) pour un nombre de Mach M = 0.3
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FIG. 2.19 - Rotation solide compressible et vitesse axiale uniforme : Perturbation
de vitesse radiale du deuxième mode propre le plus amplifié pour les couples (k, m)
(100, 800) et (200, 800) pour un nombre de Mach M = 0.3
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FIG. 2.18 - Rotation solide compressible et vitesse axiale uniforme Perturbation



de vitesse radiale du troisième mode propre le plus amplifié pour les couples (k, m)
(100, 800) et (200, 800) pour un nombre de Mach M = 0.3
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FIG. 2.21 - Rotation solide compressible et vitesse axiale en cloche : Pression por-
teuse, masse volumique porteuse et vitesse axiale porteuse pour un nombre de Mach
M=1
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loo

FIG. 2.22 - Rotation solide compressible et vitesse axiale en cloche: Taux d'ampli-
fication des modes normaux pour un nombre de Mach M = 1. L'incrément entre les
isovaleurs est de 0.2 avec 0.2 pour valeur minimale

que la relation d'autonomie n'est pas satisfaite en tout rayon : pour des perturbations
non planes, elle est satisfaite seulement au rayon où la vitesse axiale est maximale.
Pour des perturbations planes, la relation d'autonomie est en revanche satisfaite pour
tout rayon. La théorie WKB nous indique que la croissance de la perturbation est
exponentielle aux points d'autonomie et au plus algébrique pour les autres rayons.
Suivant (2.20), l'énergie à l'ordre dominant s'écrit

E0(t) [fg(rt)dr]"2 , (2.55)

avec g(r, t) = exp(20t) en un rayon seulement pour des perturbations non planes.
Pour tous les autres rayons, g est au plus une fonction algébrique du temps. Cette
norme L2 présente donc au plus une croissance algébrique au cours du temps.

Le taux d'amplification des modes normaux pour un nombre de Mach M = i
est tracé figure (2.22). À l'exception de la droite des perturbations planes k = 0, le
taux d'amplification des modes normaux est différent (inférieur) à celui obtenu pour
une vitesse axiale constante (voir figure (2.14)). Mais il est aussi différent du taux
exponentiel nul attendu pour une croissance algébrique.

Plus précisément, sur la figure (2.23) est représenté à titre d'exemple le taux
d'amplification des trois modes normaux les plus amplifiés pour des perturbations
de nombres d'onde k = m. Ce taux d'amplification des modes normaux tend asymp-
totiquement vers la valeur du taux d'amplification WKB au rayon où W' s'annule,
i.e. au rayon d'autonomie. De plus pour tous les couples (k, in), la pulsation de la
perturbation par rapport à l'écoulement porteur tend vers O au rayon où les modes



fication des modes normaux le long d'une droite k = rn pour un nombre de Mach
M=1

se centrent pour les grands nombres d'onde.
Par ailleurs, pour un rapport fi = k/rn donné et des couples (k, m) croissants,

les modes propres les plus amplifiés tendent à se resserrer et à se centrer au point
où le critère d'autonomie est satisfait. Sur la figure (2.24) est tracée l'évolution de
la perturbation de vitesse radiale pour des couples k = rn croissants. Ce compor-
tement des valeurs et modes propres est analogue au comportement démontré en
incompressible par Leibovich et Stewartson [L583J. En effet, Leibovich et Stewartson
indiquent que les rayons d'instabilité sont ceux où la dérivée radiale de la pulsation
de la perturbation par rapport au champ porteur est nulle. Cette condition s'écrit

dWBase d f V \ rn f / V\ ¡=(w+m+kW)=(V --j+kW =0, (2.56)
dr dr r j r \ ri

et est exactement la relation d'autonomie (2.37).
Le taux d'amplification des modes normaux est lisse autour de la droite k = 0,

contrairement au taux d'amplification WKB qui chute de la valeur maximale (qui
peut être atteinte quand l'autonomie est partout satisfaite) à la valeur au rayon
d'autonomie. Ceci peut être constaté sur la figure (2.25), où nous avons tracé le
taux d'amplification WKB maximal sur l'ensemble des rayons r, ce même taux à
W' = O et le taux d'amplification des modes normaux. Le tracé est fait en fonction
du nombre d'onde k pour un nombre d'onde azimutal m fixé à 100.

Comme dans le cas de la rotation solide compressible avec vitesse axiale uni-
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FIG. 2.25 - Rotation solide compressible et vitesse axiale en cloche : Taux d'am-
plification des modes normaux et WKB pour rn = loo pour un nombre de Mach
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FIG. 2.24 - Rotation solide compressible et vitesse axiale en cloche : Partie réelle
de la perturbation de vitesse radiale du mode le plus amplifié pour un nombre de
Mach M = i et quatre couples k = m
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la perturbation de vitesse radiale des trois modes les plus amplifiés pour un nombre
deMachM=letk=m=60

forme, toutes les variables présentent un comportement proche de la fonction de
Weber (polynôme de Hermit e multiplié par une gaussienne). Au fur et à mesure que
l'on considère des modes moins amplifiés, les modes propres ont un comportement
oscillatoire de plus en plus rapide, ce qui est dû comme dans les cas précédents à
une augmentation de l'ordre des polynômes de Hermite. À titre d'exemple, la partie
réelle de la perturbation de vitesse radiale et la partie imaginaire de la pression à
k = m = 60 pour les trois modes les plus amplifiés sont représentées figure (2.26)
et (2.27). On constate cependant des défauts de symétries marqués par rapport au
rayon d'autonomie.

Sur la figure (2.28) est tracée la perturbation de pression pour différents nombres
d'onde. Les variables suivent les échelles imposées par la méthode WKB. Ainsi, la
pression tend vers O pour un nombre d'onde croissant, et ce plus vite que 1/Iki, mais
néanmoins plus lentement que 1/1k 3/2, qui est l'échelle du critère compressible de
Rayleigh. Il n'a pas été possible de mettre en défaut les prédictions de la méthode
WKB. Notons que Lifschitz et Hameiri remarquent dans [LH91J que la croissance
exponentielle de l'énergie sur une unique trajectoire (i.e. un ensemble de mesure
nulle) suffit à garantir une instabilité dans le spectre continu. Ici nous observons une
instabilité des modes normaux.

Il est à noter que les modes se placent au rayon où le critère d'autonomie est
satisfait et non en un point particulier du seul profil de W. C'est le couplage entre
les nombres d'onde de la perturbation et les deux composantes du champ de vitesse
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FIG. 2.26 - Rotation solide compressible et vitesse axiale en cloche : Partie réelle de
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FIG. 2.27 - Rotation solide compressible et vitesse axiale en cloche : Partie imagi-
naire de la perturbation de la pression des trois modes les plus amplifiés pour un
nombre de Mach M = i et k = m = 60

porteuse qui importe.

2.4.4 Rotation solide compressible et vitesse axiale parabo-
lique

Nous examinons désormais une configuration plus proche des conditions habituel-
lement rencontrées en canal : le profil de vitesse axiale est maintenant parabolique
et maximal au centre du tube. La dérivée radiale de la vitesse axiale s'annule donc
seulement en zéro. Pour certaines perturbations ce cas ne satisfait pas les conditions
suffisantes d'instabilité déterminées avec la méthode WKB. En effet, pour des per-
turbations non planes, la condition d'autonomie n'est satisfaite qu'au rayon nul, oil
le taux d'amplification WKB est nul.

Nous reprenons le même profil de rotation solide compressible que précédemment
(voir figure (2.21)) et nous lui superposons deux profils de vitesse axiale parabolique:
un "faible", présentant une faible variation (W(0) = i et W(1) = 0.99), et un "fort"
(W(0) = i et W(1) = 0).

Sur la figure (2.29) nous avons tracé le taux d'amplification des modes normaux
pour la rotation solide compressible avec vitesse axiale uniforme (trait plein), avec
profil parabolique faible (surface à peine discernable en dessous) et avec profil pa-
rabolique fort. Dans ce dernier cas pour tout m le taux d'amplification des modes
normaux tend rapidement vers O quand k augmente. Il est ici évident que la su-
perposition d'une vitesse axiale variable a un effet stabilisant. Nous avons aussi
superposé à la rotation solide compressible des profils de vitesse axiale présentant
un point d'inflexion et la même conclusion s'applique. Il apparaît que le profil exact
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FIG. 2.28 - Rotation solide compressible et vitesse axiale en cloche : Partie réelle
de la perturbation de pression du mode le plus amplifié pour un nombre de Mach
M = i et les couples (k, m) (60,60), (100, 100) et (200, 200)

de W importe peu en soi mais que la relation entre W et V pour satisfaire ou non
la condition d'autonomie est primordiale. Pour un profil porteur donné, le passage
d'une perturbation plane à une perturbation tridimensionnelle n'induit pas de varia-
tion brusque du taux d'amplification. En revanche, à grand nombre d'onde et pour
des perturbations non planes, la superposition d'un profil parabolique annihile la
perturbation.

2.4.4.1 Profil parabolique faible

Nous sous sommes attachés à examiner le taux d'amplification des modes nor-
maux pour la rotation solide compressible avec profil parabolique faible. Pour des
nombres d'onde axiaux aussi grands que k = 100, le taux d'amplification des modes
normaux est en effet quasi indiscernable du cas avec vitesse axiale constante. Sur
la figure (2.30) nous avons représenté son évolution en fonction du nombre d'onde
axial pour des perturbations axisymétriques. Le critère d'autonomie est satisfait
seulement au rayon nul. Le taux d'amplification des modes normaux commence à
chuter pour des nombres d'onde de l'ordre de 200, contrairement au cas avec vitesse
axiale constante, qui présente une croissance monotone (figure (2.14)). Les résultats
sur le taux d'amplification des troisième et quatrième modes sont sujets à caution à
partir de k = 500. En effet le spectre est alors entaché de valeurs propres purement
numériques. Néanmoins, il est indéniable que le comportement du cas parabolique
faible est éloigné du cas sans vitesse axiale à grand nombre d'onde. Conformément
à la théorie WKB qui prédit un taux d'amplification nul, le taux d'amplification des
modes normaux diminue.
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FIG. 2.29 - Rotation solide compressible et vitesse axiale parabolique: Taux d'ampli-
fication des modes normaux pour la rotation solide compressible avec vitesse axiale
uniforme (trait plein), avec vitesse axiale parabolique faible (trait pointillé, surface
à peine discernable de celle avec trait plein) et avec vitesse axiale parabolique forte
(trait pointillé)
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FIG. 2.30 - Rotation solide compressible et vitesse axiale parabolique faible: Taux
d'amplification des modes normaux pour un nombre de Mach M = i et une pertur-
bation axisymétrique
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réelle de la perturbation de vitesse radiale du mode le plus amplifié pour un nombre
de Mach M = i et une perturbation axisymétrique, pour un profil parabolique faible

Sur la figure (2.31), nous avons tracé le mode le plus amplifié pour une per-
turbation axisymétrique et différents nombres d'onde axiaux. Pour k croissant, les
modes se centrent et se resserrent au rayon où le taux d'amplification WKB (2.14)
est maximal, i.e. au même rayon que pour les perturbations planes. Néanmoins le
comportement est différent du cas où la condition d'autonomie est satisfaite. Le
mode le plus amplifié présente en effet un comportement de plus en plus oscillatoire
quand le nombre d'onde axial k augmente.

Pour les nombres d'onde (200, 0) et (400, 0), qui sont bien convergés, les quatre
modes les plus amplifiés de la perturbation de vitesse radiale sont tracés figure
(2.32) et (2.33). Dans la deuxième figure, l'échelle de l'abscisse est plus grande
l'extension spatiale des modes diminue quand le nombre d'onde augmente. À un
nombre d'onde donné, le caractère oscillatoire n'augmente pas quand on considère
des modes propres moins amplifiés. Ceci est contraire aux cas précédents, pour
lesquels le critère d'autonomie est satisfait, fût-ce en un point seulement.

2.4.4.2 Profil parabolique fort

Nous détaillons ce cas aux seuls nombres d'onde faibles, le taux d'amplification
pour des nombres d'onde aussi bas que Iki = 20 étant nul. Sur la figure (2.34),
nous avons représenté le taux d'amplification des modes normaux. Pour un nombre
d'onde axial k croissant, il tend d'autant plus vite vers O que la perturbation est
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FIG. 2.33 Rotation solide compressible et vitesse axiale parabolique faible: Partie
réelle de la perturbation de vitesse radiale des modes les plus amplifiés pour un
nombre de Mach M = i et une perturbation axisymétrique à k = 400
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FIG. 2.32 - Rotation solide compressible et vitesse axiale parabolique faible: Partie
réelle de la perturbation de vitesse radiale des modes les plus amplifiés pour un
nombre de Mach M = 1 et une perturbation axisymétrique à k = 200

0.88 0.93
r

0.98



72 CHAPITRE 2. ÉCOULEMENT HÉLICOÏDAL

20

FIG. 2.34 - Rotation solide compressible et vitesse axiale parabolique forte : Taux
d'amplification des modes normaux

faiblement oscillatoire dans la direction azimutale.
Le comportement des modes propres est sensiblement différent des comporte-

ments habituels observés pour des nombres d'onde faibles, pour lesquels la pertur-
bation se localise très rapidement autour d'un rayon privilégié. À titre d'exemple,
sur la figure (2.35) est tracée la partie réelle de la perturbation de pression. Les
nombres d'onde où le taux d'amplification est non nul restent faibles et il n'y a pas
localisation des modes propres autour d'un rayon particulier comme dans les cas
précédents.

2.4.5 Vitesse azimutale du critère compressible de Rayleigh
et vitesse axiale en cloche

Nous nous intéressons maintenant au cas général 2.2.2.1 mis en avant dans la dé-
monstration du taux d'amplification WKB : le profil azimutal n'est pas une rotation
solide et la vitesse axiale est variable. Nous avons utilisé le profil de vitesse azimutale
du critère compressible de Rayleigh du paragraphe 2.4.1 et lui avons superposé le
même profil de vitesse axiale en cloche qu'au paragraphe 2.4.3. Le champ de base
pour le nombre de Mach de référence M = 1. est tracé figure (2.36).

Sur la figure (2.37), nous avons tracé le rayon d'autonomie, rayon où est satisfaite
(2.37), pour différentes valeurs de ß = k/rn. Il existe au plus un rayon où la condi-
tion d'autonomie est satisfaite. Pour ß < 3 ou fi > 2, la condition d'autonomie
n'est jamais satisfaite. Le taux d'amplification WKB tracé est celui atteint au rayon
d'autonomie.

Le taux d'amplification des modes normaux est tracé sur la figure (2.38). Le
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FIG. 2.35 - Rotation solide compressible et vitesse axiale parabolique forte : Par-
tie réelle de la perturbation de pression pour un nombre de Mach M = i et une
perturbation de nombre d'onde axial k = 4
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FIG. 2.36 - Vitesse azimutale du critère compressible de Rayleigh et vitesse axiale
en cloche: Champ porteur pour un nombre de Mach M = i
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en cloche: Taux d'amplification WKB au rayon d'autonomie et rayon d'autonomie
pour un nombre de Mach M = i

caractère non lisse des isovaleurs du taux d'amplification pour les petits nombres
d'onde (k, m) avec /3 > O résulte de la discrétisation insuffisante dans le plan (k, m).
Le taux d'amplification atteint pour les grands nombres d'onde (en norme) est celui
prédit par la méthode WKB. Pour les valeurs de /3 comprises entre O et 0.6, le taux
d'amplification des modes normaux est supérieur au taux nul prédit par la méthode
WKB. Ceci est analogue au comportement de la rotation solide compressible avec
vitesse axiale parabolique pour les nombres d'onde modérés.

Nous avons tracé dans la partie supérieure de la figure (2.39) la partie réelle
de la perturbation de vitesse radiale pour k = 20 et m = 20, 40, 60 et 100. Ceci
correspond à des valeurs de /3 égales à 1, 0.5, 0.33 et 0.2. En dessous, nous
avons tracé /3 en fonction du rayon d'autonomie (fonction inverse de celle tracée
figure (2.37)). Les perturbations sont centrées autour du rayon d'autonomie. Le
centrage est d'autant plus précis et le mode plus resserré autour de ce rayon que
la norme du nombre d'onde est grande. Ceci correspond ici à des valeurs de /3 plus
petites en valeur absolue car nous travaillons à k fixé.

Sur la figure (2.40), nous avons tracé pour un couple (k,m) = (-20,20) la
pulsation de la perturbation par rapport à l'écoulement de base, WBasg, avec

(2.57)
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FIG. 2.38 - Vitesse azimutale du critère compressible de Rayleigh et vitesse axiale en
cloche: Taux d'amplification des modes normaux pour un nombre de Mach M = 1.
Les isovaleurs du taux d'amplification sont espacées de 0.1 et leur plus petite valeur
est 0.03
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FIG. 2.39 - Vitesse azimutale du critère compressible de Rayleigh et vitesse axiale
en cloche : Perturbation de vitesse radiale (partie supérieure de la figure) et rayon
d'autonomie (partie inférieure) pour un nombre de Mach M = 1.

À l'exception des rayons r E [0.6; 0.7], la perturbation est en avance de phase par
rapport au champ de base. Pour r E [0.6; 0.7], WBaSC est négative et proche de zéro
la perturbation est dans cette zone presque stationnaire par rapport à l'écoulement
porteur. Pour ces rayons, elle est significativement non nulle (voir figure (2.39) avec

fi = 1.0). Sur la figure (2.41), nous avons tracé dans la partie supérieure de la
figure wnase/m pour k = 20 et différents nombres d'onde azimutaux. Dans la
partie inférieure, nous avons tracé le rayon d'autonomie pour différents fi. À grands
nombres d'onde, wBase/m se réduit à (r) +fiW(r). À k fixé, pour des valeurs de m
croissantes, la pulsation par rapport au champ de base prend des valeurs de plus en
plus proches de zéro autour du rayon d'autonomie. Ceci est semblable au résultat
de Maslowe [Mas74] pour un écoulement de Poiseuille incompressible en rotation
solide. Maslowe établit en effet pour des perturbations non axisymétriques qu'une
condition nécessaire d'instabilité est que la perturbation soit stationnaire par rapport
au champ de base. Par ailleurs, la dérivée dans la direction radiale de la pulsation
par rapport au champ de base est par définition nulle au rayon d'autonomie. Ceci
est conforme au résultat incompressible de Leibovich et Stewartson LLS83I.
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FIG. 2.41 - Vitesse azimutale du critère compressible de Rayleigh et vitesse axiale en
cloche : Pulsation par rapport à l'écoulement de base, divisée par le nombre d'onde
azimutal, pour différents im et k = 20, pour un nombre de Mach M = 1.
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FIG. 2.40 - Vitesse azimutale du critère compressible de Rayleigh et vitesse axiale
en cloche : Pulsation par rapport à l'écoulement de base pour (k,m) = (-20,20),
pour un nombre de Mach M = 1.
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Conclusions et Perspectives

Nous avons exposé la méthode WKB, basée sur un développement asymptotique
ondes courtes de la perturbation. Cette méthode permet de ramener le système aux
dérivées partielles régissant toute perturbation à un système aux dérivées ordinaires
régissant l'évolution des perturbations inertielles le long des trajectoires de l'écou-
lement de base. Elle s'applique à un écoulement non visqueux, incompressible ou
compressible subsonique. La méthode ne tient pas compte de la présence de parois.

Dans le cas d'un champ de base hélicoïdal, nous avons exposé un critère suffisant
d'instabilité. Ce critère fait apparaître une relation d'autonomie, qu'il faut satisfaire
en un rayon au moins. Elle dépend des nombres d'onde azimutal et axial de la
perturbation et du champ de base. Le critère fait aussi apparaître une condition que
doit satisfaire le champ de base (2.9) sur au moins un point de l'ensemble des rayons
d'autonomie, et un taux d'amplification associé. Ce critère montre qu'un gradient
d'entropie positif du champ porteur a un effet déstabilisant.

Nous avons complété cette étude asymptotique de stabilité par une étude avec
formulation en modes normaux. L'intérêt est d'une part d'obtenir les modes propres,
d'autre part d'examiner les limites de la méthode WKB, en particulier sa validité à
petits nombres d'onde et l'importance de satisfaire la condition d'autonomie.

Les taux d'amplification des modes normaux et les fonctions propres associées
ont été déterminés numériquement avec une méthode spectrale. Le programme a été
validé avec des cas incompressibles. Nous avons ensuite considéré différents champs
porteurs. Certains profils et nombres d'onde de perturbation permettent de satisfaire
la relation d'autonomie en tout rayon. D'autres profils ne permettent de la satisfaire
qu'en un seul rayon. D'autres enfin, nulle part.

De manière commune à tous ces cas, nous n'avons jamais pu mettre en défaut les
prédictions de la méthode WKB pour les grands nombres d'onde. Ceci est illustré
avec le cas de la vitesse azimutale du critère compressible de Rayleigh superposée à
une vitesse axiale en cloche. Selon les différents nombres d'onde de la perturbation,
ce cas regroupe toutes les possibilités de satisfaction ou non du critère d'autonomie.
Le taux d'amplification des modes normaux atteint à grands nombres d'onde est le
maximum, sur l'ensemble des rayons où la condition d'autonomie est satisfaite, du
taux WKB.

Dans le cas où la relation d'autonomie est satisfaite en tout rayon (critère corn-
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pressible de Rayleigh plan avec des perturbations axisymétriques, rotation solide
compressible pour toute perturbation plane, et rotation solide compressible avec vi-
tesse axiale uniforme pour toute perturbation), le taux d'amplification des modes
normaux tend vers le maximum du taux WKB sur l'ensemble des rayons [0 :

quand le nombre d'onde de la perturbation croît en norme. Les modes propres se
centrent en ce point et s'y resserrent. À nombre d'onde fixé, le comportement oscilla-
toire augmente quand on considère des modes moins amplifiés. Pour tous ces champs
de base, les modes propres présentent une forme proche d'une fonction de Weber
( gaussienne multipliée par un polynôme de Hermite) . Pour le critère compressible
de Rayleigh, nous avons pu déterminé analytiquement les modes propres (qui sont
exactement la fonction de Weber) et le taux d'amplification des modes propres les
plus amplifiés à nombre d'onde fini. Le comportement faiblement compressible peut
être exactement déduit du cas incompressible. Ces cas simples mettent en évidence
le caractère déstabilisant d'un gradient d'entropie porteuse positif.

Quand la relation d'autonomie est satisfaite en un point seulement (rotation
solide compressible et vitesse axiale en cloche pour des perturbations non planes), le
taux d'amplification des modes normaux tend asymptotiquement à grands nombres
d'onde vers la valeur du taux d'amplification WKB en ce point. Les modes propres
présentent les même allures que dans le groupe de cas précédents, mais avec des
dissymétries plus marquées par rapport au rayon d'autonomie.

Ces deux groupes ont donc un comportement de modes propres très voisin. Satis-
faire la condition d'autonomie sur un ensemble de points, éventuellement de mesure
nulle, en générant un taux d'amplification WKB non nul, induit un type de com-
portement des modes. Notons que les rapports entre les différentes composantes de
la perturbation peuvent être obtenus à partir des vecteurs propres de la matrice D
(2.8)

Quand la relation d'autonomie n'est nulle part satisfaite, sauf en un rayon où le
taux WKB est nul, un comportement différent est mis en évidence (rotation solide
compressible et vitesse axiale parabolique pour des perturbations non planes). Le
taux d'amplification des modes normaux tend vers zéro aux grands nombres d'onde.
Pour le cas du profil parabolique faible, les modes les plus amplifiés se centrent
autour d'un rayon privilégié quand le nombre d'onde augmente. Mais le mode le
plus amplifié est de plus en plus oscillatoire avec l'augmentation du nombre d'onde.
À un nombre d'onde donné, les modes les plus amplifiés ont tous le même caractère
oscillatoire. Aux faibles nombres d'onde, ne pas satisfaire la relation d'autonomie
ne garantit pas un taux d'amplification exponentiel nul. C'est ce qui explique que
le taux d'amplification des modes normaux ne chute pas brusquement à zéro quand
k est faible, mais non nul. Le même comportement est observé pour ß e [0 : 0.5]

pour la vitesse azimutale du critère compressible de Rayleigh et la vitesse axiale en
cloche.
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Nous souhaitons proposer les perspectives suivantes. Le cas de la rotation solide
semble le plus favorable à la détermination analytique des modes propres. En effet,
comme pour le critère compressible de Rayleigh, la relation d'autonomie est satisfaite
en tout rayon. La méthode pourrait s'inspirer de Leibovich et Stewartson [LS83].
Nous avons pu montrer que le principe d'équilibre des ordres ne peut être satisfait
à l'ordre dominant que si le taux d'amplification du mode normal le plus amplifié
est asymptotiquement (i.e. à nombre d'onde infini) égal au taux d'amplification
WKB. Par manque de temps, nous n'avons pas pu pousser la démonstration plus
loin. L'obtention analytique des modes propres dans d'autres cas est beaucoup plus
délicate, particulièrement quand le taux de croissance WKB est exponentiel en un
rayon seulement (autonomie sur un ensemble de mesure nulle).

Il pourrait être intéressant de regarder l'influence du critère (2.9) quand la rela-
tion d'autonomie est satisfaite. L'étude consisterait à choisir des profils de vitesses
axiale et azimutale et un /3 tels que la relation d'autonomie soit satisfaite, et à faire
varier la densité jusqu'à ce que le taux WKB soit nul au point d'autonomie. Pour
cette étude, il faut choisir des profils de W et V tels que (+V')2+W'2-4()2 0,

afin de ne pas être dans le cas où (2.9) est condition nécessaire et suffisante d'in-
stabilité [ES78, War75]. En particulier il faut éviter la rotation solide compressible
avec vitesse axiale uniforme.

L'influence de la viscosité n'a pas été considérée ici. La théorie WKB permet
de la prendre en compte quand l'écoulement visqueux tend asymptotiquement vers
l'écoulement non visqueux [Lif9l]. Le petit paramètre e du développement WKB
est alors lié à la viscosité selon e2 = 1/Re, avec Re le nombre de Reynolds de
l'écoulement. Faire tendre e vers O suppose alors que Re - oo. La théorie est
valable seulement asymptotiquement. Notons que la viscosité n'a pas seulement un
effet amortissant. Khorrami note dans [Kho9lbJ qu'un tourbillon incompressible de
Batchelor présente des modes d'instabilité de grande longueur d'onde en présence
de viscosité.

Un grand domaine laissé de côté par cette étude est l'influence de perturba-
tions acoustiques. Pour que la méthode WKB présente un intérêt il faudrait se
placer à nombre de Mach proche de 1. En effet, pour un nombre de Mach de 0.3,
la disparité de longueur d'onde entre les perturbations inertielles et acoustiques est
de plus de deux ordres de grandeur. À la limite incompressible, les perturbations
acoustiques ont des longueurs d'onde tendant vers l'infini. Contrairement au cas des
caractéristiques inertielles, l'effet des parois serait ici critique puisque les caracté-
ristiques acoustiques peuvent se réfléchir sur les parois, et intersecter. La présence
de telles caustiques induit des difficultés techniques de mise en oeuvre de la mé-
thode WKB. Cette étude permettrait en revanche d'établir un lien avec les études
RDT précédentes [SCC97]. Dans une application lointaine, on peut citer le tube de
Ranque-Hilsch, où des effets thermiques sont associés à une forte émission sonore en
présence d'un écoulement porteur axial giratoire. La prise en compte des caractéris-
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tiques acoustiques pourraient être un pas dans la compréhension de ce phénomène
complexe.



Annexe A

Hyperbolicité et symétrie du système
régissant la perturbation

L'hyperbolicité du système différentiel est une caractéristique indépendante du
système de coordonnées. Il est plus aisé de la vérifier en coordonnées cartésiennes,
(x1, x2, x3) (x, y, z), où on peut écrire (1.8) sous la forme suivante

oxMX=OtX+>A''+BX=0
¿1=1 Ox
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et où X, A" et B ont les expressions suivantes

x=

f
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m
(A.2)
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Les matrices A" sont clairement réelles symétriques donc [Eck8l, Whi74] l'opé-
rateur M est hyperbolique symétrique.
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Annexe B

Ordre de troncature

De même que dans le cas de la détermination du caractère du système différen-
tiel, la détermination de l'ordre minimal de troncature ne dépend pas du système
de coordonnées considéré. Dans un souci de simplicité, on utilise les coordonnées
cartésiennes.

Le développement asymptotique (hautes fréquences / grands nombres d'onde) du
vecteur inconnu X = (y, x, )T peut s'écrire comme chez Bender et Orszag [B0781

X(x,t) = (s'x1(xt)) exp (E11(x,t)) (B.1)

où les amplitudes X' sont complexes et toutes du même ordre de grandeur. Les
phases sont réelles et e est un petit paramètre réel.

Les amplitudes étant complexes, on peut écrire un développement de forme plus
simple mais formellement identique en incluant le terme de phase constante (ne
dépendant pas de e) dans l'amplitude, i.e. en remplaçant X' par X'ei1

X(x,t) = (eX'(x,t)
'oo

)exp(i s ¿=2

De plus, pour les termes de la partie exponentielle du développement d'ordre infé-
rieur ou égal à e, on peut réaliser un développement limité autour de la valeur O de
e:

exP (e1z(x,t)) =exP(ie1i+i(x,t)) 1+Ea+E2b+...

Ce développement limité peut être incorporé dans l'amplitude sans en changer l'ex-
pression formelle. Le développement (B.1) est donc formellement équivalent à

X(x,t) = (EPX(Xt)) exp (-(x,t)) (B.2)
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avec

De plus, le système d'équations (1.9) peut être écrit sous la forme

Après quelques manipulations, et en regroupant les termes facteurs d'une puissance
donnée de E, on montre que le système précédent est équivalent à

- à l'ordre 1/E

i (VqiDt + yq+iCk)
iXq+iDt4'

i (Yq+i1t + Cvq+i.k)

avec k V le vecteur d'onde.
En particulier, les équations régissant les variables indexées O font apparaître Yi,

y1 et x1. Il est donc nécessaire de garder explicitement ces termes dans le dévelop-
pement. Les termes d'ordre supérieur peuvent être rassemblés dans un résidu (Xr)
En posant X1 XE, on peut donc considérer la forme suivante de développement

t)e(»t)/E t)et+ EXE(x,

\YoJ \YeJ \YrJ

X(x, t)= Xo(x, + &Xr(X, t) , (B.6)

avec les notations

f
V0 VE Vr

X0 = W0 , (B.7) XE = WE , (B.8) Xr = W,. . (B.9)
X0 XE Xr

(y CVy y

CV.v y
DtI x + O +B x =0. (B.3)

voDt + Cyok = 0,
x0D = 0, (B.4)

aux ordres supérieurs (q 0)

yoD4' + Cv0.k = 0,

/vq\ f CVyq \ (vq\
Dtxql+I O I+B.(xqI

Yq) CV.vq) Yq)
(B.5)



Annexe C

Majoration des opérateurs
hyperboliques symétriques

On considère une équation de la forme:

Mw=f, (C.1)

avec w un vecteur de support compact à l'instant initial et M un opérateur hy-
perbolique symétrique de la forme (1.9). On cherche à obtenir une majoration de la
forme

f(w(x,t).w*(x,t))dx M, M E 1H. (C.2)

Formellement, on peut toujours écrire w = avec i constante. (C.1) s'écrit
alors

3

Wt+>A"Wx+(B+icI)W=e'tf. (C.3)
L/1

En sommant le produit scalaire à droite de (C.3) par W et le produit scalaire à
gauche de (C.3*) par W, on obtient l'équation suivante sur W. W'

3

ô( W W*) + O (W E W*) + W (H + 2icI) W = e_?ct( W f* + f W*),

où H = B + BT - > A et où on a utilisé la symétrie de M. Par intégration sur

S, (C.4) devient

f(W. W*) dx + f (W.(H + 2ic1) W*) dx Kt f( W.f* + f. W*)dx.

On a ici utilisé que W étant de support compact à l'instant initial, son support
restera compact aux instants ultérieurs [Eck8lJ. L'intégrale volumique du deuxième
terme de (C.4), transformée en intégrale surfacique par application du théorème de
Gauss, est donc nulle à tout instant.
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On cherche ensuite à majorer le membre de droite de (C.5). La norme carrée de
la différence de deux vecteurs étant positive, on a pour tout vecteur V

W. V + V. W V. V + W. W. (C.6)

En particulier, pour V = e_Ktf, (C.5) devient

f(W.W*)dx+f(W.(H+(2Ic_ 1)I)W*)dx < e_2Ktj(ff*)dx (C.7)

En choisissant ic suffisamment grand, on peut rendre le produit W.(H + (2k -
1)1) W* défini positif. Donc

f(w.w*)
e_2KdX e f (f

f*) dx. (C.8)

Par intégration temporelle de cette dernière équation, on trouve

L (w(x,t).w*(x, t)) dx e2t f (w(x,O).w*(x,O))dx
Js

+e21ct [t{e2KT f(f(xy)f*(xr))dx}dy
Jo JS

(C.9)



Annexe D

Conditions limites

Sauf indication contraire, les variables apparaissant dans cette annexe sont les
variables complètes.

Comme nous résolvons sur un domaine ]O, R], nous avons à examiner le problème
des conditions limites en ces deux points.

À la paroi, la mise sous forme caractéristique du système indique que, la vitesse
normale à la paroi étant nulle, nous avons trois ondes stationnaires, une onde sortante
à la vitesse c et une onde entrante à la vitesse c. La spécification de cette dernière
est directement obtenu avec en fonction de l'onde sortante en utilisant la nullité de
la vitesse à la paroi. Cette condition limite est donc la seule à imposer sur le système.
Pour la perturbation de vitesse, sa linéarisation donne u(R) = O.

Au centre, la condition limite est purement géométrique ([KMA89]) : elle stipule
que la valeur de toute variable est unique, i.e. indépendante de 9. Pour la vitesse,
on a donc

Pour le champ de base, monodimensionnel en r et tel que V9(0) = O, ces conditions
sont automatiquement satisfaites. Pour la perturbation, de forme

yT (r, 9, z, t) iTT(r)e_i (ut + m9 + kz) (D.3)

89

av a

avz =0,
(D.1)

(D.2)

-;- = (Vrer+Voêo+Vzêz)

(OVr

et pour la pression et la masse volumique

= _Vo)êr+(Vr+Ç)eo+êz

OR OP
89 89
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on doit avoir:

{

imüií = 0,
= o,

imiTi = 0,

im = 0,
imj3 = 0.

On obtient donc des conditions différentes selon la valeur de m
- m = 0,

u = 0,
'13 = 0,

E iR,

E iR,

E IR.

- m=±1,
= im'í3,

3 E IR,

= 0,

=0.
Tn 0 {-1, 0, +i},

ikfm+kW+is)Rw yM20'

=0,

(D.4)

u = 0,
'13 = 0,

= 0, (D.7)
= 0,

j5=0.
D'après Canuto et al. [CHQZ88], lors de la résolution sur 10, R], il n'est pas besoin

d'appliquer la moindre condition limite en 0. Nous avons néanmoins examiné le
comportement du système différentiel (2.28) au voisinage de O par un développement
de Taylor des variables du champ porteur comme de celle de la perturbation. Ainsi
R(r) = R0 + Rr +... Les ordres dominants, i.e. 1/r éventuellement , i et r, font
apparaître les relations suivantes

im
yM2 = 0,

RW'ui(w-

R(uimv) =
'yP (u - imv)

im,
2lRuz(w+mQ+kW+zs)Rv 2p =0,

'yM
2R'u + 2Ru' - im (R'v + Rv') - Rikw - i (w + mQ + kW + is) = 0,

('y + 1) P'u + 2'yPu' - im'y (P'v + Pv') - "yPikw - i (w + mf + kW + is) p = 0.

(D.8)
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Dans ce système, toutes les variables 1, W, R, P, u, y, w, , p et leurs dérivées ont
leur valeur au point O. L'indice a été systématiquement supprimé pour alléger la
notation.

De plus, nous avons seulement considéré des champs de base lisses en particulier
W' = P' = R' = O à l'origine et la masse volumique et la pression ne sont jamais
nulles. Le système (D.8) peut donc être réduit en

mp=0,
ikz(w+m+kW+zs)Rw -

uimv=O,
2lRu - i (w + mÇ + kW + is) Rv = O,

R(2u'imv'ikw)i(w+mf2+kW+is)=O,
'yP (2v! - imv' - ikw) - i (w + mQ + kW + is) p = O

7M2 =

(D.9)

Dans le cas où (w + mì + kW + is) est non nul au centre (ce qui est garanti pour
les cas instables), (D.9) se réduit exactement aux conditions limites (D.5) à (D.7). A
titre d'illustration, sur la figure (D.1) sont tracées les parties réelles et imaginaires
des modes propres de perturbations de vitesse radiale et azimutale pour m = i et
k = i pour une rotation solide compressible et une vitesse axiale en cloche.

Il a été vérifié que les conditions limites au centre, comme à la paroi, sont bien
satisfaites.
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FIG. D.1 - Parties réelles et imaginaires des vitesses radiales et azimutales du mode
propres le plus amplifié pour m = i et k = i dans le cas d'une rotation solide
compressible à M = i. et pour un profil de vitesse axiale en cloche
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Introduction

Les travaux sur la transition de l'écoulement au bord d'attaque d'une aile en
flèche (non perpendiculaire au fuselage) ont débuté dans les années 1950 avec les ex-
périences de Cray [Cra52]. Quand la vitesse atteint une valeur critique, la transition
est localisée très proche du bord d'attaque. Des visualisations montrent que près
de cette valeur critique, on peut parfois observer des courants de basse et haute vi-
tesse alignés avec l'écoulement moyen et peu espacés. Stuart dans [GSW55] suppose
que cette l'instabilité est due à un "crossflow" (composante transverse) . En effet, la
courbure des lignes de courant induit une force centrifuge. Celle-ci est équilibrée par
le gradient de pression à l'extérieur de la couche limite. Mais cette force centrifuge
décroît dans la couche limite. La pression (constante en première approximation au
travers de la couche limite) crée donc une vitesse perpendiculaire à la vitesse en
sortie de couche limite. Un tel écoulement peut être instable à des ondes obliques.
Stuart attribue l'instabilité à la présence d'un point d'inflexion dans le profil de
vitesse projeté dans la direction du nombre d'onde oblique. Un système de succion
est sensé pouvoir supprimer cette instabilité de crossflow non visqueuse.

Les tests menés par Gaster [Gas65] dix années plus tard démontrent l'inefficacité
du système de succion. Gaster identifie alors un mécanisme de déstabilisation par
contamination le long du bord d'attaque. La turbulence créée à la jonction aile-
fuselage est propagée le long du bord d'attaque et fait instantanément transitionner
toute l'aile. Gaster note qu'une fois que le bord d'attaque est turbulent, les systèmes
de succion sont inopérants pour relaminariser l'aile. Il propose alors de coller sur le
bord d'attaque une bosse (Gaster bump) qui arrête l'écoulement perturbé venant
de la jonction. Au delà du bump, une couche limite fraîche est créée. Il étend ses
tests en 1967 LGas67]. Par des tests en vol sur une aile en flèche, il détermine que
des perturbations de forte intensité ne survivent pas si le nombre de Reynolds Reo,
basé sur la vitesse en sortie de couche limite le long du bord d'attaque et l'épaisseur
de quantité de mouvement, est inférieur à environ 100. Ceci est le Reynolds critique
inférieur. Gaster conduit par ailleurs une série de tests en soufflerie. Il impose des
fluctuations de pression sinusoïdales de faible amplitude avec un microphone placé au
bord d'attaque. L'amplitude est mesurée le long du bord d'attaque. Gaster note que
la perturbation est une onde propagative avec vitesse de phase constante. La vitesse
de propagation dépend de la fréquence de la source. Jusqu'à Reo = 170, nombre de
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Reynolds maximal autorisé par son installation, il n'y a pas amplification.
Cumpsty et Head [CH69] en 1969 et Poll [Po179] en 1979 identifient un mécanisme

d'instabilité visqueux, distinct de l'instabilité de crossfiow, au bord d'attaque d'un
cylindre en flèche. Le nombre de Reynolds, toujours basé sur la vitesse hors de la
couche limite le long du bord d'attaque et l'épaisseur de quantité de mouvement,
pour voir apparaître les premières instabilités est R0 = 230. Un calcul théorique
utilisant le profil de vitesse le long du bord d'attaque (avec hypothèse d'écoulement
parallèle) donne un nombre de Reynolds critique légèrement trop élevé (Re rì 270)
[Jos96J.

Il est alors clair que les mécanismes d'instabilité sur une aile en flèche de grand
rapport d'aspect sont multiples [CL97]. Il y a possibilité de contamination par la
turbulence créée le long du fuselage ou à la jonction aile-fuselage, possibilité de
déstabilisation par onde de Tolimien-Schlichting le long du bord d'attaque, possi-
bilité d'instabilité de crossflow si la courbure des lignes de courant est assez forte
[Po185, Bip99], et aussi possibilité d'instabilité par tourbillons de Taylor-Görtler si
l'aile présente des zones concaves [HMP84]. Si le bord d'attaque est turbulent, les
systèmes de succion sont inopérants pour ramener le reste de l'aile dans un état
laminaire. La connaissance de l'instabilité au bord d'attaque est donc critique dans
le souci de développer des ailes laminaires.

Dans la mesure où l'utilisation d'une hypothèse d'écoulement parallèle n'est pas
supportée par la topologie de l'écoulement et que, dans le même temps, l'étude était
longtemps prohibitivement compliquée, d'autres simplifications furent recherchées.
La première consiste à simplifier la géométrie. Cumpsty et Head [CH67J déterminent
en 1967 que la dépendance du champ de base vis-à-vis de la direction le long du
bord d'attaque peut être négligée pour des ailes de grand rapport d'aspect. Ceci
revient à analyser le bord d'attaque d'une aile infinie. De plus l'instabilité de la
ligne d'arrêt étant limitée à une zone très proche du bord d'attaque, il est possible de
considérer un impact sur une plaque plane. Hall et Malik dans [HM86] notent en effet
que l'écoulement sur un cylindre en flèche peut être au premier ordre modélisé par
l'impact non perpendiculaire sur une plaque plane. Ceci revient à négliger les effets
de courbure. Par ailleurs, des simplifications sur les modes propres sont recherchées.
Celles-ci viennent de l'étude du cas de l'impact perpendiculaire (la vitesse le long
du bord d'attaque est nulle).

Historiquement, ce cas est abordé beaucoup plus tôt et fait plus l'objet d'études
théoriques. Hiemenz détermine en 1911 la solution semi-analytique satisfaite par un
écoulement impactant perpendiculairement à un plan. Cette solution, rappelée par
Schlichting dans [Sch79J, est une solution exacte des équations de Navier-Stokes et
non simplement des équations simplifiées de couche limite. L'étude de sa stabilité
débute avec Görtler et Hämmerlin en 1955 [Gör55, Häm55]. Ils pensent que l'écou-
lement supporte une instabilité centrifuge et déterminent un cadre d'étude simpli-
ficateur, utilisé plus tard aussi pour l'impact non perpendiculaire. Ils perturbent le
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champ de base à l'aide de modes normaux en temps et dans la direction où la vitesse
de base est nulle. Ils supposent ensuite que la perturbation de vitesse a les mêmes
dépendances vis-à-vis de la coordonnée tangentielle (direction où l'écoulement est
accéléré) que le champ de base. Ceci est désigné dans les travaux subséquents comme
l'hypothèse de Görtler et Hämmerlin. Görtler note que le choix de cette simplification
est simplement dicté par des raisons de faisabilité analytique. Hämmerlin détermine
alors des modes instables appartenant au spectre continu et décroissant algébrique-
ment normalement au mur. Wilson et Gladwell [WG78J au contraire déclarent ces
modes non acceptables physiquement, car ne présentant pas une décroissance ex-
ponentielle hors de la couche limite, où est créée l'instabilité. Ils concluent que le
point d'arrêt plan est stable. Comme noté par Lyell et Huerre [LH85J, les études ex-
périmentales [CA71, Has7l] révèlent au contraire de multiples régimes secondaires.
Lyell et Huerre proposent donc une étude non linéaire par méthode de Galerkin. Ils
retiennent une combinaison linéaire des trois modes les moins amortis du problème
linéaire et étudient son évolution non linéaire. Ils concluent qu'il est vraisemblable
que le point d'arrêt plan soit instable vis-à-vis de perturbations de forte amplitude
mais ne cachent pas que, le développement étant fortement tronqué, le résultat est
au plus qualitatif. Türkyilmazolu et Gajjar [TG99J montrent avec des développe-
ments multiéchelles autour d'une position tangentielle donnée que le point d'arrêt
plan n'admet pas de points satisfaisant un critère d'instabilité absolue. Ils suggèrent
que l'écoulement est seulement convectivement instable. A l'exception de la dernière
référence, toutes ces études utilisent des perturbations de Görtler et Hämmerlin.

Outre leur mérite propre pour l'étude du point d'arrêt plan, ces études per-
mettent de mieux saisir les problèmes apparaissant aussi dans l'étude du point d'ar-
rêt tridimensionnel. La condition limite d'entrée apparaît ainsi critique.

Hall, Malik et Poll dans [HMP84] abordent le problème du point d'arrêt tridi-
mensionnel par une étude de modes propres aussi dans le cadre des perturbations de
Görtler et Hämmerlin. Comme pour le cas plan, le champ de base peut être déterminé
analytiquement comme solution exacte des équations de Navier-Stokes. Hall et al.
déterminent alors un nombre de Reynolds critique, au delà duquel les perturbations
sont linéairement amplifiées. Ce nombre est en bon accord avec l'étude expérimen-
tale de Poll [Po179], mais très légèrement supérieur. Ils notent aussi qu'il n'y a pas
de manière rationnelle de simplifier le problème complet (même sous hypothèse de
modes de Görtler et Hämmerlin) en un problème de Orr-Sommerfeld. Des études
non linéaires ont complété l'étude. En effet, la grande différence entre le nombre de
Reynolds de survie de perturbations de forte intensité et celui d'amplification de
perturbations infiniment petites autorise des possibilités de transition sous-critique.
Hall et Malik [HM86] mènent une étude faiblement non linéaire. Ils considèrent des
couples nombre de Reynolds / nombre d'onde proches de ceux des courbes neutres
et examinent alors l'évolution de modes faiblement non linéaires (somme de modes
propagatifs le long du bord d'attaque, d'amplitude décroissante avec la fréquence).
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Tous ces modes ont les symétries de Görtler et Hämmerlin. Hall et Malik déterminent
ainsi une zone sous critique. Hall et Seddougui [HS9OJ considèrent une interaction
faiblement linéaire entre des modes obliques et les modes de Görtler et Hämmer-
lin bidimensionnels. Ils espèrent ainsi trouver un lien avec l'instabilité de crossflow,
instabilité située en aval du bord d'attaque par rapport à celle de la ligne d'arrêt.
Dans le même but, Bertolotti [Ber99] quand à lui étend la classe des perturbations
admissibles. En sus des modes de Görtler et Hämmerlin il propose de chercher les
perturbations sous la forme de fonctions hypergéométriques confluentes. Il réalise
ainsi un lien entre l'instabilité de la couche limite au bord d'attaque et l'instabilité
de crossflow. Mais par un argument analogue à celui présenté par Brattkus et Davis
L BD91], il n'est pas clair qu'il ne faille pas éliminer les nouveaux modes proposés
par Bertolotti car ils pourraient être de vorticité non algébriquement bornée avec la
distance à la ligne d'arrêt.

Il est à noter qu'à l'exception de Bertolotti, toutes ces études font appel à l'hypo-
thèse de Görtler et Hämmerlin. Or celle-ci a été introduite simplement pour obtenir
un problème soluble analytiquement.

Spalart [Spa88] est en 1988 le premier à s'intéresser à la validité de cette hypo-
thèse de modes de Görtler et Hämmerlin. Il réalise une simulation numérique directe
incompressible. Sa perturbation initiale est sinusoïdale le long du bord d'attaque et
un bruit blanc localisé au dessus de la ligne d'arrêt dans les deux autres directions.
Après un régime transitoire, il observe les modes de Görtler et Hämmerlin. Sa si-
mulation utilise des zones éponges en sortie qui perturbent grandement le régime
transitoire. Leur influence sur l'état final atteint n'est pas claire non plus.

Toutes les études précédemment citées sont limitées au cas incompressible. Une
étude compressible (même faiblement) présente un intérêt académique par la possi-
bilité de peut-être déterminer un nombre de Reynolds critique plus faible. Il n'est
pas évident que l'introduction d'un degré de liberté supplémentaire sur la perturba-
tion, même en présence d'un champ de base faiblement modifié, donne les mêmes
instabilités. En particulier des instabilités par le mode entropique peuvent être en-
visagées. Par ailleurs, l'écoulement du point d'arrêt a des applications aéroacous-
tiques. Povitsky LPov99, PovOOJ note l'importance pratique de l'écoulement d'arrêt
pour l'application aéroacoustique au bruit créé par un jet impactant sur une aile. En
particulier, il note l'importance de la génération barocline de vorticité sur l'énergie
acoustique. Malheureusement, Povitsky suppose que la vitesse du son de l'écou-
lement de base est uniforme alors qu'il utilise comme champ de base la solution
incompressible. De plus, son étude est limitée à un impact perpendiculaire, et au
cas sans viscosité. Or Criminale et al. [CJL94] déterminent (en incompressible) par
la résolution d'un problème aux valeurs initiales que le point d'arrêt bidimension-
nel non visqueux est neutralement stable. La seule solution physique acceptable
pour le champ de base tridimensionnel est de superposer une vitesse le long du
bord d'attaque uniforme. Ceci est sans incidence sur les propriétés de stabilité. Le
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point d'arrêt tridimensionnel Euler est donc stable (au passage, notons que le point
d'arrêt est un point hyperbolique mais qu'il est stable en raison de la présence du
mur qui force la perturbation de vitesse normale à zéro). Les propriétés de sta-
bilité des écoulements visqueux et non visqueux sont donc différentes. Une étude
visqueuse compressible apparaît donc nécessaire. Collis et Lele [CL99] s'intéressent
au problème de la réceptivité proche d'un bord d'attaque parabolique dans le cas
compressible. Ils considèrent les équations linéarisées et excluent la ligne d'arrêt de
leur étude. Ils s'intéressent en effet à la réceptivité pour l'instabilité de crossflow.
Lin et Malik dans [LM95] étudient la stabilité, vis-à-vis de perturbations obliques
très petites, d'une ligne d'arrêt compressible sur un objet parabolique derrière un
choc en cloche. Ils déterminent un nombre de Reynolds critique basé sur l'épaisseur
de quantité de mouvement d'approximativement 125, à comparer avec 235 dans le
cas d'une ligne d'arrêt sur une plaque plane et un écoulement incompressible. Le
problème de cette étude réside dans le champ de base employé. En effet, Lin et
Malik utilisent les simplifications de la couche limite (dérivées normales à l'objet
très supérieures aux dérivées le long de l'objet et vitesse normale caractéristique
très inférieure à la vitesse le long de l'objet), dont l'emploi pour la ligne d'arrêt
est d'autant moins justifiée que le nombre de Reynolds est faible [HMP84J. De plus
l'inclusion de l'effet de courbure complique l'analyse par le mélange des effets de
courbure et de compressibilité.

Il n'existe pas à notre connaissance d'étude sur la stabilité compressible d'une
ligne d'arrêt sur une plaque plane, avec champ de base solution des équations de
Navier-Stokes compressibles sans simplification. Ce cas est important dans la mesure
où le cas plan est la référence pour évaluer les effets de courbure au bord d'attaque.
Par ailleurs, en vue d'une étude théorique, il est utile de déterminer en compressible
la validité des modes de Görtler et Hämmerlin. À ce titre, on peut considérer les
résultats de Spalart comme intéressants dans la motivation mais potentiellement
entachés d'erreur numérique, particulièrement dans le développement d'une phase
transitoire. Dans le cas faiblement compressible, on peut aussi espérer faire un lien
avec le cas strictement incompressible.

Nous étudions le cas du point d'arrêt tridimensionnel (avec vitesse le long du
bord d'attaque) par une simulation numérique directe. D'une part, il présente une
application industrielle plus évidente que le cas plan, d'autre part sa contrepartie
incompressible est moins sujette à controverses. De plus, nous examinons un cas
faiblement compressible et nous nous plaçons à un nombre de Reynolds supérieur
au nombre de Reynolds critique du cas incompressible.

Nous chercherons en particulier à examiner la validité de l'hypothèse simplifi-
catrices des modes de Görtler et Hämmerlin. Une étude de réceptivité strictement
parlant est exclue dans un premier temps. Selon la définition posée par Morkovin en
1969, la réceptivité est le processus par lequel les instabilités de la couche limite sont
excitées par les perturbations extérieures à la couche limite. Elle fait l'objet d'études
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dans le cas de couches limites bidimensionnelles [Kac94, BH99]. Ses éléments les plus
importants sont l'ajustement entre les longueurs d'onde de l'excitation et celles des
modes instables en fonction de paramètres tels le niveau de turbulence externe et
la rugosité [WSGGO1, Cro94]. Un paramètre peut avoir des effets différents sur la
stabilité (par exemple le nombre de Reynolds critique) et sur la réceptivité. Aussi,
dans la mesure où l'effet de compressibilité est nouveau, nous avons souhaité nous
limiter à une expérience avec excitation de tous les modes d'instabilité par bruit
blanc.

Le manuscrit se présente en deux chapitres. Dans le premier, nous présentons les
outils qui nous ont permis de mener la simulation numérique directe. Après avoir
brièvement rappelé les équations de Navier-Stokes et d'Euler (section 1.1), nous pré-
sentons le champ de base (section 1.2), obtenu à partir d'une correction compressible
pour faible nombre de Mach. Nous exposons ensuite la méthode numérique utilisée
(section 1.3) en insistant sur le schéma d'intégration temporelle (section 1.4) et sur
les conditions limites (section 1.5). Pourvus de ces outils, nous pouvons calculer un
champ de base avec mur adiabatique et mur isotherme (section 1.6). Nous termi-
nons ce premier chapitre par la forme analytique des perturbations de vorticité et
d'entropie utilisées (section 1.7).

Les résultats des simulations de perturbations font l'objet du deuxième chapitre.
Nous avons tout d'abord introduit une perturbation de vorticité au-dessus de la
ligne d'arrêt. Le mur est adiabatique (section 2.1). Pour évaluer l'influence de la
condition limite thermique, nous avons repris le même test avec un mur isotherme
(section 2.2). Pour évaluer l'influence de la perturbation initiale, nous avons ensuite
repris le cas du mur adiabatique avec une perturbation initialement en entropie pure
(section 2.3). Pour finir, nous présentons une simulation avec mur adiabatique où la
perturbation de vorticité initiale est décentrée par rapport à la ligne d'arrêt (section
2.4). Nous concluons avec quelques perspectives d'étude.



Chapitre i

Outils et Champ de Base

1.1 Préliminaires. Équations de conservation

Les équations de conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de
l'énergie s'écrivent

(1.1)

+ v.v) = V. [pv + 5.v - q]

où l'état aérodynamique du fluide est décrit par la pression p, la vitesse y, la masse
volumique et l'énergie interne e. est l'opérateur de dérivation matérielle, qui
suit une particule fluide dans son mouvement : = + v.V.

Le gaz est supposé parfait

e = CT
p =

(1.2)

où T est la température et 1?. la constante des gaz parfaits. La capacité thermique
à volume constant C et à pression constante C sont des constantes (elles ne dé-
pendent pas de la température). Le rapport GP/CV est noté 'y.

Le fluide est newtonien : le tenseur des contraintes dépend linéairement du ten-
seur des déformations

7= 2p+,u'(tr)I, (1.3)

où ¡t est le coefficient de viscosité dynamique et ¡I le second coefficient de viscosité
dynamique. est le tenseur des déformations:

=(vv+(vv)t) (1.4)

117
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où désigne le tenseur transposé. Nous supposons que le fluide est de Stokes

,_ 2,.t/2-

De plus nous supposons que la viscosité dynamique suit une loi en puissance

/2 _(T
/1ref - Trei

avec n = 0.7. La viscosité dynamique de référence Pref est atteinte quand la tempé-
rature est égale à la température de référence Tres.

Le flux de chaleur q suit la loi de Fourier

q=ÀVT, (1.7)

où ) est la conductibilité thermique. Nous supposons que le nombre de Prandtl de
l'écoulement est constant

Pr= (1.8)

est fixé à 0.72.
L'équation de conservation de l'énergie peut être réécrite de manière équivalente

en utilisant l'entropie, définie à une constante additive près. En choisissant la valeur
de référence de l'entropie égale à Cv1n(preí/eí), l'entropie s s'écrit

s = Cln(p/Q) (1.9)

La conservation de l'énergie s'écrit alors

= V.(VT) + ( + VT.VT) (1.10)

= = rjjSjj est la fonction de dissipation, toujours positive.
Un cas particulier des équations de Navier-Stokes est obtenu quand les coeffi-

cients de viscosité et de conductibilité thermique sont fixés à zéro. On obtient alors
les équations d'Euler.

+QV.V0,

dv = Vp,

ds
dt

0.

Une forme encore plus spécifique sera utilisée en appliquant l'hypothèse d'ho-
moentropie le champ d'entropie est uniforme. La nullité du gradient d'entropie

(1.5)

(1.6)
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combinée à l'isentropie dts O implique que l'entropie est constante en temps et en
espace. La définition de l'entropie permet alors d'écrire p = QYL.

rei
Le système des équations Euler homoentropique s'écrit donc

= Vp, (1.12)

p

avec = Pref/0r!'ef
Quand nous décomposerons les variables en champ de base et perturbation, nous

utiliserons des capitales pour le champ de base et des minuscules pour la perturba-
tion. La masse volumique sera écrite R + , où R est la masse volumique du champ
de base.

1.2 Champ de base

Nous cherchons à obtenir une solution stationnaire de l'écoulement compressible
visqueux au voisinage de la ligne d'arrêt du bord d'attaque d'une aile en flèche (voir
figure 1.1), plongée dans un écoulement de vitesse à l'infini amont Q. La com-
posante de la vitesse parallèle au bord d'attaque (aligné avec l'axe z) est W. La
normale au bord d'attaque est x. y est la direction tangentielle. Nous supposons
que l'aile est de longueur infinie dans la direction z. Nous négligeons de plus la
courbure au bord d'attaque et modélisons la géométrie par un plan. La représenta-
tion schématique de l'écoulement impactant sur une plaque plane est donnée figure
(1.2). Dans la suite, cet écoulement sera appelé point d'arrêt tridimensionnel, par
opposition au point d'arrêt bidimensionnel, obtenu pour un écoulement impactant
sur une aile droite (W = O, soit un impact normal).

Nous disposons d'un champ de base semi-analytique pour la même géométrie
avec hypothèse d'écoulement incompressible. Comme nous limitons notre étude à
des nombres de Mach modérés et qu'en particulier le nombre de Mach de référence
pour l'impact normal est nul, nous avons cherché à corriger la solution incompres-
sible avec un développement en puissances de Mach. Nous avons pu obtenir une
correction analytique pour le cas non visqueux. Les cas visqueux incompressible et
compressible non visqueux s'obtiennent à partir du cas incompressible non visqueux.
Nous présentons donc tout d'abord brièvement ce dernier cas.

Nous considérons un domaine parallèlépipèdique borné par une face d'entrée Xm,
un mur X, deux faces de sorties Ym et Y, et deux faces en périodicité 2m et Z.
Ces orientations sont représentées sur la figure (1.3). Comme l'aile en flèche est
d'extension infinie, les variables du champ de base dépendent exclusivement de x et
y. Dans les cas non visqueux (compressible aussi bien qu'incompressible) et visqueux
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FIG. 1.1 - Ligne d'arrêt au bord d'attaque d'une aile en flèche. Le repère (x,y,z) est
local au bord d'attaque

FIG. 1.2 - Ligne d'arrêt sur une plaque plane en impact non normal. Le repère
(x,y,z) est local à la plaque
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FIG. 1.3 - Représentation schématique du domaine de calcul du point d'arrêt. Les
lignes pointillées sont la projection des lignes de courant dans le plan (x, y)

incompressible, les variables U, V, P (et S) sont découplées de W. La solution du
cas potentiel incompressible satisfait V2 V = O soit

U=Bx,
By,

qui est la solution d'un point d'arrêt hyperbolique, situé ou non sur un mur. B est un
gradient de vitesse, i.e. un temps caractéristique. Il n'y a pas d'échelle de longueur
caractéristique. W peut ensuite être déduite de la conservation de la quantité de
mouvement dans la direction z qui, en l'absence de gradient de pression, s'écrit

5W 8WU+V------=O.
Ox ay

(1.13)

(1.14)

La valeur de W est donc constante sur les lignes de courant du plan (x, y) : W =
kxy + W0. La seule solution raisonnablement physique pour un point d'arrêt tridi-
mensionnel non visqueux est donc W W0, qui, par transformation galiléenne, est
équivalente à W = O pour l'étude de stabilité.

Nous présentons maintenant la correction compressible analytique de cette so-
lution. Puis nous rappellerons le résultat incompressible visqueux [Whi741. Nous
l'adapterons ensuite au cas compressible visqueux qui nous occupe en tenant compte
du développement non visqueux. Cette solution initiale a ensuite été amenée à
convergence dans le code de simulation numérique directe afin de disposer pour
l'étude de stabilité d'un champ de base compressible convergé.
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1.2.1 Cas compressible non visqueux

Nous avons ici utilisé pour point de départ les travaux de Zeytounian sur le
lien entre un écoulement compressible à bas nombre de Mach et un écoulement
incompressible [Zey86].

Dans le cas d'un écoulement Euler compressible homoentropique (VS = 0) sta-
tionnaire (OES = 0) les équations d'Euler de conservation de l'entropie, de la quantité
de mouvement et de la continuité peuvent s'écrire sous forme dimensionnelle

P=R7K,
RV.VV+VP=0, (1.15)

V.VR+RV.V = 0,

où R est la masse volumique (et non la constante des gaz). De l'homoentropie (1.15k),
on tire

VP=a2VR, (1.16)

avec a2 = 7P/R vitesse du son locale. Par projection de la conservation de la
quantité de mouvement (1.152) sur la vitesse et soustraction de la continuité (1.153)
réécrite à l'aide de (1.16), on obtient

V.VV.V=a2V.V. (1.17)

Nous supposons désormais additionnellement que l'écoulement est irrotationnel.
Aussi (1.152) réécrite avec (1.16) donne

(V.V\ VP
2

)+ =0. (1.18)

V ( a2

1
a2 V2

+ est donc une constante de l'écoulement. Cette relation traduit simple-'y1 2
ment le transfert sans perte entre l'énergie potentielle par unité de masse CT =
a2/('y - 1) et l'énergie cinétique par unité de masse V2/2, ou conservation de l'en-
thalpie totale.

En introduisant (1.18) dans (1.17) et en utilisant que dans l'écoulement irrota-
tionnel la vitesse dérive d'un potentiel ' suivant V = Vç, on peut finalement écrire
l'équation dite de Steichen

a2V2 = (V)t (VVç5) (Vq5)

a2=a

où a0 est la vitesse du son au point d'arrêt.

(1.19)
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Afin d'obtenir la correction due à la compressibilité, nous effectuons maintenant
un développement autour du nombre de Mach M = O. Cette idée apparaît déjà dans
des travaux de Lord Rayleigh concernant la forme analytique du potentiel de vitesse
pour un écoulement autour d'un cylindre [Rayl6] (repris dans [Lam32]). Il a montré
que pour une vitesse petite devant celle du son, il est possible de trouver une correc-
tion compressible à l'ordre a2 dépendant de la solution incompressible. L'opération
peut être répétée pour obtenir une solution en puissances de a2. Nous reprenons la
même méthode pour le point d'arrêt. Pour faire apparaître le petit paramètre M,
il est plus pratique de travailler sur la forme adimensionnelle de l'équation. Pour
les grandeurs thermodynamiques, la valeur de référence est au point d'arrêt. En
revanche, la vitesse est adimensionnée avec une vitesse U, prise à une distance
arbitraire L du point d'arrêt, sur l'axe x. Il est à noter qu'il faut impérativement
choisir une distance arbitraire car dans le cas non visqueux, l'écoulement n'a pas de
longueur caractéristique. Ce choix conditionne celui de la vitesse de référence car il
existe un gradient de vitesse caractéristique du point d'arrêt. Avec ce choix d'adi-
mensionnement et le nombre de Mach donc défini comme M = U/ao, le système
(1.19) s'écrit

l aV2 = M2 (Vq5)t (VV) (Vç5)
a2=1_M27'V.Vç5.

Dans cette équation, on peut introduire le développement en puissances de Mach de
Rayleigh-Jansen, valable pour un écoulement stationnaire [Viv7Ol

çb=q5o(x,y)+M22(x,y)+... , (1.21)

pour aboutir aux deux ordres M° et M2 à:

Ç V2ç50=O,
22i V2 = (V0)t (VV0) (V0). (1.

V2o = O est simplement l'équation de l'écoulement potentiel incompressible. Le
champ de vitesse bidimensionnel adimensionné s'écrit à l'ordre dominant

u2

V2

z3

3'
y3

3,
(y4x4).

(1.20)

(1.23)

(1.24)

(1.25)

lu0 X,
y,

I q50 = (y2x2)
La correction à l'ordre M2 satisfait donc

= x2 + y2,
qui admet pour solution
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Finalement on peut écrire la vitesse selon

ou sous forme dimensionnelle

{

{

U =- x_M2,
V = y+M2,

U

v=

3

Bx - ix
3a0

3By+y

P=Po_B2R.
Et pour la masse volumique

R=RU_B2RU.
2a0

(1.26)

(1.27)

Elle dépend du gradient physique B mais non de la distance arbitraire L.
En outre, le même type de développement pour la pression sous forme adimen-

sionnelle donne
P=1+yM2P1, (1.28)

où P1 est la pression donnée par l'équation incompressible, ou sous forme dimen-
sionnelle

P=P0+P1, (1.29)

avec P0 la pression au point d'arrêt. Dans notre cas, la pression sous forme dimen-
sionnelle est donc

(1.30)

(1.31)

On possède désormais une correction compressible du point d'arrêt non visqueux.

1.2.2 Cas incompressible visqueux

Nous rappelons que dans le cas incompressible les équations Navier-Stokes de
conservation de la masse et de la quantité de mouvement s'écrivent

Iv.v = 0,
DV VP 2

(1.32)IDt = --,--+vVV,

où désigne la dérivée matérielle. La viscosité cinématique u est constante, de
même que la densité R. Ces deux lois de conservation sont découplées de la conser-
vation de l'énergie.

Nous nous intéressons à une solution autosimilaire, stationnaire et indépendante
de la direction z. La solution d'Euler décrite dans l'introduction ne satisfait pas
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l'adhérence à la paroi. Néanmoins on suppose que suffisamment loin de la paroi,
l'écoulement est semblable à l'écoulement non visqueux ([Whi74]), i.e. la solution
Euler est déplacée perpendiculairement à la paroi d'une épaisseur proportionnelle à
la distance 8 = i/v/B, qui est l'échelle de distance associée à l'écoulement visqueux.
Par cette méthode, Hiemenz détermine en 1911 la solution semi-analytique des équa-
tions de Navier-Stokes pour le cas de l'impact normal (W = O). L'extension au cas
tridimensionnel (W O) est due à Hall et al. dans [HMP84]. La forme autosimilaire
est introduite suivant

Ce choix des coefficients multiplicateurs permet d'aboutir finalement à une équation
auto similaire indépendante des paramètres de l'écoulement. Dans le cas bidimen-
sionnel, Schlichting [Sch79, p. 971 explique leur détermination. De plus la continuité
est automatiquement satisfaite. Les conditions limites sont la nullité des vitesses à
la paroi et le même comportement que la solution Euler incompressible à l'infini
amont:

U = BÖF(ri),
V = ByF'(ii)
W = W,W(ii),

x
ri =--.

U(0) = y(o) = W(0) = O
au

av

aw--(x=oo)=O.

B2yFF" + B2yF'2

FW'

oo)=--B,

oo)=O,

(1.33)

(1.34)

Avec ce changement de variable, (1.32) devient

B2ÖFF' =
Rax
lap B2 F"--+ yRay

= W,,.
aap ap(1.35k) ne dépend pas de y. -- est donc nul et le gradient est constantayax ay

perpendiculairement à la paroi. Il peut en particulier être calculé à l'infini amont
ri + co. (1.352) se réduit alors à:

F" + FF" F'2 + 1 = O , (1.36)

soumise aux conditions limites

f F(0) = F'(0) = O
F'(oo) = 1.

(1.35)

(1.37)
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Nous avons intégré cette équation par une méthode de tir (sur F"(0)) à l'appui de
[CR561 et [RB58]. L'équation (1.36) est intégrée spatialement depuis zéro vers l'infini
en utilisant les conditions limites sur F et F' en zéro et en supposant une valeur
initiale de F"(0). Ce choix est affiné itérativement jusqu'à ce que la condition limite
à l'infini (F'(oo) = 1) soit satisfaite. F étant alors connue, la vitesse W peut être
déterminée à l'aide de (1.353) intégrée analytiquement selon

w= fGfr)d-r
f°° Gfr)dr

avec G(r) = exp( f F(C)d() . (1.38)

B3I U B6F(ri) - x3,
3a

V = ByF'() +
(1.40)

La pression s'écrit simplement

P(j, y) = (B2y2 + U2) - RBvF' (+P0), (1.39)

6 est le paramètre d'échelle qui permet de définir toutes les épaisseurs caractéris-
tiques de la couche limite. Ainsi pour i grand, la fonction F suit asymptotiquement

= - 0.65. La distance 0.65 6 est l'épaisseur de déplacement de l'écoulement
visqueux, i.e. la distance dont l'écoulement potentiel est déplacé de la paroi sous
l'effet retardant de la paroi. L'épaisseur de couche limite à 99% (où la vitesse at-
teint 99% de sa valeur à l'infini amont) est, pour la vitesse V, 6V 99% = 2.46. La
constance de ces épaisseurs de déplacement et à 99% traduit l'existence d'une solu-
tion Navier-Stokes où l'épaississement de la couche limite dû aux effets visqueux est
exactement compensé par son amincissement dû à l'accélération. Cette solution a été
utilisée pour toutes les études incompressibles. Comme c'est une solution exacte des
équations de Navier-Stokes et non simplement des équations simplifiées de la couche
limite, la détermination d'un nombre de Reynolds critique peut en particulier être
envisagée.

1.2.3 Cas compressible visqueux

Nous avons ensuite cherché à utiliser la correction compressible Euler pour mo-
difier notre solution incompressible. Cette correction vise simplement à obtenir une
solution initiale satisfaisante.

On constate que la solution compressible Euler ne satisfait pas la condition li-
mite d'adhérence à la paroi. Nous avons choisi d'effectuer le rattrapage à zéro à la
paroi de l'ordre M2 avec la même fonction F que pour l'ordre O (termes en y3 et y
respectivement dans (1.27)). Ainsi, les vitesses dans le plan d'impact suivent
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La pression compressible étant identique à la pression incompressible à la cons-
tante additive P0 près, elle n'a pas été modifiée.

La vitesse W est modifiée. À l'ordre dominant, la conservation de la quantité de
mouvement selon z s'écrit

(-u+ LLTTx)wLLwo (1.41)

où , T et R sont variables et aUT = 8/OT. De même qu'en incompressible, nous
posons W(x) = WW(r). L'intégration analytique de l'équation différentielle ordi-
naire (1.41) aboutit à la même forme que (1.38). La correction de compressibilité
apparaît dans l'intégrante G par le terme /2T, qui s'annule dans le cas incompressible:

p??

J Gfr)dr
W avec Gfr) = exp {- f (_B8F(c) + 'x)

dC} . (1.42)
f Gfr)dr

JO

Connaissant P et la densité R, on connaît les variables T et j. ii nous reste donc à
déterminer R.

Nous considérons que notre écoulement est à enthalpie totale constante. Dans le
cas d'une couche limite se développant sur une plaque plane et possédant un nombre
de Prandtl égal à 1 (ce qui est une approximation correcte pour les gaz usuels), les
équations de Crocco-Busemann admettent une solution isoénergétique. En effet, en
supposant que la vitesse le long de la plaque est très supérieure à celle dans la
direction normale et les dérivées dans la direction normale sont très supérieures
à celles calculées le long de la plaque, l'équation de l'enthalpie totale admet une
solution constante

H P0

7-1R 2 'y-1Ro
(1.43)

Dans notre cas, cette hypothèse s'admet facilement hors de la couche limite, où la
solution est potentielle. De plus, la vitesse dans la direction de périodicité est nette-
ment supérieure à celle dans le plan d'impact : dans la couche limite, l'écoulement
est assez proche d'un écoulement de couche limite plane. L'hypothèse d'isoénergie
nous permet de calculer une première approximation de R, en utilisant pour valeur
initiale de W la formule incompressible (1.38). Cette valeur de R est utilisée pour
déterminer W, qui à son tour fournit une nouvelle solution de R. Pratiquement les
modifications induites par ce couplage sont très faibles.

Nous disposons désormais d'une solution compressible visqueuse initiale. Avant
de montrer quelques dessins, nous présentons la méthode numérique employée en
insistant sur les conditions limites.
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1.3 Méthode Numérique
Nous considérons de manière générale un maillage de calcul curviligne station-

naire défini par les axes (C , = (Ci), avec j = 1, 2, 3. Le maillage cartésien x est
transposé dans l'espace de calcul selon

Ci = C(x) . (1.44)

Les dérivées par rapport aux coordonnées cartésiennes sont liées aux dérivées par
rapport aux coordonnées curvilignes selon

O O' 5
- ôxj OC1

avec sommation sur l'indice i. Les métriques de la transformation sont définies par

Pt

91m - l m-

(1.45)

(1.46)

Les termes quantifient l'étirement de la grille cartésienne alors que g, i $ i
quantifie la rotation entre la grille de calcul curviligne et la grille cartésienne.

La vitesse contravariante u-1- (respectivement y-1- et wi-) est définie comme la
projection de la vitesse V sur la normale C (respectivement i et o. Les composantes
cartésiennes de la vitesse dépendent des vitesses contravariantes selon

Ox Oy
,

Ozu=u +-äv +w
Ox '+ j+Oz i 147v_071u ally 07w

Ox Oy Oz Lw=r +v +w
Sesterhenn dans [SesOl] a montré que l'on peut reformuler (sans simplification)

les équations de Navier-Stokes (1.1) pour mettre en évidence le caractère propagatif
de la partie Euler dans les directions perpendiculaires au maillage. Il aboutit ainsi
au système suivant

u-= _T[X+_X]_vu_22[Y+_Y]_zu_23{z+_z]+T,

= - [x - X] - {Y - Y] - Z
- 2V3

[z - Z] +

= X - - X] Yw - - Y] [Z - Z] +

St = - y8 - z3 + - (e (_A) +

(1.48)
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avec les définitions

= ee aT
'3 ' 77 = -- , 7

X±:=(u'±ITc)1-±
U

L
\//911]

Y± (y' + /g22c) pl7 ±
V17

QC

wt](w' ± c) [ ± g33j

12

X" := u'(vt - Çîu)

21
yu := v'(u -

g22
77

:= w'(ut - wt)

X3 := u1s

Y3 := V1S77

Z3 := ws

(1.49)

(1.50)

(1.51)

(1.52)

(1.53)

(1.54)

(1.55)

Les quantités X3, X'-' et xw correspondent à un transport avec la vitesse contra-
variante u1 de l'entropie et de la vorticité. Les quantités Y3, U et Y"-' (respective-
ment Z3, ZU et Z") sont convectées à la vitesse y1 (respectivement w'). Notons que
Xs est exactement l'onde entropique apparaissant dans l'équation caractéristique
de transport de l'entropie. X" et xw en revanche sont des ondes de cisaillement et
non exactement les ondes de vorticité. Pour des raisons de facilité d'imposition des
conditions limites, la formulation est en effet en pression, vitesse, entropie, et non
en pression, vorticité, entropie, comme dans une décomposition caractéristique.

Les termes indexés ± représentent le transport d'invariants de Riemann perpen-
diculairement au maillage avec la vitesse contravariante sommée à la vitesse du son.
L'évolution temporelle des différentes variables peut être pensée comme résultant
de la superposition de ces différentes ondes, et des termes visqueux et thermiques.
L'obtention du système (1.48) est expliquée dans [SesOl].

Le système écrit sous cette forme est discrétisé spatialement et intégré temporel-
lement. L'intégration temporelle est réalisée à l'aide d'un schéma de Runge-Kutta.
En sus du schéma de troisième ordre déjà présent, nous avons implémenté un schéma
de quatrième ordre. Sa présentation détaillée fait l'objet de la section 1.4.

La discrétisation spatiale imite les phénomènes physiques : les ondes propagatives
sont discrétisées avec des schémas upwind (décentrés) pour reproduire le caractère
unidirectionnel de la propagation. Le choix d'une discrétisation amont ou aval re-
pose sur l'examen du signe de la vitesse de propagation. Au contraire, les termes

XW := u'(wt -

23
yw := v'(w -

g22 71

32

Z' := w'(vt - w)
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visqueux et thermiques représentent des phénomènes diffusifs. Ils sont donc trai-
tés avec des schémas centrés. Afin de limiter la dissipation et la dispersion, tout
en ne contraignant pas l'imposition des conditions limites, les schémas retenus sont
compacts.

Les schémas compacts peuvent être écrits sous la forme symbolique

AU' = BU, (1.56)

où L est la distance constante entre les points de discrétisation du référentiel curvi-
ligne et U' l'approximation numérique de . Comme schéma décentré, nous avons
utilisé le schéma CULD de cinquième ordre de Adams et Shariff dont les coefficients
peuvent être trouvés dans [AS96]. Nous mentionnerons les propriétés de dispersion
et dissipation de ce schéma dans la partie concernant l'intégration temporelle. Au
coeur du domaine, les coefficients des matrices A et B viennent de la relation

a_2U,_2 + a_1U_1 + a0U2 + o+iU,f+i + a+2U+2 =
(a_U_ + a_1U_1 + aoU + a+iU+i + a+2U+2)

Aux bornes du domaine de calcul, ce schéma est de quatrième ordre.

Pour la discrétisation des termes thermiques et visqueux, nous avons utilisé un
schéma de quatrième ordre de Lele [Lel92]. Ses coefficients sont ajustés pour que
le schéma ait des propriétés quasi-spectrales. Nous donnons à titre d'exemple la
forme des matrices A et B pour l'ensemble du domaine. Au coeur du domaine, leurs
coefficients proviennent d'équations analogues à (1.57). Les relations satisfaites aux
bornes permettent de maintenir une précision de quatrième ordre en ces points.

i a1 O

a2 i 2 O

O a2 i a2 O

ßcx i aß

(1.57)

AU'= (1.58)

ßa i aß TI'
n-3

O a2 i a2 O TI'
n-2

O a2 i a2 TI'
n-1

O a1 i TI'
n
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1.4 Runge-Kutta 4ème ordre

En vue de l'intégration temporelle des équations de Navier-Stokes, un schéma
faible stockage Runge-Kutta de quatrième ordre a été implémenté en sus du schéma
de troisième ordre [Wil8O, Case 7] déjà présent. L'avantage des schémas d'ordre élevé
est particulièrement significatif pour des discrétisations grossières. Par ailleurs, le
souci de limiter l'allocation mémoire nous a conduits à privilégier un schéma avec
stockage sur peu de registres. Ces schémas peuvent être optimisés pour différents
critères telles stabilité, précision, dissipation, dispersion, efficacité (taille du domaine
de stabilité divisée par le nombre de sous-pas du schéma). Kennedy et al. dans
[KCL99] présente une série de schémas bien adaptés aux équations de Navier-Stokes.
Nous avons choisi de tester notre choix sur l'advection d'un invariant de Riemann.
Comme noté dans [KCL99], l'advection d'information sur de longues distances est un
cas test particulièrement difficile car il teste à la fois les résolutions des discrétisations
spatiale et temporelle. De plus, ce cas test est important pour notre formulation,
basée sur une décomposition en pseudo-ondes.

Un schéma de Runge-Kutta permet d'intégrer une équation de la forme:

dU F(t,U), (1.60)

(1.59)

De la même manière que pour un système Euler, l'imposition des conditions
limites est réalisée grâce aux ondes entrantes. Ici, il n'y a aucune linéarisation des
conditions limites.

Nous allons maintenant présenter plus en détail l'intégration temporelle retenue.

où U est un vecteur décrivant l'état aéro- et thermo-dynamique du fluide. L'état à
l'instant (n + 1) est obtenu à partir de l'état à l'instant (n) et aux sous pas i entre

- a1 b1 c1 d1 U'

a2/2 O a2/2 O O U2

O a2/2 O a2/2 O O U3

c/6 b/4 a/2 O a/2 b/4 c/6 U4

BU=
c/6 b/4 a/2 O a/2 b/4 c/6

O O a2/2 O a2/2 O Un_2

O O a2/2 O a2/2 Un_1

d1 c1 b1 a1 U
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(n) et (n + 1) selon (voir par exemple [Wi1801)

Sous-pas i+1

Sous-pas i+2

= + Lt bF

F = F(t, U)
i-1 i-1

= F(t') + Lt + it ajF')
j=1 j=1

où i est l'indice de sous pas, les et b sont les coefficients de Butcher, t est le
pas de temps et s est le nombre de sous pas, supérieur ou égal à l'ordre du schéma.
Ainsi, lorsqu'on augmente l'ordre du schéma écrit sous cette forme, la mémoire
requie augmente au moins proportionnellement. L'utilisation d'une version à faible
stockage permet de s'affranchir de ce problème. Au sous pas i, une méthode sur
deux registres consiste à se contenter de la valeur au sous pas i - 1. C'est le principe
du schéma de van der Houwen, à la base des schémas proposés dans [KCL99]. Dans
son implémentation la plus agressive, l'information alterne entre deux registres de
mémoire R1 et R2

f R1: Ui+1 = Xi +
R: Xi+1 = Ui+1 +

I R2: U+2 = Xi+1 +
R1 : Xi+2 = Ui+2 +

a+iLtF2
(b - aj+i,j)/tFi

a+2+iLtF'
(b+1 - aj+2,+i)LtF4

(1.61)

(1.62)

Les et b, identiques à ceux apparaissant dans (1.61), doivent satisfaire les
contraintes de Butcher garantissant l'ordre du schéma. De plus, le faible stockage
induit des contraintes supplémentaires [CK94J.

Dans l'implémentation dans le code, un des problèmes pratiques réside dans
l'alternance entre les registres. U' est utilisé pour la détermination de Fi et
aller chercher cette information alternativement dans R, et R2 nuit grandement à
la lisibilité. De plus, le vecteur solution précédent est écrasé au cours de l'évaluation
de la fonction F. Il n'est donc pas possible de déterminer le résidu associé à une
itération. Aussi, nous avons choisi d'implémenter la méthode sur trois registres. On
peut ainsi éviter l'alternance et disposer d'un résidu. L'avancement d'un sous-pas à
l'autre s'écrit alors

Ui+1 = X + a+i,LtF,
Xi+1 = X + bLtF, (1.63)
Resi = Resi + bi:.tF

où Res est le résidu.
Nous avons choisi d'implémenter le schéma RK4(3)5[2R+]CJ dont on trouvera la

valeur des coefficients de Butcher dans [KCL99]. C'est un solveur faiblement dispersif
de quatrième ordre, à cinq sous-pas, avec stockage sur deux registres. Ses contraintes
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ou sous forme synthétique

s

= + :i: (1.67)
i=1

où U{}() est la dérivée d'ordre i de U, calculée à l'instant (n). Pour un schéma
d'ordre n-i, les A doivent être égaux aux coefficients de Taylor 1/i!. La différence
entre Am+i et 1/(m + 1)! caractérise la précision du schéma. Ici les A diffèrent
de 1/i! au plus de 10_16 pour i = 1 à 4 et l'erreur sur A5 est 3.48 iO. L'ordre
du schéma est aussi illustré sur la figure (1.4). Nous avons numériquement résolu
l'équation modèle (1.65) avec = 1. Nous avons tracé à t = 1 l'erreur entre la
solution numérique et la solution analytique. N est le nombre de pas de temps
nécessaires pour atteindre l'instant final t = 1. L'erreur décroît bien avec une pente
3 pour le schéma de troisième ordre et avec une pente 4 pour le schéma de
quatrième ordre. Le bruit pour des résolutions supérieures à iO pas de temps est

+
i=1

s

b
j=1
i-1

+
i=1

s

b
j=l
i-1

+
i1

b
j=1

j-1 k-1
a,k ak,1 ) ¿t4)4U

k=1 1=1 J J
j-1 k-1 / 1-1 \ 'I \

a,k (ak,1 aim)
)

it5A5U
k=1 1=1 m=1

de stockage faible s'écrivent

b1 = a5,1 = a4,1 = a331
b2 = a5,2 = a4,2 (1.64)

b3 = a5,3

Ceci diminue les degrés de liberté vis-à-vis d'une optimisation des critères cités en
introduction, néanmoins sans incidence grave. Nous vérifions l'ordre du schéma. Pour
ce faire nous considérons l'équation modèle

F(t, U) = )U , (1.65)

où ) est un réel. Elle admet pour solution analytique U(t) = Uo exp17(t - t0)) où (J
est la valeur initiale de U à t = t0. L'instant (n + 1) s'exprime à partir de l'instant
(n) selon

+ i

+ 22()

a,k1 1t3A3U (1.66)

k=1 J J
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FIG. 1.4 - Erreur numérique en fonction du nombre de pas N pour les schémas
Runge-Kutta de 3ème et 4ème ordre et l'équation modèle U

dû à la superposition des erreurs de troncature machine.
Nous nous intéressons maintenant à la limite de stabilité du schéma. Elle est

définie comme le plus grand pas de temps tel que IU&--')/UO)I < 1, soit, en utili-
sant le développement de Taylor, (A (ztÀ)2) < 1. Le schéma de Williamson
étant de troisième ordre et comportant 3 sous pas, IU+l)/UI est exactement le
développement de Taylor au troisième ordre. Sur la figure (1.5), la frontière à 1
des schémas Runge-Kutta de troisième et quatrième ordre est tracée. À l'intérieur
des deux courbes, le critère de stabilité est vérifié. On constate que le schéma de
quatrième ordre permet d'atteindre des pas de temps plus grands. Le pas de temps
maximal peut être fixé à 2.5 contre 1.7 pour le schéma de troisième ordre. Néan-
moins cela est au prix d'un schéma en cinq sous-pas au lieu de trois. Aussi, pour
avoir une comparaison directe de l'efficacité, nous avons tracé sur la figure (1.6) les
deux mêmes domaines rapportés à leur nombre de sous pas. L'efficacité du schéma
de quatrième ordre est moindre que celle du schéma de troisième ordre. Ce résultat
sera néanmoins nuancé au vu des résultats faisant intervenir le couplage avec la
discrétisation spatiale.

Nous avons complété cette étude par l'examen de la propagation d'un invariant
de Riemann dans un cas monodimensionnel. Dans le cas d'un écoulement homoentro-
pique [Saa93, p 91-921, les équations d'Euler admettent pour invariants les quantités
R± = ± u respectivement sur les chemins caractéristiques = u ± c en espace
et temps [CM98]. Pour un écoulement où l'invariant de Riemann positif est perturbé
linéairement, nous disposons ainsi d'une solution analytique. Nous considérons un
écoulement caractérisé par la vitesse de base U et la vitesse du son C. Le nombre
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FIG. 1.7 - Invariant de Riemann positif intégré avec Runge-Kutta 3ème ordre, après
510 diamètres caractéristiques. La discrétisation avec 500 points donne un résultat
quasiment indiscernable de la référence

de Mach est 0.5. Le domaine est de taille 21 et la frontière Xm est périodique avec
Xi,. On obtient ainsi un domaine infini. Les invariants de Riemann de base s'écrivent
R = 2-rC ± U. La perturbation est une gaussienne introduite sur l'invariant po-
sitif: R(x, t = 0) = R + BRt exp (--Jt2(x - lo)2), où B est l'amplitude relative
de la perturbation, fixée à iO, et A le diamètre de la gaussienne à mi-hauteur. Ici
A = io/iO. À tout instant, et sous hypothèse de linéarité, l'invariant positif s'écrit
R(x, t) R(x - (U + C)t, t = 0). Ses amplitudes et formes sont théoriquement
conservées et il traverse le domaine à la vitesse U + C. Au temps final t1 de la simu-
lation, l'invariant s'est déplacé de 510 fois son diamètre de gaussienne. Sur la figure
(1.7) est tracé l'invariant positif pour le schéma Williamson de troisième ordre. Sur
la figure (1.8) est tracé l'invariant positif pour le schéma Runge-Kutta quatrième
ordre. Le nombre de points indiqué est réparti de manière équidistante sur la lon-
gueur 2i. On note une nette amélioration avec le quatrième ordre, surtout pour des
résolutions faibles. Sur la figure (1.9), nous avons comparé d'une part le résultat de
l'intégration avec le schéma de troisième ordre et 200 points avec d'autre part le
résultat de l'intégration quatrième ordre et 85 points. Pour obtenir le même niveau
du pic de l'invariant de Riemann, le schéma de quatrième ordre nécessite deux fois
et demie moins de points (discrétisation spatiale) que celui de troisième ordre. Ce
résultat s'explique en examinant les dissipation et dispersion théoriques des schémas
de dérivation spatiale et intégration temporelle.
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FIG. 1.8 - Invariant de Riemann positif intégré avec Runge-Kutta 4ème ordre, après
510 diamètres caractéristiques. Les discrétisations avec 200 et 500 points donne un
résultat quasiment indiscernable de la référence
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FIG. 1.9 - Comparaison des intégrations Runge-Kutta 3ème ordre 4ème ordre pour
deux résolutions différentes. Au temps final, les deux courbes sont difficiles à distin-
guer. Nous les avons artificiellement décalé. L'axe x en bas se rapporte à la courbe
de gauche. Celui en haut se rapporte à la courbe de droite
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Suivant Sesterhenn [Ses011, nous considérons l'équation linéaire modèle

satisfait

J+ikcU=0.
(1.70)

k est le nombre d'onde réel de l'onde et x désigne l'ensemble des points de discré-
tisation, équidistants de ¿xx.

La dérivée spatiale peut aussi être calculée à l'aide d'un des schémas spatiaux
mentionnés plus haut. Dans le cas du schéma décentré de Adams et Shariff [AS96],
ik est, dans l'équation (1.70), alors remplacé par

a_2 exp(-2ikix) + a_1 exp(ikx) + a0 + a1 exp(+ikzx) + a2 exp(+2ik/x) 1

1s - cv_2 exp(-2ik/x) + c exp(ikix) + û + exp(+ik/x) + c+2 exp(+2ikx) Lx
(1.71)

qui en général n'est pas purement imaginaire.
La quantité c"/c = k*/(kLx) a pour partie imaginaire la vitesse de phase modi-

fiée de l'onde monochromatique (dispersion). Sa partie réelle est appelée dissipation.
Un schéma spectral fournit k* = (kLx) soit c"/c = 1 pour tout nombre d'onde k.

La discrétisation temporelle conduit aussi à une modification du transport de
l'onde. L'équation (1.70) maintenant modifiée par la discrétisation spatiale s'écrit

Ou Ou+c=0.
Ot Ox

Une solution spatialement discrétisée recherchée sous la forme

u = U(t) exp(ikx)

dU k*c+U=0.
dt /x

Sa solution exacte est

ctt
U(t + ¿it) = U(t) exp(_k*K_)

1

CFL = - CFL
ln(1 + w + w2/2 + w3/6 + w4/24 + w50.00485).

(1.68)

(1.69)

(1.72)

(1.73)

L'utilisation d'un schéma de Runge-Kutta remplace le terme exp(_k*) par un
développement limité précis à l'ordre du schéma. Pour le schéma d'ordre 4 que nous
avons employé,

U(t+i.t) = U(t)(1 +w+w2/2+w3/6+w4/24+w50.00485) , (1.74)

où w = _k*î. CFL définit le nombre de Courant-Friedrichs-Lewy. Pour le
schéma Runge-Kutta de troisième ordre, la troncature s'arrête à w3/6. Le facteur k*
de (1.70) est maintenant remplacé par

(1.75)
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Sur la figure (1.10), nous avons tracé en lignes les dissipation et dispersion du
schéma spatial seul. Les symboles représentent la dispersion et la dissipation dues
à la dérivation spatiale et à l'intégration temporelle. Pour cette figure, nous avons
choisi CFL = 0.5. La vitesse de phase est conservée si c/c = 1. Le nombre kI.x
maximal permettant cette conservation définit le nombre de points nécessaires par
longueur d'onde pour correctement résoudre l'onde. Par exemple, c'/c est conservée
à 1% près si kLx < 0.45ir pour le schéma Runge-Kutta troisième ordre. Ce même
niveau est gardé jusqu'à k/x < 0.65ir pour le schéma Runge-Kutta quatrième ordre.
Or la longueur d'onde est reliée au nombre d'onde par A = 2ir/k. Il faut donc 4.4
points par longueur d'onde pour Runge-Kutta troisième ordre et seulement 3.1 points
par longueur d'onde pour Runge-Kutta quatrième ordre. La différence entre Runge-
Kutta troisième et quatrième ordre est très apparente. L'intégration de quatrième
ordre permet d'atteindre quasiment la dispersion théorique du schéma spatial seul.
La dissipation plus grande du schéma de troisième ordre explique l'amortissement
du pic de l'invariant de Riemann quand la résolution spatiale diminue (i.e. pour kIx
plus élevé).

Sur la figure (1.11), nous avons tracé les mêmes quantités pour le schéma centré.
Les mêmes conclusions sont valables. La différence de dispersion est plus grande
encore que pour le schéma centré.

Il faut noter que cette analyse est faite avec une équation modèle linéaire, et non
avec le système non linéaire de Navier-Stokes. Néanmoins elle explique les différences
de dispersion et dissipation entre les deux schémas d'intégration temporelle. L'intérêt
du schéma de quatrième ordre réside dans la possibilité d'utiliser une discrétisation
spatiale plus grossière.

1.5 Conditions limites

Notre problème nécessite l'imposition de conditions limites avant d'être résolu.
Sur la figure (1.12), nous avons tracé les différentes ondes se propageant perpendi-
culairement à la face d'entrée subsonique Xm. L'onde acoustique X est sortante
avec la vitesse U - C. L'onde acoustique X+ est entrante avec la vitesse U + C. Les
ondes entropique et de cisaillement X3, X' et X'° sont entrantes avec la vitesse U.
Ces ondes entrantes dépendent donc des points situés à l'extérieur du domaine de
calcul et doivent être modélisées. Lele note dans [Lel99] que ce problème constitue
le point faible de la méthode de simulation. En l'absence d'information mathéma-
tique précise sur l'écoulement à l'extérieur du domaine il est essentiel de chercher
des procédures numériques imitant les effets physiques de l'écoulement extérieur sur
l'écoulement intérieur au domaine de calcul. Nous avons cherché à développer des
conditions limites valables pour la menée à convergence du champ de base et pour
la simulation avec perturbation.
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FIG. 1.10 - Dispersion et dissipation du schéma décentré avec une intégration tem-
porelle Runge-Kutta de 3ème et 4èrne ordre. Les lignes, figurant la dissipation et la
dispersion dues à la seule discrétisation spatiale, sont indiscernables des symboles
obtenus avec la discrétisation spatiale et l'intégration temporelle avec le schéma
Runge-Kutta de 4ème ordre
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FIG. 1.12 - Ondes normales à la face d'entrée. Les ondes X8, X' et X"-' sont des
ondes inertielles entrantes. Les ondes X et X+ sont acoustiques. Seule l'onde X
est sortante
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FIG. 1.11 - Dispersion et dissipation du schéma centré avec une intégration tem-
porelle Runge-Kutta de 3ème et 4ème ordre. Les lignes, figurant la dissipation et la
dispersion dues à la seule discrétisation spatiale, sont indiscernables des symboles
obtenus avec la discrétisation spatiale et l'intégration temporelle avec le schéma
Runge-Kutta de 4ème ordre
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Dans notre cas, les propriétés requises sont les suivantes
- Zp,Zm La direction z est infinie. La face d'entrée est en périodicité avec la face

de sortie.

- Yp,Ym Aux deux faces de sortie subsonique, le domaine est artificiellement
tronqué (frontière non physique). On veut donc y éviter les réflexions. Celles-
ci peuvent se produire par les ondes acoustiques (respectivement Y et Y+),
seules ondes entrantes

- X,, On a un mur, adiabatique ou isotherme. Pour des écoulements suffisamment
lents, il est habituel de considérer que le mur est adiabatique. La température
a le temps de s'ajuster pour que le flux de chaleur normal à la paroi soit
nul. Ceci correspond à un faible nombre de Mach. Néanmoins, même pour des
écoulements de fort nombre de Mach, généralement considérés isothermes en
paroi, l'écoulement modèle du point d'arrêt prévaut dans une zone proche de
la paroi. Aussi il est souhaitable d'examiner une condition d'isothermie. Les
réflexions ne sont ici pas un problème car elles sont une propriété physique du
mur.
Xm En entrée on cherche à maintenir le niveau du champ de base tout en
autorisant la sortie de l'onde acoustique X sans réflexion.

En résumé, le principe général que nous adoptons est de minimiser les réflexions sur
la perturbation tout en contraignant le champ de base. Rappelons qu'au cours de la
simulation nous résolvons les variables complètes (sommes du champ de base et de
la perturbation). Pour conduire une étude dans le domaine linéaire, la perturbation
est au début de la simulation huit ordres de grandeur plus petite que le champ de
base.

Nous avons résolu ces contraintes de la manière suivante

- 2p, Zm Dans la direction de périodicité z, l'implémentation des schémas de dif-
férenciation est telle que les stencils cherchent automatiquement à la frontière
opposée les points fantômes. Il n'y a donc aucune condition limite à appliquer
explicitement.

- Yp, Ym Les deux faces de sortie sont plus problématiques.
Spalart dans [Spa88] a employé des couches-éponge en sortie. Sa motivation
principale était de pouvoir utiliser un outil de calcul périodique dans deux di-
rections. Ainsi les deux faces de sorties devaient être en périodicité, ce qui n'est
pas représentatif de la configuration physique. Il a donc ajouté aux équations
de Navier-Stokes des termes sources qui forcent la vitesse de sortie à zéro. Pour
ce faire, 15% du domaine est explicitement perdu. Mais le problème majeur
réside dans la pollution créée par ces franges sur la totalité du domaine. La cor-
rection étant locale en espace, elle affecte en effet toutes les longueurs d'onde
du problème. Le forçage de la perturbation n'est pas clair. De plus, et c'est
leur défaut majeur, ces zones peuvent être réfléchissantes. Obrist dans [ObrOO]
note que dans le cas de la simulation de la décroissance exponentielle d'un
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mode linéaire en canal, et avec l'implémentation de Lundbladh et al. [LHJ92J,
la décroissance n'est pas continue. Il peut transitoirement y avoir croissance.
Ces instants correspondent aux réentrées des paquets d'onde générés par une
zone frange dans la zone frange opposée. Il est donc possible d'attraper une
onde entre les deux faces de sorties. Le calage de ces zones frange (ajustement
de la fonction de rattrapage à zéro) est particulièrement délicat.
Au contraire des zones franges, les couches parfaitement ajustées (Perfect Mat-
ching Layer, subséquemment dénommées couches PML) ont été développées
dans un souci d'application acoustique. Historiquement, ces zones sont dues à
Berenger [Ber94] dans le contexte de l'électromagnétique numérique. Leur ap-
plication s'est rapidement étendue car le problème des équations de Maxwell
perturbées est formellement équivalent à celui de la propagation acoustique
dans un milieu au repos. Le principe de la méthode est de localement chan-
ger les propriétés des matériaux afin d'atténuer les ondes perturbées sortantes
de manière non-réfiective. Elles sont nulles avant la sortie et les conditions
limites adéquates pour le champ de base restent adaptées en présence de la
perturbation. Un artifice consiste à travailler avec une décomposition (split) de
toutes les variables considérées, qui apparaissent alors comme somme de deux
variables artificielles, et à introduire des coefficients d'absorption. À l'aide de
cette méthode, Hu dans [Hu96J s'intéresse aux ondes bidimensionnelles sup-
portées par un champ de base uniforme non nul, gouvernées par les équations
d'Euler linéarisées. Il montre que ce système PML admet des ondes planes
acoustique, vorticale et entropique, et que le système Euler en est un cas
particulier. Il prouve analytiquement que, théoriquement, on peut choisir les
coefficients d'absorption de telle sorte qu'à une interface domaine intérieur
(partie utile du calcul) / zone PML, l'onde réfléchie soit nulle et l'onde trans-
mise soit amortie, et ce indépendamment de la fréquence et de la direction de
l'onde plane sortante. Pratiquement sa formulation nécessite de plus l'emploi
d'un filtre des grands nombres d'onde sous menace d'instabilité numérique.
Néanmoins, certaines simulations numériques présentent des réflexions, qu'Hu
attribue à la discrétisation et à la troncature du maillage.
Abarbanel et al. notent au contraire dans [AGH99] que la décomposition (split)
conduit à un problème mal posé dans certains cas, d'où les difficultés numé-
riques. Pour un écoulement porteur uniforme aligné avec le maillage, ils tra-
vaillent sur les variables usuelles et déterminent analytiquement les ondes du
problème en utilisant le changement de variable de Prandtl-Glauert. En po-
sant que la solution dans la zone PML est une combinaison linéaire d'ondes
amorties, ils peuvent déterminer la forme des équations PML valables pour
toutes les fréquences. Ce système PML conserve le caractère bien posé du
système Euler. Ils notent néanmoins que le passage a un système PML in-
troduit un forçage, qui peut induire une instabilité de la méthode pour des
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temps d'intégration longs. Une correction gomme ce problème mais conduit
à un amortissement inégal pour des ondes de fréquence différente impactant
sur la zone PML. Bien qu'ayant obtenu des résultats de simulation numérique
prometteurs reposant sur une solide méthode, les auteurs notent que l'exten-
sion à des champs de base non alignés avec le maillage ou bien pire encore non
uniformes requiert des développements mathématiques non triviaux.
Dans tous les cas, ces travaux reposent sur une solution analytique de la rela-
tion de dispersion. Ils utilisent les équations d'Euler linéarisées bidimension-
neues et supposent une configuration simple. Des travaux présentés au Second
Aeroacoustics Workshop on benchmark problems [TH97J s'intéressent à des
configurations moins simples. Néanmoins elles restent très éloignées de notre
cas. En effet le point d'arrêt est, même en dehors de la couche limite, un
écoulement à gradient constant mais non nul.
Nous nous sommes attachés à obtenir une condition limite engendrant peu de
réflexion sur la perturbation mais sans emploi de zones d'absorption en sortie.
La non-nullité du gradient conduit à conclure à l'impossibilité d'utiliser les
conditions de non réflexion habituelles. À la frontière l'onde entrante Y
s'écrit hors de la couche limite à l'aide de la conservation de la quantité de
mouvement dans la direction y pour un écoulement non visqueux

= (v'V'c)
[

tJg22]

= (vc)
[_vy1

(1.76)
QC

i v
= (vc) (vc)--

L'imposition de la nullité de ces ondes acoustiques entrantes conduit à un
blocage du fluide en sortie et à une augmentation monotone de la pression.
Pour conserver un découplage par rapport à ce qui se passe à l'intérieur du
domaine, nous avons choisi d'imposer constamment l'onde calculée à partir
des conditions initiales, avec relaxation au cours de la convergence du champ
de base. Pratiquement, pour la convergence du champ de base, nous calculons
les ondes entrantes à partir du champ initial et les stockons. Nous les impo-
Sons alors jusqu'à l'instant t où le résidu du calcul a chuté d'une décade. Nous
recalculons alors ces ondes entrantes avec le champ à l'instant t et les impo-
Sons pour la décade suivante. Nous procédons ainsi pour les quatre premières
décades de convergence. L'incidence de cette réactualisation sur le champ final
est en pratique quasi nulle. Pour le calcul avec perturbation, nous avons utilisé
pour tout le calcul les ondes entrantes du champ de base. Ainsi ces ondes sont
complètement découplées de ce qui se passe à l'intérieur du domaine et nous
évitons les réflexions. Dans le cas d'une perturbation de très faible amplitude,
la décomposition de l'onde entrante en partie de base et perturbation donne
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par linéarisation

Avec notre principe, nous fixons la somme des deuxième et troisième termes à
zéro. Le deuxième terme est bien entrant (transporté avec la vitesse V - C).
Lui assigner la valeur O est donc possible. En revanche, le troisième terme peut
être entrant ou sortant. Théoriquement, s'il est sortant, il faut le calculer avec
les gradients de l'intérieur du domaine. Pratiquement, une telle méthode est
très lourde. Elle suppose une décomposition de tout le code en champ de base
plus perturbation. De plus, elle n'est valable que dans le domaine linéaire.
Aussi, nous avons préféré utiliser la condition limite sur le champ complet,
sans décomposition.

- 24, La vitesse au mur étant nulle, on peut utiliser les quatre ondes entrantes
X, X', X8 et XW pour imposer la condition limite. Pour le mur adiabatique
comme pour le mur isotherme, la dérivée temporelle de la vitesse au mur est
nulle. Les équations (1.48)2 à (1.48)4 font apparaître les trois inconnues X,
X'-' et X'-'-'. L'inversion du système donne:

(g'3(Z - Z
+ 2Z'-'

g'2(Y - Y)
+ 2YU + /TX+ -

2T)X-=k +
12g (X - Xj J(Y - Y-)

Z'-'
g23(Z - Zj

+
T,

2Jj7 2 2-/ g
2313g (X - Xj g (Y - Y-) J(Z - Zj

+
2,JjT 2/ 2 Q

(1.78)

La dernière inconnue X3 apparaît de manière découplée dans l'équation de la
thermique décrivant l'évolution de l'entropie.
L'adiabaticité est une propriété de la paroi et non du fluide. Sa définition est
simplement que le flux de chaleur normal à la paroi est nul. C'est exactement
l'implémentation que nous avons choisie. En effet, la nullité du gradient de
température est une conséquence. De plus, comme notre formulation est en
vitesse, pression et entropie, fixer la nullité du gradient normal de température
n'est pas direct. Le terme de dissipation thermique dans (1.48) et (1.48)5 tient
compte du flux normal de chaleur fixé à zéro.
Pour le mur isotherme, nous avons utilisé l'onde X3 pour fixer à zéro la dérivée
temporelle de la température. D'après les relations de Gibbs, la température

V'7
(1.77)

-(L C\- - g22)

+ I. - g22 )
11 p,1

+ (y' - /c) [
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est liée aux pression et entropie selon

aTap ÔT'\ as
at - ap)3 at + as) 9t

'yiT a
+

T as
- -y at Gp at

(1.79)

peut être déterminé à l'aide de (1.78) et (1.48). X8 doit alors satisfaire

a a('yl)
T (X+X+Y+Y+Z+z).

(1.80)

- Xm À l'entrée, nous avons quatre caractéristiques entrantes. L'onde acoustique
remontant contre l'entrée est animée d'une vitesse uc. Aussi nous avons choisi
de ne pas travailler directement sur u. Nous avons fixé à zéro les dérivées
temporelles des deux vitesses tangentielles y et w et de l'entropie s. Les ondes
entrantes s'écrivent alors

X8 =
r,7 g23(Z - Zj

z'-'
/j(Y - Yj g'2(X - Xj

2/ 2 2/j
r /(Z - Zj g9Y - Yj

YW
g'3(X - Xj

2 2J 2Jjj
(1.81)

Dans les conditions limites précédemment citées, il n'y a aucune condition
fixant un niveau moyen de pression. Une contrainte sur la pression doit donc
être introduite à l'entrée. Mais le but de cette étude est d'examiner l'évolution
d'une perturbation. Celle-ci est susceptible d'émettre des ondes acoustiques,
qui peuvent remonter vers l'entrée. Aussi, nous avons préféré travailler sur une
quantité plus globale que la pression. L'enthalpie totale, qui est théoriquement
constante hors de la couche limite, a été choisie. Nous avons de plus utilisé
une variante de la formulation faiblement réfléchissante exposée dans Poinsot
et Lele [PL92, Section 3.2.]. Pour leur configuration, l'idée est de revenir à une
condition non réfléchissante classique quand le niveau de pression à l'entrée
est égal au niveau de référence p souhaité. Aussi la forme proposée de l'onde
entrante est

X=K(pp,) . (1.82)

Dans notre cas, le champ à l'entrée étant de gradient constant mais non nul,
nous souhaitons revenir à la valeur de référence X1 du champ de base. La
dépendance est de plus sur l'enthalpie totale. Aussi, l'onde entrante est écrite
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sous la forme
X = X(1 + K - lIre1)

(1.83)
Hreí

À l'instant initial, l'onde de référence X1 est telle que = 0. Soit en
utilisant les autres conditions limites (1.81) : -

iöp 3u
(1.84)

Dans le cas particulier d'une grille curviligne orthogonale, alignée avec la grille
cartésienne, ceci équivaut à

lap u-au-
(1.85)

X apparaît seulement dans (1.48) et (1.48)2, d'où finalement

+-
))

(1.86)

(--(+) I
+2('y-l)a.

\9ii .911 911 J

Avec la formulation (1.83), on évite un couplage fort entre les ondes entrantes
et l'onde sortante.

Nous disposons maintenant de conditions limites susceptibles de permettre la
résolution et allons présenter quelques résultats sur le champ de base.

1.6 Résultats pour le champ de base
En utilisant comme solution initiale la solution des équations (1.40) à (1.43) et la

condition limite adiabatique au mur, nous avons obtenu un champ de base convergé.
Nous avons ensuite changé la condition limite au mur et utilisé un mur isotherme. Le
champ adiabatique convergé étant stationnaire, la température à la paroi satisfait

= 0, ce qui est exactement la condition d'isothermie. Le changement de condition
limite crée une modification quasi-nulle du champ de base. On peut ainsi étudier
l'influence de la seule condition limite d'isothermie ou d'adiabaticité sur la pertur-
bation. Notons que la convergence (avec une méthode d'intégration temporelle) du
champ de base est possible parce la solution initiale est très proche de la solution
finale convergée et parce que, de plus, les longueurs d'onde de la différence entre ces
deux champs ne sont pas dans la gamme susceptible de déclencher des instabilités
(numériques ou physiques).

Les nombres adimensionnels de référence sont

+ 2u'

/
1 U'isv--'/ 13(q- q+' 12cv-I+9\A

ref Q s/9n



148 CHAPITRE 1. OUTILS ET CHAMP DE BASE

W008 . .
- le nombre de Reynolds Re = , avec 6 = a/uo/B, ii0 la viscosite cinema-

i/O
tique au point d'arrêt et W, la vitesse dans la direction périodique z hors de
la couche limite (voir figure (1.2)). A convergence Re = 644.05. La valeur du
nombre de Reynolds évolue légèrement au cours de la convergence car la tem-
pérature en paroi (et donc aussi la viscosité) n'est pas fixée par la condition
adiabatique.

- le nombre de Mach M = Wc,/ao, avec a0 la vitesse du son au point d'arrêt. A
convergence M = 0.2977.

- le nombre de Prandtl Pr = Le nombre de Prandtl est fixé à 0.72.
Les grandeurs de référence, à l'aide desquelles les résultats sont adimension-

nés, sont considérées au point d'arrêt pour les variables thermodynamiques : Po =
1.04205 x iO Pa , T0 = 295.015 K. Les vitesses sont adimensionnées avec la vitesse
périodique à la frontière d'entrée : W = 102.50 rn.s. Le temps est adimensionné
avec le gradient de vitesse de l'écoulement hyperbolique (1.13) : B = 102.50 s'.

Nous avons utilisé un domaine de L1, = 196 6 selon la direction tangentielle y
et L = 50 6 selon la direction normale x. Dans la direction de périodicité z, nous
choisissons la taille du domaine en nous appuyant sur un résultat incompressible
analytique de Hall et al. [HMP84] L = ). où À est la longueur d'onde de la
perturbation, telle que le couple (Re, À) est dans le domaine instable du diagramme
de stabilité (Re, À). Cette longueur L est sans incidence sur le champ de base. Elle
est explicitée au paragraphe 1.7.1.

Les points sont équidistants en y et z avec respectivement 123 et 6 points. Dans
la direction normale x, nous avons utilisé une répartition en tangente hyperbolique
permettant un resserrement des points à la paroi

X = L +Lxt, (1.87)

où j = i/Ni varie entre O à l'entrée et 1 au mur et N = 61 est le nombre de points
selon x. Le resserrement est fixé à ß = 2.3. La répartition des points en paroi est
visible sur la figure (1.22).

1.6.1 Champ de base avec paroi adiabatique
Ces résultats sont obtenus avec le schéma d'intégration en temps Runge-Kutta

4ème ordre, utilisé pour tous les calculs de perturbation présentés par la suite. Sur
la figure 1.13 est tracée la courbe de convergence du calcul du champ de base. En
ordonnée est tracé le résidu, moyenne sur l'ensemble du domaine et des variables
P, U, V, W, S de la norme de la différence entre l'état à l'instant n + 1 et l'état à
l'instant n.

Sur les figures 1.14 à 1.21 sont tracées la pression, les vitesses normale, tangen-
tielle et périodique, l'entropie, la température, la masse volumique et l'enthalpie
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FIG. 1.13 - Courbe de convergence pour le domaine 50 x 1886 avec un schéma
d'intégration temporelle Runge-Kutta 4ème ordre et un mur adiabatique

totale du champ de base. Le mur est en bas à croite sur toutes les figures. En z,
l'épaisseur de couche limite à 99% est constante et égale à 3.06 5. L'épaisseur de
couche limite thermique ne peut pas être déterminée par une mesure à 99%. En effet,
la température décroît continûment à mesure que l'on s'éloigne du point d'arrêt, et
ce même à l'extérieur de la couche limite. Nous avons repéré sa frontière par la po-
sition du deuxième point d'inflexion à partir du mur du profil de température (voir
figure 1.23). L'épaisseur de couche limite thermique est constante selon y et égale
à 6.80 5. Elle est nettement supérieure à l'épaisseur de couche limite cinématique
dans la direction périodique. Or la vitesse W apporte la contribution cinématique
dominante dans l'enthalpie totale: on observe un excès d'enthalpie totale en sortie
de couche limite par rapport au niveau loin du mur.

Le principal ajustement au cours de la convergence apparaît en raison de notre
hypothèse initiale d'enthalpie totale constante et de l'ajustement résultant sur la
vitesse périodique. En effet, l'ordre de grandeur de la différence entre champ final et
champ initial (normalisée par les grandeurs de référence) est 10_6 pour la pression,
4.5 X 1O pour la vitesse normale, iO pour la vitesse tangentielle, 10_2 pour

la vitesse périodique, 3.5 x iO4 pour l'entropie, 3 x iO3 pour la température et
l'enthalpie totale. Les variables au plus fort ajustement sont donc W, T et H. Sur
la figure 1.22, nous comparons le profil d'enthalpie totale aux instants final et initial
à une position y = 44.45. La chute de H à la paroi se traduit par un abaissement
de la température au mur, tracée figure 1.23. On vérifie également que la manière

lo 20 30
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FIG. 1.14 - Champ de pression de base avec un mur adiabatique
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P-1

FIG. 1.15 - Champ de vitesse normale de base avec un mur adiabatique
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FIG. 1.16 - Champ de vitesse tangentielle de base avec un mur adiabatique

FIG. 1.17 - Champ de vitesse périodique de base avec un mur adiabatique
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FIG. 1.18 - Champ d'entropie de base avec un mur adiabatique
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FIG. 1.19 - Champ de température de base avec un mur adiabatique



FIG. 1.20 - Champ de masse volumique de base avec un mur adiabatique

FIG. 1.21 - Champ d'enthalpie totale de base avec un mur adiabatique
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Le profil est extrait à y = 44.45

d'imposer l'adiabaticité permet d'obtenir un gradient normal de température nul à
la paroi. Sur la figure 1.24, nous traçons à y = 44.45 un profil de adimensionné
par 5/T0. Pour finir, la différence de vitesse périodique de l'instant initial par rapport
à l'instant final WTL - W1 in est tracée sur la figure 1.25.

Tous ces résultats ont été obtenus avec une valeur de la constante K; = 2.96 x 10+3
dans la condition limite d'entrée (1.83) et un schéma Runge-Kutta de 4ème ordre.

L'emploi d'une intégration en temps Runge-Kutta 3ème ordre et de la même cons-
tante conduit à un résultat identique à 10_lo près. Les différences entre Runge-Kutta
3èrne et 4ème ordre apparaissent pour les résolutions spatiales faibles. La discrétisation
spatiale est donc suffisamment fine pour le champ de base. Nous avons ensuite voulu
évalué l'influence de la constante K; de la condition limite sur le champ de base.

1.6.2 Influence de la constante /C de la condition limite

En remarque préliminaire, il est important de noter que le résultat obtenu est
obligatoirement dépendant de la condition limite. Dans le cas du point d'arrêt, les
travaux analytiques ne sont pas affranchis de ce problème. Pour un point d'arrêt
plan, Hämmerlin [Häm55] pose comme condition limite sur la perturbation qu'elle
est nulle à l'infini amont. Le spectre a une partie continue et une partie discrète.
Les modes du spectre discret présentent une décroissance exponentielle à l'infini
amont alors que les modes du spectre continu décroissent algébriquement. Wilson et
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FIG. 1.22 - Profil d'enthalpie totale du champ de base aux instants initial et final.
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FIG. 1.24 - Profil de la dérivée de la température du champ de base à l'instant final.
Le profil est extrait à y = 44.46

-8 -6 -4 -2 o

X
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FIG. 1.25 - Profil de différence de vitesse périodique de l'instant initial par rapport
à l'instant final. Le profil est extrait à y = 44.45

Gladwell en 1978 in [WG78J notent que la condition limite de simple nullité à l'infini
n'est pas valable: elle ne permet pas d'obtenir des modes physiques. Ils argumentent
qu'il faut une décroissance exponentielle des modes propres pour pouvoir les faire
coïncider avec une perturbation externe à la couche limite. Les modes du spectre
continu sont alors rejetés. Cette condition de décroissance exponentielle est utilisée
par les auteurs suivants. Dhanak et Stuart in [D595] au contraire montrent en 1995
qu'il est possible de trouver des perturbations solénoïdales amont faibles coïncidentes
avec les modes du spectre continu. Les modes du spectre continu sont à nouveau
acceptés. Ceci illustre la dépendance du résultat sur les conditions limites et la
difficulté à choisir une condition limite adéquate.

Plus modestement, nous présentons ici quelques tests sur l'influence de la condi-
tion limite, et plus précisément du choix de la constante IC dans la condition limite
faiblement réfléchissante (1.83). Nous avons utilisé un petit domaine et un schéma
Runge-Kutta 3ème ordre. La taille du domaine est 25 5 dans les directions normales
et tangentielles avec 61 points dans ces deux directions. En z, nous avons 6 points.
Le maillage est analogue à celui du grand domaine. Le facteur de resserrement /3 est
1.4.

Nous avons testé trois valeurs de la constante /C. La valeur la plus élevée est le
maximum que l'on a pu utilisé sur cette grille pour obtenir un résultat convergé. Sur
la figure (1.26), nous avons tracé le résidu pour les différentes valeurs de IC.

La convergence beaucoup plus lente de la constante la plus faible s'explique par
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FIG. 1.26 - Courbe de convergence pour différentes valeurs de la constante de re-
laxation K de la condition limite d'entrée

un problème de dérive du champ de pression. En effet, la différence du champ final
par rapport au champ initial a les ordres de grandeur suivants, après adimensionne-

Quand la constante IC est diminuée, la variable qui varie le plus est la pression,
avec un changement d'un ordre de grandeur et demi sur la pression pour une diminu-
tion de deux ordres de grandeur de /C. Les autres ajustements restent du même ordre
de grandeur. Nous avons donc choisi d'utiliser la constante la plus élevée possible
afin de maintenir le niveau de pression.

Ces résultats concernent seulement le champ de base. Par manque de temps, nous
n'avons pas pu testé l'influence de la constante sur la perturbation. Néanmoins, nous
avons pu constaté qu'une version où les ondes entrantes sont fixées une fois pour
toutes (calculées à partir du champ de base convergé) ne donne pas de résultat sa-
tisfaisant. Ceci correspond à une constante /C nulle. En l'absence de perturbation
interne, le calcul est stable : le champ de base est conservé. Les problèmes appa-

ment par P0, S0 et W

IC 2.96 x iO

à l'instant initial:

2.96 x 10+1 2.96 x 10'
1. X 10_6 2.2 x io-e 8.2 x io-a
4. x iO-e 2. x iO-5 3. x iO-e

LW 1.5 x i0 2. x iO-4 2. x iO-4
LW 1.2 X 10_2 1.2 X 10_2 1.2 X 10_2

LS 3.5. X iO4 3.5. x 3.5. X iO
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FIG. 1.27 - Courbe de convergence pour un mûr isotherme

raissent avec une perturbation contenant une part acoustique. L'onde acoustique
remontant à la vitesse U - C sort certes sans réflexion du domaine mais induit une
instabilité en frontière. En effet le passage de l'onde acoustique modifie la valeur
des dérivées temporelles en entrée. Leur non-nullité change alors le champ aérody-
namique, ce qui augmente encore la valeur des dérivées temporelles. Le phénomène
est exponentiellement croissant. La seule instabilité alors observée est une instabilité
numérique en entrée.

1.6.3 Champ de base avec paroi isotherme

On utilise le champ convergé de la solution adiabatique et on remplace le mur
adiabatique par un mur isotherme. Le changement de condition limite se traduit
par une augmentation du résidu. Le résidu du calcul isotherme est montré figure
(1.27). La différence entre le champ adiabatique et le champ isotherme est : 10_11
pour la pression, 5. x 10_8 pour l'entropie, io pour la vitesse normale, 10_8 pour
la vitesse tangentielle, et 2. x iO pour la vitesse périodique. Les modifications sont
sur l'ensemble du champ pour la vitesse normale et la pression et limitées à la couche
limite pour les autres variables.

Nous disposons maintenant d'un champ de base adiabatique et d'un champ de
base isotherme. Nous allons maintenant présenter les perturbations que nous avons
imposé sur ce champ.
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1.7 Forme analytique des perturbations

1.7.1 Perturbation solénoïdale

Afin de simuler un cas proche d'une perturbation incompressible, le champ de
base a été perturbé avec une perturbation purement solénoïdale (vorticité pure) : la
perturbation laisse la pression et l'entropie inchangées et affecte les composantes de
vitesse selon

Dans le cas d'un champ de base uniforme (de gradient nul) et d'une petite per-
turbation, Kovasnay [Kov53J a montré pour un champ non visqueux que les modes
vorticaux sont au premier ordre (approximation linéaire) découplés des modes en-
tropique et acoustique. De manière analogue à Tam et Webb dans [TW93], cette
propriété nous a permis de tester la nullité de divergence de notre perturbation. En
outre, pour l'application au point d'arrêt, nous espérons avec une telle perturbation
minimiser les ondes acoustiques, susceptibles de problèmes de réflexion et/ou de
dérive à l'entrée du domaine de calcul.

Suivant Hall et al. dans [HMP84J, nous supposons que la perturbation est sinu-
soïdale dans la direction d'homogénéité z, de longueur d'onde égale à la longueur
du domaine. Hall et al. utilisent la forme de perturbation postulée par Görtler-
Hämmerlin:

{

ôu t9v Ow

Ox Oy Oz

u(x, y, z, t) = 1(x) exp (iaz/5 - iactW/5)
v(x, y, z, t) = y g(x) exp (iaz/6 - iactW/6)
w(x, y, z, t) = h(x) exp (iaz/8 - iactW,,jö)

(1.88)

(1.89)

où a est le nombre d'onde adimensionnel de la perturbation dans la direction z et c =
Cr + aCrWoo/6 est la pulsation temporelle de la perturbation et +acW/5 son
taux d'amplification temporelle. En utilisant le champ de base incompressible et les
équations incompressibles linéarisées, les auteurs résolvent un problème aux valeurs
propres en c. Ce problème dépend de deux paramètres : le nombre de Reynolds du
champ de base et a. Ils peuvent ainsi déterminer un domaine d'instabilité dans le
plan (Re, a). Pour Re = 644, le champ incompressible est instable pour a E [0.24:
0.32]. Nous avons choisi la longueur L de notre domaine pour que a = 0.2787. Selon
x et y, afin de perturber l'ensemble des modes, la perturbation doit s'apparenter à
un bruit blanc. De plus, dans le but d'étudier son comportement transitoire, elle
est initialement spatialement localisée au dessus du point d'arrêt [ObroOl. Afin de
facilement résoudre (1.88) analytiquement à l'instant initial, nous avons cherché la
perturbation sous la forme d'une somme de modes sinusoïdaux j modulés par des
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fonctions de localisation

u = = {fi(x Y) exp (i (kix+kiy+kz+i)) }

y = =

w = = {hi(xY)exP(i(kix+kiY+kzz+))}
(1.90)

où désigne la partie réelle et k et sont des nombres d'onde aléatoires. k est le
nombre d'onde dimensionnel de la perturbation en z : a = kö. Les fonctions f-i, g
et h permettent d'assurer la nullité de divergence et de localiser la perturbation.

Satisfaire (1.88) pour chacun des modes j s'exprime alors

(aji
exp (z) + -- exp (z))

+ (1.91)
z (kf exp (i) + kg exp (i) + kh exp (im)) = 0.

Il n'y dans toute cette partie pas de convention implicite de sommation sur les indices
répétés.

Une solution simple et localisée de la première parenthèse est facilement déduite
de Povitsky [PovOO]

f = A(y - Yo) exp (_r2 in 2/rg) exp (ij) /ro
g = A(xo - x) exp (_r2 in 2/rg) exp (iç5) ¡ro

r = \/(x - x0)2 + (y - yo)2 est la distance dans le pian (x, y) au centre (x0, Yo) de
la perturbation à i'instant initial, r0 est le rayon à mi-hauteur de l'exponentielle. Ai
est l'amplitude du mode.

h est donc choisie de teiie sorte que la deuxième parenthèse de (1.91) soit nulle:

hi
= k exp(i)

[k(y - yo) - k(x - XO)] /rox
(1.93)

exp (r2 ln 2/rg) exp (i +

Finalement, le mode j de la perturbation s'écrit

= A(yyo)E/ro
= A(xo - x)E/ro ,

Ai[Y0x0)
karo

où E = exp (i (kx + ky + k'z + + «)) exp(r2ln2/r).

{

(1.92)

(1.94)
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La perturbation est la superposition de cent modes j où les quantités A, k, k
et ç5 + sont choisies aléatoirement. A { i , 1] et + q5 [O , 2r] . Certaines res-
trictions sont imposées sur les fréquences. En effet l'équation modèle linéaire (1.68)
discrétisée temporellement et spatialement montre qu'avec CFL = 0.8 les schémas
compact centrés [Le192] et compact upwind [AS96J de 5ème ordre garantissent une
dispersion inférieures à 2% pour des fréquences telles que k/x < 2, où Lx est la
taille de maille. Ceci définit la borne supérieure sur k et k. Il est à noter que ceci
est un résultat obtenu à l'aide d'une équation modèle linéaire et non des équations
non linéaires de Navier-Stokes. De plus ceci est une précaution minimale qui ne tient
pas compte du contenu fréquentiel éventuellement plus élevé de l'exponentielle. La
somme des modes est remultipliée par un pourcentage de la vitesse, définissant le
niveau nominal de perturbation.

Pour tester cette perturbation, nous considérons un champ de base uniforme
la vitesse est (U, O, Woe) (avec W = U) et la pression et l'entropie sont telles
que le nombre de Mach est 0.3. Pour se placer dans les conditions de découplage
théorique des modes, le nombre de Reynolds est infini. Comme pour le point d'arrêt,
nous appliquons des conditions de périodicité en z et la condition limite faiblement
réfléchissante en entrée Xm. Les trois autres faces sont non réfléchissantes. La taille
de la boîte est arbitraire, et les distances normalisées par une longueur arbitraire 6.
En x, le domaine est borné entre 24 et 0. En y entre 12 et +12. En y et z, les 81 et
6 points du maillage sont équidistants. En x, les 81 points sont répartis en tangente
hyperbolique (voir (1.87)), avec ß = 1.15. Le niveau nominal de la perturbation est
fixé à 10_8 de la vitesse de base. Les grandeurs de normalisation sont Woe pour les
vitesses et Poe et Soe pour la pression et l'entropie.

Sur la figure (1.28) est tracée la valeur instantanée de la perturbation u dans le
plan z = o à l'instant initial. Sur la figure (1.29) est tracée la valeur rms ("root-
mean-square") selon z (voir définition (2.2)) de la même variable au même instant.
L'apparent lissage est dû au moyennage de la rms. Les résultats que nous présentons
dans la suite de cette section sont tous des valeurs rms. Sur la figure (1.30), nous
avons tracé cette même valeur rms au temps t = 1.70 iO. Ces deux dernières
figures sont typiques de l'évolution de la perturbation aux instants t> O : la vitesse
est simplement convectée avec la vitesse de l'écoulement de base, comme attendu
pour une perturbation de vorticité pure. Ceci est aussi vérifié pour les autres com-
posantes de vitesses : sur les figures (1.31) à (1.34) nous avons tracé les vitesses
tangentielle et périodique à l'instant O et un instant ultérieur. Il est à noter que le
niveau de fluctuation de vitesse périodique w est un ordre de grandeur supérieur
à celui de u et y. En effet, l'expression de w dans (1.94) fait apparaître le rapport
kjk avec a = x ou y. Or k est fixée à 0.2787/6 alors que kc. est bornée supérieure-
ment par 2./ax. La distance moyenne entre les points en x ou y est de 256/80, d'où
un rapport k/k qui peut atteindre des valeurs de 20. Ceci explique la différence
d'un ordre de grandeur entre les perturbations de vitesse en x, y d'une part et en z
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FIG. 1.28 - Valeur dans le plan z = O de la perturbation de vitesse normale super-
posée à un champ uniforme à l'instant O

d'autre part.
La contribution acoustique (voir figure 1.35) n'est en revanche pas strictement

nulle, comme théoriquement attendu. Elle reste néanmoins trois ordres de gran-
deur inférieure à la contribution vorticale. Le défaut est dû à la discrétisation. La
contribution entropique est encore beaucoup plus faible: elle reste dans le brouillard
numérique et est toujours inférieure à 10_15, soit sept ordres de grandeur inférieure
à la perturbation de vitesse. Cette différence entre ordre de grandeur acoustique
et ordre de grandeur entropique est due à la forme des équations' : la pression est
plus fortement couplée à la vitesse dans le système (1.48), qui est écrit en pression,
vitesse, entropie et non en pression, vorticité, entropie.

1.7.2 Perturbation entropique
Cette forme de perturbation pure est la plus facile à écrire car dans le système

d'équations (1.48) nous travaillons directement sur l'entropie.
La perturbation est ainsi écrite sous la forme

s Ascos (kx + ky + kz + 1) exp (_r2 ln 2/rg) (1.95)

avec les mêmes notations que pour (1.90).
En pratique, on aurait pu choisir n'importe quelle forme de perturbation de

l'entropie puisque que le découplage est automatique. Il n'y a pas de restriction sur
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FIG. 1.29 - Valeur rms de la perturbation de vitesse normale superposée à un champ
uniforme à l'instant O

Urn

FIG. 1.30 - Valeur rms de la perturbation de vitesse normale superposée à un champ
uniforme à l'instant t = 1.70 iO
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FIG. 1.31 - Valeur rms de la perturbation de vitesse tangentielle superposée à un
champ uniforme à l'instant O

Vrn

FIG. 1.32 - Valeur rms de la perturbation de vitesse tangentielle superposée à un
champ uniforme à l'instant t = 1.70 iO
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FIG. 1.33 - Valeur rms de la perturbation de vitesse périodique superposée à un
champ uniforme à l'instant O

Wrn,

FIG. 1.34 - Valeur rms de la perturbation de vitesse périodique superposée à un
champ uniforme à l'instant t 1.70 iO
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Prrns

FIG. 1.35 - Valeur rms de la perturbation de pression superposée à un champ uni-
forme à l'instant t = 1.70 io

les fréquences k et k.
La perturbation est convectée avec l'écoulement de base. Elle reste découplée des

perturbations acoustique et vorticale.

1.7.3 Perturbation acoustique
Ce type de perturbation initiale n'a pas pu être envisagé. En effet, un spot

acoustique se propage à la vitesse U + C. Si on considère un spot situé initialement
au milieu du domaine de calcul, il émet une onde X+ se déplaçant à la vitesse
U + C vers le mur, et une onde X se déplaçant à la vitesse U - C vers l'entrée.
Compte tenu de la taille de notre domaine (L dans la direction z), la vitesse U
reste toujours de l'ordre de quelques pourcents de C. L'onde X,, atteint donc le
mûr approximativement en un temps . L'onde Xm peut être réfléchie à l'entrée
et atteint le mûr en Nous verrons que ce temps est faible devient le temps
d'établissement d'une perturbation. L'étude d'un spot acoustique initial nécessiterait
des conditions d'entrée parfaitement non réfléchissantes.



Chapitre 2

Simulation Numérique Directe des
Instabilités

Tous les résultats sont présentés normalisés avec les grandeurs de référence sui-
vantes : les vitesses sont adimensionnées avec W, vitesse hors de la couche limite
dans la direction z. Les pression, masse volumique et entropie sont adimensionnées
avec leur valeur au point d'arrêt, P0, R0 et So. Rappelons ici que la masse volumique
du champ de base est notée R, alors que celle de la perturbation est notée . Le
temps est normalisé avec le gradient de vitesse de l'écoulement hyperbolique hors
de la couche limite, B (1.13). Les distances sont adimensionnées avec l'épaisseur 8.
Si l'adimensionnement n'est pas celui indiqué ci-dessus, il sera explicitement défini
pour chaque cas. Nous rappelons les orientations données sur la figure (1.2) : z est
la direction le long de la ligne d'arrêt, x est la direction normale et y la direction
tangentielle.

Notre première série de tests a consisté à perturber le champ de base à l'aide de la
perturbation en vorticité pure présentée au chapitre précédent. Elle est initialement
centrée au dessus de la ligne d'arrêt. Nous avons ensuite complété avec d'autres tests
pour lever certaines ambiguïtés apparues.

2.1 Perturbation de vorticité pure initialement
centrée sur un mur adiabatique

À l'instant initial, la perturbation de vorticité pure possède un diamètre à mi-
hauteur 2r0 = 2.6 6 (1.94) et est centrée à 2.6 8 du mur : (xo; Yo) = (2.6 8; 0).
L'épaisseur de couche limite à 99 % dans la direction z est de 3.06 6. La perturba-
tion est donc à l'intérieur de la couche limite. Dans la direction de périodicité, la
perturbation est sinusoïdale. Sa longueur d'onde est égale à la longueur du domaine
L et permet d'être dans le domaine d'instabilité incompressible pour le nombre de
Reynolds Re = 644. Le niveau nominal de la perturbation est 10_6 W.
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perturbation de vorticité initialement centrée et un mur adiabatique

Nous traçons sur la figure (2.1) son énergie cinétique en fonction du temps. Elle
est normalisée par l'énergie cinétique du champ de base

çl 2i v dr
(t) iv 2

f vdr'
v2

où V est le volume complet de calcul. Le niveau initial de la perturbation en énergie
cinétique est e(0) = 3. iO'.

L'évolution temporelle de e(t) peut être décomposée en cinq périodes. Pour les
temps très courts (t E [0; 1]), e(t) chute de quatre ordres de grandeur. De t = i à
6, elle croît avec un taux de croissance exponentiel non constant, qui se stabilise à
une valeur constante pour la période suivante (t E [6; 60]). Il suit une période de
saturation (t E [60; 76]) pendant laquelle le taux de croissance diminue progressi-
vement jusqu'à s'annuler. Durant les derniers instants du calcul, l'énergie cinétique
augmente à nouveau très fortement mais ce comportement est lié à un défaut de
résolution numérique. Nous détaillerons maintenant chacune des cinq périodes en
commençant par la période de croissance à taux exponentiel constant.

(2.1)
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FIG. 2.1 - Énergie cinétique de la perturbation en fonction du temps pour une
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2.1.1 Comportement linéaire. Perturbation de Görtler et
Hämmerlin

Nous avons cherché à comparer l'évolution de la perturbation avec les travaux
analytiques, tous restreints au cas incompressible. Nous nous sommes en particu-
lier intéressés aux hypothèses simplificatrices qu'ils utilisent. En effet, en raison de
la complexité du problème, les études analytiques procèdent à des simplifications
principalement de deux types. L'une consiste à négliger certaines composantes du
champ de base, avec pour forme la plus simplificatrice l'emploi d'une hypothèse
d'écoulement parallèle. C'est l'approche retenue par Poll en 1979 dans [Po179J. Pour
des nombres de Reynolds significativement plus élevés que le Reynolds critique (i.e.
Re> 1000), cette hypothèse (non justifiée par la topologie du champ de base) influe
peu sur la pulsation des perturbations. En revanche l'influence sur les taux d'ampli-
fication est plus forte, en particulier proche du nombre de Reynolds critique [Jos96].
En incompressible, le non parallélisme abaisse le Reynolds critique d'au moins 100.
L'autre type de simplification consiste à supposer certaines formes de modes propres.
Nous nous concentrerons sur cette approche.

Entre les temps 10 et 60, l'énergie cinétique croît exponentiellement à un taux
constant. Cette évolution est caractéristique d'une perturbation suffisamment petite
pour que les équations linéarisées régissent son évolution. La droite asymptote du
logarithme de l'énergie cinétique entre les temps t = 10 et t = 30 s'écrit a t + b,
avec a = 0.3723 et b = 37.60. A cette précision le résultat reste inchangé pour
une régression linéaire entre les temps 20 et 40. Le taux d'amplification a = 0.3723
pourra être comparé avec celui des tests suivants.

Sur les figures (2.2) à (2.7) nous avons tracé les valeurs rms selon la direction z
des perturbations de pression, vitesses, entropie et température au temps adimen-
sionnel t = 12.03. La valeur rms selon la direction z d'une variable f est définie
par

1 Ii L
frms(X,y,t)

=
f2dz,

où F est la valeur de référence de la variable f. Ces valeurs rms sont tracées en
fonction des distances normale x et tangentielle y adimensionnées par l'épaisseur 8.
Dans la direction y, un point sur trois est tracé.

On constate immédiatement que les vitesses et pression présentent les symétries
postulées par Görtler et Hämmerlin [Gör55, Häm55]. Ceci apparaît aussi bien sur les
valeurs instantanées des perturbations que sur leurs valeurs rms. Dans la première
étude analytique sur le point d'arrêt bidimensionnel en 1955, Görtler et Hämmerlin
supposent que les modes propres de la perturbation de vitesse présentent les mêmes
dépendances normale et tangentielle que le champ de base. Rappelons que le champ

(2.2)
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FIG. 2.2 - Valeur rms de la perturbation de pression au temps adimensionnel t =
12.03 pour une perturbation de vorticité initialement centrée et un mur adiabatique

Um

FIG. 2.3 - Valeur rms de la perturbation de vitesse normale au temps adimension-
nel t = 12.03 pour une perturbation de vorticité initialement centrée et un mur
adiabatique
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FIG. 2.4 - Valeur rms de la perturbation de vitesse tangentielle au temps adimen-
sionnel t = 12.03 pour une perturbation de vorticité initialement centrée et un mur
adiabatique
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FIG. 2.5 - Valeur rms de la perturbation de vitesse périodique au temps adimen-
sionnel t = 12.03 pour une perturbation de vorticité initialement centrée et un mur
adiabatique
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FIG. 2.6 - Valeur rms de la perturbation d'entropie au temps adimensionnel t =
12.03 pour une perturbation de vorticité initialement centrée et un mur adiabatique

FIG. 2.7 - Valeur rms de la perturbation de température au temps adimensionnel t =
12.03 pour une perturbation de vorticité initialement centrée et un mur adiabatique
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de base incompressible s'écrit

U(x,y,z) = F(x)
V(x,y,z) = y G(x) (2.3)

W(x,y,z) = H(x)

Une solution particulière du système linéarisé régissant la perturbation est la forme
choisie par Görtler dans [Gör55]

u(x, y, z, t) = f(x) exp (iaz/8 - iactW/5)
v(x, y, z, t) = y g(x) exp (iaz/5 - iactW/5) (2.4)

w(x, y, z, t) = h(x) exp (iaz/ö - iactW/ö)

où les fonctions u, V, W, f, g et h sont complexes. Les dépendances des perturbations
de vitesse impliquent celles de la perturbation de pression p, qui s'écrit

p(x, y, z, t) = 1(x) exp (icz/5 - iactW/5) . (2.5)

Il est à noter qu'il n'y a pas de justification garantissant que les perturbations
présentant ces dépendances en y sont les plus amplifiées. Les auteurs cherchent à
obtenir un problème soluble analytiquement. Après supposition légitime de modes
normaux en temps et dans la direction z ils cherchent à réduire le système aux
dérivées partielles en x et y en un système aux dérivées ordinaires. Pour ce faire ils
supposent une dépendance particulière en y. La vérification de cette supposition a
été faite pour la première fois par Spalart en 1988 [Spa88J à l'aide d'une simulation
numérique directe incompressible. Sa perturbation initiale est sinusoïdale dans la
direction z. Dans le plan (x, y), c'est un bruit blanc enveloppé par une gaussienne
localisée au dessus du point d'arrêt. Au temps adimensionnel t = 10.1, Spalart
montre que le maximum selon x de la valeur rms selon z de la perturbation de
vitesse tangentielle y est une fonction linéaire de y. Les perturbations de vitesse
normale et périodique, u et w, sont indépendantes de y. De légères oscillations à
haut nombre d'onde (dans la direction y) sont présentes sur tous les profils. Sur
les figures (2.8) à (2.14), nous avons tracé le maximum selon x de la valeur rms
selon z pour différents instants et toutes les variables (même quantité que Spalart).
Afin d'examiner seulement la dépendance en y des profils et non leur valeur absolue,
nous traçons les valeurs rms de p, u, w, s, T et p normalisées par leur valeur en
y 0. Les valeurs rms de y aux différents instants sont normalisées par leur valeur
en y = 70.4 5. Pour les temps t > 12.03, les variables u, w et p sont quasiment
indépendantes de y, sauf à proximité des sorties. Aux sorties, ces trois variables
présentent des oscillations de l'ordre de 1% de leur valeur maximale. Ce défaut
est étendu sur une épaisseur de 158 aux deux sorties. La perturbation de vitesse
tangentielle est au coeur du domaine en ky. Sur les mêmes zones de sortie épaisses
de 155, elle croît moins vite que ky. Ce comportement peut être relié à l'influence
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des conditions limites de sortie. Ces zones de sortie sont de la même taille que
les zones explicitement perdues par Spalart par l'emploi de couches éponge. Nous
n'observons en revanche pas d'oscillations parasites de haut nombre d'onde alors
que nous utilisons la même densité de point en y.

Plus significativement, la faiblesse majeure de la simulation de Spalart apparaît
pendant le régime transitoire d'établissement de la perturbation. Pour un temps
intermédiaire t = 3.36 (avec notre adimensionnement), les valeurs rms de toutes
les vitesses présentent dans sa simulation de fortes oscillations de grande longueur
d'onde entre les deux sorties. Ceci laisse à penser que les sorties sont fortement réflé-
chissantes et que le comportement transitoire est régi par la zone éponge particulière
utilisée. Nos valeurs rms aux temps intermédiaires seront montrées ultérieurement
et ne présentent absolument pas ces oscillations.

Bien que sujet à caution, le résultat de Spalart est la première vérification nu-
mérique du postulat de Gärtler et Hämmerlin. La première étude analytique non
limitée au stricte cadre de Görtler et Hämmerlin est due à Brattkus et Davis en
1991 [BD91J. Leur étude concerne le point d'arrêt incompressible plan (W = O). Ils
examinent la stabilité de modes normaux en temps et en z, évoluant lentement dans
la direction tangentielle y. Ils définissent ainsi le rapport R"2 » 1. La perturbation
est recherchée sous la forme

où a est éventuellement complexe. Ces modes sont appelés modes de Görtler et
Hämmerlin généralisés, a = O correspond aux modes de Görtler et Hämmerlin ha-
bituels. L'équation linéarisée d'évolution de la perturbation admet sous hypothèse
de perturbation de grande longueur d'onde une solution (taux d'amplification) dé-
pendant de a. De manière assez surprenante il est possible de choisir a de telle sorte
que le taux d'amplification soit aussi grand que désiré. Ce point a incité les auteurs
à restreindre la classe des modes propres admissibles. Ils ont pu montré que pour
le champ de base non visqueux, l'équation (visqueuse) régissant la perturbation de
vorticité admet une solution analytique faisant intervenir des fonctions paraboliques
cylindriques, où apparaît un paramètre analogue à a. Ces solutions croissent ex-
ponentiellement vite avec la distance tangentielle si a n'est pas un entier positif.
Imposer que la vorticité croît au plus algébriquement vite restreint la classe de solu-
tions admissibles aux polynômes de Hermite. La même classe de solutions est alors
retenue comme base pour la détermination de la perturbation des équations vis-
queuses avec champ de base visqueux (problème de Hiemenz). La perturbation peut

lu \ / Ua(X)

V

w
= (R_h/2y)a yva(x)

Wa(X)
exp(crt+ikz) , (2.6)

'\p J \ Pa(X) J
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alors être recherchée sous la forme

'U fUm(X)

v

°° vm(x)
I =exp(cït+ikz) Hem(y) , (2.7)WI

)
m=O Wm(X)

Pm(X) J

où les Hem sont les polynômes de Hermite d'ordre m. Avec une méthode de Galerkin,
le problème est tronqué à l'ordre M et résolu numériquement. Quel que soit l'ordre
de troncature, le cas le moins stable est obtenu pour le mode (u0, y1, wo), qui est la
simplification postulée par Görtler et Hämmerlin. Les auteurs concluent donc que
le point d'arrêt plan est stable vis-à-vis de toutes les perturbations originaires de
la couche limite et dont la vorticité est algébriquement bornée dans la direction
tangentielle. Le mode le moins stable est celui de Görtler et Hämmerlin. Ceci est la
premier résultat analytique non limité aux modes de Görtler et Hämmerlin.

Dans notre cas la simulation numérique directe donne un résultat analogue. Il
est à noter que le choix du nombre d'onde k garantissait l'instabilité en supposant
que l'effet de compressibilité serait faible. Mais il était possible qu'il existe un mode
plus instable, n'ayant pas les mêmes dépendances que celui de Görtler-Hämmerlin.
Ici, les valeurs instantanées de la vitesse, comme leurs valeurs rms présentent les
symétries postulées par Görtler-Hämmerlin. Sauf à supposer que des modes plus
instables n'ont pas été excités par la perturbation initiale de type bruit blanc, le
mode le plus instable du point d'arrêt est donc de type Görtler-Hämmerlin.

Il est à noter que ces observations de modes instables présentant les mêmes sy-
métries que les modes de Görtler et Hämmerlin concernent les vitesses et la pression.
Pour la température, le comportement n'est pas le même. Le comportement n'est
d'ailleurs pas prévu par les études précédentes, limitées au cas incompressible.

Les figures (2.12) à (2.14) montrent les maximum selon x de la valeur rms selon
z des perturbations d'entropie, température et masse volumique. Les trois com-
portements sont similaires car la variation de pression est indépendante de y dans
le coeur du domaine. Comme pour les perturbations de vitesse et de pression, nous
attribuons les oscillations sur une zone de 155 à chaque sortie à l'influence des condi-
tions limites. Au coeur du domaine, les trois courbes ressemblent à une parabole.
Une tentative de résolution analytique en compressible pourrait donc supposer les
modes de Görtler-Hämmerlin pour les vitesses et la pression. Le mode propre d'en-
tropie par contre pourrait être recherché sous la forme d'une constante additionnée
à un monôme y2. Nous n'avons malheureusement pas eu temps de mener une étude
analytique pour valider cette supposition.

Une alternative consiste à s'appuyer sur les travaux de Hall et Seddougui [HS9O].
Hall et Seddougui s'intéressent aux ondes obliques interagissant avec les ondes bidi-
mensionnelles de Görtler-Hämmerlin pour provoquer une déstabilisation forte (su-
périeure à celle des modes Görtler-Hämmerlin seuls) à distance finie de la ligne de
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FIG. 2.9 - Maximum selon x de la valeur rms selon z de la perturbation de vitesse
normale, normalisé par sa valeur en y = O, à différents instants pour une perturbation
de vorticité initialement centrée et un mur adiabatique
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FIG. 2.8 - Maximum selon x de la valeur rms selon z de la perturbation de pression,
normalisé par sa valeur en y = , à différents instants pour une perturbation de
vorticité initialement centrée et un mur adiabatique
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FIG. 2.11 - Maximum selon x de la valeur rms selon z de la perturbation de vi-
tesse périodique, normalisé par sa valeur en y = 0, à différents instants pour une
perturbation de vorticité initialement centrée et un mur adiabatique
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FIG. 2.10 - Maximum selon x de la valeur rms selon z de la perturbation de vitesse
tangentielle, normalisé par sa valeur en y = 70.4, à différents instants pour une
perturbation de vorticité initialement centrée et un mur adiabatique
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FIG. 2.12 - Maximum selon x de la valeur rms selon z de la perturbation d'entropie,
normalisé par sa valeur en y = O, à différents instants pour une perturbation de
vorticité initialement centrée et un mur adiabatique

FIG. 2.13 - Maximum selon x de la valeur rms selon z de la perturbation de tempé-
rature, normalisé par sa valeur en y = O, à différents instants pour une perturbation
de vorticité initialement centrée et un mur adiabatique
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FIG. 2.14 - Maximum selon x de la valeur crms selon z de la perturbation de masse
volumique, normalisé par sa valeur en y = o, à différents instants pour une pertur-
bation de vorticité initialement centrée et un mur adiabatique

arrêt. Ils espèrent ainsi trouver un lien avec l'instabilité de cross flow. Ils écrivent la
perturbation oblique sous la forme d'une perturbation oscillant lentement en temps:

v(x, y, z, t) = (x, y)exp(i
f

k(e)de + kz - ekt), (2.8)

où est un petit paramètre et ' (x, y) possède les mêmes symétries que le champ de
base. Le nombre d'onde k varie lentement en espace et est principalement centré
autour d'une valeur de référence k

k = k+ek +... (2.9)

Ce développement asymptotique est introduit dans les équations linéarisées régissant
la perturbation. Afin de découpler les différents ordres de la perturbation et de
déterminer l'évolution de son ordre dominant, Hall et Sedouggui supposent alors
que le nombre de Reynolds est élevé et lient le paramètre e au nombre de Reynolds
selon e = Re avec n une fraction positive. Une forme similaire à (2.8) pourrait
donc être proposée pour la perturbation de température. Mais l'hypothèse de fort
nombre de Reynolds interdit l'emploi de cette méthode pour des nombre de Reynolds
proches du nombre de Reynolds critique.

Les travaux de Lin et Malik [LM96J offrent un cadre plus général. Lin et Malik
étudient le système incompressible dans le cas du point d'arrêt tridimensionnel (W $
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0) . Les modes propres sont recherchés sous la forme

v(x,y,z,t) = (x,y)exp(ik(z - Ct)) . (2.10)

í(x, y) est ici une fonction quelconque de x et y. Lin et Malik considèrent que la
perturbation de vitesse périodique w n'admet que des modes propres symétriques (en
y) ou antisymétriques. Pour tout le temps satisfaire l'équation de continuité, il est
suffisant que u soit pair et y impair quand w est pair (mode dit symétrique et noté S)
et réciproquement pour w impair (mode antisymétrique A). La perturbation (2.10)
est introduite dans le système linéarisé. La résolution du système différentiel aux
dérivées partielles est faite à l'aide d'une décomposition en polynômes de Tchebyshev
dans la direction normale et en polynômes en puissance de y dans la direction
tangentielle (de manière analogue à Brattkus et Davis [BD91]). Les propriétés de
parité sont utilisées pour réduire par deux le nombre d'inconnues dans la direction
tangentielle (coefficients en facteur des monômes) et pour imposer les conditions
limites. Les auteurs montrent que pour tout nombre de Reynolds et tout nombre
d'onde k, le premier mode antisymétrique (A1) a un taux d'amplification moins
élevé que sa contrepartie symétrique (S1) mais plus élevé que le deuxième mode
symétrique (S2) : S > A1 > S2 > A2.... Le mode S1 est le seul pour lequel u et
w sont indépendants de y. Pour ce mode y croît linéairement avec y. Ceci est en
incompressible la première démonstratioii que, parmi les solutions polynômiales en
y, le mode de Görtler-Hämmerlin est le plus amplifié. Cette formulation en modes
pairs et impairs permet aussi de traiter le cas des modes obliques recherchés par Hall
et Seddougui la somme de deux modes obliques (l'un se propageant en (+x, +z)
et son semblable se propageant en (x, +z)) a le même taux d'amplification que
chacun des modes pris séparément. L'effet du nombre d'onde k variable en y est
implicitement retenu dans le mode propre î' (x, y), variable en y.

L'emploi de cette hypothèse de mode Görtler-Hämmerlin sert aussi à expliquer
qualitativement la décroissance forte de la perturbation dans les premiers instants de
la simulation (t E [0; 1]). En effet, quand on considère en incompressible le spectre
de la perturbation recherchée sous la forme Görtler-Hammerlin, seul un mode, dit
de Tolimien-Schlichting, est instable [ObrOO, Figure 6.10]. Tous les autres modes
sont temporellement amortis. Bien qu'il ne soit en aucun cas prouvé que les modes
propres de Görtler-Hämmerlin forment une base, on peut qualitativement dire que la
décomposition de la perturbation initiale sur l'ensemble des modes propres contient
majoritairement des modes stables. Dans les premiers instants, la croissance du mode
instable est en fait masquée par la décroissance globale. Dit autrement, le niveau de
perturbation initial quantifie la perturbation sur l'ensemble des modes. Le niveau de
perturbation sur le mode le plus instable peut être obtenu en extrapolant la droite
ln(e(t)) jusqu'au temps t 0. Notons que cette explication est sujette à caution.
En effet pour un écoulement supportant des modes propres non normaux tous dé-
croissants, on peut observer transitoirement au début une croissance algébrique de
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la perturbation, pour une condition initiale judicieusement choisie.

2.1.2 Établissement des modes propres. Vitesse de propaga-
tion

Pour les temps t E [1; 5], l'énergie cinétique de la perturbation croît plus vite
que pour t E [1 ; 5] , période pendant laquelle le taux de croissance exponentiel est
constant . Nous nous sommes intéressés à la forme des valeurs rms pendant cette
phase. Sur les figures (2.15) à (2.17) sont tracées les valeurs rms selon z des per-
turbations de vitesse à l'instant initial. Le domaine est tronqué à x = 10 dans la
direction normale. Seul un point sur trois est tracé dans la direction y. La pertur-
bation initiale est en vorticité pure et les variables p et s ne sont initialement pas
perturbées.

Sur les figures (2.18) à (2.20), nous avons tracé la valeur rms de la perturbation de
vitesse tangentielle pour les instants t = 0.174 à t = 1.395. En sortie de couche limite
(x < 2), la perturbation décroît significativement et conserve le caractère fortement
oscillatoire du bruit blanc initial. La propagation tangentielle de la perturbation est
négligeable (rappelons que la vitesse tangentielle V est nulle sur la ligne d'arrêt). Le
comportement proche du mur est différent. Deux maxima symétriques par rapport
à y = O sont formés dès t = 0.174 et s'écartent l'un de l'autre, vers les deux sorties.

Aux premiers instants, w, tracée sur les figures (2.21) et (2.22) présente le même
comportement que y en sortie de couche limite. En revanche seul un maximum
apparaît dans la zone proche du mur. Le mode propre de w étant plus étendu dans
la direction normale que celui de y (voir les figures (2.5) et (2.4)), pour les temps
t > 1.395, le caractère de bruit blanc en sortie de couche limite est masqué par le
mode propre.

Sur les figures (2.23) et (2.25), nous avons tracé la valeur rms selon z de l'en-
tropie. Dès t> O, la perturbation d'entropie apparaît par couplage par le champ de
base non uniforme avec la perturbation de vorticité initiale. De même que la pertur-
bation de vorticité initiale, cette perturbation d'entropie est centrée en x 2.66.
De même que pour w, l'instabilité apparaît ensuite proche du mur et s'élargit dans
la direction tangentielle au cours du temps.

Sur la figure (2.26), nous traçons la valeur rms de la perturbation de pression
à t = 0.174. Comme pour l'entropie, la perturbation apparaît par couplage avec la
vorticité initiale. Les perturbations de pression et d'entropie ont une intensité de
deux ordres de grandeur inférieure à la perturbation de vorticité. Rappelons que
toutes les variables sont normalisées par leur valeur de référence (au point d'arrêt
pour les variables thermodynamiques et par Woe pour les vitesses).

La perturbation de vitesse normale u présente les mêmes évolutions que w.
Afin d'examiner plus quantitativement l'évolution des différentes variables, nous

avons tracé sur les figures (2.27) à (2.31) le maximum selon x de leur valeur rms en
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Urms

FIG. 2.15 - Valeur rms selon z de la perturbation de vitesse normale au temps t = O
pour une perturbation de vorticité initialement centrée et un mur adiabatique

Vrir

FIG. 2.16 - Valeur rms selon z de la perturbation de vitesse tangentielle au temps
t = O pour une perturbation de vorticité initialement centrée et un mur adiabatique
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wnvs

FIG. 2.17 - Valeur rms selon z de la perturbation de vitesse périodique au temps
t = O pour une perturbation de vorticité initialement centrée et un mur adiabatique

Vrms

FIG. 2.18 - Valeur rms selon z de la perturbation de vitesse tangentielle au temps t =
0.174 pour une perturbation de vorticité initialement centrée et un mur adiabatique
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vrnls

FIG. 2.19 - Valeur rms selon z de la perturbation de vitesse tangentielle au temps t =
0.349 pour une perturbation de vorticité initialement centrée et un mur adiabatique

'rms

FIG. 2.20 - Valeur rms selon z de la perturbation de vitesse tangentielle au temps t =
1.395 pour une perturbation de vorticité initialement centrée et un mur adiabatique
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Wnr

FIG. 2.21 - Valeur rms selon z de la perturbation de vitesse périodique au temps t =
0.349 pour une perturbation de vorticité initialement centrée et un mur adiabatique

Wnr

FIG. 2.22 - Valeur rms selon z de la perturbation de vitesse périodique au temps t =
1.395 pour une perturbation de vorticité initialement centrée et un mur adiabatique
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FIG. 2.23 - Valeur rms selon z de la perturbation d'entropie au temps t = 0.174
pour une perturbation de vorticité initialement centrée et un mur adiabatique
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FIG. 2.24 - Valeur rms selon z de la perturbation d'entropie au temps t = 0.349
pour une perturbation de vorticité initialement centrée et un mur adiabatique
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snns

FIG. 2.25 - Valeur rms selon z de la perturbation d'entropie au temps t = 1.395
pour une perturbation de vorticité initialement centrée et un mur adiabatique

FIG. 2.26 - Valeur rms selon z de la perturbation de pression au temps t = 0.174
pour une perturbation de vorticité initialement centrée et un mur adiabatique
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FIG. 2.27 Maximum, selon x, de la valeur rms selon z de la pression pour t E [0; 1.2]
pour une perturbation de vorticité initialement centrée et un mur adiabatique

fonction de la coordonnée tangentielle y. Le tracé est en échelle logarithmique pour
les temps t < 1.2. Les perturbations de vitesse ((2.28) à (2.30)) sont amorties de
deux ordres de grandeur jusqu'à t 0.8. Dès les premiers instants, elles s'étendent
dans la direction tangentielle. Pour t > 0.8, le maximum selon x perd le caractère
initial de bruit blanc : les profils sont alors dominés par le développement tangentiel
de l'instabilité. L'entropie s (2.31) a un comportement proche de celui des vitesses
avec une chute initiale limitée à un ordre de grandeur. La perturbation de pression
(2.27) perd dès t = 0.4 le caractère bruit blanc.

Les figures (2.32) à (2.37) montrent l'évolution pour les temps t E [1.2; 6]. Les
perturbations p, u, w et s ressemblent à des gaussiennes s'élargissant au cours du
temps et dont l'intensité au centre augmente. L'effet combiné de la croissance du
maximum et du remplissage aux bords explique le taux de croissance de l'énergie
cinétique plus élevé pour t [1.2; 6] que pour t > 6. La perturbation de vitesse
tangentielle tend vers ky. Au centre elle tend donc vers O alors qu'initialement seule
la zone centrale est perturbée.

Pour tenter de mettre en évidence un mécanisme d'instabilité, plus précisément
la conversion d'un bruit en un mode propre instable, nous avons tenté de caractériser
la vitesse de propagation de l'instabilité dans la phase d'établissement. La détermi-
nation reste néanmoins relativement grossière. Nous nous intéressons aux variables
tendant vers une indépendance de y (ou une dépendance faible pour l'entropie s).
Aux faibles temps ces variables ressemblent à une gaussienne. Nous déterminons

-20 O 20 40 60

y
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FIG. 2.28 - Maximum, selon x, de la valeur rms selon z de la vitesse normale
pour t E [0; 1.2] pour une perturbation de vorticité initialement centrée et un mur
adiabatique

y

FIG. 2.29 - Maximum, selon x, de la valeur rms selon z de la vitesse tangentielle
pour t E [0; 1.2] pour une perturbation de vorticité initialement centrée et un mur
adiabatique

-60 -40 -20 0



190 CHAPITRE 2. SIMULATION DES INSTABILITÉS
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i08

10-lo

i012
-60

- 0.
0.116
0.233

- 0.349
0.465

- 0.581
0.698
0.814

- 0.930
1.046
1.163

y

FIG. 2.30 - Maximum, selon z, de la valeur rms selon z de la vitesse périodique
pour t e [0; 1.2] pour une perturbation de vorticité initialement centrée et un mur
adiabatique
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FIG. 2.31 - Maximum, selon z, de la valeur rms selon z de l'entropie pour t E [0; 1.2]
pour une perturbation de vorticité initialement centrée et un mur adiabatique
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FIG. 2.32 - Maximum, selon x, de la valeur rms selon z de la pression pour t E [1.2; 6]
pour une perturbation de vorticité initialement centrée et un mur adiabatique
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FIG. 2.33 - Maximum, selon x, de la valeur rms selon z de la vitesse normale
pour t E [1.2; 6] pour une perturbation de vorticité initialement centrée et un mur
adiabatique
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FIG. 2.34 - Maximum, selon x, de la valeur rms selon z de la vitesse tangentielle
pour t E [1.2; 2.8] pour une perturbation de vorticité initialement centrée et un mur
adiabatique
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FIG. 2.35 - Maximum, selon x, de la valeur rms selon z de la vitesse tangentielle
pour t E [2.8; 6] pour une perturbation de vorticité initialement centrée et un mur
adiabatique
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FIG. 2.36 - Maximum, selon x, de la valeur rms selon z de la vitesse périodique
pour t [1.2; 6] pour une perturbation de vorticité initialement centrée et un mur
adiabatique
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FIG. 2.37 - Maximum, selon x, de la valeur rms selon z de l'entropie pour t e [1.2; 6]
pour une perturbation de vorticité initialement centrée et un mur adiabatique
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(w)

FIG. 2.38 - Dérivée selon y de la valeur rms selon z de la perturbation de vitesse pé-
riodique au temps t = 1.395 pour une perturbation de vorticité initialement centrée
et un mur adiabatique

alors une grandeur analogue à une largeur à mi-hauteur. Pour ce faire, nous choi-
sissons de repérer la position Yinf et Ysup des points d'inflexion. Ils sont déterminés
à l'aide des extrema des dérivées selon y des valeurs rms. Sur la figure (2.38), nous
avons tracé à titre d'exemple la dérivée selon y de la valeur rms selon z de w :
Pour x < 1, la dérivée présente de fortes valeurs, dues à la conservation en sortie
de couche limite du caractère bruit blanc de la perturbation initiale. En revanche,
pour x E [-1; 0], la dérivée présente deux extrema distincts. La recherche de ces
extrema est plus efficace que la détermination des points nuls de la dérivée seconde.
Même dans une zone très proche du mur, la valeur rms n'est pas parfaitement lisse,
ce qui génère des fluctuations fortes de dérivée seconde. Le maximum de ôwjrn3 pour
x < 1 est atteint en Yin f. Son minimum est atteint en Ysup

Sur la figure (2.39), nous avons tracé ces coordonnées Yinf et Ysup en fonction du
temps pour les quatre variables p, u, w et s. Pour t > 2.7, la position des points
d'inflexion est influencée par les conditions limites en sortie. La courbe légèrement
distincte des autres (coordonnées Yinf et Ysup légèrement plus faibles à un temps t
donné) est celle de w. Les positions Yinf et Ysup sont des fonctions linéaires du temps
les points Yinf et Ysup se déplacent à vitesse constante. Il n'y a pas accélération en
sortie. Or, le champ porteur V croît au premier ordre linéairement avec y selon
V «.' By. La position y d'un point matériel situé en Yo l'instant O serait Yo exp(Bt)
s'il était simplement convecté avec la vitesse V. En supposant que Yinf et Ysup se
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comportent similairement à des points matériels, cela indique que la convection n'est
pas le principal phénomène responsable de la propagation de la perturbation. Par
ailleurs, une propagation à la vitesse du son est aussi exclue. En effet, le temps
adimensionnel pour atteindre la sortie est de l'ordre de 4.4 10_2. A un temps du
même ordre de grandeur que ce très bref laps, la perturbation serait donc totalement
établie. Or le temps d'établissement est de l'ordre de 10. La dernière possibilité
consiste à envisager un mécanisme de diffusion.

Sur la figure (2.40), nous avons tracé les mêmes points que sur la figure (2.39)
ainsi que les droites asymptotes au nuage de points. La droite y = at + b passant
au travers du nuage de points Yinf a pour pente 23.7. Celle passant au travers du
nuage de points Ysup a pour pente +24.6 (avec 1% d'erreur sur ces pentes). y est
adimensionné par 8 et t par 1/B. Par ailleurs, une vitesse de diffusion VD peut être
construite avec les paramètres de la couche limite par simple analyse dimensionnelle:
VD = , soit 8B, ce qui est l'adimensionnement de y/t. On a dona un rapport de 24
entre notre vitesse de propagation et la vitesse de diffusion. Nous tenons à souligner
que ceci n'est qu'une simple analyse dimensionnelle.

En repérant au cours du temps la position de chacun des deux maxima de y, on
trouve un résultat différent mais qui reste dans le même ordre de grandeur.

Pour confirmer ou infirmer ce mécanisme de déstabilisation par un phénomène
diffusif plutôt que convectif, nous avons testé une perturbation initialement décen-
trée, i.e. non initialement située au-dessus de la ligne d'arrêt. En effet, le bruit blanc
initialement localisé sur la ligne d'arrêt n'est pas convecté tangentiellement et met
un temps infini pour atteindre le mur. Il n'est donc pas possible de distinguer une
instabilité convective d'une instabilité absolue avec une perturbation initialement
centrée.

L'étude de la perturbation de vorticité initialement décentrée fait l'objet du
paragraphe 2.4.

2.1.3 Contribution des différentes variables
Nous avons ensuite voulu examiner les contributions des différentes variables.

Sur la figure (2.41), nous avons tracé leur norme L2 au carré

fL2(t) = ff2dr, (2.11)

où F est la valeur de référence d'adimensionnement de la perturbation f. V est le
volume complet du domaine.

L'énergie cinétique est de plus de deux ordres de grandeur dominante par rapport
à la contribution de la pression et de cinq ordres de grandeur dominante par rapport
à l'entropie. L'énergie cinétique est elle-même dominée par la vitesse périodique puis
par la vitesse normale. La contribution de la vitesse tangentielle est d'un ordre de
grandeur inférieure. Notons que le niveau de la contribution de y n'est pas significatif
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FIG. 2.39 - Position des coordonnées Yinf et Ys des perturbations de pression,
de vitesses normale et périodique, et d'entropie pour une perturbation de vorticité
initialement centrée et un mur adiabatique
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FIG. 2.40 - Vitesse de propagation de la perturbation initiale pour une perturbation
de vorticité initialement centrée et un mur adiabatique

0 0.5 i 1.5 2 2.5 3



2.1. PERTURBATION VORTICALE CENTRÉE, MUR ADIABATIQUE 197

car y étant une fonction linéaire de y, sa norme f2 est une fonction linéaire de L,
taille du domaine d'intégration de y.

Nous nous sommes intéressés aux contributions respectives de la divergence de
vitesse et de la vorticité dans l'énergie. La première contribution est évidemment
nulle dans les études incompressibles.

Sur la figure (2.42), nous avons tracé la norme L2 carrée des composantes (V x
v), (V x v) et (V x v) de la vorticité et de la divergence V.v. L'intégration en
y est ici limitée de 70.4 à +70.4. Nous avons ainsi voulu nous affranchir des effets
de bords dus aux conditions limites de sortie. La différence n'est pas sensible sur la
norme L2 mais apparaît pour le mode constant de (V x v) (voir paragraphe sur
les modes de Fourier). La divergence est six ordres de grandeur plus petite que la
vorticité totale (somme des trois composantes), elle-même dominée par (V x v).

Sur les figures (2.43) à (2.46), nous avons tracé les valeurs rms de la divergence et
de la vorticité au temps t = 35.98. En utilisant les symétries de Görtler Hämmerlin
la vorticité s'écrit

V x V =

0v

Ou Ow

Oz Ox

0v
I

((V X V)x)rms est une fonction linéaire de y. ((V x V)y)rm3 est indépendant de Y

((V X V)z)rms est une fonction linéaire de y. Les normes carrées de (V x v) et
(V X v) dépendent de la taille du domaine d'intégration de la même manière. Elles
sont donc comparables l'une avec l'autre. Sur les figures de valeur rms des vorticités,
nous constatons que perturbation de vorticité tangentielle est très dominante dans
une zone proche de la ligne d'arrêt. L'instabilité est dominée par des tourbillons
perpendiculaires à la ligne d'arrêt, alignés avec la direction tangentielle.

L'extension spatiale de ces valeurs rms est très différente (les échelles dans la
direction x ne sont pas identiques). La divergence est significativement non nulle
jusqu'à x = 15 alors que la perturbation de vorticité est cantonnée dans la couche
limite selon z à 99% (x e [-3; 0]). La divergence de la perturbation a une réparti-
tion différente de celle du champ de base, montrée sur la figure (2.47). Celle-ci est
minimale en y = O et croît paraboliquement avec y. Hors de la couche limite, la
valeur de la divergence près de la ligne d'arrêt est négative. Cette zone est une zone
de compression. Loin de la ligne d'arrêt, l'écoulement est une zone d'expansion. Ceci
peut êre vu sur la correction compressible non visqueuse du champ de base (équation
(1.27)). En effet

OU 5V B3 2 2V.Vä+=_(y x)>0pouryI>x.
Ceci est valable hors de la couche limite.

(2.12)

(2.13)
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FIG. 2.41 - Normes carrées des variables aérodynamiques et thermodynamiques pour
une perturbation de vorticité initialement centrée et un mur adiabatique

La vorticité est dominante par rapport à toutes les autres variables. Or la per-
turbation initiale est en vorticité pure. Nous avons voulu connaître l'incidence de la
composition de la perturbation initiale sur l'instabilité observée. Nous avons dans
un test complémentaire perturbé le champ de base purement en entropie. Ce cas est
présenté au paragraphe 2.3.

Nous avons cherché à affiner le résultat sur l'importance relative des contributions
des différentes variables en considérant la décomposition des champs de perturbation
sur les différents modes de Fourier.

2.1.4 Modes de Fourier

Nous avons considéré les modes de Fourier dans la direction de périodicité z.
Leur représentation en sinus et cosinus s'écrit

N f2irnz\ f2qrnz\1f(x,y,z,t) = a(x,y,t) + [a(x,y,t)cos
L ) h(y,t)5j L )j

1 1 rL
avec a(x,y,t)

=
f(z)dz,

1 2 çL 2irnz\a(x,y,t)
= f(z)cos ( dz pour m= 1,2,3,

L J
1 2 pL 2irnz\b(x,y,t)=jj-j f(z)sin( ldzpourn=1,2,3.LJ

(2.14)
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o loo

FIG. 2.42 - Normes carrées des divergence et vorticité de la perturbation de vitesse
pour une perturbation de vorticité initialement centrée et un mur adiabatique
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FIG. 2.43 - Valeur rms de la divergence de la perturbation de vitesse au temps t =
35.98 pour une perturbation de vorticité initialement centrée et un mur adiabatique
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-,(Vv

FIG. 2.44 - Valeur rms de la vorticité normale de la perturbation de vitesse au
temps t = 35.98 pour une perturbation de vorticité initialement centrée et un mur
adiabatique

FIG. 2.45 - Valeur rms de la vorticité tangentielle de la perturbation de vitesse au
temps t = 35.98 pour une perturbation de vorticité initialement centrée et un mur
adiabatique
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FIG. 2.46 - Valeur rms de la vorticité périodique de la perturbation de vitesse au
temps t = 35.98 pour une perturbation de vorticité initialement centrée et un mur
adiabatique
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FIG. 2.47 - Divergence de la vitesse de base. La ligne tracée dans le plan (x,y)
délimite la zone de compression (à l'intérieur de la ligne) de la zone d'expansion
(majorité du domaine et en particulier toute la couche limite)
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L est la taille du domaine dans la direction de périodicité. C'est aussi la lon-
gueur d'onde de la perturbation initiale. La représentation des modes de Fourier en
amplitudes et phases s'écrit

y, z, t) = a(x, y, t) + [c(x, y, t) cos
(2lrnz

+

avec c = + b pour n = 1, 2, 3, (2.15)

= arctan (_--!) pour n= 1,2,3.

a est l'amplitude du mode constant (indépendant de z) de la variable f. Elle est
calculée avec (2.14) et est la distorsion non linéaire stationnaire. c(, c et c sont les
amplitudes du mode fondamental, du premier harmonique et du second harmonique
respectivement. Les phases associées sont q5(, q5 et . Le nombre d'onde du mode
fondamental est k = 2ir/L.

Nous nous sommes tout d'abord intéressés aux normes carrées intégrées de cha-
cun des modes. Elles sont calculées suivant

A(t) = if(ai)2dT,
N V (2.16)

ulÇ(t) = f(cÇ)2dr pour j = 1, 2,3.

Ainsi fL2 = + + 4
Sur la figure (2.48) nous avons tracé à titre d'exemple les normes carrées des

différents modes de la perturbation de pression. Les normes carrées des vitesses et
de l'entropie sont présentées en Annexe A dans les figures (A.1) à (A.4).

Pour toutes les variables, le mode fondamental est dominant à tous les temps.
Pour les temps t < 20, seul le mode fondamental croît. Le premier harmonique
et le mode constant commencent à croître simultanément à t 's.' 20 à partir d'un
niveau de l'ordre de 10_25. Leur taux d'amplification temporelle est double de celui
du fondamental. Le deuxième harmonique sort du bruit numérique au temps t -' 40

avec un niveau 10-30. Son taux d'amplification est triple de celui du fondamental.
Rappelons que la simulation est faite à l'aide de 6 points dans la direction périodique.
Le fondamental est résolu sans problème. En effet, comme montré dans la partie
concernant le schéma de Runge-Kutta, les schémas centrés et décentrés utilisés ont
une dispersion inférieure à 2% jusqu'à k/x = 2ir/3. Ceci correspond à trois points
par longueur d'onde. Le mode constant (distorsion non linéaire stationnaire) et le
premier harmonique sont donc aussi correctement résolus. En revanche le deuxième
harmonique est dramatiquement sous-résolu. Avec deux points par longueur d'onde,
k/x = ir : la dispersion est alors totale. De plus, pour le schéma centré, il n'y a pas de
dissipation à ce nombre d'onde. Cette sous-résolution est la cause de l'augmentation
brusque de toutes les normes aux derniers instants de la simulation. Auparavant, on
peut espérer que l'influence du second harmonique sur les autres modes reste faible.
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Il est en effet au moins deux ordres de grandeur plus petit que le plus petit des
autres modes. Notons que la détermination du nombre de points minimal pour bien
résoudre une longueur d'onde est établie avec une théorie linéaire sur une équation
modèle. Son résultat n'est donc pas directement applicable mais donne une bonne
indication de la précision attendue.

Pour toutes les variables, la norme carrée du fondamental est au moins un ordre
de grandeur plus élevée que celle des autres modes, et ce même aux derniers instants,
où la différence est la plus faible. Pour y, w et s le mode constant est d'intensité
plus élevée que le premier harmonique. Pour u et p au contraire, le mode constant
est de deux ordres de grandeur inférieur au premier harmonique. La saturation
dans la croissance intervient quand la différence d'ordre de grandeur entre le mode
fondamental et le mode suivant est de deux ordres de grandeur.

Sur les figures (2.49) à (2.51), nous avons tracé, pour un mode donné, les normes
carrées de l'ensemble des variables. Les légendes font apparaître les variables par
ordre d'importance décroissante. Les figures (2.50) et (2.41) sont indiscernables : la
norme L2 fL2 (t) est dominée par la norme du mode fondamental A(t) pour toutes
les variables. Pour le premier harmonique (2.51), l'ordre d'importance des variables
est le même que pour le fondamental (2.50). Les écarts entre les variables sont
toutefois plus faibles. Dans ces deux cas, la vitesse périodique est dominante devant
la vitesse normale et la vitesse tangentielle, suivies de la densité, de la pression, de la
température et de très loin de l'entropie. La perturbation d'entropie est à tout temps
de cinq ordres de grandeur plus faible que la perturbation de vitesse périodique.
Le mode constant a en revanche un comportement différent du fondamental et du
premier harmonique. La vitesse périodique reste dominante mais la vitesse normale
est beaucoup plus faible. La variation de pression est la plus petite variable et
est d'un ordre de grandeur inférieure à la variation d'entropie. Pour les variables
aérodynamiques, l'instabilité porte très principalement sur les vitesses périodique et
tangentielle.

Nous nous sommes ensuite intéressés au profil de ces variables au travers de la
couche limite. Les profils d'amplitude du mode constant et du premier harmonique
sont présentés en Annexe A dans les figures (A.5) à (A.8) et (A.9) à (A.14). res-
pectivement. Les profils du mode fondamental, qui est à tout temps dominant, sont
présentés dans les figures (2.52) à (2.60).

Les figures (A.5) à (A.8) concernent le mode constant. Notons que, comme dans
toutes les figures, la valeur de y examinée dans l'absolu n'a pas de signification car
elle varie avec y. Sur les figures (A.5) et (A.6), nous traçons IaI pour les variables aé-
rodynamiques et thermodynamiques en échelle logarithmique. Dans la couche limite
u est deux ordres de grandeur plus petite que w mais ne décroît pas avec la distance
au mur. a et de a varient au plus d'un ordre de grandeur entre la couche limite
et l'entrée du domaine de calcul. Les autres, variables ont une intensité au moins un
ordre de grandeur et demi plus élevée dans la couche limite qu'à l'extérieur. Le corn-
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FIG. 2.48 - Normes carrées des différents modes de Fourier pour la perturbation de
pression, pour une perturbation de vorticité initialement centrée et un mur adiaba-
tique
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FIG. 2.49 - Normes carrées du mode de Fourier constant pour les variables ther-
modynamiques et aérodynamiques pour une perturbation de vorticité initialement
centrée et un mur adiabatique. La norme de la masse volumique et celle de la
température T sont confondues
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FIG. 2.50 - Normes carrées du mode de Fourier fondamental pour les variables ther-
modynamiques et aérodynamiques pour une perturbation de vorticité initialement
centrée et un mur adiabatique
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FIG. 2.51 - Normes carrées du premier harmonique pour les variables thermodyna-
miques et aérodynamiques pour une perturbation de vorticité initialement centrée
et un mur adiabatique
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portement de a et a est vraisemblablement un effet des conditions limites en entrée
et en sortie. Ainsi, on peut noter sur la figure (2.62) où l'on a tracé le maximum
selon x de a0 en fonction de y que a et a varient anormalement fortement dans
la direction tangentielle. Hormis pour a et a, les autres variables ont un compor-
tement qui semble non dominé par les effets numériques des conditions limites. Sur
la figure (A.7), nous avons tracé l'amplitude de toutes les variables dans la couche
limite. Sauf pour x e [-0.5; 0], la perturbation tend à décélérer l'écoulement dans la
direction périodique et à faire entrer du fluide par les sorties. y est légèrement moins
étendue que w dans la direction normale. Sur la figure (A.8), on voit que la pertur-
bation de température compense exactement celle de masse volumique. En effet, la
variation de pression étant quasi-nulle, la dérivation logarithmique de l'équation de
gaz parfait donne, en considérant que les perturbations sont petites devant le champ
de base e/Ro = T'/T0, où T' désigne ici la perturbation de température. Le mode
constant de la perturbation est quasiment isobare.

Sur les figures (2.52) à (2.60), nous avons tracé les amplitudes et phases du
fondamental. Ce mode est d'intensité nettement plus élevée que le mode constant
ou le premier harmonique. Rappelons que les sauts de 2ir dans la phase sont sans
signification et que les sauts de ir traduisent un changement de signe de l'amplitude
du mode. Il apparaît sur les figures (2.52) et (2.53) que toutes les variables décroissent
au moins exponentiellement avec la distance au mur. Ceci est caractéristique du
spectre discret déterminé en incompressible par Malik et al. [HMP84]. De plus, la
vitesse tangentielle présente une forte décroissance en sortie de couche limite. En
effet Hall et al. ont montré que pour une distance au mur suffisamment grande,

u r', exp(ai),
y r'-' exp(-2) (2.17)

=1.
Pour suffisamment grand, la vitesse tangentielle décroît dans la direction normale
plus vite que la vitesse nrmale. Les vitesses normale et périodique dominent la
dynamique de la perturbation pour x < 4.

La perturbation d'entropie est limitée à la zone z E [-4; 0] et est négligeable sur
le reste du domaine. Nous avons tracé sur la figure (2.54) la quantité 'yQ en sus des
variables thermodynamiques. En effet, dans le cas où la perturbation d'entropie est
négligeable, la dérivation logarithmique de la définition de l'entropie donne

(2.18)

Cette relation est très bien satisfaite jusqu'à la limite à 99% de la couche limite
dans la direction z. À l'intérieur de la couche limite, la perturbation d'entropie non
négligeable tend à abaisser la valeur de la perturbation de pression.

Sur les figures (2.55) et (2.56), nous avons tracé l'amplitude et la phase des per-
turbations de vitesse. Pour toutes les distances, u et w restent en déphasage voisin
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de ir/2 et leur phase chute de ir/4 au travers de la couche limite. La phase de y aug-
mente au contraire régulièrement de +ir dans la couche limite. Toutes les variables
atteignent leur maximum dans la couche limite à 99% : u approximativement en 2
et y et w en 0.7. Rapellons que w domine en norme l'instabilité.

La position du maximum du mode fondamental de w peut être reliée à la pulsa-
tion de la perturbation par rapport à l'écoulement de base. En effet, suivant Hall et
al. [HMP84I, le mode fondamental peut être écrit sous forme d'une onde propagative

c(x, y, t) cos + ) = Cf(x, y) exp(at) cos ( - wt + ()) , (2.19)

où ()° est la phase de la perturbation à l'instant initial en z = 0, w sa pulsation et a
son taux d'amplification temporelle. La pulsation w est alors simplement déterminée
en calculant la différence de phase entre les instants t et t + /t

(t + zt) - (t)w ' (.)
avec /.t petit.

Sur la figure (2.57), nous avons tracé la pulsation w calculée à partir de la pression
le long de la ligne y = 56.68. Elle est adimensionnée avec B. Aux petits temps,
avant l'établissement des modes de Görtler et Hämmerlin, la pulsation dépend de la
position dans le domaine et de la variable considérée. Rappelons que la perturbation
initiale est de phase aléatoire. Entre les instants 15 et 50, la pulsation est constante
et uniforme. Elle est identique pour toutes les variables et a la valeur 68.374. Pour
les temps t > 50, c'est à dire dès que débute le phénomène de saturation de la
croissance de l'énergie cinétique, la pulsation de la pression p augmente légèrement.

La pulsation par rapport au champ de base (W)Base s'écrit

(W)Base = w - W
2ir

(2.21)

Cette quantité est tracée sur la figure (2.58) en fonction de x pour y = 56.68. La
pulsation par rapport au champ de base s'annule en x 0.67773. En ce point, la
perturbation est donc stationnaire par rapport à une particule fluide convectée avec
la vitesse W. Le maximum de la perturbation de vitesse périodique est atteint en
x = 0.694, point de la grille le plus proche de x 0.67773.

A l'exception de p qui est maximale au mur, les variables thermodynamiques,
montrées sur les figures (2.59) et (2.60), atteignent leur maximum en x = 1. Les
phases de s et T présentent la même évolution que celle de y. En revanche, la phase
de la pression est constante dans tout le domaine.

Sur les figures (A.9) à (A.14) regroupées dans l'Annexe A, nous nous intéressons
au comportement du premier harmonique. Le tracé en échelle logarithmique montre
que ce mode décroît plus vite dans la direction normale que le fondamental. La
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FIG. 2.52 - Amplitudes, en échelle logarithmique, du mode fondamental des per-
turbations de vitesse à y = 56.6c et t = 35.98 pour une perturbation de vorticité
initialement centrée et un mur adiabatique
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FIG. 2.53 - Amplitudes, en échelle logarithmique, du mode fondamental des per-
turbations thermodynamiques à y = 56.68 et t = 35.98 pour une perturbation de
vorticité initialement centrée et un mur adiabatique
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FIG. 2.54 - Amplitudes, en échelle logarithmique, du mode fondamental des per-
turbations thermodynamiques à y = 56.68 et t = 35.98 pour une perturbation de
vorticité initialement centrée et un mur adiabatique
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FIG. 2.55 - Amplitudes du mode fondamental des perturbations de vitesse à y =
56.68 et t = 35.98 pour une perturbation de vorticité initialement centrée et un
mur adiabatique
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FIG. 2.56 - Phes du mode fondamental des perturbations de vitesse à y = 56.66
et t = 35.98 pour une perturbation de vorticité initialement centrée et un mur
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FIG. 2.57 - Pulsation de la perturbation de pression sur le profil y = 56.66 pour
une perturbation de vorticité initialement centrée et un mur djabatiqUe
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FIG. 2.59 - Amplitudes du mode fondamental des perturbations thermodynamiques
à y = 56.68 et t = 35.98 pour une perturbation de vorticité initialement centrée
et un mur adiabatique
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y = 56.65 et t = 35.98 pour une perturbation de vorticité initialement centrée et
un mur adiabatique

perturbation d'entropie est aussi confinée à une zone très proche du mur. u et w
sont superposables en amplitude pour x < 4 et dominent les autres variables
sur cette zone. Les amplitudes des vitesses sont tracées sur la figure (A.11). Les
maxima de w et u sont plus proches du mur que pour le mode fondamental et situés
respectivement en x = 0.3 et 1.7. Celui de y est en revanche écarté du mur jusqu'à
x = 1. Les maxima des variables thermodynamiques sont légèrement éloignés du
mur par rapport au fondamental (figure (A.13)). En particulier, la perturbation
de pression est maximale en x = 0.7 A l'exception de la pression, les phases du
premier harmonique, montrées sur les figures (A.12) et (A.14) varient plus au travers
de la couche limite que celle du fondamental. La phase de la pression reste constante
sur tout le domaine.

Nous avons pu examiner la validité de l'hypothèse de Görtler et Hämmerlin pour
les modes autres que fondamental. Pour ce faire, nous avons tracé sur les figures
(2.61) à (2.64) le maximum selon x des différentes amplitudes de Fourier, normalisé
par cette valeur en y = O pour u, w, p et s, ou par cette valeur en y = 70.4 pour y.
Sur la figure (2.61) sont regroupées les modes de la vitesse tangentielle y. Les trois
modes résolus (constant, fondamental et premier harmonique) sont des fonctions
linéaires de y. Les modes constants sont tracés sur la figure (2.62). Rappelons que
cette représentation montre seulement la forme des profils. La norme carrée intégrée
de w est trois ordres de grandeur plus élevée que celle de u. Celle de p est un ordre
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FIG. 2.60 - Phases du mode fondamental des perturbations thermodynamiques à
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0.50

0.00

FIG. 2.61 - Maximum selon x des différents modes de Fourier de y au temps t = 35.98
pour une perturbation de vorticité initialement centrée et un mur adiabatique

de grandeur inférieure à celle de s. Les effets des conditions limites de sortie sont
très apparents pour p et u. Le mode fondamental est tracé sur la figure (2.63) et le
premier harmonique sur (2.64). Pour ces deux modes, les variables u, w et p sont
indépendantes de y. s est une parabole. Aussi, une étude non linéaire pourrait utiliser
les mêmes simplifications de modes de Görtler et Hämmerlin que l'étude linéaire.

2.2 Perturbation de vorticité pure initialement
centrée sur un mur isotherme

Nous nous intéressons à l'influence de la condition limite sur la croissance de la
perturbation. Nous perturbons le champ de base convergé avec la condition limite
isotherme avec la perturbation en vorticité pure déjà utilisée pour le cas du mur
adiabatique. Sur la figure (2.65), nous avons tracé l'évolution temporelle de l'énergie
cinétique e(t). La courbe a la même allure que dans le cas adiabatique mais l'évo-
lution temporelle est plus rapide. La droite asymptote au logarithme de e(t) entre
les temps 20 et 40 (ou à cette précision 10 et 30) a maintenant pour expression
0.4330t - 37.59. Pour un mur adiabatique, le taux de croissance était 0.3723. Rap-
pelons que le champ de base est à 10_8 près identique dans les cas isotherme ou
adiabatique. Passé le temps t = 30, cette différence est masquée par la perturbation.
À champ de base identique, l'isothermie a un effet déstabilisant. Le refroidissement
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FIG. 2.62 - Maximum selon s du mode de Fourier constant pour les perturbations
de vitesse périodique et d'entropie au temps t = 35.98 pour une perturbation de
vorticité initialement centrée et un mur adiabatique

FIG. 2.63 - Maximum selon s du fondamental pour les perturbations de pression,
vitesses normale périodique et d'entropie au temps t = 35.98 pour une perturbation
de vorticité initialement centrée et un mur adiabatique
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FIG. 2.64 - Maximum selon x du premier harmonique pour les perturbations de
pression, vitesses normale périodique et d'entropie au temps t = 35.98 pour une
perturbation de vorticité initialement centrée et un mur adiabatique

du mur n'a donc pas nécessairement un effet stabilisant.

La résolution du problème compressible ajoute un degré de liberté (l'entropie)
au problème. L'effet de la compressibilité apparaît par la possibilité de conditions
limites thermiques multiples.

Hormis par son taux d'amplification plus élevé, le cas du mur isotherme ne pré-
sente pas de différences notables avec le cas du mur adiabatique. Les profils de
température et masse volumique sont néanmoins différents dans la zone proche du
mur. L'ensemble des figures des normes carrées intégrées des différentes variables
et des décompositions en modes de Fourier est à trouver en Annexe B. Nous pré-
sentons ici seulement la forme des modes fondamentaux de la perturbation. Ils sont
dominants à tout temps.

Sur les figures (2.66) et (2.67), nous avons tracé les amplitudes et phases du mode
fondamental pour les variables thermodynamiques au temps t = 35.98 à la section
y = 56.68. Les amplitudes sont plus élevées que dans le cas adiabatique en raison
du taux d'amplification plus élevé. Néanmoins, sauf pour x E [-0.5; 0], les formes
des variables restent inchangées. La variable dominante reste la masse volumique. La
perturbation de température est nulle au mur, ce qui augmente (par rapport au cas
adiabatique) la perturbation de masse volumique au mur afin de compenser la per-
turbation de pression. Sauf pour l'entropie, le diagramme de phase est proche dans
les cas adiabatique et isotherme. Les amplitudes et phases des vitesses, montrées sur
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FIG. 2.65 - Évolution de l'énergie cinétique de la perturbation pour une perturbation
de vorticité initialement centrée et un mur isotherme

les figures (2.68) et (2.69), sont indiscernables du cas adiabatique. Le changement
de condition limite laisse les perturbations de vitesses et de pression inchangées. Les
seules modifications sont sur l'entropie (et donc par conséquence sur la température
et la masse volumique).

Le calcul de la pulsation donne un résultat similaire au cas avec mur adiabatique.
Son évolution temporelle est tracée sur la figure (2.70). Entre t = 20 et t = 50, elle
est uniforme et constante pour toutes les variables et égale à 68.397.

La pulsation par rapport au champ de base, calculée à l'aide de (2.21), s'annule
en x = 0.67797. Le maximum du mode fondamental de la perturbation de vitesse
périodique est ici atteint en x = 0.694, i.e. au point de la grille le plus proche de
z = 0.67797.

2.3 Perturbation d'entropie pure initialement
centrée sur un mur adiabatique

Nous avons cherché à examiner l'influence de la perturbation initiale sur le type
d'instabilité déclenchée. Les perturbations de vorticité précédemment utilisées sont
de nature incompressible. Nous avons noté qu'elles déclenchaient une instabilité
dominée par la vorticité. Les perturbations de vitesse sont alors les modes incom-
pressibles de Görtler-Hämmerlin. Il n'est pas clair qu'une perturbation compressible



2.3. PERTURBATION ENTROPIQUE CENTRÉE, MUR ADIABATIQUE 217

o loo

p

1.07E

(p1

0.5 It

0.07E

-0.57E

-l.Oit

I

t t

t t

4 4 t L ¿ $I t-II thur.
.1,1

g
n tr

t

s

T

p 0t-

A

£ t

s

_0000
....... 0 0

o o o to o o O OO
-8 -6 -4 -2 0

X

FIG. 2.66 - Amplitudes du mode fondamental des perturbations thermodynamiques
à y = 56.68 et t = 35.98 pour une perturbation de vorticité initialement centrée
et un mur isotherme

FIG. 2.67 - Phases du mode fondamental des perturbations thermodynamiques à
y = 56.68 et t = 35.98 pour une perturbation de vorticité initialement centrée et
un mur isotherme
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FIG. 2.68 - Amplitudes du mode fondamental des perturbations de vitesse à y =
56.66 et t = 35.98 pour une perturbation de vorticité initialement centrée et un
mur isotherme
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FIG. 2.70 - Pulsation de la perturbation de pression sur le profil y = 56.68 pour
une perturbation de vorticité initialement centrée et un mur isotherme

déclenche le même phénomène d'instabilité. Aussi nous avons perturbé le champ
de base à l'aide de la perturbation d'entropie pure décrite par l'équation (1.95). Le
niveau nominal de la perturbation initiale est 10_6.

Sur la figure (2.71), nous avons tracé l'évolution temporelle de l'énergie cinétique
e(t). Le temps de simulation est légèrement trop court pour que le taux de croissance
exponentielle ait atteint une valeur constante. La droite asymptote du logarithme
de e(t) est déterminée entre les instants t1 et t1, temps d'arrêt de la simulation. Sa
pente dépend de t1. L'évaluation entre l'instant t1 = 9. et l'instant final donne la
meilleur corrélation. Le taux de croissance s'élève alors à 0.3759 avec une erreur de
0.04%. Une corrélation sur des intervalles de temps pour longs (avec t1 plus petit)
est entachée de la croissance plus élevée lors de la phase transitoire d'établissement
de la perturbation. Il semble donc que l'on se rapproche par valeurs supérieures du
taux d'amplification du cas de la perturbation initialement en vorticité pure sur un
mur adiabatique.

Sur la figure (2.72), nous avons tracé les normes carrées fL2 des différentes va-
riables en fonction du temps. La perturbation d'entropie à l'instant initial induit
une perturbation sur les autres variables. En particulier la norme carrée des pertur-
bations de vitesse est quatre ordres de grandeur inférieure à celle de la perturbation
initiale d'entropie. Jusqu'à t = 0.2, l'entropie domine. Mais elle chute plus rapide-
ment que les autres variables. Dès l'instant t > 0.8, les trois variables de vitesse
sont dominantes. Les contributions des vorticités et de la divergence, montrées sur
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la figure (2.73) sont de même importance relative que pour une perturbation de
vorticité initiale.

L'apparition d'une perturbation principalement en vorticité apparaît comme une
caractéristique robuste de l'instabilité du point d'arrêt tridimensionnel. Un méca-
nisme d'instabilité quasi-incompressible domine l'instabilité du point d'arrêt tridi-
mensionnel pour le nombre de Mach M = 0.3.

2.4 Perturbation de vorticité pure initialement
décentrée sur un mur adiabatique

Comme dans le cas de la perturbation de vorticité initialement centrée, la per-
turbation initiale est solénoïdale et de diamètre à mi-hauteur 2r0 = 2.6 5. Elle est
initialement centrée en (xo; Yo) = (-2.6 5; 25.8 5), i.e. décentrée par rapport à la
ligne d'arrêt.

Sur la figure (2.74), nous traçons l'énergie cinétique e(t) en fonction du temps.
Après une phase transitoire, elle croît de même que dans le cas d'une perturbation
initialement centrée.

Sur les figures (2.75) à (2.78), nous avons tracé la valeur rms de la perturbation
de vitesse périodique entre les temps O et 1.163. Notons que le mur est sur ces
figures en bas à gauche. Dans la direction tangentielle y, seul un point sur deux est
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FIG. 2.71 - Énergie cinétique de la perturbation en fonction du temps pour une
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Maxxj(frms) = maxxE[_1.5;o] (frms)
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FIG. 2.74 - Évolution de l'énergie cinétique de la perturbation pour une perturbation
initialement décentrée et un mur adiabatique

tracé. La perturbation présente deux comportements distincts selon que l'on est très
proche du mur ou en sortie de couche limite. En sortie de couche limite (x < 1.5),
la perturbation est rapidement sortie du domaine. Bien qu'amortie (les échelles
d'intensité changent au cours du temps entre les différentes figures) elle conserve
son caractère initial de bruit blanc. La propagation est seulement dans le sens des
y positifs. Au temps t = 1.163 (figure (2.78)), la perturbation de vitesse périodique
est dans la zone externe déjà partiellement sortie du domaine. Au contraire, dans
la zone interne proche du mur (x E [-1.5; 0]), la perturbation est rapidement lisse.
Sa valeur maximale selon y se déplace plus lentement que pour x < 1.5. Elle se
propage vers les y positifs aussi bien que vers les y négatifs.

La vitesse normale et l'entropie présentent aussi ces deux comportements carac-
téristiques de la sortie de couche limite d'une part et d'une zone proche du mur
d'autre part. La vitesse tangentielle y a le même comportement que w dans la zone
externe de la couche limite. En revanche la perturbation de pression p ne présente
par deux comportements distincts.

Pour examiner plus quantitativement ces comportements, nous avons tracé sur
les figures (2.79) à (2.88) le maximum selon XE (en sortie de couche limite) et selon
Xj (à l'intérieur de la couche limite) des différentes valeurs rms, où

(2.22)
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FIG. 2.75 - Valeur rms de la perturbation de vitesse périodique au temps t = O
pour une perturbation initialement décentrée et un mur adiabatique
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FIG. 2.76 - Valeur rms de la perturbation de vitesse périodique au temps t = 0.581
pour une perturbation initialement décentrée et un mur adiabatique
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FIG. 2.77 - Valeur rms de la perturbation de vitesse périodique au temps t = 0.872
pour une perturbation initialement décentrée et un mur adiabatique
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FIG. 2.78 - Valeur rrns de la perturbation de vitesse périodique au temps t = 1.163
pour une perturbation initialement décentrée et un mur adiabatique
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Le tracé est en échelle logarithmique. Nous présentons les quantités Max1 (frms) et
MaxzE(frms) entre les temps t = O et t = 1.163.

Les vitesses normale et périodique u et w et l'entropie s, tracées sur les figures
( 2.79) à (2.84) , présentent des comportements similaires. Pour la zone proche du
mur (x1), un lissage apparaît dès t = 0.5. u, w et s ressemblent à des gaussiennes
s'élargissant dans le temps. La décroissance dans la zone proche du proche est très
forte dans les premiers instants. Les vitesses u et w perdent deux ordres de grandeur
entre l'instant initial et t = 0.2. L'entropie s a le même comportement que u et
w mais la décroissance est moindre. Notons que s à l'instant initial est nulle et
que la décroissance est la plus forte entre les deux premiers instants montrés pour
u et w. Dès que la perturbation commence à être ajustée avec le mode propre, la
décroissance est quasi-nulle. Le comportement en sortie de couche limite (XE) reste
dominé par le caractère bruit blanc initial. Autour du pic (selon y) de la valeur rrns,
les courbes restent en sortie de couche limite fortement oscillatoires, et ce même
jusqu'à l'instant où la perturbation quitte le domaine. La décroissance est constante
au cours du temps jusqu'à la sortie de la perturbation. Les effets visqueux dans XE
ne sont en effet pas nuls, la couche limite à 99% dans la direction z s'étendant jusqu'à
3.065. Pour u, une décroissance de deux ordres de grandeur nécessite un intervalle
de temps zt = 0.9. Le pic de valeur rms de toutes ces variables semble convecté
avec l'écoulement de base. Ceci sera ultérieurement plus précisément quantifié.

La vitesse tangentielle y, tracée sur les figures (2.85) et (2.86), présente le même
comportement qualitatif dans les deux zones mais ne tend pas vers une gaussienne.
En effet, comme dans le cas centré, y tend à être une fonction linéaire de y. Sur les
figures (2.89) à (2.93), nous avons tracé les valeurs rms des modes propres obtenus
au bout du temps t = 24.01. Ils sont identiques à ceux obtenus avec une perturbation
de vorticité initialement centrée.

Le comportement de la pression dans la zone interne proche du mur et en sor-
tie de couche limite est indiscernable. D'une part, la perturbation de pression n'est
pas propagée par un phénomène convectif comme c'est le cas pour les perturba-
tions de vorticité et d'entropie. Sur les figures (2.87) et (2.88), on peut noter que la
perturbation aux premiers instants (t < 0.5) présente des valeurs voisines sur l'en-
semble du domaine. La différence entre le maximum de p selon y et son minimum
est limitée à un ordre de grandeur. Une perturbation acoustique traverse en effet
le domaine de 1905 en un intervalle de temps St = 0.09. Ce résultat est obtenu en
négligeant la vitesse de convection V, qui reste faible devant C, particulièrement
dans la couche limite. Dès le premier instant montré, la perturbation de pression
a pu gagner les sorties et l'entrée et éventuellement y être partiellement réfléchie.
Ceci explique les fortes oscillations de basse fréquence des premiers instants. D'autre
part, le mode propre de la perturbation de pression est fortement étendu dans la
direction normale (voir figure (2.89)). La combinaison de ces deux effets explique
le comportement identique de la pression dans la zone externe XE et dans la zone
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FIG. 2.79 - Maximum sur XE de la valeur rms selon z de la perturbation de vitesse
normale pour une perturbation initialement décentrée et un mur adiabatique

interne x1.
Notons que, pour les temps élevés, le comportement dans la zone interne proche

du mur et en sortie de couche limite est identique pour toutes les variables car leurs
modes propres ont une extension normale plus grande que la zone XI E [-1.5; 0].

Les deux zones XE et x1 nous ont permis d'extraire deux vitesses de propagation.
Nous postulons une propagation dominée par la convection (pour u, y, w et s) pour
la zone externe XE et une propagation dominée par la diffusion pour la zone proche
du mur XI. Nous allons maintenant en déterminer les vitesses.

Sur la figure (2.94), nous avons tracé la position tangentielle YE OÙ est atteinte
la valeur maximale (dans le plan (XE, Y), i.e. en sortie de couche limite) de la valeur
rms selon z des perturbations de vitesses normale, périodique et d'entropie. La
courbe asymptote f(t) a pour équation f(t) = y° exp(at), OÙ Y° = 26.7 et a =
0.97. L'erreur sur ces deux coefficients est inférieure à 1%. Par ailleurs, la vitesse
tangentielle V s'écrit By au premier ordre. La position d'un point matériel situé
en Yo l'instant initial et convecté avec la vitesse V suit y(t) = Yo exp(bt). Ici
la perturbation initiale est centrée en Yo = 25.8 et b = 0.99 (en considérant la
vitesse tangentielle en X = 2.58). Les deux résultats sont en très bon accord. La
perturbation en sortie de couche limite est convectée avec la vitesse du champ de
base.

De la même manière que dans le cas centré, on repère la position des points
d'inflexion des valeurs rms de u, w, s et p dans la zone proche de mur. Ces positions
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FIG. 2.80 - Maximum sur x1 de la valeur rms selon z de la perturbation de vitesse
normale pour une perturbation initialement décentrée et un mur adiabatique
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FIG. 2.81 - Maximum sur XE de la valeur rms selon z de la perturbation de vitesse
périodique pour une perturbation initialement décentrée et un mur adiabatique
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FIG. 2.82 - Maximum sur x1 de la valeur rms selon z de la perturbation de vitesse
périodique pour une perturbation initialement décentrée et un mur adiabatique

0.116
0.233

- 0.349
- - -' 0.465
- 0.581

0.698
0.814

- 0.930
- - -. 1.046
- 1.163

FIG. 2.83 - Maximum sur XE de la valeur rms selon z de la perturbation d'entropie
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FIG. 2.84 - Maximum sur x1 de la valeur rms selon z de la perturbation d'entropie
pour une perturbation initialement décentrée et un mur adiabatique
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FIG. 2.85 - Maximum sur XE de la valeur rms selon z de la perturbation de vitesse
tangentielle pour une perturbation initialement décentrée et un mur adiabatique
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FIG. 2.86 - Maximum sur x1 de la valeur rms selon z de la perturbation de vitesse
tangentielle pour une perturbation initialement décentrée et un mur adiabatique
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FIG. 2.87 - Maximum sur XE de la valeur rms selon z de la perturbation de pression
pour une perturbation initialement décentrée et un mur adiabatique
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FIG. 2.88 - Maximum sur x1 de la valeur rms selon z de la perturbation de pression
pour une perturbation initialement décentrée et un mur adiabatique
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FIG. 2.89 - Valeur rms de la perturbation de pression au temps t = 24.01 pour une
perturbation initialement décentrée et un mur adiabatique
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FIG. 2.90 - Valeur rms de la perturbation de vitesse normale au temps t = 24.01
pour une perturbation initialement décentrée et un mur adiabatique
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FIG. 2.91 - Valeur rms de la perturbation de vitesse tangentielle au temps t = 24.01
pour une perturbation initialement décentrée et un mur adiabatique
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FIG. 2.92 - Valeur rms de la perturbation de vitesse périodique au temps t = 24.01
pour une perturbation initialement décentrée et un mur adiabatique
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FIG. 2.93 - Valeur rms de la perturbation d'entropie au temps t = 24.01 pour une
perturbation initialement décentrée et un mur adiabatique
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FIG. 2.94 - Vitesse de propagation en sortie de couche limite du maximum selon
y et x de la valeur 'i'ms selon z de la perturbation initiale pour une perturbation
initialement décentrée et un mur adiabatique

sont tracées sur la figure (2.95). Au delà de y = +70, la position du minimum de
est influencée par la sortie. Sur la figure (2.96) nous avons tracé en sus des

distances Yinf au centre Yc et Ysup au centre Yc les droites asymptotes des nuages
de points. La droite f3(t) a pour pente +26.3 alors que celle f1(t) a pour pente
22.2. L'erreur sur la pente positive est de 4% et sur la pente négative de 1%. Ces
résultats sont en bon accord avec ceux trouvés pour la perturbation initialement
centrée.

Le mécanisme de propagation de l'instabilité est clairement diffusif. La convection
sort la perturbation du domaine. Notons toutefois que nous faisons une simulation
temporelle, avec une condition de périodicité dans la direction z. Aussi nous ne
pouvons conclure de manière sure quant au caractère absolu de l'instabilité. Une
telle détermination exige une simulation temporelle et spatiale.

Nous complétons ce cas par la présentation rapide des mêmes quantités que dans
le cas centré. La plupart des figures sont regroupées dans l'Annexe C. Sur la figure
(2.74), nous avons tracé l'énergie cinétique e(t) en fonction du temps. La droite
asymptote de son logarithme s'écrit at + b avec a = 0.3723 et b = 39.38. Le taux
d'amplification exponentielle est le même que dans le cas centré. Le paramètre b est
légèrement différent. Il est caractéristique du contenu fréquentiel de la perturbation
initiale et de la phase transitoire d'établissement des modes propres.

Sur les figures (2.97) et (2.98), nous traçons les normes carrées des différentes

a

p.
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FIG. 2.95 - Position des coordonnées Yinf et Ysup de la perturbation à l'intérieur de
la couche limite pour une perturbation initialement décentrée et un mur adiabatique
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FIG. 2.96 - Vitesse de propagation à l'intérieur de la couche limite de la perturbation
initiale pour une perturbation initialement décentrée et un mur adiabatique
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FIG. 2.97 Normes carrées des variables aérodynamiques et thermodynamiques pour
une perturbation initialement décentrée et un mur adiabatique

variables. Hormis un temps d'établissement plus long, avant la croissance à un taux
exponentiel constant, le comportement est identique au cas centré. Cet établissement
plus long est particulièrement visible sur l'évolution de la perturbation de vitesse
tangentielle. Sur les figures (C.1) à (C.5), nous avons tracé les valeurs rms des
variables, normalisées par leur valeur en y = O pour p, u, w et s, et par sa valeur en
70.4 pour y. Toutes les variables ont une intensité plus élevée pour les y positifs
que pour les y négatifs. Rappelons que la perturbation initiale est située en y positif.
La différence entre les instants t = 12.03 et t = 24.01 est plus sensible que dans le
cas centré. Le décentrement de la perturbation initiale double approximativement
le temps d'établissement.

Sur les figures (C.6) à (C.15), nous avons tracé les normes carrées intégrées des
différents modes de Fourier pour chaque variable. Les différences par rapport au
cas centré ne se retrouvent que dans le mode fondamental et aux temps t < 15.
Au moment où le mode constant et le second harmonique commencent à croître, la
perturbation est complètement établie. Les perturbations de vitesse et de pression
possèdent les symétries de Görtler-Hämmerlin.. Le développement non linéaire est
donc identique dans les cas centré et décentré. Nous avons donc arrêté la simulation
au temps t = 40.
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FIG. 2.98 - Normes carrées des divergence et vorticité de la perturbation de vitesse
pour une perturbation initialement décentrée et un mur adiabatique
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Conclusions et Perspectives

Nous avons développé un outil de simulation numérique directe nous permettant
d'étudier la stabilité d'une ligne d'arrêt compressible tridimensionnelle. En particu-
lier, nous avons choisi des conditions limites valables aussi bien pour l'obtention d'un
champ de base, que pour la simulation temporelle de perturbations superposées à ce
champ de base. Nous avons aussi introduit dans l'outil de simulation un schéma d'in-
tégration temporelle plus précis et d'efficacité plus élevée que celui précédemment à
disposition.

À l'aide d'un développement en nombre de Mach et de la solution connue du cas
incompressible visqueux, nous avons obtenu une solution initiale du champ de base.
Nous l'avons utilisé pour obtenir un champ de base convergé pour un mur adiaba-
tique comme pour un mur isotherme. Nous avons ensuite soumis ces deux champs
de base à des perturbations de type bruit blanc en vorticité pure et en entropie
pure, situées dans la direction normale dans la couche limite et dans la direction
tangentielle au-dessus de la ligne d'arrêt ou décentrées. Toutes les simulations ont
été conduites à un nombre de Reynolds supérieur au nombre de Reynolds critique
du cas incompressible.

Quelle que soit la perturbation et la condition limite thermique au mur, l'énergie
de la perturbation croît. En outre après un régime transitoire, les modes de Görtler
et Hämmerlin pour les vitesses et la pression sont établis comme dans le cas incom-
pressible. Ceci concerne aussi bien le mode fondamental que le premier harmonique.
La dépendance tangentielle de la perturbation d'entropie n'est en revanche pas clai-
rement identifiée. Le seul point sûr est qu'elle dépend de la coordonnée tangentielle.
Il apparaît que le déclenchement de l'instabilité est causé par la partie de la pertur-
bation située très proche du mur (x E [-5; 0]), alors que la couche limite à 99% dans
la direction z s'étend jusqu'à x = 3.065. Si la perturbation atteint cette zone, et
si elle a un contenu fréquentiel adéquat (ce qui est nécessairement satisfait avec un
bruit blanc), l'instabilité sera déclenchée, que la perturbation soit située initialement
au dessus du point d'arrêt ou non, et qu'elle soit initialement en entropie pure ou
en vorticité pure. Dans cette zone active, la propagation de la perturbation initiale
fait intervenir un mécanisme diffusif. Hors de la zone active, la propagation se fait
principalement par convection. Après un régime transitoire, la perturbation est do-
minée par les modes de vorticité, que la perturbation initiale soit en vorticité pure
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ou en entropie pure. Les modes de vorticité et d'entropie sont couplés. À condition
limite égale, l'état atteint après un régime transitoire est indépendant de la per-
turbation initiale. Les modes de Görtler et Hämmerlin, principalement en vorticité,
sont donc une caractéristique forte de l'instabilité du point d'arrêt tridimensionnel.
À champ de base quasi-identique, la condition limite thermique est critique sur le
taux d'amplification exponentiel constant, obtenu après le régime transitoire. Le
mur isotherme induit un taux d'amplification plus élevé que le mur adiabatique.

Ces éléments nous suggèrent les pistes de recherche suivantes.

Tout d'abord, nous souhaiterions examiner quelques points purement liés à la
méthode numérique, afin de quantifier leur influence sur les instabilités observées.
L'influence de la condition limite d'entrée, et en particulier de la constante de re-
laxation apparaissant dans cette condition limite, a pu être étudiée pour le champ
de base. Par manque de temps, nous n'avons pas mené d'étude sur son influence sur
le champ perturbé. Nous avons choisi sa valeur la plus élevée possible pour main-
tenir la valeur du champ de base initial. Mais son influence est visible sur le mode
constant de la perturbation. Il est sans doute souhaitable de trouver un compromis
entre le maintien du champ de base et la diminution des réflexions de la pertur-
bation. Une telle étude pourrait être menée avec un couple nombre de Reynolds
/ longueur d'onde en z donnant un taux d'amplification élevé afin de développer
rapidement le mode constant. Un problème lié aux conditions limites est celui de la
taille du domaine de calcul. En effet, des calculs menés avec un très petit domaine
(huit fois plus petit dans la direction tangentielle et deux fois plus petit dans la
direction normale, la taille de la direction de périodicité restant inchangée) ne nous
avait pas permis d'observer une instabilité. Il faudrait conduire des tests sur la taille
de domaine optimale et vérifier que nos résultats sont indépendants de la taille du
domaine. Le but est d'avoir un petit domaine pour diminuer les temps de calcul,
mais suffisamment grand pour diminuer les effets de bord au coeur du domaine. Par
ailleurs, le nombre de points dans la direction de périodicité z doit être augmenté
pour au moins résoudre le deuxième harmonique et conduire des calculs plus longs
(non-linéaires). Il est intéressant de savoir si les dépendances en modes de Görtler
et Hämmerlin sont maintenues sur une plus vaste gamme de nombres d'onde dans
la direction z.

Dans le cadre d'une étude analytique, et en vue de la déterminer d'un nombre
de Reynolds critique dans le régime faiblement compressible, on pourrait utiliser les
modes de Görtler et Hämmerlin pour la vitesse et la pression et les formes proposées
dans le manuscript pour la perturbation d'entropie. L'étude doit impérativement
envisager les conditions limites thermique et adiabatique au mur. Les tests complé-
mentaires numériques conduits à fort taux d'amplification pourraient confirmer la
forme d'entropie à considérer.

Sur un plan moins strictement numérique, il apparaît que, hormis par la possi-
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bilité de conditions limites thermiques multiples donnant des taux d'amplification
différents, l'influence de la compressibilité n'est pas encore claire. Nous proposons
de conduire un test avec même nombre de Reynolds, même taille de domaine (en
épaisseur 5), même longueur d'onde adimensionnelle en z et de faire uniquement
varier le nombre de Mach. On peut ainsi espérer diminuer les effets numériques et
quantifier l'effet de la compressibilité. En particulier il n'est pas clair que les modes
de Görtler et Hämmerlin prévalent à nombre de Mach W/ao élevé. Un changement
de perturbation dominante pourrait grandement influer sur la valeur du nombre de
Reynolds critique dans le domaine significativement compressible.

L'étude de l'influence de la condition limite thermique est également une piste à
poursuivre. Nous avons pu montrer qu'une conditionlimite d'isothermie induit un
taux d'amplification plus élevé, alors que le champ de base est quasiment identique
à celui du cas adiabatique. Il n'est donc pas clair de combien il faut abaisser la
température du mur pour diminuer le taux d'amplification des perturbations, et ce
même dans le domaine linéaire. Sur ce point, l'étude de Lasseigne and Jackson dans
[LJ92] est informative. Ils étudient le point d'arrêt plan (W = O). Ils autorisent des
variations de densité par une différence de température entre l'écoulement libre et
la plaque et supposent que les modes propres satisfont les symétries de Görtler et
Hämmerlin et décroissent exponentiellement hors de la couche limite. Comme dans
le cas incompressible à densité constante, l'écoulement est stable. Mais refroidir la
plaque diminue le taux d'amortissement (moins stable) des perturbations de pe-
tites longueurs d'onde et augmente (plus stable) celui des perturbations de longueur
d'onde modérée. Dans cet exemple, le contenu fréquentiel de la perturbation est
critique pour le contrôle de la couche limite.

Le nombre de Reynolds de notre étude est supérieur au nombre de Reynolds
critique du régime incompressible. Il est utile d'examiner le comportement à des
nombres de Reynolds sous-critiques, et ce avec différents nombres de Mach. Il faut
alors tester des perturbations de très faible amplitude du domaine linéaire et des per-
turbations plus fortes s'il n'y a pas déstabilisation par les très faibles perturbations.
Nous pourrions observer une déstabilisation analogue à celle de la rotation solide
non visqueuse par la compressibilité. Nous proposons pour cette étude sous critique
de limiter l'étude à de petits nombres de Mach afin d'examiner la raccordement avec
le comportement incompressible. Le fait d'avoir un outil de simulation numérique
directe est pour ces études particulièrement intéressant. Theofihis [The98] note que la
tridimensionnalité est critique dans le processus de transition sous critique. Il n'est
pas clair qu'à ce régime de nombre de Reynolds les modes les plus instables soient
encore des modes de Görtler et Hämmerlin. Les dépendances des modes constants,
fondamentaux et des harmoniques doit être examinée.

Une autre méthode de contrôle du taux d'amplification est d'appliquer de la
succion au bord d'attaque. Hall et al. notent dans [HMP84] que la succion diminue
l'épaisseur de couche limite et de manière plus importante modifie la distribution de



242 CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES

vorticité à l'intérieur de la couche limite. Là encore l'effet n'est pas univoque. Hall
et Malik remarquent dans [HM86] que, dans le domaine linéaire, la succion stabilise
et le soufflage déstabilise. Le nombre de Reynolds critique linéaire augmente avec
la succion, mais la partie de la courbe neutre sujette à une instabilité sous-critique
augmente aussi. Donc, si la transition est liée aux perturbations sous-critiques, la
succion conduit à un élargissement de la bande des modes non linéairement in-
stables. Les auteurs notent que, par les hypothèses employées, leur discussion ignore
le rôle des modes tridimensionnels. Un outil de simulation numérique directe est
alors intéressant.

Dans un souci de contrôle, il reste un énorme travail à conduire sur la récepti-
vité. Notre perturbation initiale est sinusoïdale dans la direction de périodicité et
est un bruit blanc dans les deux autres directions. La perturbation initiale est située
dans la zone active de déclenchement de l'instabilité. Dans la réalité, la perturbation
est initialement à l'extérieur de la couche limite. Les perturbations entropiques et
vorticales sont convectées avec le champ de base alors que les perturbations acous-
tiques sont propagées à vitesse acoustique par rapport au champ de base jusqu'à la
zone active. Les perturbations acoustiques mettent un temps beaucoup plus court
que les perturbations de vorticité et d'entropie pour atteindre la couche limite. Leur
amplitude est a priori plus élevée à leur arrivée. Sur le strict plan de l'amplitude de
perturbation, ces perturbations acoustiques sont donc potentiellement plus dange-
reuses pour la déstabilisation. En revanche, les perturbations acoustiques ont dans
le domaine faiblement compressible des longueurs d'onde naturelles beaucoup plus
grandes que les perturbations vorticales et entropiques. Par la disparité d'échelles, le
couplage par le champ de base non-uniforme entre modes acoustiques d'une part et
modes inertiels d'autre part n'est donc pas clair. De plus, au cours du transport des
perturbations de toute nature, des longueurs d'onde privilégiées sont sélectionnées.
Leur adéquation avec les longueurs d'onde préférentielles de l'instabilité détermine
le déclenchement ou non de l'instabilité. Dans une première étape vers une étude
de réceptivité, il pourrait être judicieux d'étudier la réponse de l'écoulement à des
perturbations de fréquence plus sélectionnées qu'un bruit blanc, mais toujours ini-
tialement situées dans la zone active.



Annexe A

Perturbation de vorticité initialement
centrée sur un mur adiabatique
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FIG. A.1 - Normes carrées des différents modes de Fourier pour la perturbation de
vitesse normale, pour une perturbation de vorticité initialement centrée et un mur
adiabatique

FIG. A.2 - Normes carrées des différents modes de Fourier pour la perturbation de
vitesse tangentielle, pour une perturbation de vorticité initialement centrée et un
mur adiabatique



FIG. A.3 - Normes carrées des différents modes de Fourier pour la perturbation de
vitesse périodique, pour une perturbation de vorticité initialement centrée et un mur
adiabatique
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FIG. A.4 - Normes carrées des différents modes de Fourier pour la perturbation
d'entropie, pour une perturbation de vorticité initialement centrée et un mur adia-
batique
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FIG. A.5 - Amplitudes, en échelle logarithmique, du mode constant des pertur-
bations de vitesse à y = 56.66 et t = 35.98 pour une perturbation de vorticité
initialement centrée et un mur adiabatique

FIG. A.6 - Amplitudes, en échelle logarithmique, du mode constant des pertur-
bations thermodynamiques à y = 56.66 et t = 35.98 pour une perturbation de
vorticité initialement centrée et un mur adiabatique
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FIG. A.7 - Amplitudes du mode constant de toutes les perturbations à y = 56.66
et t = 35.98 pour une perturbation de vorticité initialement centrée et un mur
adiabatique
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FIG. A.8 - Amplitudes du mode constant des perturbations thermodynamiques à
y = 56.66 et t = 35.98 pour une perturbation de vorticité initialement centrée et
un mur adiabatique
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FIG. A.1O - Amplitudes, en échelle logarithmique, du premier harmonique des per-
turbations thermodynamiques à y = 56.68 et t = 35.98 pour une perturbation de
vorticité initialement centrée et un mur adiabatique

-20

-40 -30 -20 -10 O

X

FIG. A.9 - Amplitudes, en échelle logarithmique, du premier harmonique des per-
turbations de vitesse à y = 56.68 et t = 35.98 pour une perturbation de vorticité
initialement centrée et un mur adiabatique
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FIG. A.11 - Amplitudes du premier harmonique des perturbations de vitesse à y
56.65 et t = 35.98 pour une perturbation de vorticité initialement centrée et un
mur adiabatique
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FIG. A.12 - Phases du premier harmonique des perturbations de vitesse à y =
56.65 et t = 35.98 pour une perturbation de vorticité initialement centrée et un
mur adiabatique
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FIG. A.13 - Amplitudes du premier harmonique des perturbations thermodyna-
miques à y = 56.66 et t = 35.98 pour une perturbation de vorticité initialement
centrée et un mur adiabatique
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FIG. A.14 - Phases du premier harmonique des perturbations thermodynamiques à
y = 56.66 et t = 35.98 pour une perturbation de vorticité initialement centrée et
un mur adiabatique
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FIG. B.2 - Normes carrées des divergence et vorticité de la perturbation de vitesse
pour une perturbation de vorticité initialement centrée et un mur isotherme
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FIG. B.1 - Normes carrées des variables aérodynamiques et thermodynamiques pour
une perturbation de vorticité initialement centrée et un mur isotherme
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FIG. B.3 - Normes carrées du mode de Fourier constant pour les variables ther-
modynamiques et aérodynamiques pour une perturbation de vorticité initialement
centrée et un mur isotherme
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FIG. B.4 - Normes carrées du mode de Fourier fondamental pour les variables ther-
modynamiques et aérodynamiques pour une perturbation de vorticité initialement
centrée et un mur isotherme
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FIG. B.5 - Normes carrées du premier harmonique pour les variables thermodyna-
miques et aérodynamiques pour une perturbation de vorticité initialement centrée
et un mur isotherme
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FIG. B.6 - Normes carrées du deuxième harmonique pour les variables thermodyna-
miques et aérodynamiques pour une perturbation de vorticité initialement centrée
et un mur isotherme
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FIG. B.7 - Normes carrées des différents modes de Fourier pour la perturbation de
pression, pour une perturbation de vorticité initialement centrée et un mur isotherme
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FIG. B.8 - Normes carrées des différents modes de Fourier pour la perturbation de
vitesse normale, pour une perturbation de vorticité initialement centrée et un mur
isotherme
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FIG. B.1O - Normes carrées des différents modes de Fourier pour la perturbation
de vitesse périodique, pour une perturbation de vorticité initialement centrée et un
mur isotherme
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FIG. B.9 - Normes carrées des différents modes de Fourier pour la perturbation de
vitesse tangentielle, pour une perturbation de vorticité initialement centrée et un
mur isotherme
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FIG. B.11 - Normes carrées des différents modes de Fourier pour la perturbation
d'entropie, pour une perturbation de vorticité initialement centrée et un mur iso-
therme
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FIG. B.12 - Normes carrées des différents modes de Fourier pour la perturbation
de température, pour une perturbation de vorticité initialement centrée et un mur
isotherme
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FIG. B.13 - Normes carrées des différents modes de Fourier pour la perturbation de
masse volumique, pour une perturbation de vorticité initialement centrée et un mur
isotherme
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FIG. B.14 - Amplitudes du mode constant de toutes les perturbations à y = 56.66
et t = 35.98 pour une perturbation de vorticité initialement centrée et un mur
isotherme
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FIG. B.16 - Amplitudes du premier harmonique des perturbations de vitesse à y =
56.68 et t = 35.98 pour une perturbation de vorticité initialement centrée et un
mur isotherme
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FIG. B.15 - Amplitudes du mode constant des perturbations thermodynamiques à
y = 56.66 et t = 35.98 pour une perturbation de vorticité initialement centrée et
un mur isotherme
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FIG. B.17 - Phases du premier harmonique des perturbations de vitesse à y = 56.66
et t = 35.98 pour une perturbation de vorticité initialement centrée et un mur
isotherme
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FIG. B.18 - Amplitudes du premier harmonique des perturbations thermodyna-
miques à y = 56.66 et t = 35.98 pour une perturbation de vorticité initialement
centrée et un mur isotherme



y = 56.66 et t = 35.98 pour une perturbation de vorticité initialement centrée et
un mur isotherme
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FIG. C.2 - Maximum selon x de la valeur rms selon z de la perturbation de vitesse
normale à différents instants pour une perturbation initialement décentrée et un mur
adiabatique
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FIG. C.1 - Maximum selon x de la valeur rrns selon z de la perturbation de pres-
sion à différents instants pour une perturbation initialement décentrée et un mur
adiabatique
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FIG. C.3 - Maximum selon x de la valeur rms selon z de la perturbation de vitesse
tangentielle à différents instants pour une perturbation initialement décentrée et un
mur adiabatique
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FIG. C.4 - Maximum selon x de la valeur rms selon z de la perturbation de vitesse
périodique à différents instants pour une perturbation initialement décentrée et un
mur adiabatique
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FIG. C.5 - Maximum selon x de la valeur rms selon z de la perturbation d'en-
tropie à différents instants pour une perturbation initialement décentrée et un mur
adiabatique
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FIG. C.6 - Normes carrées du mode de Fourier constant pour les variables ther-
modynamiques et aérodynamiques pour une perturbation initialement décentrée et
un mur adiabatique. La masse volumique et la température sont confondues et pré-
sentent l'intensité la plus élevée jusqu'au temps t = 30



FIG. C.7 - Normes carrées du mode de Fourier fondamental pour les variables ther-
modynamiques et aérodynamiques pour une perturbation initialement décentrée et
un mur adiabatique
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FIG. C.8 - Normes carrées du premier harmonique pour les variables thermodyna-
miques et aérodynamiques pour une perturbation initialement décentrée et un mur
adiabatique
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FIG. C.1O - Normes carrées des différents modes de Fourier pour la perturbation de
vitesse normale, pour une perturbation initialement décentrée et un mur adiabatique
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FIG. C.9 - Normes carrées des différents modes de Fourier pour la perturbation de
pression, pour une perturbation initialement décentrée et un mur adiabatique
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FIG. C.11 - Normes carrées des différents modes de Fourier pour la perturbation de
vitesse tangentielle, pour une perturbation initialement décentrée et un mur adia-
batique
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FIG. C.12 - Normes carrées des différents modes de Fourier pour la perturbation de
vitesse périodique, pour une perturbation initialement décentrée et un mur adiaba-
tique
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FIG. C.13 - Normes carrées des différents modes de Fourier pour la perturbation
d'entropie, pour une perturbation initialement décentrée et un mur adiabatique
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FIG. C.14 - Normes carrées des différents modes de Fourier pour la perturbation de
température, pour une perturbation initialement décentrée et un mur adiabatique
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FIG. C.15 - Normes carrées des différents modes de Fourier pour la perturbation de
masse volumique, pour une perturbation initialement décentrée et un mur adiaba-
tique
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ETUDE D'ECOULEMENTS FAIBLEMENT COMPRESSIBLES, DE GIRATION, FUIS D'IMPACT SUR
PAROI, PAR THÉORIE LINÉAIRE ET SIMULATION NUMÉRIQUE DIRECTE

Dans les écoulements compressibles, trois modes de perturbation existent : vorticité, acoustique
et entropie, couplés par le champ de base non-uniforme. La dynamique plus riche de la perturbation
peut différer du cas incompressible strictement vortical et est illustrée par deux études.

La stabilité linéaire d'un écoulement giratoire non visqueux débitant est d'abord étudiée à l'aide
d'un développement WKB ondes courtes. Le système d'équations différentielles ordinaires évoluant
le long des trajectoires de l'écoulement de base permet d'obtenir des conditions suffisantes d'in-
stabilité et un taux d'amplification associé. Les modes et valeurs propres sont par ailleurs calculés
avec une formulation en modes normaux. Pour des nombres d'onde élevés, les deux approches
concordent et montrent un effet déstabilisant d'un gradient d'entropie positif. Pour un écoulement
axial uniforme, les modes et valeurs propres axisymétriques sont obtenus analytiquement. Le cri-
tère de Rayleigh est ainsi étendu et le lien entre les comportements faiblement compressible et
strictement incompressible clarifié.

L'écoulement faiblement compressible de Hiemenz, obtenu par un développement en nombre
de Mach, est étudié à l'aide d'une simulation numérique directe. Le nombre de Reynolds est super-
critique. La paroi est isotherme ou adiabatique. Des conditions limites maintenant l'écoulement
de base tout en limitant les réflexions de la perturbation sont implémentées. De petites perturba-
tions stochastiques sont introduites dans la couche limite et suivies au cours du temps. Qu'elles
soient initialement purement entropiques ou vorticales, et situées au dessus de la ligne d'arrêt ou
décentrées, les perturbations présentent après une décroissance transitoire une croissance exponen-
tielle. Les modes de pression et vitesse développés sont similaires à ceux postulés par Görtler dans
le cas incompressible. L'écoulement est absolument instable et la paroi isotherme induit un taux
d'amplification supérieur.
MOTS CLÉS : stabilité hydrodynamique, compressibilité, développement de Rayleigh-Jansen en
nombre de Mach, optique géométrique, Rayleigh, simulation numérique directe, Hiemenz, point
d'arrêt, modes de Görtler-Hämmerlin

HYDRODYNAMIC STABILITY STUDY OF TWO WEAKLY COMPRESSIBLE FLOWS USING LINEAR
THEORY AND DIRECT NUMERICAL SIMULATION

In compressible flows, three perturbation modes coexist vorticity, acoustics and entropy, to-
gether coupled by the non-uniform base flow. The resulting richer dynamics of the perturbation
potentially differs from its incompressible solely vortical counterpart and is illustrated by two
studies.

The linear stability of a rotating inviscid flow with axial velocity is first studied using a WKB
short wave expansion. This results in a system of ordinary differential equations evolving along
trajectories of the base flow, and provides sufficient instability conditions and a related growth
rate. Second, eigenmodes are computed with a normal mode analysis. For high wave numbers,
both approaches are in excellent agreement and show the destabilizing effect of a positive entropy
gradient. In case of a uniform axial velocity and an axisymmetric perturbation, the most amplified
eigenmodes and their amplification rates are analytically obtained for finite wave numbers. The
centrifugal Rayleigh criterion is thus extended in clarifying the link between weak compressibility
and incompressibility.

The weakly compressible counterpart of the Hiemenz flow, obtained via a small Mach-number
expansion, is studied using a compressible direct numerical simulation. The Reynolds number is
higher than the incompressible critical Reynolds number. The plate is either isothermal or adiaba-
tic; also boundary conditions able to maintain the base flow and to limit perturbation reflections
have been derived. Small stochastic perturbations are inserted into the bou. Y .4i o-
wed in time. Whether initially purely entropic or vortical, localized abo
offset, perturbations exhibit an exponential growth after a transient de
pressure modes look similar to the ones assumed by Görtler for the ir
the flow is absolutely unstable and the isothermal wall induces the h
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