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Résume

Mots clés: contact, méthode des éléments finis, méthode implicite, régularisa-
tion de surface, approximation diffuse, élément de contact 3D diffus, méthode de
pénalité, incrément de chargement, ajustement automatique .

Ce travail a été réalisé dans le cadre d’une collaboration entre le Laboratoire
de Tribologie et Dynamique des Systémes (UMR 5513 CNRS/ECL/ENISE) et la
société ESI Software avec pour objectif de développer, dans une approche impli-
cite, des algorithmes de contact susceptibles de s’adapter & la plupart de situations
rencontrées dans 'industrie. L'idée de nos approches est de régulariser le contact.
Pour ce faire nous proposons trois nouveaux algorithmes concernant la régularisa-
tion des surfaces de contact, ’adaptation du paramétre de pénalité et ’ajustement
‘de l'incrément de chargement. Le traitement numérique des problémes de contact
engendre de nombreuses difficultés. Ces problémes viennent des fortes non-linéarités
géométriques et matérielles. En utilisant la méthode des éléments finis, I'interface
de contact est représentée par une surface seulement différentiable par morceaux.
La non-régularité de cette surface pose un probléme dans le cas de grands glisse-
ments. Elle peut provoquer de brusques changements des champs de vecteurs normal
et tangentiel conduisant & des problémes de convergence. Pour éviter ces inconvé-
nients, plusieurs stratégies peuvent étre considérées. L’approche que nous proposons
consiste a régulariser la surface de contact en utilisant la technique d’approximation
diffuse. La discrétisation du probléme conduit alors & formuler un nouvel élément de
contact 3D diffus. L’obtention des différentes grandeurs élémentaires est détaillée et
efficacité de ’approche proposée est illustrée par trois exemples.

Pour ce qui concerne le traitement du contact normal, nous avons choisi d’uti-
liser la méthode de pénalité pour son efficacité et sa simplicité de mise en ceuvre.
Cependant, le choix du paramétre de pénalité optimal est souvent délicat car il dé-
pend de la rigidité locale de la structure. Nous proposons une stratégie originale de
détermination d’un paramétre optimal qui repose sur une notion d’interpénétration
admissible entre les corps en contact.

Le dernier algorithme proposé concerne l’ajustement de l'incrément de charge-
ment. L’idée principale de la stratégie que nous proposons est de limiter le nombre
de changements de statuts de contact sur un pas de chargement.

iii



Abstract

Key words : Contact, Finite Element Method, Implicit Method, Smooth Contact
Surface, Diffuse Approximation, Penalty Method, Load Step, Automatic Adjust-
ment.

This work has been done in collaboration between the Laboratoire de Tribologie
et Dynamique des Systémes (UMR 5513 CNRS/ECL/ENISE) and the company
ESI Software . The aim is to develop the modelling of 3D contact in an implicit
approach and to implement algorithms likely to adapt to most of situations met in
industry. The idea of our approaches is to smooth contact. With this intention we
propose three new algorithms concerning the regularization of contact surfaces, the
adaptation of the penalty parameter and the adjustment of the load step.

The numerical treatment of contact problems generates many difficulties. These
problems come from strong geometric and material nonlinearities. Using the finite
element method, the contact interface is represented by a surface only piecewise
differentiable. The non-smoothness of this surface is a problem for the numerical
treatment of contact in large slips. It can provoke abrupt changes of the normal
and tangential vectors fields creating numerical problems. To avoid these draw-
backs, several strategies can be considered. The strategy we develop determines a
smooth contact surface using only the data of the nodes of the initial finite element
mesh thanks to the technique of diffuse approximation. The determination of all
the contact elementary quantities is detailed and the effectiveness of the approach
suggested is illustrated by three examples.

We have chosen to use the penalty method to take into account contact constraints.
This approach can be easily implemented in a finite element code. The optimum
choice of the penalty parameter is often very difficult because it depends on the
local rigidity of the structure. We propose an original strategy to determine an op-
timal parameter based on the notion of acceptable interpenetration between bodies
in contact

The last algorithm proposed relates to the adjustment of the load step. The main
idea of the method we develop is to limit the number of changes of contact status
in each load step.
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Notations

Chapitre 1

Cy Configuration initiale a 'instant ¢t =0

C; Configuration courante a 'instant ¢

¢  Transformation

F'  Gradient de la tranformation ¢;

J  Déterminant du gradient de la tranformation

X  Position d’un point matériel & I'instant initial

x  Position d’un point matériel a I'instant ¢

U Vecteur déplacement

C  Tenseur des déformations de Cauchy-Green & droite
B Tenseur des déformations de Cauchy-Green a gauche
E  Tenseur des déformations de Green-Lagrange

dl' Elément d’aire de la configuration initiale Cyp

dy Elément d’aire de la configuration actuelle C;

&  Tenseur des contraintes de Cauchy

II  Premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff
S Second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff
df Effort exercé sur I’élément d’aire dvy

2

o Vecteur normal a I’élément d’aire dI"

N Vecteur normal a I’élément d’aire dy

(5

Vecteur contraintes de Cauchy
T  Premier vecteur contrainte de Piola-Kirchhoff

Densité d’efforts volumiques imposée dans la configuration actuelle

-,

tgy Densité d’efforts surfaciques imposée dans la configuration actuelle



Notations

z€ Point esclave en contact potentiel

r Surface de contact du solide ¢ dans la configuration de référence
v Surface de contact du solide Q¢ dans la configuration actuelle

z™ Projection de z€ sur la surface ;

(", 7%, v™) Base naturelle associée a 2™ dans la configuration actuelle au point ™

(&1, &) Coordonnées paramétriques de ™

vt Vitesse de glissement

t Vecteur des contraintes de Cauchy du corps esclave

tm Vecteur des contraintes de Cauchy du corps maitre

T® Premier vecteur des contraintes de Piola-Kirchhoff du corps esclave
™ Premier vecteur des contraintes de Piola-Kirchhoff du corps maitre
T, Composante tangentielle de T'®

tg Composante tangentielle de ¢°

T, Composante normale de T'®

tn Composante normale de t*

Gn Distance normale de contact

dgn Premiére variation de g,

Adg, Seconde variation de g,

G. Travaux virtuels des efforts de contact

AG, Linéarisation de G,

En Coefficient de pénalisation

R, Résidu de contact élémentaire

K. Matrice tangente de contact élémentaire



Chapitre 2

Se Surface de contact approchée

R Repére diffus

n Nombre de nceuds de la cible utilisés dans ’approximation
xt Nceud de la surface maitre utilisé dans ’approximation

x° Neceud esclave

X¢ X5, X§)  Coordonnées du nceud ¢ dans R?

(
(Xi, Xi, Xi) Coordonnées du nceud z* dans R¢

S Approximation locale
x? Projection de € sur le plan défini par R¢
faze Equation de I'approximation associée a x¢
P Base polynomiale
p Base polynomiale évaluée en x*
s Coefficient de ’approximation
zZ Vecteur des troisiémes composantes de tous les nceuds x*
2% Matrice diagonale des fonctions poids
w Fonction de poids attachée au nceud «*
x4 Projection de & sur fge
T4 Vecteurs tangents au point x4
v Vecteur normal
ge Distance normale de contact diffus
R Résidu élémentaire de contact diffus
K¢ Matrice tangente élémentaire de contact diffus
Xa Coordonnées du point ¢ dans R?
u Vecteur des inconnues de 1’élément de contact 3D diffus
dud Vecteur des variations de u?
Aud Vecteur des variations de u¢
F fze évaluée en z¢
v F Gradient de F' par rapport au vecteur u¢
N d Vecteur & 3(n + 1) composantes

Sz Premiére variation de x4



Notations

Abz?

692

Aébgl

n

Double variation de z¢
d

Premiére variation de g5

Double variation de g,f

d d e d
675 (ATg) Variation de 75

P

Matrice des pt, i=1,---,n

Chapitre 3

At
Ateor
Atmin
At oz
tek

t+At -k
n

Incrément de chargement courant

Incrément de chargement corrigé

Incrément de chargement minimum autorisé
Incrément de chargement maximum autorisé
Paramétre de pénalité du nceud z* au temps ¢
Paramétre de pénalité du nceud z* au temps ¢ + At
Distance normale de contact du nceud z* au temps ¢
Distance normale de contact du nceud z* au temps ¢t + At
Pénétration maximale autorisée

Pénétration minimale autorisée

Nombre de nceuds potentiellemnt en contact

Nombre maximal d’entrées en contact autorisées sur un pas de temps



Introduction générale

Qu’il s’agisse de simuler ’opération d’encapsulage de bouteilles, le comporte-
ment d’un contacteur électrique, le frettage d’un verre dans un boitier de montre
sans parler des procédés de mise en forme (forgeage, emboutissage, entre autres),
la simulation numérique de systémes industriels nécessite des modélisations de plus
en plus fines des phénoménes de contact. Les problémes de contact interviennent
de facon trés différente en fonction de la nature du probléme & traiter. Il est ainsi
habituel de distinguer, dans les codes de calcul par éléments finis, les problémes de
contact faisant intervenir des petits débattements relatifs de ceux faisant interve-
nir des grands glissements. Les premiers concernent des applications de frettage et
sont généralement convenablement modélisés par des éléments de contact nceud &
nceud alors que les seconds nécessitent des algorithmes performants de recherche
des zones de contact et c’est souvent I’efficacité de ces algorithmes de recherche qui
conditionne I'efficacité générale de la méthode. Une autre source de difficultés en
présence de grands glissements résulte de la description des zones de contact. Ces
zones sont en effet généralement facétisées (représentation assez naturelle dans une
approche par éléments finis) ce qui conduit a des difficultés numériques lors du glisse-
ment d’un point sur deux facettes adjacentes. La encore, la mise en place d’outils de
régularisation des surfaces de contact joue un réle primordial sur la robustesse de la
méthode. Les méthodes de prise en compte des conditions unilatérales sont aujour-
d’hui bien connues (méthode de pénalité, multiplicateurs de Lagrange, lagrangien
augmenté ...). Leur mise en ceuvre dans le cas d’un probléme présentant des ma-
tériaux trés différents (acier, élastomére par exemple) ou des structures de rigidité
dissemblable (cas d’un contacteur électrique) pose des difficultés qui se traduisent
souvent par la non-convergence des calculs. L’introduction de lois de frottement &
Vinterface conduit & réduire trés fortement les tailles d’incréments pour permettre
la convergence des calculs. L’utilisation de lois de comportement élastoplastique
conduit au méme type de probléme. Par ailleurs, I'introduction d’une loi de frot-
tement conduit & des systémes d’équations non symétriques. Cet aspect, combiné
au mauvais conditionnement du systéme d’équations, limite fortement le choix d’un
solveur pour la résolution.

Le travail présenté dans ce mémoire a été effectué dans le cadre d’un contrat de
recherche avec la société ESI Software. L’objectif de ces travaux est d’une part, de
faire le point sur les techniques existantes, d’autre part, de proposer puis dévelop-
per, dans un code de calcul par éléments finis implicite, une méthode de prise en
compte du contact généralisé tridimensionnel entre corps déformables, susceptible
de s’adapter a la plupart des situations rencontrées dans l’industrie en se limitant
toutefois aux cas de sollicitations statiques. Tous les développements informatiques



6 Introduction générale

ont été réalisés directement dans I’environnement du logiciel de simulation par élé-
ments finis SYSTUS. Nous nous sommes donc uniquement focalisés sur le probléme
du contact.

Les problémes de contact générent des difficultés tant sur le plan théorique que
numérique. Il est indispensable de modéliser mathématiquement et mécaniquement
le comportement de deux corps déformables en contact éventuel. Ceci a nécessité
le développement d’une théorie continue du contact [49, 63]. Le probléme engen-
dré doit alors étre résolu en utilisant la méthode des éléments finis associée a la
méthode de pénalisation. C’est dans le premier chapitre que tous ces aspects sont
évoqués. Aprés voir fixé le cadre et le formalisme de la mécanique des milieux conti-
nus en grandes déformations, la modélisation du contact est présentée. Ensuite, les
meéthodes classiques utilisées pour résoudre les problémes de ce type sont évoquées.
Nous terminons ce chapitre par la description compléte d’un élément de contact
“nceud-facette” dans le cas du contact glissant.

Les deux chapitres suivants sont dédiés a la présentation de voies d’amélioration
des méthodes destinées a les rendre plus robustes et donc d’application plus générale.
Plusieurs voies de recherche originales ont été explorées.

Le chapitre 2 propose une stratégie pour tenter de réduire les difficultés dues
a la géométrie du probléme. Les techniques d’approximation diffuse ont été mises
en ceuvre pour régulariser efficacement les zones de contact. Ces méthodes ont été
trés récemment utilisées avec succés pour construire des algorithmes de remaillage
de surfaces maillées; I’approximation diffuse servant & reconstruire localement la
géométrie de l'objet facétisé. Aprés une présentation des techniques d’approximation
diffuse, nous présentons leur application au traitement d’une surface de contact.
Les quantités nécessaires 4 la modélisation du contact glissant sont déterminées en
utilisant les propriétés de la surface régularisée. La méthode des éléments finis est
ensuite associée a la procédure de régularisation pour construire I’élément de contact
3D diffus. Finalement, nous présentons des exemples numériques.

Le chapitre 3 s’intéresse a deux stratégies de résolution d’un probléme com-
portant de nombreuses fortes non-linéarités comme le contact ou le comportement
élastoplastique des matériaux entre autres. Pour prendre en compte les conditions
unilatérales de contact, nous avons opté pour la méthode de pénalisation qui s’avére
trés simple & mettre en ceuvre. Cependant, la détermination d’une bonne valeur du
paramétre de pénalisation est un exercice délicat. C’est pourquoi nous avons dé-
veloppé une approche pour tenter d’ajuster la pénalité. L’originalité de I’approche
proposée repose sur le fait que le contact est piloté en interpénétration entre solides.
Pour terminer, nous nous sommes intéressés a un ajustement de 'incrément de char-
gement. En effet, lorsqu’un probléme de contact est résolu, ’entrée en contact d’un
trop grand nombre de nceuds simultanément, peut perturber fortement le processus
itératif de Newton. Ainsi, semble-t-il intéressant de mettre en ceuvre un algorithme
pour adapter les incréments de chargement.
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1.1 Introduction

La simulation numérique de problémes tels que le frettage d’'un verre dans un
boitier de montre sans parler des procédés de mise en forme, fait intervenir le contact
entre corps déformables. La plupart du temps, ces phénoménes donnent lieu & des
grands déplacements et des grandes déformations. Les équations du contact vont
devoir exprimer deux régles fondamentales: la non-interpénétration de la matiére
et la présence d’une contrainte de cisaillement pour provoquer le glissement (loi de
frottement entre les deux corps en contact). La premiére des difficultés qui se pose
est de formuler correctement le contact. Le contact peut étre formulé sur le modéle
discret aprés I’approximation par éléments finis. Une autre solution consiste a utiliser
la théorie continue du contact dont le but est de repousser au maximum la dépen-
dance du formalisme vis & vis de la MEF. Cette approche apparait comme la plus

7
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intéressante. En effet, le contact est développé sans tenir compte de la discrétisa-
tion. Ceci est particuliérement bien adapté aux problémes des grandes déformations,
cadre dans lequel nous allons travailler. C’est pourquoi, nous avons choisi d’utiliser
cette formulation.

La deuxiéme difficulté est de résoudre numériquement le probléme engendré. La
résolution du probléme est rendue complexe par le caractére implicite des conditions
de contact, qui sont en fait des inéquations.

Ce chapitre est consacré a la mise en évidence de toutes les quantités nécessaires
a la description du contact. Aprés quelques rappels sur la mécanique des milieux
continus en grandes déformations, la théorie continue du contact est exposée. Les
méthodes numériques utilisées pour faire face a ce genre de probléme sont ensuite
évoquées. Pour terminer, la discrétisation du contact est développée par 'intermé-
diaire de I’élément de contact “nceud-facette”.

1.2 Mécanique des grandes déformations

Le but de notre travail est d’établir un algorithme du contact pour des corps
déformables, subissant éventuellement des grandes transformations géométriques. A
cet effet, nous présentons dans cette section quelques rappels indispensables de la
mécanique des milieux continus en grandes déformations. Nous allons commencer
par décrire la cinématique des corps déformables [19, 26, 72].

1.2.1 Description de la cinématique

Soit un solide déformable occupant le domaine €y dans sa position de référence
et le domaine €); dans la configuration actuelle notée C;. Cette configuration est
définie par I’application ¢ de la maniére suivante:

¢: Q()XT - Qt
(X,1) — ¢(X,t):==x

ou X est la position d’un point matériel 4 I'instant initial et « la position du méme
point matériel & l'instant ¢ (Figure 1.1). L’application ¢ est une déformation de la
configuration initiale; elle doit donc étre réguliére, préserver la non interpénétration
de la matiére (traduit mathématiquement par l'injectivité) et I'orientation (VX €
Qo, detVe¢ > 0). Elle permet de définir le vecteur déplacement d’un point du solide
au cours de la transformation. Entre I'instant initial ¢ = 0 et I’instant courant ¢, le
vecteur déplacement w d’un point de position initiale X est donné par:

U(X,t)=¢(X,t)—¢(X,0)=¢(X,t)—X (12)

(1.1)

Cette expression s’écrit aussi:

uX,t)=z- X (1.3)
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¢

Fig. 1.1 - Configurations initiale et actuelle d’un solide

Considérons ensuite la frontiére du solide déformable €, notée dans la suite I'. Cette
frontiére est composée de trois parties définies comme suit:

— une partie ou le déplacement est imposé, notée I'y;
— une partie ol une densité surfacique d’efforts est imposée, notée I'g;

- une partie éventuellement en contact notée, ['..

Nous sommes en mesure de définir la frontiére -y transformée de la frontiére I' par
l’application ¢:

v:=¢(D)

Cette frontiére 7 subit la méme partition que la frontiére I'. Le probléme des grandes
déformations vient du fait qu’il y ait deux configurations bien distinctes. La ques-
tion qui se pose alors est de savoir laquelle va étre prise comme configuration de
référence. Le choix d’une configuration pour représenter les grandeurs comme les
déplacements et les forces définit le type d’analyse réalisée. Si toutes les grandeurs
sont décrites dans la configuration de référence Cy, 'analyse est dite lagrangienne. Il
est le plus souvent question de description lagrangienne. Si toutes les grandeurs sont
décrites dans la configuration actuelle, 'analyse est dite eulérienne. Nous parlerons
de description eulérienne.
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1.2.2 Tenseur gradient de déformation

Le gradient de I’application ¢ est appelé gradient de la déformation. Son expres-
sion est :

. 3¢

F = X (1.4)
Le déterminant de ce gradient est J:

J = detF (1.5)

1.2.3 Mesure des déformations

Le fait d’avoir deux configurations bien distinctes implique un choix entre la
description eulérienne ou les tenseurs sont définis par rapport a la configuration
déformée et la description lagrangienne ol les tenseurs sont définis par rapport a la
configuration de référence.

Tenseurs de Cauchy-Green

Le tenseur des déformations de Cauchy-Green a droite joue un role fondamental
en élasticité. Son expression est :

C=FTF (1.6)

Ce tenseur lagrangien caractérise les déformations dans un solide.

Le tenseur des déformations de Cauchy-Green & gauche est eulérien et est donné
par: .
B=FFT (1.7)

Tenseur des déformations de Green-Lagrange

Le tenseur des déformations de Green-Lagrange est un tenseur lagrangien défini

par:

B} (e-1)-} (7

~

) (1.8)

1.2.4 Description des tenseurs des contraintes
Tenseur des contraintes de Cauchy

Le tenseur des contraintes de Cauchy & permet de mesurer 'effort df actuel
exercé sur un élément d’aire dvy de la configuration actuelle C,:

df =5 N dvy (1.9)
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ou N est la normale & 1’élément d’aire considéré sur la configuration actuelle. Ce
tenseur est un tenseur eulérien.

Il existe dans la littérature d’autres tenseurs pour représenter les contraintes
dans un milieu continu. Leur interprétation physique n’est pas toujours évidente.
Comme pour les différents tenseurs des déformations, ces tenseurs sont équivalents.
IIs permettent tous de calculer la contrainte de Cauchy. Leur intérét est qu’ils sim-
plifient parfois certaines expressions quand on désire obtenir des intégrales sur la
configuration initiale.

Tenseurs des contraintes de Piola-Kirchhoff

Le premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff (ou tenseur des contraintes
de Boussinesq) II, permet de mesurer 1'effort actuel df exprimé sur la configuration
de référence Cp: _

df = [I Nydl' (1.10)

ol Ny est la normale a I’élément d’aire considéré dI' sur la configuration de référence
Cp. Le premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff II n’est pas forcement
symétrique. De ce fait, le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff, tenseur
symétrique et lagrangien, est introduit:

S =F (1.11)

Le tenseur des contraintes de Cauchy & et le premier tenseur des contraintes de
Piola-Kirchhoff sont liés par:

J&5 =MFT (1.12)
Cette relation est obtenue a 'aide des formules de transformation d’un élément
d’aire. Toutes ces relations sont mises en évidence et démontrées dans (20, 72].
La densité de force surfacique actuelle sur la configuration actuelle est définie
par le vecteur des contraintes de Cauchy:
t=0N (1.13)
Le premier vecteur des contraintes de Piola-Kirchhoff s’écrit :

T =T N (1.14)

Nous considérons dfy le transporté de l'effort élémentaire df sur la configuration
initiale : _

dfo = F'df (1.15)
Le second tenseur de Piola-Kirchhoff S s’exprime entiérement sur la configuration

initiale et nous avons: _
dfy = SNydl' (1.16)
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1.2.5 Equations d’équilibre

Notre étude va se limiter au cadre quasi statique. Ainsi les termes d’inertie
seront négligés. Reprenons un corps déformable occupant le domaine €y dans la
configuration initiale et le domaine €2; & l'instant t. Nous supposons que ce corps
déformable est soumis & une densité d’efforts volumiques f dans ;. Sa frontiére
dans la configuration actuelle 7 est quant & elle, soumise 4 un déplacement imposé
Ug SUT 7Yy, €t une densité surfacique 4 sur v,.

Ly

Fig. 1.2 — Représentation des efforts sur le solide

Equation d’équilibre dans la configuration déformée

En utilisant les théorémes généraux de la mécanique des milieux continus, le
champ des tenseurs des contraintes de Cauchy & doit étre la solution du probléme
aux limites:

dive+ f = 0 dans
o N = tqg sur 7, (1.17)

u = Ug SUr Yy

Les équations introduites précédemment ne sont guéres exploitables car elles sont
écrites sur la configuration déformée en terme de variables eulériennes qui sont
justement les inconnues & déterminer. C’est pour cette raison, qu'il est indispensable
de transporter ces équations sur une configuration connue.
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Equation d’équilibre dans la configuration de référence

Pour établir les équations dans une configuration connue, il faut étre en mesure
de transformer les conditions aux limites 1N = t4 sur 7, et u = ug sur v, . Ce qui
est possible a ’aide du tenseur de Piola-Kirchhoff, IT. Le probléme d’équilibre sur la
configuration de référence s’énonce comme suit. Le premier tenseur des contraintes
de Piola-Kirchhoff IT doit satisfaire les équations suivantes dans la configuration
initiale:

divlI+ F = 0 dans
1N, = Ty sur T (1.18)
u = Ug, sur Ty

En vue d'utiliser la méthode des éléments finis pour résoudre le probléme (1.17)
(équivalent a (1.18)), il est indispensable de présenter une formulation faible, ce qui
est aussi appelé principe des travauz virtuels. Ce principe affirme que, pour tout
champ de déplacement cinématiquement admissible 7, le travail virtuel des efforts
internes est égal au travail virtuel des efforts externes.

Principe des travaux virtuels

Le principe des travaux virtuels peut étre écrit soit sur la configuration de réfé-
rence, soit sur la configuration actuelle.

Sur la configuration actuelle Pour tout champ de déplacement cinématique-
ment admissible noté 7, le probléme (1.17) est équivalent au probléme variationnel,
appelé principe des travaux virtuels sur la configuration actuelle:

Gi(u,m) =0 (1.19)
ou .
Gi(u,n) = Gi™*(u,n) + G;**(u,n) (1.20)

Dans cette expression, Gi*(u, 1)) est le travail virtuel des efforts intérieurs et G§**(u,n)
est le travail virtuel des efforts extérieurs.

Les quantités G (u,n) et G (u,n) s'expriment de fagon classique:

Ge™'(u,m) = f-nd9t+/ ta -1 dy, (1.21)
2 Y9
G (u,n) = — / 5:Vn dS, (1.22)
7

A Daide des équations (1.21) et (1.22), I’expression (1.19) devient:

Gi(u,n) = —/ 5:Vndh+ | f-nd +/ ty-n dy, (1.23)

Q4 Q4 Yg
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Finalement, pour tout 7, le probléme (1.17) est équivalent au probléme variationnel :

—/ 5:Vn d, + f-nth—i—/ ta-ndy=0 (1.24)
P

Q Ye

Il est possible de montrer que cette expression peut s’écrire en introduisant 5,7, le
taux de déformation virtuel:

Qt Qt Yg
Dy=3 {Vn+ v } (1.26)

Sur la configuration initiale Pour tout champ cinématiquement admissible dé-
fini sur la configuration initiale, noté 7y, le probléme (1.18) est équivalent au pro-
bléme variationnel suivant :
ou .

Go(X,m0) = G"(X,m0) + G§™(X, mo) (1.28)
De fagon similaire & ce qui a été fait pour la configuration actuelle, G&**(u, 1)

représente le travail virtuel des efforts intérieurs et G§**(u, 1o) le travail virtuel des
efforts extérieurs. L’expression de ces quantités est:

G (X,mo)= | F-modQ+ [ Ty-modl (1.29)
Qo T,
G X, mo) = — / I1: Ve d9% (1.30)
Qo
Le probléme aux limites (1.18) est finalement équivalent au probléme variationnel :
/ ﬁ:e’l’]o on - F. To on - Td *To dI’ (131)
Qo Qo Ty

Pour plus de détails sur tous ces aspects, le lecteur peut se reporter entre autres a
[6, 19, 20, 72].

1.2.6 Formes incrémentale et discréte des équations d’équi-
libre

Le probléme qui doit étre résolu est fortement non linéaire & cause des grands
déplacements et des grandes déformations. Il apparait alors indispensable d’utiliser
un processus incrémental pour la résolution. Nous procédons donc 4 un découpage
incrémental du chargement. Il s’agit d’évaluer le travail virtuel G;+a; & I'instant
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t + At en utilisant une configuration connue prise comme référence géométrique.
Le calcul va se faire par une succession d’itérations en partant des informations
disponibles sur la configuration connue. Pour cela, toutes les configurations précé-
dentes 0, 2At, - - ,t ont été déterminées. Le choix d’une configuration de référence
conduit & distinguer deux formulations : une formulation dite lagrangienne totale et
une formulation lagrangienne actualisée. La formulation lagrangienne totale utilise
une configuration de référence fixe a savoir la configuration a ¢ = 0. Pour la configu-
ration lagrangienne actualisée, la configuration déterminée & I'instant ¢ est utilisée
comme nouvel état de référence.

Formulation lagrangienne totale

Dans le cas de la formulation lagrangienne totale, la configuration de référence
est la configuration & l'instant ¢ = 0. L’objectif est donc de calculer:

- §:E=In on + F - To on + Td *To ng =0 (132)
Qo Qo Ty

Formulation lagrangienne actualisée

La formulation lagrangienne actualisée s’écrit simplement:
Q

Q Y9
D, est le taux de déformation virtuel.

Le détail de ces approches peut étre trouvé dans [8].

Discrétisation

Les équations d’équilibre vont étre résolues numériquement en utilisant la mé-
thode des éléments finis, que nous supposons connue (pour d’éventuels informations
nous renvoyons le lecteur 4 [6] ou [8]). Les inconnues sont les déplacements des
nceuds.

La méthode des éléments finis suppose que le domaine © étudié est discrétisé
en 7, éléments. Chaque élément e est défini par des fonctions de forme N7, ou
i=1,---,ne, N étant le nombre de nceuds rattachés a I’élément considéré. Il s’agit
ici d’un type d’éléments dit, isoparamétrique. Tous les éléments ne sont pas de ce
type, en particulier les poutres, les plaques et les coques ...

- [ N¢ ]
1
N3
mzppereT z® avec z°= et N¢=1] --- (1.34)
o,
" | Nz,
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N¢ est le vecteur élémentaire des fonctions de forme. A partir de cette approxima-
tion, I’équation d’équilibre s’écrit simplement :

Fint - Fe.z-t =0 (135)
avec
Fe=)Y_ / BT oedQt (1.36)
Nele Qe
Far=)_ [ NTFd0;+) [ NeTTdr (1.37)
Nele Qe Nele Ie

ou B¢ la matrice des dérivées des fonctions de forme.

Méthode de Newton

La méthode des éléments finis convertit le probléme continu (1.32) en un pro-
bléme discret équivalent (1.35) non linéaire :

G(:’B) = Fint - Fez't =0 (138)

Pour résoudre ce probléme la méthode de Newton Raphson peut étre utilisée. La
méthode de Newton transforme ce probléme non linéaire en une suite de problémes
linéaires. A l'itération i, le systéme a résoudre est de la forme:

K' Az = — G(z) (1.39)
Ol:l - - -
Az® =zt — gt (1.40)
et e
K' = %(m) (1.41)

1.3 Quelques notions sur la théorie continue du contact

L’objectif des travaux présentés dans ce mémoire est de parvenir & mettre en
ceuvre des outils numériques pour faciliter le traitement du contact. Notre attention
va donc se porter surtout sur les modéles numériques mais il apparait indispen-
sable de présenter rapidement la modélisation continue du contact. Pour des détails
concernant tous ces aspects, le lecteur peut se reporter aux nombreux travaux déja
meneés :

— Simo et Laursen [45, 49]
- Klarbring [34]
— Curnier, He et Klarbring [21]
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Fig. 1.3 — Cinématique du contact

— Alart et Curnier [3]

La modélisation du contact doit traduire deux phénoménes: la non-interpénétration
entre les deux corps et la loi de frottement. Les phénoménes physiques seront traités
correctement en incluant ces équations dans le modéle mathématique. Le cadre des
grandes déformations va ajouter des contraintes a la description de ce probléme. Une
des difficultés majeures réside dans le fait que la surface de contact actuelle n’est pas
connue a priori. Les équations du frottement vont dépendre de la vitesse relative
entre les deux corps. Or, cette vitesse doit étre objective. Il est donc nécessaire
d’introduire des variables adéquates a sa description.

1.3.1 Géomeétrie du contact

Nous considérons deux corps éventuellement en contact occupant les domaines
Q) et Q2 dans la configuration de référence et Q} et 22 dans la configuration actuelle.
Le mouvement du corps ¥ pour i = 1,2 est décrit par 'application ¢* définie par:

¢ : BxT —»

. I , (1.42)
(X*t) - ¢'(X4Ht) =2

Nous appelons I, pour ¢ = 1,2 les surfaces de contact potentiel dans la configuration

de référence et . les surfaces de contact dans la configuration actuelle. Les surfaces

de contact potentiel dans la configuration actuelle s’expriment alors comme suit :

d'() =7 i=12 (1.43)
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Les surfaces de contact sont supposées paramétrées dans la configuration actuelle et
la configuration de référence par un paramétrage £ = (&, &):

Wi A 5 o

T o owe (144

En particulier nous avons:
Ti(A) = Tt pour i=1,2. (1.45)
Wi(A) = 4. pour i=1,2. (1.46)

Pour tout point matériel X* appartenant & I': et la particule correspondante appar-
tenant & 7} a I'instant ¢, nous pouvons écrire, en utilisant les coordonnées curvilignes:

XP=Wwi) et = Ti(E) (1.47)
ou nous avons x = ¢*(X?, t).

L’introduction de la paramétrisation des surfaces de contact permet de définir
une base locale tangente naturelle associée a la surface du corps déformable en
contact dans la configuration actuelle b et une base dans la configuration de référence
Bt (Figure 1.4).

B' = (Tj, T3 N,)

4 L (1.48)
v o= (71,15, V)
Les vecteurs de ces nouvelles bases sont donnés par les relations suivantes:
i = %% o ni = HAT
* 0¢a ° T3 ATl (L9
. 0w ) TEATS '
Tt o= et vV o= —2-
08a T2 A3l
Les bases duales B** et b** sont introduites:
o= (LN (L.50)
b o= (T8, 18, V)
ol les vecteurs tangents T:" et 73" sont définis par:
T:;* * Tﬂi - 505
o (1.51)
To "Tg = 0ap

Dans cette expression ¢ représente le symbole de Kronecker. Les métriques associées
sont données par les relations:
ioo= T Tt e m, = 1¢.r
afB a B afB a B
ix i* | it ix i (1.52)
ap = T - Tﬂ et mgy = T. ° Ts
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Fig. 1.4 — Base locale

1.3.2 Définition des grandeurs cinématiques
Notion de distance normale de contact

Dans la suite, le corps ! sera appelé corps esclave et le corps Q2% corps maitre. La
méme terminologie sera utilisée pour les surfaces. Il est parfois question de contacteur
et de cible. Le but est d’établir une bijection entre les deux surfaces de contact. Il
apparait alors que le corps maitre va étre décrit en fonction du corps esclave. Cette
situation génére une dissymétrie dans la description du probléme et c’est la critique
principale qui peut étre faite & propos de cette modélisation. Cependant ce probleme
peut étre résolu numériquement en alternant le réle d’un corps par rapport a I'autre a
I'aide d’algorithmes spécifiques, nommés algorithmes "one pass" ou "two pass" [10].
Cette étude peut étre menée en terme de variables lagrangiennes ou eulériennes. Le
choix de I'une ou l’autre de ces options est complétement équivalent. Il est possible
de voir les deux situations dans [17].

11 faut parvenir a étudier la position relative d’'une particule ¢ appartenant a
la surface de contact ¢ du corps esclave en fonction de la surface de contact maitre
y™. Ainsi, pour toute particule z¢ de la surface y; est déterminé un point de la
surface ™, dit point le plus proche, solution du probléme :

1
™ = iargminEGAmlla:c —z™(¢)| (1.53)

L’unicité de ce probléme de minimisation est un probléme & part entiére [21].
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Fig. 1.5 — Définition de la distance normale de contact

_ Les coordonnées paramétriques du point ™ seront notées dans la suite £ =
(&1,&2). Le vecteur séparant les points x° et ™ est appelé vecteur écart normal [63]
ou bien vecteur distance [17]:

g=z¢t—x™(§) (1.54)

Nous considérons la base naturelle associée a la surface maitre dans la configu-
ration actuelle au point ™. Son expression se déduit des relations (1.49) et nous la
notons b™ = (7, 7", v™) (Figure 1.5). Le critére de minimisation (1.53) conduit
aux relations:

(2 —z™(€) - 7" =0 i=1,2 (1.55)

Le point ™ est en fait la projection de = sur la surface 4™. Par conséquent, le
vecteur écart normal est colinéaire au vecteur normal ™ et nous pouvons établir
la relation:

g=g,v™ (1.56)

Le scalaire g, est appelé distance normale de contact et nous avons:

gn = (x® —2™(§)) - v™ (1.57)

Ce scalaire va jouer un réle crucial dans la mise en évidence de l'interpénétration
entre les deux corps. Il traduit en fait le statut géométrique d’un point de contact.
Trois statuts de contact sont envisageables (Figure 1.6):

— non contact
gn >0
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Non contact Contact parfait Interpénétration

Fig. 1.6 — Statuts de contact

— contact parfait

9n =0
— interpénétration

gn <0

Notion de distance tangentielle de contact

La prise en compte du frottement nécessite la détermination d’une vitesse de
glissement qui permettra d’évaluer la puissance des efforts de frottement. La mesure
du glissement doit s’effectuer dans le plan tangent & la surface maitre. La détermi-
nation d’une telle quantité apparait nettement moins claire que la détermination de
la distance normale. En effet, il faut donner une quantité vérifiant le critére d’ob-
jectivité. Pour ce faire, nous partons du vecteur g. Sa dérivée par rapport au temps
est évaluée pour obtenir:

g = v(a°) — v(z™) — L™ (1.58)

ol v(x€) et v(xz™) sont les vitesses des points x€ et ™. La définition (1.56) est elle
aussi dérivée par rapport au temps:

g = g™ + g™ (1.59)
En utilisant les relations (1.58) et (1.59), nous obtenons:
(@) — V(&™) — € T = gul™ + g™ (1.60)

Le probléme qui se pose alors vient de la non-objectivité du terme 2, rendant ainsi
la vitesse de glissement non objective. La démonstration de ceci peut étre trouvée
dans [5, 17] entre autres. Dans cette situation, il faut parvenir a éliminer cet effet
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non objectif. Pour ce faire, plusieurs stratégies ont été développées. Dans [49], T.A.
Laursen et J.C. Simo supposent que le contact est établi et persistant, ce qui se
traduit par:

g = 0 , contact établi

gn = 0 , contact persistant (1.61)
De ce fait, la relation (1.60) devient simplement :
v(x%) — v(@™) = £ ™ (1.62)

D’autres possibilités sont envisageables et sont développées notamment dans [21,
34, 63]. La composante tangentielle, celle qui va nous servir 4 mesurer le glissement
est calculée en projetant cette quantité sur le plan tangent a la surface maitre, c’est
a dire engendré par les vecteurs 77" et T, de la base b™. Ceci conduit 4 la définition
de la vitesse de glissement vy :

vy = ga m (1.63)

Cette vitesse est une vitesse eulérienne. Une autre vitesse complétement lagran-
gienne peut étre définie, ainsi une loi de frottement totalement lagrangienne peut
étre établie [45].

1.3.3 Loi de contact unilatéral et loi de frottement

Dans cette partie, nous introduisons les grandeurs nécessaires a la modélisation
des interactions entre les deux corps. Pour établir les conditions de contact unilatéral
et de frottement, il est nécessaire de définir les densités d’efforts surfaciques pour le
contact.

Grandeurs sthéniques du contact

En mécanique des milieux continus, la force de contact agissant sur la surface du
corps esclave peut étre représentée en considérant le vecteur des contraintes de Cau-
chy ou le premier vecteur des contraintes de Piola-Kirchhoff. Dans la suite, le vecteur
des contraintes de Cauchy du corps esclave (respectivement du corps maitre) sera
noté t® (respectivement ™) et le premier vecteur des contraintes de Piola-Kirchhoff
du corps esclave (respectivement du corps maitre), T (respectivement T™). Pour
obtenir la loi de contact unilatéral et la loi de frottement, il faut décomposer le vec-
teur t® dans la base locale b™ sur la configuration actuelle. Dans un premier temps,
t° est décomposé en une composante normale et des composantes tangentielles dans
b* , la base locale attachée a la surface esclave sur la configuration actuelle (par
analogie 4 b™ complétement définie précédemment) :

£ = 00 + ¢ (1.64)
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Contact

Non Contact

> 8

Fig. 1.7 — Lot de contact unilatéral

En passant dans la base locale b™, nous avons:

=t v -t (1.65)
Nous posons alors ¢, = —t; . Finalement, nous obtenons:
' =t, v -1, (1.66)

Lorsque le contact est établi, ¢, est positif. Ceci traduit un état de compression en
contact. S'il n’y a pas contact, cette composante normale est nulle. Pour simplifier
’écriture des travaux virtuels, il est intéressant d’écrire la partie tangentielle dans
la base duale b™*, soit:

tg =ty T (1.67)

[ ]

Loi de contact unilatéral
La loi de contact unilatéral (Figure 1.7) se traduit par trois conditions:

— une condition de non interpénétration de la matiére
gn 20

— une condition de compression
tn >0

— une relation de complémentarité liant les quantités g, et ¢,

tngn:0

Une autre possibilité pour modéliser le contact est de considérer que les surfaces
susceptibles d’entrer en contact ne sont pas lisses mais possédent des aspérités.
Dans ce cas des lois de compliance qui donnent une relation particuliére entre g, et
t,. peuvent étre utilisées [79].
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Lois de frottement

Une loi de frottement décrit le comportement de deux corps lorsque le contact
est maintenu. Il existe plusieurs modéles de frottement. La loi la plus ancienne et la
plus connue est la loi de frottement de Coulomb.

Frottement de Coulomb Elle met en jeu deux notions fondamentales. La no-
tion de seuil et la dépendance en la contrainte normale. Un point glisse lorsque la
contrainte tangentielle £, atteint une valeur donnée. Cette contrainte tangentielle
s'exprime & partir de la contrainte normale ¢,. Cette loi s’écrit de facon classique:

Itgll < ptn

[tgll < pitn = vg =0 (1.68)

ot
tgll = ptn = vg=A=2- 1 >0
LA

ou u est le coefficient de frottement. La loi de Coulomb peut étre formulée en utilisant
une analogie avec la théorie de la plasticité [28, 81]. Dans ce cas, elle s’écrit

¢ =ltgll - ptn <0
t
=95 —-L
il (1.69)
520

$S=0

v

Pour les situations fréquentes de mise en forme, un autre modéle s’avére souvent
plus efficace: le frottement de Coulomb-Orowan.

Frottement de Coulomb-Orowan C’est une loi ol I'effort tangentiel est limité
par la contrainte tangentielle d’écoulement du matériau & :

. v
t, = mm{ptn,k}”—v“’—” (1.70)
g

ol 4 est le coefficient moyen macroscopique compris entre 0.01 et 0.5.

Frottement de Shaw Ce modéle suppose une dépendance entre la contrainte
tangentielle et I’aire de contact réelle. Ceci conduit a une relation du type:

Vg

vl

ty=—ak (1.71)

ou « traduit la dépendance dans l’aire de contact.
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Frottement de Tresca Le modéle de Tresca s’exprime:
v,
ty = —pimk —> (1.72)
! ™ gl

oll i, est un coefficient de frottement moyen compris entre 0.03 et 0.85.

D’autres modéles de frottement existent et une revue détaillée est développée
dans [55, 65]. Des modéles prenant en compte I'adhérence sont notamment mis en
évidence dans [64, 67).

1.3.4 Principe des travaux virtuels

Le but de cette partie est de présenter le principe des travaux virtuels en tenant
compte des termes introduits par le contact. Dans un premier temps, les formula-
tions variationnelles des lois de contact unilatéral et de frottement sont rapidement
exposées. Dans un second temps, nous introduirons les travaux virtuels de contact.

Ecriture variationnelle des lois de contact unilatéral et de frottement
L’ensemble des pressions admissibles, C,,, est défini par:
Cp={ta:7: > R telque t, <0} (1.73)

L’inégalité variationnelle équivalente & la loi de contact unilatéral s’écrit:

tn € Cy, / gn(tn —tn) dye 20 Vr, €C, (1.74)
73

c

L’ensemble des efforts tangentiels admissibles est défini par:
Cy(ts) = {tg: 7S = R® tel que t,-v™ =0, ||t4]| < pta} (1.75)

L’inégalité variationnelle équivalente & la loi de frottement est:

ty € Cy(tn), / Vg;(Tg; —tg;) dv2 >0 Vrg € Cy(ts) (1.76)

7é

Travaux virtuels de contact

Nous considérons I’expression (1.24) des travaux virtuels sur la configuration
actuelle. Elle est appliquée au systéme composé du corps maitre et du corps esclave
en tenant compte des efforts de contact, ce qui conduit a la relation:

G+ G =0 (1.77)
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ce qui s’écrit encore,
( = =
/ o*:Vn® d — | F°-n®dQ - / ty-n° dy'+
0 ] g/

(Pc) 4 / 0.=m:6,r'm s — fm.ogm o _/ t;n ™ dy™ (1.78)
oF i v

7
\ — [t ™Al = [t dy=0

Notre attention va maintenant se porter sur les termes liés au contact. L’intégrale
du principe des travaux virtuels concernant la zone de contact sur la configuration
actuelle s’écrit :

G’ﬁ—i—G’Z‘:—/ tm.g™ d’y;"—/ t* -0 dvy; (1.79)
e

vé

La formulation faible du principe de I’action et de la réaction nous conduit & dire
que les forces de contact appliquées au corps esclave sont égales et opposées a celles
appliquées sur le corps maitre, i.e.:

t™ dy™ = —t° dy? (1.80)

En choisissant de raisonner sur la surface esclave, la relation (1.79) devient alors:

GreGr== [ =) i (181)
78

c

Considérons alors la premiére variation du vecteur g séparant =€ et ™ dans la
direction 17 = dx. Nous pouvons alors écrire :

§(z¢—2™(€) = &[g.v™]

= 0ga V™ + gn OUT (1.82)

La difficulté est 1’évaluation de d=™. Il faut en effet tenir compte de la dépendance
de ce point en la surface maitre par I'intermédiaire de £, ce qui conduit a:

§(z¢— ™€) = 6z — dz™(€)

oz — dx™ — 6,1 (1.83)
En identifiant les relations (1.82) et (1.83), nous obtenons:
6z — ™ = 66, T + 6, U™ + g SU™ (1.84)
A partir de ceci, le produit scalaire ¢° - (§z¢ — 63:’"({_)) devient:
t*- (0z¢ — dz™(€)) = (t, v™ — t,) - (6™l + 8gn V™ + gy, ov™) (1.85)

Nous avons |[v™|| = 1, ce qui implique:

U™ ™ =0 (1.86)
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De plus, la condition de complémentarité de la loi de contact unilatéral g,t, = 0
et la loi de frottement de Coulomb ||¢g|| < ut, conduisent & une relation liant la
distance normale g, et la force tangentielle de contact:

gn Il =0 (1.87)

Utilisant la décomposition de t, dans la base duale (1.67), la relation (1.85) s’écrit
simplement : B
t® - (6z€ — 6z™) =t 0gn — t4,08a (1.88)

A partir de cette quantité, expression des travaux virtuels sur la configuration
actuelle s’écrit:
Gl +Gi= —-/ [tn 0gn — g 06a) dve (1.89)
Ve
Dans la suite, nous noterons simplement :

G, = [—tn 0gn + tga(Sf_a] dv; (1.90)
vé
Nous avons choisi d’écrire le principe des travaux virtuels sur la configuration ac-
tuelle. Une écriture analogue sur la configuration de référence peut étre établie. Dans
ce cas, le vecteur des contraintes de Cauchy est remplacé par le premier vecteur des
contraintes de Piola Kirchhoff et nous avons:

Ge= | [~Tnbgn+T,,06] drs (1.91)

re
L’avantage d’une telle écriture provient du fait que I'intégration est effectuée sur une
configuration connue, ce qui permet de linéariser ’expression de G trés simplement.

Linéarisation de G,

Le probléme G, = 0 est un probléme non linéaire. Il peut étre résolu en utilisant
une méthode itérative de type Newton Raphson. Ceci nécessite sa dérivation. Cette
opération de linéarisation peut étre effectuée aprés la discrétisation par éléments
finis. Cependant, dans 1'objectif de repousser la dépendance du formalisme vis a
vis de la méthode des éléments finis, nous présentons cette étape en utilisant la
description continue du contact. Reprenant les travaux de T.A. Laursen et J.C.
Simo [49], nous notons A la dérivée directionnelle. Nous pouvons alors écrire:

AGC:A{/F

Nous raisonnons sur une surface connue puisque nous intégrons sur la surface de
référence. De ce fait,

[=Tn 89n + Ty, 86a] drz} (1.92)

8
c

AG.= | [A(=Tn6ga) + A (Ty,06,)] dr (1.93)

Ts

c
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Ceci s’écrit finalement :

AG.= | [~AT, b, — TuA8gn + AT, 66, + T, ASE,] dT (1.94)

re

1.3.5 Méthodes numériques: revue bibliographique

Un grand nombre des méthodes utilisées pour résoudre ce type de problémes est
issu du domaine de 'optimisation. Le probléme de contact peut étre écrit comme
un probléme de minimisation sous contraintes. Les méthodes couramment associées
a cette approche sont les méthodes de point fixe, de relaxation avec projection (mé-
thode SORP), de gradient conjugué [31] avec projection, la méthode de Gauss Seidel
([14], [66], [68], ..) et les méthodes avec régularisation (pénalisation, multiplicateurs
de Lagrange).

Dans [36], A. Klarbring propose d’écrire le contact comme un ensemble d’équa-
tions généralisées aprés discrétisation du probléme. Un algorithme de type Uzawa
est ensuite utilisé pour résoudre le systéme généré. Le probléme discrétisé peut étre
aussi €crit comme un probléme de complémentarité ([12], [33], [35], [44]). Dans ce
contexte, une approche directe telle que la méthode de Lemke peut s’avérer efficace

([12],[13], ...).

Les méthodes dites avec régularisation sont les plus couramment utilisées par les
codes par éléments finis. Ces méthodes consistent 4 introduire une régularisation des
lois de contact et de frottement pour lever le caractére implicite. Les forces de contact
sont définies comme des fonctions dépendant des déplacements. Ces expressions
des forces sont ensuite reportées dans le travail virtuel des efforts de contact. Il
s’agit des méthodes de pénalisation, de multiplicateurs de Lagrange pour les deux
approches les plus anciennes [4]. Plus récemment une technique apparaissant comme
une combinaison des deux derniéres approches citées a été développée, la méthode
du lagrangien augmenté. D’autres techniques avec régularisation ont été utilisées
pour traiter des problémes de contact. Dans [37, 38|, une méthode alternative au
schéma lagrangien augmenté est mise en ceuvre: la méthode barriére modifiée. Une
autre approche combinant la méthode barriére et la méthode de pénalisation est
présentée dans [83].

Cette bréve revue des méthodes numeériques destinées au traitement du contact
n’est pas exhaustive et bien d’autres approches ont été développées ([7], [15], [1§],
[58], [57], -..) Seuls les principes de la méthode de pénalisation, des multiplicateurs de
Lagrange et du lagrangien augmenté seront présentés dans les paragraphes suivants.

Méthode de pénalisation La méthode de pénalisation appartient aux techniques
de régularisation. Elle permet d’éliminer les inconnues que sont les forces de contact.
En effet, la force normale de contact est supposée proportionnelle au déplacement.
La méthode de pénalisation estime la composante normale de la force de contact
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comme suit :
th =< —gn > €n (1.95)

ou la quantité e, est le paramétre de pénalisation et < . > sont les crochets de
Macauley.

Cette relation s’écrit plus clairement :

_fo si gn>0
tn = { ~€nfn $1 gn <0 (1.96)

11 est important de noter que les forces de contact ne sont pas calculées exactement.
D’un point de vue purement mathématique, le coefficient €, doit tendre vers l'infini
pour obtenir une approximation la plus juste possible. D’un point de vue numeérique,
un paramétre de pénalisation trop important conduit & de sérieux problémes de
convergence. De ce fait, des pénétrations sont autorisées. Cette méthode présente
deux avantages principaux. Le premier avantage concerne son implémentation. Elle
apparait trés simple & mettre en ceuvre. Cette simplicité en fait une des méthodes les
plus utilisées par les codes de calcul par éléments finis ([9], [76], [59], [61], [74], ...)-
En effet, cette approche ne nécessite pas la modification de la structure du code. Le
deuxiéme avantage vient du fait que cette technique ne nécessite pas l'introduction
de variables supplémentaires dans le probléme.

Malgré ses avantages, la méthode de pénalisation a un inconvénient majeur:
le choix du paramétre de pénalisation. Un paramétre de pénalisation élevé permet
de satisfaire correctement les conditions de contact. Cependant, un paramétre trop
grand conduit & des matrices de rigidité mal conditionnées et de fait a des problémes
numériques. Inversement, un paramétre de pénalisation trop faible conduit a des
pénétrations inacceptables d’un point de vue physique. Ainsi, la précision de la
solution du probléme se trouve fortement affectée. '

Pour tenter de réduire le choix du paramétre, nous avons développé un algo-
rithme d’ajustement automatique du paramétre de pénalisation basé sur la notion
de distance normale ou pénétration acceptable. Cet algorithme sera présenté dans
le chapitre 3.

Meéthode des multiplicateurs de Lagrange Cette approche consiste simple-
ment & remplacer les forces de contact par les multiplicateurs de Lagrange ([9],
[16)):

th = An (1.97)

L’avantage principal de cette approche réside dans le fait que les conditions de
contact sont parfaitement vérifiées. De plus, contrairement a la méthode de pénali-
sation, la méthode des multiplicateurs de Lagrange ne nécessite pas 'introduction
d’un coefficient correctement déterminé. L’inconvénient principal vient du fait que
cette approche introduit des inconnues supplémentaires dans le probléme par I'in-
termédiaire des multiplicateurs.



30 Meécanique du contact

Méthode mixte: lagrangien augmenté La méthode du lagrangien augmenté
apparait comme un compromis entre la méthode de pénalisation et les multiplica-
teurs de Lagrange. En effet, I'idée de base de cette approche est de rajouter un terme
pénalisé au multiplicateur \,. Ainsi, la composante normale de la force de contact
est donnée par une relation du type:

Plusieurs approches ont été développées. L’approche proposée par P. Alart et A.
Curnier [3] consiste & calculer toutes les inconnues simultanément. Les algorithmes
de résolution sont habituellement des algorithmes du type Uzawa utilisés notamment
par Z.Q. Feng dans [24]. Ces algorithmes sont efficaces mais lents. Pour ces raisons,
P. Alart et A.Curnier se sont intéressés & un algorithme de Newton généralisé, la
difficulté résidant dans le fait que le systéme & résoudre est non différentiable. C’est
pourquoi la notion de jacobien généralisé a été introduite comme extension de la
notion de différentielle [2].

L’approche développée par J.C. Simo and T.A. Laursen [73] permet de découpler
la partie résolution de ’équilibre de la vérification des contraintes. Le multiplicateur
An étant inconnu, le multiplicateur correct doit étre déterminé a 1’aide d’un processus
itératif. La valeur du multiplicateur & une itération k est supposée connue \f. Sa
valeur a l'itération k£ + 1 est donnée par:

AL — 2k g > (1.99)

L’approche lagrangien augmenté s’applique au frottement mais nous ne détaillerons
pas ces aspects ici. Une approche pour symétriser la partie due aux termes du frot-
tement est proposée dans [47].

Pour plus de détails concernant cette technique, nous renvoyons le lecteur aux nom-
breux travaux déja publiés ([46], [48], [73], [63], ...).

Le premier avantage de cette approche réside dans le fait que de tous petits
paramétres de pénalisation peuvent étre utilisés. Le second point positif vient du
fait que la solution exacte du probléme est déterminée. Néanmoins, ceci augmente
fortement le nombre d’itérations nécessaires pour trouver cette bonne solution, ce
qui apparait comme un inconvénient majeur.

Dans cette partie, nous avons présenté rapidement la grande majorité des mé-
thodes numériques utilisées pour résoudre des problémes de contact. Les approches
les plus souvent utilisées par les codes par éléments finis restent la méthode de pé-
nalisation et la méthode du lagrangien augmenté. Dans SYSTUS, nous avons choisi
d’utiliser la méthode de pénalisation pour sa simplicité de mise en ceuvre. C’est
pourquoi, seule cette technique sera considérée dans la suite.
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1.4 Discrétisation du contact : élément “nceud-facette”

Lorsque la méthode des éléments finis est utilisée, les différentes surfaces de
contact sont des surfaces discrétes. Il faut donc parvenir a discrétiser la quantité
introduite par la relation (1.91) dans le cas du traitement du contact sans frottement :

G.= - /F T bg, dT (1.100)
La linéarisation de G, s’écrit simplement :

AG, = — /rs [AT, 8g, + T, Abg, | dTS (1.101)
En utilisant la méthode de Newton, le systéme & résoudre est de la forme:

AG.Au = -G, (1.102)

1.4.1 Discrétisation par la MEF

Nous supposons que la surface esclave I'¢ est formée par un ensemble de facettes
°fi avec i =1,---,n}. La forme discréte de G, est obtenue par assemblage sur toutes
ces facettes comme suit :

n§
Gh=Y" / Th6gh d* f: (1.103)
i=1v° ¢

Le plus souvent, cette quantité ne peut pas étre évaluée analytiquement. Il faut alors,
avoir recours a des techniques d’intégration numérique qui consistent a remplacer
'intégrale par une somme sur un nombre finis de points, les points d’intégration.
Aprés intégration numérique cette quantité s’écrit :

nj‘ Nint
Gh=>" [Z wkj* 5a:kTR’g} (1.104)
=1 Lk=1

Dans cette expression, n;n; est le nombre de points d’intégration. w* est la fonction de
poids associée au point d’intégration k. j* représente le jacobien de la transformation,
6zx* est le vecteur des variations nodales associé a k et RY, le vecteur résidu associé.
En utilisant une procédure identique, I’expression linéarisée discréte de G est de la
forme:

nj‘ Nint
AGE=Y [Z wk ik 5z¢T K* Ak (1.105)

k=1

=1

K?* est 1a matrice tangente associée 4 k. Le calcul de ces quantités RF et K¥ fait
appel a la notion d’élément de contact.
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Un élément de contact est en fait une restriction des expressions (1.104) et (1.105)
au cas ou un seul nceud de la surface esclave est pris en considération. La surface
maitre est quant a elle constituée d’un ensemble de facettes ™ fraveci=1,--- s Y

Etant donné les différentes situations rencontrées pour les problémes de contact,
plusieurs éléments de contact spécifiques ont été développés. Le contact entre corps
déformables soumis a des petits déplacements relatifs est pris en considération par
élément de contact “neud & neud”. Pour un probléme o les glissements atten-
dus sont petits, un maillage conforme des deux corps peut étre mis en ceuvre. Ce
maillage met alors en vis & vis les nceuds des deux surfaces (Figure 1.8(a)). Les

«——————»

(a) Elément nceud & noeud (b) “noeud-facette”

Fig. 1.8 — Eléments de contact

grands glissements nécessitent 1'utilisation de ’élément de contact “nceud-facette”
60, 81]. Cet élément est constitué du nceud esclave et des nceuds caractérisant la
facette de contact (Figure 1.8(b)). Certains éléments de contact particuliers ont été
développés pour modéliser des situations spécifiques. C’est le cas par exemple de
I’élément de contact “charniére avec jeu” permettant de modéliser une articulation
rotoide imparfaite entre lames déformables d’un rideau métallique [5]. L’élément
“segment-segment” peut étre aussi évoqué [82].

Pour I'élément de contact “nceud-facette”, nous supposons qu’un nceud esclave
est en contact potentiel avec une facette du solide maitre. Mais la formation de cette
association n’est pas triviale. Dans le cas des grandes déformations, la surface esclave
peut, a priori, entrer en contact avec n’importe quelle partie de la surface maitre.
Pour des problémes industriels o le nombre de nceuds est important il apparait
indispensable de développer une procédure de recherche du contact. Quand deux
corps ou plus sont en contact, les algorithmes de recherche du contact peuvent étre
classés en deux catégories: les algorithmes de recherche globale et les algorithmes
de recherche locale. Pour la recherche globale, plusieurs stratégies ont été proposées.
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Z.H. Zhong et L. Nilsson ont développé une approche basée sur la notion de hiérar-
chie et territoire: "HITA Algorithm" [84, 85, 86, 87]. M. Oldenburg et L. Nilsson ont
proposé le "position code algorithm" [54]. Le tri par bucket peut aussi étre utilisé
[10]. P. Papadopoulos et R.L. Taylor ont développé le "spherical sorting algorithm"
[59]. Bien d’autres approches ont été mises en évidence [22, 39]. En ce qui concerne
la recherche local: le "pinball algorithm" de [9] ou le "inside-outisde algorithm"
peuvent étre évoqueés [78].

1.4.2 Elément de contact “nceud-facette”

Nous avons choisi de présenter dans le détail ’élément de contact “nceud-facette”.
Cependant, nous limitons notre étude au cas ou la facette de contact considérée est
une facette plane a trois nceuds. Le détail de cet élément, pour le cas d’une facette
a 4 nceuds, peut étre trouvé dans [45]. L’objectif de cette partie est de noter les
difficultés qui apparaissent lors de la construction d’un élément de contact. Les
difficultés rencontrées seront du méme ordre lors de ’établissement de I’élément de
contact 3D diffus.

Géomeétrie du contact

La position du nceud esclave est notée x€. La facette avec laquelle il est poten-
tiellement en contact est f. (Figure 1.9). Les trois nceuds définissant f. sont notés
x!, x2, x3. Le vecteur des inconnues de I’élément de contact présenté est:

[

T
1
T
u= o2 (1.106)
z3
Les deux variations de ce vecteur sont notées:
ox€ Azx€
Szt Azl
du = S22 et Au= Ag? (1.107)
dx3 Axd

La paramétrisation de f. est donnée par une combinaison linéaire de valeurs nodales

et de fonctions de forme: s
1=

z(€) =) Ni(§) =’ (1.108)
=1
ou & = (&1, &). L'expression des fonctions de forme est classique:

Nl(ﬁ) = 1-&§-&
No(€) = & (1.109)
N3(§) = &2
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Point esclave en contact potentiel
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o
3

Facette maitre de réference

Fig. 1.9 — Grandeurs du contact

La distance g, est calculée en considérant la projection ™ de =€ sur la facette
fc. Pour ce faire, nous introduisons ™, le vecteur normal a la facette au point

projeté et nous avons la définition suivante de la pénétration:

gn:{wc_wm}.um

(1.110)

Les coordonnées paramétriques du point £™ sont notées £ = (&, &2) (cf. Section
A.1). Les vecteurs tangents 7;" et T, associés & f. au point ™ s’expriment comme

suit : P Gg™ _
=T @ e =@
En reprenant la relation (1.108), ces relations deviennent :
i=3 i=3
T = Z Nig(§) i et 13 = Z Nig,(€) z;
i=1 i=1

Le vecteur normal ©™ est le produit vectoriel de ces deux vecteurs:
m m
T, NT,
m m
| ATl

v™ =

La position du point ™ s’écrit simplement :

(1.111)

(1.112)

(1.113)

(1.114)
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Pour fournir une description de 1’élément de contact, il est indispensable de donner
'expression de R,, vecteur résidu élémentaire de contact ainsi que 1'expression de
la matrice tangente élémentaire de contact K.

Résidu élémentaire de contact

Nous avons vu, dans la partie 1.3.4, qu’il est nécessaire de déterminer la premiére
et la seconde variation de la pénétration. Nous allons, dans la suite, nous attacher a
calculer ces variations en utilisant les propriétés intrinséques de la surface de contact.

Premiére variation de g, En utilisant la relation (1.110), la premiére variation
de g, s’écrit simplement :
8¢, = {0z¢—46z™} ™ (1.115)
Le probléme de cette expression est 'évaluation de dz™. Cette quantité est directe-
ment donnée par (1.114):
=3
§z™ =86 T + 66T + ) Ni(€) 6z (1.116)
=1
La premiére variation de g, s’écrit alors simplement:

{5mc_5gﬂ;"—5§‘2r2 ZN 53:,}
= {(59: —ZN (59:,}-

0gn

Ecriture vectorielle L’écriture discréte de la premiére variation de g, est direc-
tement donnée par I’expression précédente :

gn = SuT N (1.117)
ot N, est un vecteur & 12 composantes:
[ v™m T [ ym T
_M(E)vm —(1-&—-&)vm
N = 1(5_) _ | & &2) (1.118)
—Ny(§) v™ =& vm
| —Ns(f_) v | L ‘5—2 v i
Le résidu élémentaire de contact s’écrit alors:
R.=T, N, (1.119)

Dans le cas ot la méthode de pénalisation est utilisée, il suffit de remplacer la force
de contact T}, par la définition introduite par ’équation (1.96), soit:

R, = —¢ngn Ne (1.120)
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Matrice tangente élémentaire de contact

L’écriture de la matrice tangente élémentaire de contact nécessite la seconde
variation de la quantité g, (cf. 1.3.4).

Seconde variation de g, L’évaluation de Adg, utilise les mémes techniques que
celles employées lors de la détermination de la premiére variation. Nous pouvons
alors écrire :

Adg, = g, 0v™ - Av™ — Adz™ - v™ (1.121)

L’évaluation de cette quantité est faite en deux temps. La premiére difficulté est
la détermination de Adzx™. En effet, ce point est la projection de ¢ sur la facette
de référence. De ce fait, ses coordonnées dépendent d’une part des coordonnées du
point € mais aussi de celles des nceuds constituant la facette de référence et c’est
ici que se situe le premier obstacle. Il va falloir prendre en compte cette dépendance
dans le calcul des variations et donc faire intervenir les variations des nceuds =€ et
z*. Cette quantité nécessite aussi I’évaluation de la variation du vecteur normal.
Or, ce vecteur n’est pas constant. Il évolue en fonction des nocuds de la facette. La
détermination de sa variation est la seconde des difficultés.

Nous allons décomposer 1’expression (1.121) en deux termes: le terme contenant
la seconde variation de ™ et le terme contenant la variation du vecteur normal v™

Expression du produit scalaire Adxz™ - v™ La détermination de ce produit

scalaire passe par la détermination de Adx™. Cette quantité est obtenue en dérivant
dx™:
Adz™ = A6 T+ A T + 66 AT + 66, A"

{Z Nl{l 5331} A51‘*‘ {Z N,&, (513,} Af-g
=1

A partir de 14, le produit scalaire Adz™ - v™ devient simplement :

1=3
Asz™ - HZ Nig, (€ 53:,} Aé + {Z Nig, (€ (5:1:,} Ag‘z] ™
i=1

+ [& AT 486 AT o

(1.122j

(1.123)
Cette expression fait intervenir la premiére variation des coordonnées paramétriques
£) et &. Cette variation est obtenue en considérant le fait que le vecteur séparant x°
et ™ est colinéaire au vecteur normal v™. Pour le détail des calculs, nous renvoyons
le lecteur a I'annexe A. Nous admettons ici que ces quantités sont de la forme:
A& = SiTAu et 66 = 6uTS,;
_ _ (1.124)
A§2 = SzTA’u et (552 = (5uT52
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oll nous avons introduit deux vecteurs a 12 composantes,

1

S1 = det M [ma2(gn N1+ T1) — mi2(gn N2 + T2)]
4 (1.125)
Sy, = et M [m11(gn N2 + T2) — mi2(gn N1+ T1)]

Les vecteurs T, et N,, vecteurs & 12 composantes, dépendent des fonctions de forme
et des dérivées des fonctions de forme N;:

3

T 0
-N (&) T Nie (€
T, = e | Na= e (£ (1.126)
~N:(§) 7o Nag, (§)v™
NS( ) ;n. | Ng,ga(_)llm
Tous les calculs précédents conduisent a:
Adz™ - v™ = §u” [S3N,T + S1N,T + N2S," + N1S17| Au (1.127)

Calcul du produit scalaire 6™ - Av™ Nous ne détaillerons pas les calculs de
la détermination de 6™ dans ce paragraphe!l. Reprenant les résultats obtenus, nous
avons:

™ Av™ = dul {mP* NyNy T +miy (NeN1T + NiNoT) + miy NaNoT} Au”
(1.128)
Les expressions (1.127) et (1.128) conduisent & ’expression finale suivante de Adg, :

Abg, = ouT M, Au (1.129)
La matrice M, est une matrice appartenant & Mj2 ;2 donnée par:

Mc = gn [m'{i* N1N1T+m'1'§* (N2N1T+ N1N2 )+m2*N2N2 ] (1 130)
~ [S2NoT + 81Ny T + N3 S, + N1S,”] '

Expression matricielle Dans le cadre de la méthode de pénalisation et dans le
cas ol la facette de référence est une facette plane a trois nceuds, la définition de la
matrice tangente de contact est:

uTK,Au = —6T, 6g, — T, Adg, (1.131)

La quantité 07T, s’écrit:
0T, = —e, H(gn) 0gn (1.132)

1. Tous les détails se trouvent dans la partie A.3
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ou H(g,) est la fonction d’Heaviside.

Nous pouvons finalement en déduire 1’expression de K, :
K, = en H(gn) Ne NT + €0 g M. (1.133)

Tous les vecteurs introduits dans cette partie sont exprimés entiérement dans 1’an-
nexe A.

1.5 Conclusion

Dans ce chapitre, les grandes lignes de la modélisation du contact ont été expo-
sées. Il est apparu deux grandes difficultés.

La modélisation purement mathématique du phénoméne physique est la premiére
difficulté. Ceci a donné lieu a ce qui est appelé une formulation continue du contact.
Cette modélisation fait appel a des concepts mathématiques complexes.

La deuxiéme difficulté est la résolution numérique du probléme mathématique
établi. La méthode des éléments finis est le plus souvent utilisée associée & des ap-
proches trés diverses comme nous l’avons souligné. Nous avons choisi d’utiliser la
méthode de pénalisation sans oublier son principal défaut: le choix du parameétre.
C’est pourquoi nous avons développé un algorithme de gestion automatique du pa-
ramétre de pénalité qui sera développé dans le chapitre 3.

Quand la méthode des éléments finis est utilisée, la frontiére de contact est re-
présentée par une surface seulement différentiable par morceaux, ce qui implique
de multiples difficultés. La non-régularité de cette surface de contact est un des
problémes du contact dans le cadre des grands glissements. Pour éviter ces inconvé-
nients, la surface de contact peut étre régularisée. C’est ce que nous proposons de
faire dans le chapitre suivant.

Il est important de rappeler le role fondamental joué par la distance normale de
contact g, et plus exactement par ses variations dans 1’établissement du résidu et
de la matrice tangente élémentaire de contact. Nous avons détaillé la construction
de I'élément de contact “nceud-facette”, dans le cas le plus simple, c’est-a-dire avec
une facette plane triangulaire & trois noeuds pour mettre en évidence toutes les
difficultés liées 4 la détermination de ces quantités. L’objectif était double : constater
effectivement les difficultés mais surtout bien les localiser... Ce sont en effet les mémes
difficultés que nous allons rencontrer dans la construction de 1’élément de contact
régularisé 3D diffus.
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2.1 Introduction

La modélisation des phénoménes de contact nécessite une bonne description de
la surface de contact. Dans le cas d’une discrétisation par éléments finis, la surface
de contact est représentée par une surface facétisée donc seulement différentiable
par morceaux. Cette situation engendre des discontinuités des vecteurs normal et
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tangentiels provoquant des problémes de convergence en présence de grands glisse-
ments. Pour éviter ces inconvénients, plusieurs stratégies peuvent étre considérées.
Nous pouvons distinguer deux catégories d’approches.

Une premiére catégorie considére la surface de contact non réguliére mais ne
régularise pas la surface proprement dite. Ces approches concernent le traitement
du vecteur normal. La construction d’un pseudo vecteur normal variant continiment
dans le voisinage d’un nceud de contact est proposée dans [51]. Le vecteur normal
peut étre simplement moyenné [78, 58] ou bien régularisé [27].

La deuxiéme catégorie concerne la régularisation de la surface de contact. Quand
cette surface est supposée rigide, elle peut étre définie réguliére a ’aide de techniques
issues de la CAO [30]. Dans le cadre plus général de deux surfaces de contact dé-
formables, G. Pietrzak régularise la surface de contact en utilisant 1’interpolation
par des courbes de Béziers et des B-Splines [62, 63]. Pour une facette de contact
potentiel, un polyndme interpolant passant par les nceuds des facettes adjacentes
a la facette considérée est déterminé (Figure 2.1(b)). Cette approche est étendue
au cas 3D en utilisant le produit tensoriel de surfaces. Cette approche a aussi été
développée dans le cas de B-Splines [23, 56]. P. Wriggers utilise lui aussi I'interpola-
tion par des courbes de Béziers [41, 43, 80]. Cependant les deux approches différent
totalement dans la construction de l'interpolation. En effet, I’approche développée
par P. Wriggers utilise des points intermédiaires n’appartenant pas au maillage élé-
ments finis. Ces points sont en fait situés entre deux nceuds des facettes adjacentes
a la facette considérée. Ainsi, deux polyndmes interpolant sont exprimés (Figure
2.1(a)). Le polynome qui sera retenu pour le calcul est le polyndome dont la distance
au nceud esclave est minimale. L’efficacité d’une telle approche est démontrée pour
des problémes 2D dans [40] et pour des problémes 3D dans [42].

Régulariser la surface de contact apparait comme une étape indispensable pour
améliorer I’efficacité des algorithmes de contact. La stratégie que nous avons dévelop-
pée consiste a régulariser la surface de contact en utilisant des techniques récemment
utilisées, notamment pour le remaillage de surfaces maillées [70, 71]. La méthode
que nous mettons en ceuvre consiste a reconstruire la surface de contact & partir de

la seule donnée du maillage éléments finis en utilisant la technique d’approximation
diffuse [52].

Dans une premiére partie, 'approximation diffuse appliquée au cas particulier du
contact est exposée. La régularisation de la surface de contact est ensuite associée a
la méthode des éléments finis pour construire ’élément de contact 3D diffus. Pour
finir, nous présentons les problémes liés & I'implémentation informatique d’une telle
approche et nous l'illustrons par des exemples.
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Facette de Contact Potentiel
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Premier Polynéme

(a) Approche P. Wriggers

Facette de Contact Potentiel

(b) Approche P. Pietrzak

Fig. 2.1 - Deur approches de régularisation de surface de contact
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Fig. 2.2 — Zones de contact

2.2 Approximation diffuse et contact

Nous supposons préalablement définies deux zones de contact potentiel, une zone
esclave et une zone maitre. La zone maitre est formée d’une collection de facettes
issues du maillage du solide maitre. Dans la suite, les nceuds de cette collection
seront notés & ou i = 1,- - - , n. La zone esclave est formée d’un ensemble de nceuds
susceptibles d’entrer en contact avec la zone maitre (Figure 2.2).

L’objectif est de déterminer une surface de contact approchée Sg a partir de la
seule donnée des nceuds x* en utilisant la technique d’approximation diffuse. Cette
surface diffuse est construite a partir d’une succession d’approximations locales.
L’approche proposée va associer, & chaque nceud esclave €, une approzimation

locale S% de la surface.

2.2.1 Hypothéses et choix

Nous supposons qu’en chaque nceud de la surface issue du maillage éléments finis
(surface discrétisée), dans un repére local orthonormal direct R, au voisinage d’un
point dit point de référence noté x"¢f, I’approximation locale est définie par une
surface de Monge d’équation cartésienne:

hzrgf(Xl,X2) - X3 (2.1)

ol hyres est une fonction numérique sur un domaine plan et (X;, X5, X3) sont les
coordonnées d’un point quelconque dans le repére R
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Dans la suite, les coordonnées d’un point quelconque dans ce repére seront écrites
en majuscule. Les coordonnées d’un nceud de la surface maitre x* dans R? seront
notées avec I’exposant i, (X%, X3, X3%), celles d’un nceud esclave € avec ’exposant c,
(X¢ XS5, X5). La notation h,res traduit le fait que '’équation de la surface est définie
localement autour du point x™¢f. L’écriture intrinséque de A res va donc s’exprimer
en fonction de z"¢7.

Pour chaque noeud esclave ¢ susceptible d’entrer en contact avec les nceuds «*
nous cherchons une approximation locale de la surface, définie sur le plan engendré
par R¢. Le voisinage est donc constitué de ’ensemble des noeuds a* pouri =1,--- ,n.

La difficulté qui se pose pour le traitement d’une surface de contact est de prendre
le point de référence le plus judicieux possible afin de donner la description la plus
juste de la surface de contact maitre. De fait, le choix le plus naturel est de considérer
comme point de référence le point P, projection de =€ sur le plan défini par Re.
Les coordonnées de ce point dans R? sont exactement (X, X§,0).

Avant de présenter la procédure d’approximation, il est indispensable de mettre
en évidence la construction du repére diffus R®. Plusieurs méthodes sont possibles
pour la détermination du repére local R? [69]. Dans notre cas, R* est défini comme
étant le repére moyen au sens des moindres carrés associé aux z*.

2.2.2 Détermination du repére diffus R?
Généralités
L’équation générale du plan diffus est de la forme classique:
a1T1 + a2 T +a3xr3+ags =0 (2.2)

olt @ = (a1, as, ,as, a4) est un vecteur a quatre composantes qui doivent étre déter-
minées. Le plan diffus doit étre tel que la distance d* entre un point a* est le plan
soit minimale. Cette distance s’écrit simplement :

d=a, 1} +arzs + a3zl +ay (2.3)

Détermination de a

La détermination du plan diffus passe par le calcul du vecteur a. Pour ce faire,
la méthode des moindres carrés est utilisée et a doit étre la solution du probléme
de minimisation suivant :

ming{J(a)} (2.4)
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avec:

J(a) = X_:dﬂ (2.5)
i=1

= Z [a12} + aozh + a3z} + a4]2 (2.6)
i=1

Le calcul du minimum de J est déterminé par la résolution du systéme:

aJ
e =0 (2.7)

En détaillant chaque composante, ce systéme est équivalent a:

( i=n
0 = Z [a17} + a2z}, + a3z} + a4 7}
i=n
0 = > [a17} +apzh + aszh + as) 7}
S5 ot (2:8)
0 = Z [alx’i + apTh + azzh + a4] T4
i=n
0 = Z [alxil + agxé + agxg + a4]

\ i=1

La derniére équation du systéme S permet de connaitre ay :
as = — (al :L“(l] + aq l‘g + aj l‘g) (29)

Dans cette expression, zf pour k = 1,2,3 est la k1€me coordonnée du barycentre

des n neeuds x*: .
=n

1 .
= ;Zx; pour k=1,2,3 (2.10)
i=1

En soustrayant le barycentre & chaque nceud x?, le plan moyen passe par 'origine,
autrement dit ags = 0. Dans ce cas précis, le systéme S s’écrit simplement :

( 1

n -

0 = @ (z% — av‘l’)2 +ay (25— 28) (2% — zf) + a3 (25 — 28) (¢} — x‘l’)

.,
13l
S =

195

o

H
N

a1 (4 — 21) (25 — o) + a2 (a — 28)" +as (<} — 28) (a} — o)

S =

.
In

0 = 3 [ (&}~ af) (& - 29) + a2 (&} - 23) (&} — a8) + s (a — 2)]

ld
.
1l
—

(2.11)
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Nous considérons alors la matrice A définie par:

i=n

An=3 (a1 —2])°
=1
Agg - Z (l‘a - l‘g)z
=1
Az = Z (xg - xg)z
= (2.12)
Ay =An = Z (le — z{) (xzz )
=1
Az =As = Z (21 = =1) (=5 — 2§)
=1

Az = A3 = Z (mzz - x‘g) (xza - xg)

i=1
Les valeurs a; pour ¢ = 1,2, 3 sont obtenues en résolvant le systéme:
a)
A as =0 (213)
as

Le systéme ci-dessus a une solution évidente a; = a2 = a3 = 0. Pour éviter cette
solution triviale, il faut imposer la condition a? + a3 + a3 = 1.

Le vecteur a ainsi déterminé fournit la normale au plan diffus par la relation
classique: '
, a)
n=| a (2.14)
as

Expression des vecteurs tangents

Le premier vecteur tangent #; est construit & partir des deux composantes de n
les plus grandes:

osi |ay| < |ag| et |aa] < |as| alors ty = | —a3
as
osi |ag| < |ay| et |az] < |ag| alors ty=| O (2.15)
osi |az| < |ay| et |az| < |ag] alors ti=| @
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Le vecteur t, ainsi construit est non nul et orthogonal & n. Ce vecteur est alors
norme,
31

ty = L
£l

(2.16)

et le second vecteur tangent ¢ est défini comme le produit vectoriel entre n et ¢4,
soit :
nA t]_

- = 2.17
YA (2.17)

2

Le repére diffus étant déterminé, nous pouvons déterminer ’approximation locale
associée a un nceud esclave €.

2.2.3 Approximation locale associée & un nceud ¢

L’approximation locale associée au nceud ¢ est décrite dans R par une surface
d’équation:

fee (X1, X2) = X33 (2.18)

11 est fondamental de remarquer que I’expression de f dépend du point d’évaluation,
c’est a dire de la projection de € sur le plan diffus. Or comme nous I’avons souligné,
les coordonnées de ce point sont entiérement déterminées par les coordonnées du
nceud x€ dans le repére diffus, ce qui explique la notation introduite fze.

L’expression de f- s’exprime & ’aide d’une base polynomiale p, d’ordre r et de
k termes:

=k
fze (X1, Xo) = Dj O
jzz; (2.19)

Pra

Dans cette expression,

- pj, 3 =1,---,k désigne un terme de la base polynomiale,
- aj,j=1,--- kestla jiéme composante du vecteur e qui doit étre déterminé.

Dans le cas général, la base p utilisée est une base quadratique:

_ ) -

Xy — X§

_ Xy — X3

P= (X1 — X7)?

(X2 — X5)(X1 — XT)
(X — X5)?

(2.20)
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Le vecteur « qui doit étre évalué est donc un vecteur a 6 composantes:

B A

ay
Q9
_ | 93
=1 (2.21)
Qs
Qg

Pour que I’approximation soit définie, le nombre de nceuds «* utilisés doit étre au
moins égal 4 la taille de la base polynomiale en tout point, c’est & dire 6. Dans la
pratique, il se peut que la zone de contact maitre ne contienne pas assez de nceuds.
Dans ce cas, nous utilisons une base polynomiale linéaire. Ces aspects seront détaillés
dans la partie 2.6.

2.2.4 Détermination du vecteur

Ce vecteur est calculé en utilisant une méthode des moindres carrés pondérés,
minimisant la différence entre laltitude X} des nceuds x* et la fonction f évaluée
en ces nceuds. Ceci conduit au critére Jge suivant:

— . . 2
Jee(a) = Y w(at, 2) {(p 2 - xi} (2.22)
i=1
Dans cette expression, w(z®, z¢) pour i = 1,--- ,n, noté dans la suite w* représente

la fonction poids attachée au nceud z*. La fonction poids w' est une fonction non
nulle sur , domaine d’influence du nceud z* et nulle partout ailleurs: w' > 0 sur
le domaine Q¢ et w® = 0 ailleurs. L’expression de ces fonctions poids sera détaillée
dans la partie 2.2.5. ol nous avons:

1
Xi - Xt
i X5 — X5
=1 (xi-Xyp
(Xi — X5)(Xi — X5)
(X3 — X5)?

(2.23)

La détermination du coefficient « nécessite le calcul du minimum de Jze par:

OJ e
Ja

En reprenant (2.22), la relation (2.24) s’écrit :

i=n i=n
(Z w"p"p"T> a-Y wXip'=0 (2.25)
i=1 i=1

=0 (2.24)
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L’expression (2.25) peut étre mise sous une forme matricielle. Le vecteur a doit
alors étre solution du systéme défini par:

PTWPa = PTWZ (2.26)
X1
X3
Z=| (2.27)
| X3

W est la matrice diagonale des fonctions poids. W est une matrice appartenant a

Mpn:

w' 0 - o .0
w=| 0w (229
0 o0 o aee ool ym
P est une matrice appartenant & My, g formée par I’ensemble des p*, i =1,---  n:
- T -
p*
P=|"" (2.29)
o

Ceci s’écrit encore:
[ 1 X{-Xf X5 -X5 (X! -X0)? (X3-XH(X-Xp) (X} —X5)?2 ]

| 1 XT =X X - XP (XT-XP)?(XF - X9)(XT - XP) (XP - X5)? |

La résolution du systéme (2.26) conduit a la détermination de a et donc a la
connaissance de ’approximation locale de la surface de contact associée au nceud
z°:

a=(PTWP) " PTwz (2.30)

Il faut cependant étre vigilant dans I'inversion de la matrice PWPT. En effet, si le
nombre de nceuds utilisés dans ’approximation est inférieur au nombre de termes
de la base polynomiale, cette matrice est singuliére. Il est donc impératif que la zone
de contact maitre que nous avons considérée soit constituée d’au moins 6 nceuds. Si
ce n’est pas le cas, il faut avoir recours a une interpolation d’ordre inférieur.
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2.2.5 Fonctions de poids

Comme nous I’avons présenté dans la partie précédente, le critére de minimisation
permettant le calcul du vecteur a nécessite I'introduction et la définition de fonctions
poids.

Un rappel

— w' > 0 sur le domaine
— w' =0 ailleurs

Domaine d’influence pour ’approximation diffuse

Pour chaque point d’évaluation (point de référence) xP, projection d’un nceud
esclave sur le plan diffus, seuls les nceuds «# les plus proches sont retenus. Le domaine
d’influence est centré au point d’évaluation zP. Les fonctions poids sont des fonctions
radiales qui tendent & diminuer avec la distance au point d’évaluation x? (Figure
2.3). La fonction de poids associée au nceud z* est notée:

w(x?, zP) (2.31)

Cette écriture traduit la dépendance en le point d’évaluation. Or comme nous
I'avons évoqué, les fonctions dépendent plus exactement de la distance d* séparant
le nceud ¥ et le point de calcul &P. De plus, tous les nceuds qui englobent le point
d’évaluation =P dans un cercle de rayon dm,, sont pris en considération. De fait, les
fonctions poids sont données par:

w(z’, TP) = Wyes(d') (232)
Dans cette expression le scalaire d* est défini par:

di

dmaz‘

d =

(2.33)

dmaz €st le rayon du support. d* est la distance séparant le nceud xt et le point de
calcul 2P, dans le plan diffus (Figure 2.3).

Dans notre contexte de travail, le point d’évaluation z? est la projection de ¢
dans le plan diffus. De ce fait, la distance d* s’exprime simplement & partir des
coordonnées du nceud x€ et nous avons:

& = /(X1 - X9 + (X — X5)? (2.34)

Ceci explique la notation w(z?, z°).
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Repére Diffus

* Projection sur le plan diffus des noeuds maitre
* Xx*, projection sur le plandiffus du noeud esclave

Fig. 2.3 — Support d’interpolation

Forme des fonctions poids

Dans la pratique, une fonction cubique a été choisie pour sa simplicité et son
efficacité numérique [11]. Celle-ci s’annule & ’extérieur du domaine d’influence. Elle
est de la forme:

- (1-d)(1+2d) si 0<di<1
Wres(d') = ’ - 2.35
ref ( ) 0 si d>1 ( )

Approximation ou interpolation diffuse?

Il est important de noter que dans son écriture classique, ’approximation diffuse
n’est pas interpolante. En effet, ’approximation de la surface obtenue ne passe par
les nceuds utilisés. La propriété d’interpolation peut étre obtenue en considérant des
fonctions de poids particuliéres que nous allons maintenant décrire. La propriété
d’interpolation sera effective en considérant des fonctions de poids singuliéres au
noeud :

z¢ — z' = w(z, ') = o (2.36)

Ces fonctions de poids particuliéres sont obtenues a partir des fonctions poids clas-
siques par la substitution suivante (interpolation de Shepard):

w(zt, z°)

i .C
9 —) -, = <
w(a', =) 1 - w(x?, z°)

(2.37)
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Pour plus de détails concernant le choix des fonctions de poids, nous renvoyons
le lecteur a la référence [11].

2.2.6 Deépendances de la fonction fg-

Il est important pour le traitement du contact et notamment pour I’expression
des variables cinématiques, de bien préciser quelles sont les dépendances de fz-.
Nous rappelons que fze s’écrit & I’aide d’une base polynomiale p et d’un vecteur a:

fee(X1, X)) =p" (2.38)

Il apparait clairement que fze dépend des deux premiéres coordonnées X7 et X3
du nceud esclave ainsi que des coordonnées des nceuds z* pour ¢ = 1,---,n. Ces
dépendances interviennent de fagons distinctes.

Dépendances explicites

La dépendance en ¢ se produit de maniére explicite par I'intermédiaire de la
base p. Cette partie ne posera aucun probléme dans le calcul des variations, il suffit
de prendre la dérivée d’un polyndme. Il faut noter qu'’il n’y a pas de dépendance en
la troisiéme composante du nceud z€, X3.

Dépendances Implicites

L’approximation locale de la surface de contact dépend aussi obligatoirement
des nceuds de I’approximation, c’est & dire des coordonnées des nceuds z¢, pour
i=1,---,n. Ceci intervient par I'intermédiaire seulement du coefficient c, contrai-
rement & ce qui se passe pour le nceud z¢. Ce lien vient de la construction du
coefficient ar. Reprenant la définition de «, nous avons:

a=a(X;], X3, z', .-, z") (2.39)

C’est cet aspect qui sera le plus délicat pour le calcul de la variation de fze. Nous
noterons dans la suite:

foe(X1, X3) = F(Xh, Xo, X, X5, %, -+, 2™) (2.40)

2.3 Nouvelle description de la géométrie du contact

La partie précédente a mis en évidence la construction d’une surface de contact
régularisée. Nous avons vu que la surface approchée Sg est obtenue par une succes-
sion d’approximations locales associées & chaque nceud esclave. L’équation de cette
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surface approchée n’est pas explicite. De ce fait, un choix s’impose: quelle surface
doit étre utilisée? La quantité indispensable & la modélisation du contact glissant
est la distance normale de contact (cf. section 1.3). Il apparait donc fondamental
de donner une nouvelle définition de cette quantité en utilisant les propriétés de la
surface régularisée.

2.3.1 Notion de point le plus proche

La distance normale de contact est habituellement définie comme la distance
minimale séparant le nceud esclave ¢ de la surface maitre. Comme nous ’avons
évoqué dans le chapitre 1, elle est basée sur la notion de point le plus proche. Il
est donc nécessaire de faire de méme avec la nouvelle description de la surface de
contact. Si nous utilisons une telle démarche, il faut associer 4 chaque nceud esclave,
un point de la surface diffuse, a:g. Ce point est en fait la projection de x° sur
Sg. Or, la partie précédente a mis en évidence un des aspects fondamentaux de
I’approche: ’équation de la surface diffuse n’est pas explicite. Seule une succession
d’approximations locales permet d’obtenir cette surface. La seule équation que nous
connaissions de facon explicite est ’équation de ’approximation locale associée a
chaque nceud esclave. L’idée est donc de considérer non pas la projection de ce point
sur la surface diffuse mais sur 'approximation locale. En effet, nous ne projetons
pas n’importe quel point. Nous considérons le point «°: I'approximation locale a été
définie autour de ce point. De plus, il a été constaté numériquement que x¢ tend
a se rapprocher du point :cg. De fait, ce choix apparait tout a fait cohérent. Ainsi,
au nceud x° est associé le point ¢ appartenant & S? et solution du probléme de
minimisation :

lz® — z%)* = mingeg|lx® — | (2.41)

Les deux premiéres coordonnées de ¢ dans le repére R? seront notées X; et Xo.
Sa troisiéme coordonnée sera exprimée a I'aide de fzc évaluée en X, X, soit:

Xg - fmc(Xl, Xz) (242)
Dans la suite, nous reprendrons la notation introduite en (2.40), pour écrire:
F(X), X,, X§, X5, 2, -, 2™ =F (2.43)

Nous avons vu dans le chapitre 1 que le contact s’exprime dans une base locale
associée a la surface maitre au point le plus proche. Nous venons de donner une
définition de ce point en utilisant la nouvelle description du contact, il faut donc
définir une base locale en utilisant les propriétés intrinséques de la surface régularisée.
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““““““““““ Surface Diffuse

“““*«‘

Fig. 2.4 — Nouvelle géométrie du contact

2.3.2 Base locale en z¢

L'approximation locale est paramétrée par (X, X2) dans R4. La base naturelle
associée au paramétrage (X, X2) est la base formée par les deux vecteurs:

a4 Oz 4 Oz

T, = —ayl— ; T2 = B—X‘z— (244)

ou = désigne le vecteur position d’un point quelconque de 5S¢ de coordonnées:

(X1, X2, fze((X1, X2))

De ce fait, les vecteurs tangents au point ¢ s’expriment naturellement :

1 0
= 0 et TS = 1 (2.45)
F x, Fx,

ot la notation Fx, désigne la dérivée partielle de F par rapport a la variable X,
pour [ = 1,2. Le vecteur normal v4 est le produit vectoriel de ces deux vecteurs:

_F7X1

1 _
soit -Fx (2.46)
||T1 AT e ATz” 1 ’

d d
d_ T, /\‘r2
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2.3.3 Notion de distance normale de contact diffus

Le critére de minimisation (2.41) nous permet d’affirmer que x¢ est la projection
de ¢ sur S¢. Ceci conduit aux conditions suivantes:

(z¢—2?) 78 =0 pour k=1,2 (2.47)
Le systéme ci-dessus est résolu par une méthode de Newton classique.
Le vecteur ¢ — x® est colinéaire au vecteur v4:
xt — ¢ = g ¢ (2.48)
ce qui implique,
gs = (z° - =% - v* (2.49)

Ce scalaire g2 va gérer les statuts de contact sur la surface régularisée. De maniére
classique, nous avons:

g¢ = 0 ,lenceud est en contact avec la surface régularisée
g® > 0 , lenceud n’est pas en contact (2.50)
g¢ < 0 , ily a interpénétration.

La description de 1I’élément de contact diffus 3D sera compléte une fois que le ré-
sidu et la matrice tangente élémentaires de contact diffus auront été exprimés. Les
expressions de R¢ et KZ vont dépendre de la nouvelle définition de la surface de
contact.

2.4 Elément de contact diffus 3D

Dans cette partie, la régularisation de la surface de contact est associée a la mé-
thode des éléments finis pour mettre en évidence ’élément de contact diffus 3D. Une
des différences majeures entre I’approche “nceud-facette” introduite précédemment
(cf. section 1.4) et ’approche étudiée ici réside dans le fait que nous ne raisonnons
plus en termes de facette de contact potentiel mais en termes de nuage de nceuds
de contact potentiel. En effet, les surfaces esclave et maitre peuvent étre considérées
comme un ensemble de nceuds : un nceud esclave € est supposé en contact avec une
zone maitre composée de n nceuds .

L’élément de contact présenté est constitué d’un nceud esclave € et des n nceuds
x*. Ces nceuds sont les nceuds qui ont été utilisés pour construire ’approximation
locale associée & x°. Le vecteur des inconnues de cet élément est noté u?:

u® = - (2.51)




2.4 Elément de contact diffus 3D 55

Les variations de ce vecteur sont écrites:

oxe Azx*
St Azt
2 2
sus = (5:c et Aut= A:c (2.52)
| o™ | | Az™ |

2.4.1 Résidu élémentaire

La quantité nécessaire a la détermination du résidu Rg est la premiére variation
de g¢. Nous allons, par la suite, nous attacher & calculer cette variation en utilisant
les propriétés intrinséques de la surface de contact régularisée.

Premiére variation de g2

Cette quantité est calculée en reprenant (2.49). De facon générale, cette variation
s’écrit :
6g¢ = &[(z°—a?)- v

= 6(z°—a) - vi+glv?- o (2:53)
Or ||v®|| = 1, ce qui a pour conséquence directe:
vt vt =0 (2.54)
En effet,
Iv¥l=1 = §llw||=0
Or,
ol = évt-v®
d’ol
vt vt =0
L’expression dg¢ devient finalement :
gt =6 (z° - =) - v* (2.55)

La difficulté qui apparait alors vient de éx¢. En effet, le calcul de cette quantité
nécessite la détermination de la variation de F. Au vue des dépendances introduites
par 1’équation (2.40), les contributions du nceud € et celles des nceuds x® vont étre
prises en considération.
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Reprenons pour ceci, 'expression de z¢:

X,
z?=| X (2.56)
F
La variation de 2% dans la direction du? en u® va s’écrire :
5)§ 1
sz =| 6X; (2.57)
oF

Nous rappelons que F est en fait fze évaluée en (X;, X5). Les deux premiéres co-
ordonnées de ce vecteur concernent la variation des coordonnées X; et X,. Ces
variations vont obligatoirement faire intervenir les variations de tous les nceuds z*
et celles du nceud esclave. La troisiéme coordonnée traite la variation de F' dans la
direction du? au point u¢.

Rappels et notations Nous présentons quelques rappels sommaires de calcul
différentiel qui vont étre utilisés dans la suite. Loin d’un cours de mathématiques,
ce paragraphe est surtout la pour fixer les idées et bien spécifier les notations qui
seront, utilisées ultérieurement.

Nous considérons une fonction h suffisamment réguliére de R™ dans RP.

h : R — Rp

(2.58)
u=(uy -, Un) = h(uy,-,um) = (hy, -, hy)

La premiére variation de la fonction h en u dans la direction du ou bien différentielle
de h en u , notée dh est définie par:

I=m
Suh = By (u) Suy (2.59)
=1

Dans le cas particulier ou p = 1, cette variation s’écrit tout simplement & partir du
gradient de h comme suit:

Suh = 5uTY h(u) (2.60)

Pour mémoire, ’écriture du gradient de h est:
)

Vhu)=| | (2.61)



2.4 Elément de contact diffus 3D 57

Application au calcul de §F En appliquant la relation (2.59) a F', nous sommes
en mesure d’écrire:

6F = Fx,6X1+ Fx,0%; + 6u V F (2.62)

d

Vd F est le gradient de F' par rapport au vecteur u®, c’est a dire:
u

-

VF
B F
VF=|"2 (2.63)
nF
oll nous avons introduit les notations
Fx; Fx;
VF=|Fxs | e VF=|Fx (2.64)
0 F:Xé

Il est important de noter que la troisiéme composante du vecteur V F est nulle car
mc

F ne dépend pas de la troisiéme coordonnée du nceud esclave comme nous ’avons
déja évoqué.

Expression de §z¢ En reprenant l’expression (2.62) pour la variation de dz¢,
nous obtenons: B
6X) '
szé=| X . (2.65)
EXl(SXl + EX25X2 + (5ud Vd F
u

soit encore,

1 T o 0
szt=06X1| 0 |+0X2| 1 |+ . (2.66)
Fx, Fyx, Sud VF

En utilisant la définition des vecteurs tangents 78 et & (2.45), il apparait que:
6z =X, T8 + 6 Xy 78 + dF (2.67)

ou les deux premiéres composantes du vecteur dF sont nulles. La troisiéme compo-
sante fait intervenir la variation de F' par rapport & u¢:

dFy = 6u?' V F (2.68)
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Dans cette partie, le calcul détaillé des quantités Fxc et F xi pour k = 1,2 et
1 = 1,...,n n’est pas présenté. Seule une expression générale est donnée. En reprenant
la définition de I’approximation locale introduite par ’équation (2.19) évaluée au
point x4, les relations suivantes sont obtenues:

Fxe = ﬁ&g a+p’axe

_ o (2.69)

F,x;; = P axi
oll p est la base polynomiale p évaluée en X; et X,. Il est & noter que la base
polynomiale ne dépend pas des nceuds x*, ce qui explique ’expression de F' Xi- Les
difficultés rencontrées sont liées a ’évaluation des grandeurs « x¢ et a Xi-

Expression discréte et résidu élémentaire de contact diffus

Il est maintenant possible de donner 1’expression discréte de la premiére variation
de g¢. Cette quantité est calculée en reportant la valeur de =< (2.67), dans 1'équation
de la définition de g2 (2.55) , nous obtenons alors:

5g¢ = sut’ N4 (2.70)
oit N2 est un vecteur & 3(n + 1) composantes dont I'expression est :
N
-1 VF
N& = ® (2.71)
lrg < =2
VF

Les trois premiéres composantes de ce vecteur prennent en compte seulement les
contributions du nceud z€:

X2 (2.72)

Dans le cas ou la méthode de pénalisation est utilisée, le résidu élémentaire de
contact est donc un vecteur a 3(n + 1) composantes donné par :

R} = —¢, g2 N4 (2.73)

ou €, est le paramétre de pénalisation.
2.4.2 Matrice tangente élémentaire de contact
Le calcul de la matrice tangente élémentaire de contact diffus nécessite le calcul

de la seconde variation de g¢. Comme pour la premiére variation, cette quantité
dépend des propriétés de 'approximation locale.
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Seconde variation de g¢
Cette seconde variation s’écrit de maniére générale en dérivant la relation (2.55) :
Adgl = A [(6z° — 6z?) - v (2.74)
ce qui est équivalent a:
Abgl = gov? . Avt — Asz® - v° (2.75)

Les difficultés rencontrées au cours de cette évaluation sont de la méme nature que
celles rencontrées pour la premiére variation, a savoir le calcul de Adz® qui va faire
intervenir la seconde variation de F. La seconde variation de ¢ est déterminée en
prenant la variation de la relation (2.67):

Adzd = A [6X1 ‘rf’ +6X, ‘rg + dF_‘] (2.76)
= §X) ATE + 06X, AT + ASX, T8 + AdX, 78 + AdF '

Le probléme qui se pose est ’évaluation du terme AdF . Les deux premiéres compo-

santes de ce vecteur étant nulles, la difficulté est liée & I’expression de la troisiéme

composante. En effet, cette derniére fait intervenir la variation du gradient VdF )
w

En utilisant les rappels que nous avons introduits dans la section précédente, nous
sommes en mesure d’écrire que:

A [Vd F] = su? [HpAul + TIAX, + ToAX, (2.77)

Nous considérons la matrice Hz appartenant a Ms(n41),3(n+1) Qui ne fait intervenir
que les contributions du nceud esclave ¢ et celles des nceuds z*. En fait, X est la
Hessienne de F'. T; est le gradient de F x, par rapport a ud.

Vc F,Xl [ Vc F,Xz
Vl F_le Vl RX2
Ti=|" et Ta=|7 (2.78)
L :BV,, F,Xl mV,, F,Xz
_ Foxx; _ F x,xi
ZF’XI = F,X,X; et ViF,Xl = lixlxg = 1,2 (279)
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—VFXi?T VFXCT VFXCT-
zc ’ 2! 1 zn 1
= T = T = T
VExs ViFxs N Fxs
0 e cee e e 0
Hp = _ _ _ 2.80
F V EF,T T (2.80)
< R m]_ 1 P it 1
= T P = T
_chF,xg m1F’X5' XF’XQ _
La quantité Adz? a alors la forme suivante:
Abz? = 6 X1 AT + 56X AT + ASXy T8 + AKXy 72 + d*F (2.81)
ol les deux premiéres composantes du vecteur d2F sont nulles.
0
d*F = 0 (2.82)

sud” [’HpAud + THAX, + 7-2AX2]

Expression discréte et matrice tangente

Nous admettons que les variations des coordonnées X; et X, ainsi que celles du
vecteur v sont de la forme:

5Xl = 5udT 81 et AX[ = SlT A'U,d = 1, 2

2.83
vt =Ubsut et AvS=U Aud (2:83)

ou &; (I =1,2) est un vecteur a 3(n+1) composantes obtenu en différentiant (2.47).
U est une matrice appartenant a M3 3(n41) calculée & partir de la relation (2.46). La
détermination de ces différents termes est présentée dans la partie 2.5.

La variation des vecteurs tangents est indispensable. En reprenant leur expression
(2.45), il apparait clairement que seule la troisiéme composante de cette variation
est non nulle. Nous montrerons dans la partie 2.5.2 que cette quantité s’écrit :

0
ATl = 0 1=1,2 (2.84)
D, Aud
Le vecteur Dy, est un vecteur & 3(n + 1) composantes qui s’exprime a partir de &
et 7; comme suit:
D, = F,Xlx1 S+ F,xlxg S:+Th

_ _ 2.85
D‘m = F,X2X1 S1+ F,X2X2 S22+ T ( )

Ces relations ainsi que le calcul de Adx? permettent d’écrire 'expression discréte
de la seconde variation de g9 :

Abg? = sud” Mé Ayl (2.86)
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oi la matrice M¢? est donnée par:

-1

Mé= ———
AT

(Hp + ST+ 82" + 81 DT+ 8:Dr") + iU U

La matrice tangente élémentaire de contact diffus K¢ est une matrice appartenant
a M(n41),3(n+1) €t sOD expression est la suivante:

K¢ = ¢, g8 M2+ e, NN (2.87)

Cette partie nous a permis de déterminer toutes les grandeurs indispensables &
la construction et I'implémentation de 1’élément de contact.

2.5 Calcul des variations

Dans la partie précédente, des expressions ont été admises sans spécifier leur
expression globale pour ne pas charger la description de 1'élément de contact. Ce-
pendant, cet élément de contact ne saurait étre complet sans ces grandeurs. La
partie & venir est consacrée a la mise en évidence de ces différents termes: calcul de
la variation des vecteurs tangents 74 et 72 et de la variation du vecteur ¥¢. Nous
terminerons par I’expression de la variation du vecteur a.

2.5.1 Calcul de 6X; et 6 X

Nous avons noté qu'’il était indispensable de connaitre les quantités 56X, et 6Xo.
Pour ce faire, nous considérons la relation (2.47) qui est différentiée:

§ [(z° — =) 18] =0 pour k=1,2 (2.88)
La définition de la distance normale g¢ conduit a:
§(x¢ — ) - T8+ glv% 678 =0 pour k=1,2 (2.89)

Reprenant la relation qui donne la variation (_Sa:d (2.@7), ainsi que celle donnant
la variation du vecteur tangent 72 (2.84), 6X; et 6X, doivent étre solutions du
systéme:

4 d _ _
m‘fl (5X1+m‘f2(5X2 = (ch'T{i‘*‘(sudT (”—T{i—g/\n‘r—g“ﬂ—F’Xle)
(1) 4
. d 3 3
md, 6X, + md6Xy = bz -T9+ sud” (W‘r{i_g/:ﬂ T2 — F’X"’Z F)
\

(2.90)
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ot nous avons introduit M?, une matrice appartenant a M, définie par:

d d _d__ gn =
mb = gd g I 9.91
SIS T g b (2.9)

La résolution du systéme (S;) ci-dessus nous conduit alors a:

- d — —_ —_
det M® ‘(5X1 = (5udT gn (mgz T — mtliz 7-2) - (mgz F,Xl - mtliZ F,XZ’) VF
e u

c d .d d d
+ oz -[m221'1 —mm‘rz]

d
detM? 6X, = Sud’ [”_’_g#d” (my T2 — m§y Ta) — (mf, Fix, — m§, Fx,) Z F]
+ x°- [m‘f1 84— mg ‘rld] )

(2.92

Nous notons finalement : _ r
(SXl = (S'U,d 81
§X, = out's,

Seules les grandes lignes du calcul de § X, et §X, ont été présentées dans cette partie.
Le détail peut étre trouvé dans la partie B.2 de ’annexe B.

(2.93)

2.5.2 Détermination de la variation des vecteurs tangents

Dans la partie 2.4.2, relation (2.84), I’expression suivante de la variation des
vecteurs tangent a été admise:

0
ol = 0 avec 1=1,2 (2.94)
D, T fud

Nous allons maintenant détailler ’obtention de cette expression. La premiére varia-
tion des vecteurs tangents est calculée en différentiant la relation (2.45):

0 0
sri=1 0 et o15=[0_ (2.95)
5F1,X1 (5F:X2

Seule la troisiéme composante de ces vecteurs est non nulle. Cette quantité s’exprime
a partir de la variation de F x, pour [ = 1,2. Au vue des dépendances introduites
pour F', nous pouvons écrire que:

5F,X1 = F,X1X15X1 + F,X1X25X2 + (5udT'T1
_ _ L ) . (2.96)
6Fx, = Fx,x,0X + Fx,x,0 X, +6ut T;



2.5 Calcul des variations 63

Nous avons introduit 73 et Tz les gradients de F'x, et F x, par rapport a la variable

ud: . _ .
V Ex V Ex,
V1 F_:X1 V]_ F_1,X2
Ti=|° et Ta=|" (2.97)
Vn F,Xl V,, F,Xz
L’expression finale des vecteurs D, et D,, est:
D, = F,xlxl S+ F,xlxg S+ Ty (2.98)

D‘m = F,X2X1 81 + F,X2X2 82 + 7-2.;

C_?es vecteurs nous permettent d’obtenir une expression vectorielle des variations de
Fx, et Fx,:
§Fx, = 6ud'D
X1 Poth (2.99)
0Fx, = 6u* Dy,

2.5.3 Calcul de la premiére variation du vecteur v¢

Le calcul de la variation du vecteur normal est basé sur quelques notions d’al-
gébre.

Un rappel

On considére la fonction norme ||.|| de R® dans R*. Pour un vecteur a de R® non
nul nous avons la formule suivante:

aléa
Slla|| = —— (2.100)
|
Cette relation permet d’écrire de maniére générale:
a 1 a a’
frm = —— (13 53— ———) Sa (2.101)
lall — llall \"°  llall [lall

Expression de 6v¢

La relation (2.101) peut étre appliquée directement au vecteur v pour obtenir:

1

=1
|71 A T2

(I3x3 . ududT) §[r1 A To] (2.102)

La difficulté est de parvenir a déterminer le produit vectoriel é [Ty A 72]. Grace a
la définition des vecteurs tangents, il apparait que ce produit fait intervenir les
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variations de Fx, et Fx, données par 'équation (2.99). Cette quantité peut alors
étre écrite comme le produit entre la matrice U et du< vecteur & 3(n+1) composantes
comme suit :

ovt =U su (2.103)

La matrice U appartient & M 3(»41). Elle s’écrit en fonction des vecteurs Dy, et Do,
introduits précédemment :

1 T —DT‘T
U= {lxs - v} | DT 2.104
YR % (210

La détermination compléte de ce terme peut étre trouvée dans la partie B.3 de
I’annexe B. Le produit 64 - Av® s’écrit alors simplement :

vt Avt =  sudT Apd

sudT UTU Aud (2.105)

2.5.4 Premiére variation de F’
Reprenant la définition de F', la forme générale de F x; et F x: est la suivante:

Fxg = pk:a+p’ox
(2.106)
F,x;; = p’ Q xi

Nous avons supposé dans cette expression que le vecteur a dépendait du point
d’évaluation qui est en fait la projection du nceud esclave sur le plan diffus. Comme
nous I’avons évoqué, a dépend des coordonnées du nceud esclave. Cette supposition
nous conduit & calculer la dérivée compléte de F' et non pas la dérivée diffuse. Le
calcul de la dérivée diffuse s’effectue en supposant que a ne dépend pas du point
d’évaluation. Pour le cas du traitement d’une surface de contact cette simplification
n’est pas admissible dans la mesure ou il y a autant de points d’évaluation qu’il
y a de nceuds en contact potentiel. Ce choix aurait considérablement simplifié les
calculs. En effet, c’est ’évaluation des dérivées de ax qui va étre la plus délicate.

P et o étant des vecteurs & 6 composantes, nous avons opté pour 1’écriture:

[ 1 xi | [ a1 xg ] [ D1 x¢ l
Q2 xi Q2 xe D2 x¢
axy= | S| aygm | S| g | AT b
Tk Lokt ™} A g ’ ’
Qs xi 05, x¢ Ps, xe
| Q6. xi | | @6,x¢ | Pe,xg |
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Il est & noter que la base polynomiale p ne dépend pas des nceuds xt, ce qui explique
'expression de F' Xi- L’évaluation de I’expression p x¢ n’engendre aucun probléme. Il
s’agit simplement de dériver des polyndmes ce qui conduit aux expressions suivantes :

] . ] ] . ]
-1 0
= 0 t = -1 (2.108)
Px;= —2(()(1 - Xf)) ¢ Pxs= 0 | '
— (X — X¢ —(X, — X¢
I 0 ] | —2(X2 — X3) |

Revenons sur la relation (2.39). A priori, nous sommes en mesure d’écrire:
_ c c 1 n
a = a( 1y X2’ ., ,T ) (2109)

Les fonctions poids utilisées ne considérent que la distance d* séparant un nceud
maitre du point d’évaluation dans le plan diffus. De ce fait, seule la différence zt—z¢
intervient. Nous pouvons méme affirmer que seules les deux premiéres coordonnées
de cette différence jouent un réle puisque d* est la distance dans le plan diffus
(cf. section 2.2.5). Il est aussi évident que I’expression (2.29) de la matrice P ne
dépend que de cette différence, et que les troisiémes coordonnées ne sont pas mises a
contribution. La dépendance de & en la troisiéme coordonnée des nceuds z* provient
du vecteur Z. Nous pouvons donc établir que I’expression générale de a est la
suivante:

alXi—- X8 Xi—- X5, X:) i=1,---,n (2.110)

Pour parvenir & exprimer a x; et & xi, nous procédons au changement de variable
suivant pour it = 1,--- ,n: _ _
Vi = Xi- X5,
Vi = X;-X3 (2.111)
4 X3

L’expression (2.110) devient alors:

a(V), V3, V3) (2.112)

Dans le cas du calcul de Q xi, ce changement de variable peut paraitre superflu
puisque qu’il conduit simplement &:

a’Xlt;=a,Vki kzl,,3 et i=1,---,n (2113)

Ce changement de variable est nettement plus intéressant pour le calcul de c x¢. En
effet, grace a lui, il apparait clairement que o x¢ peut s’exprimer en fonction d’une
somme sur l’ensemble des nceuds z*:
=n
axg=—9 oy k=12 et ax;=0 (2.114)

1=1
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soit encore en reprenant (2.113),

i=n

axg=-Y oy k=12 (2.115)
=1

La difficulté & résoudre est maintenant I’évaluation des quantités o xi pour k =
1,---,3eti=1,--- n.

Expression de « y;

Cette quantité est exprimée en reprenant la relation (2.25) et en la dérivant par
rapport 4 X3j. Nous obtenons alors la relation suivante :

[ (§ wipipiT> a] = [zin: w' X} pi] (2.116)
i=1 x3 X}

=1
rg 3

Cette grandeur est obtenue en dérivant de fagon classique un produit de fonctions.
Son expression se simplifie fortement en tenant compte du fait que les w’ et Pl ne
dépendent pas des XJ. Reprenant les matrices P et W introduites dans la partie
??, nous avons:

(P"WP) a y =w'p! avecj=1,---,n (2.117)

L’expression de « ,; est finalement obtenue en inversant la matrice PTWP:
3

ay =w [PTWP]™ p! (2.118)

Expression de « y;

La détermination de @ x; est un peu plus complexe que celle de Q x;- En effet,
dans ce cas précis, il faut prendre en considération la dépendance de P et W en la
variable X{. Nous repartons de (2.25) que nous dérivons cette fois par rapport & X ]

pour obtenir:
[ (Z wipipiT) a} = [Z w' X3 p'} (2.119)
x4 i=1

i - '
=1 ] le

En développant les différents termes nous obtenons:

(PrWP) ey = [y oo (o T 40 )

SN (2.120)
+ (w’X{ p’ +u’ pr{) X3
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Le vecteur p’ ; s’écrit simplement :
1

o

1

; 0

P = | ax] - x9)

(] - X;)
0

(2.121)

-

L’expression w’xj dépend des fonctions de poids choisies. Nous garderons, dans cette
1
partie cette expression générale. Finalement, a ,; est donné par la relation:
el

axg = (PWP) = [l #T 4 0 (Py o+ 0 )

b (i) ) e

Expression de « xi

Le calcul de a X3 s’effectue d’une maniére tout a fait similaire & ce qui a été fait

précédemment en remplagant X f par Xg:

(PTWP) ay = - [wfxgp" P+ (P’x P+ ”fng)] .

j . i ; (2.123)
+ (wy o o' P) X
L’expression du vecteur pjxj est:
2
[ 0
o]
; 1
p?xg = 0 (2.124)
(x{ - X§)
| 2(X3 — X35) |
Pour terminer, nous obtenons:
_ N YA Y DI &
ay = (PTWP) 1{_[wfxgp’p’ vl (0, 077+ P )] e -

o () )

2.5.5 Seconde variation de F'

Cette partie est consacrée a ’évaluation de tous les termes constituant la matrice
introduite par I’équation (2.80). Les difficultés vont concerner les dérivées du vecteur
Q.



68 Régularisation d’une surface de contact par approximation diffuse

Commencons par étudier les dérivées du type F Xix} ouk,l=1,---,3eti,j=
1,---,n. Cette quantité prend en compte les contributions des nceuds du solide
maitre. Comme la base polynomiale p ne dépend pas de ces nceuds cette quantité
s’exprime simplement:

—qnT i
Fxixi =P @ xixi (2.126)

ol nous avons noté:

N, xix;
O2,xix;

a3 X:xJ
Qyiyi = K (2.127)
Lokl "Nk a4,X,'chJ

%, xix]

| ¥6.xix]

Les dérivées croisées de F', faisant intervenir le nceud esclave et les nceuds de la
surface maitre sont un peu plus complexes a évaluer. Nous avons:

I ) T 5= —
F,x,gx{ =Px; Qxi +P Qyey j=1,---,n et k=1,2 (2.128)
Les dérivées secondes de F' ne concernant que le noeud esclave s’écrivent :
T T T T
Fxexs =Pxexs @+ Pxs 0xp +Pxe xg +P axexp kl=12  (2.129)
Les quantités du type o xexg et a XeX? sont déterminées en utilisant le changement

de variable que nous avons précédemment introduit :

i,j=n
oxexe = D Cyixi kl=1,2 (2.130)

;,j=1

i=n
ayxﬁxl,:—Za,szlj l=1,---,3; k=1,2 e j=1,---,n (2.131)

i=1

Il faut maintenant calculer toutes les dérivées secondes de a. Ces évaluations sont
basées sur des principes similaires & ceux utilisés pour les premiéres variations.

Expression de @ xixi

Cette quantité se détermine de fagon triviale en reprenant la relation (2.118).
Cette expression met en évidence le fait que o x; est indépendant de la troisiéme

coordonnée Xg pour tout 5 =1,---,n. On en déduit donc:

@iy =0 i,j=1-,n (2.132)
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Expression de Q xixi

Cette grandeur est évaluée en dérivant la relation (2.117) par rapport a X f pour
obtenir:

T o
{(PTWP) a,xé},xf = {w'p'} 4 (2.133)
Nous sommes alors en mesure d’écrire :

(PTWP) Q xixi = ['wfxf P+ (P{X{ P+ p P{X{T)] Q xi

+ (wa{pf + 'wjpj’X{) 8
(2.134)

Expression de « xix)

La détermination de cette grandeur est effectuée en utilisant un raisonnement
totalement analogue a ce qui a été fait pour « xixi Ce qui conduit & une expression

similaire & (2.134) :

PP e = -l (g )

+ ('U)‘jxép] + 'U)jpjyxg) 5,‘]‘
(2.135)

Expression de « yixi €6 @ yixs

La valeur a y;y; est calculée en reprenant la relation (2.120) et en la dérivant

par rapport X7 :

{(PTW'P) a,X;‘} = - { [wfx;‘ pi piT + 0 (p,ixf piT +pi p,iX;‘T)] o

Xj
+ (i '+t pyg) X}

1

X1
(2.136)
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En décomposant les différents termes, nous sommes en mesure d’écrire :

(PTWP) asixy = (W 0+ 200y Py 0 Py ) Xi0,

— :wfx;' p’ PiT + w' (P,ix;' PiT + Pi P,ix;'T)] & xi

e p Py s
= [ P T v 20, (P2 )

, . T . . T . . T
(2.137)

La quantité xixg st identique a I’expression (2.137) en remplagant X? par XJ.
Dans ces relations, nous avons noté:

Plyixi =

et pJ xixi

202

(2.138)

SO N OO O
OO OO o

Expression de a xixi €t « xix

Les dérivées croisées a y; s et a xj sont mises en évidence avec des méthodes
’ 1 1]
analogues. L'expression « y;y; (resp. a i) est évaluée en dérivant la quantité
P12 . a2
(2.120) (resp. (2.123)) par rapport X3 (resp. X}). Ceci conduit a:

i . -T Z . -T . . T
{(’PTW’P) a’X{} = — { [“’,x;’ p'pt +w (P,zx;' P' +p Py )] a

X3
i i i i i
+ (w’Xip +w p,x;) X3}

X3
(2.139)
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En appliquant les régles usuelles de calcul, nous obtenons:
(PTWP) ey = (W P+ g Py + 0y Py 40 Pl ) X3,
- [fo;- p'p" +u (pfx; p +pf pr;T)] a
- [y # P (P PP )
= [y P Py (R Py )
b (P Pl Py 0Py P P
+ wy (P )] ey

_ (2.140)
Le vecteur p?X{ x, st donné par:

Prixi = (2.141)

O = OO OO

0]

Il est important de noter que toutes ces quantités sont exprimées dans le repére
diffus R4.

Cette partie a été consacrée a I’évaluation de toutes les quantités nécessaires a
’écriture du résidu élémentaire de contact et de la matrice tangente de contact. Les
difficultés résident dans le fait que le contact est supporté non plus par les nceuds
d’une facette, mais par un nuage de nceuds. Les contributions de tous ces nceuds
doivent étre prises en considération au prix de calculs relativement complexes.

2.6 Implémentation et exemples

Cette méthode a été développée et implémentée dans le code par éléments fi-
nis SYSTUS [75]. Nous décrivons ici I'implémentation informatique de I’élément de
contact 3D diffus. Nous rappelons que la notion d’élément de contact ne correspond
pas a la notion d’élément fini mais & une structure de donnée qui associe le nceud
esclave a des nceuds de la surface maitre potentiellement en contact.

2.6.1 Implémentation

Les parties des solides qui sont en contact éventuel peuvent considérablement
évoluer au cours du processus surtout quand des grandes déformations sont considé-
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Fig. 2.5 - Approche INTP

rées. Pour détecter les zones de contact, un prétraitement est nécessaire. L’utilisateur
doit spécifier toutes les zones du solide esclave susceptibles d’entrer en contact. Pour
chacune d’entre elles, une zone maitre en vis-a-vis doit étre donnée. A ce niveau,
nous avons mis en ceuvre deux stratégies. Ces stratégies vont différer dans la déter-
mination des nceuds utilisés dans ’approximation.

Détermination des nceuds utilisés dans I’approximation

La premiére stratégie dite INT P conserve le support du maillage. Pour chaque
nceud esclave appartenant a une zone de contact esclave C;, la facette la plus proche
appartenant & la zone de contact maitre M* est déterminée et notée f:. Une fois
cette facette parfaitement connue, toutes les facettes adjacentes et les adjacentes
des adjacentes ... suivant le choix de I'utilisateur sont détectées. L’ensemble E* des
nceuds de 'approximation est défini comme ’ensemble des noeuds de toutes ces
facettes. L’élément de contact 3D diffus est alors constitué du nceud esclave et de
tous les nceuds de ’ensemble E* (Figure 2.5).

La deuxiéme stratégie appelée SC3D, utilise directement les noeuds issus du
prétraitement. Pour chaque noeud esclave appartenant a une zone esclave donnée
C;, le principe de régularisation est mis en ceuvre avec les nceuds de la surface
maitre M* en vis & vis. L’avantage fondamental de cette approche réside dans le fait
que les tris ne sont plus nécessaires. De plus, la notion de facette est complétement
inexistante puisque seuls les nceuds sont considérés. L’élément de contact 3D diffus
sera donc constitué d’un noeud esclave et de tous les noeuds appartenant a la zone
maitre antagoniste au nceud esclave (Figure 2.6). Ces deux approches ne différent
que sur l’aspect détection du contact et la régularisation de surface s’applique de
facon complétement similaire a ’une ou 'autre.
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Zone maitre

Fig. 2.6 — Approche SC3D

Choix de l’ordre de ’approximation

Quelle que soit ’approche utiliste INTP ou SC3D, il se peut que le nombre de
nceuds retenus ne soit pas suffisant. Ce probléme sera vraisemblablement plus cou-
rant pour 'approche INT P. Que faire alors quand le nombre de nceuds est inférieur
a 67 Dans cette situation, la matrice PWPT (cf 2.30), donnant la valeur du vecteur
a n'est pas inversible. L'idée est en fait de "descendre" I’ordre de I'approximation.
Dans ces cas extrémes, la base polynomiale utilisée est une base linéaire :

1
p=| X, - X¢ (2.142)
X, — XS

Seuls trois nceuds sont alors indispensables a la bonne marche du probléme, ce qui
sera toujours le cas.

Plan diffus

Un choix s'imposait pour la détermination du plan diffus. Fallait-il I'évaluer &
chaque itération? Ce choix nous est apparu coiteux et pas forcement judicieux.
En effet, calculer le plan diffus a chaque itération, implique des problémes dans les
variations. Il apparaissait nécessaire de tenir compte du changement de repére a
chaque itération ce qui rendait les expressions du résidu et de la matrice tangente
extrémement complexes. C’est pourquoi nous avons choisi de considérer le plan diffus
fixe au cours du processus itératif. A chaque début d’incrément de chargement apreés
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le prétraitement concernant les nceuds utilisés dans I’approximation, ce plan est
évalué et stocké pendant tout le pas.

2.6.2 Exemples

La suite de cette partie est consacrée a la présentation d’exemples pour mettre
en évidence I'efficacité de ’approche développée. Le contact est supposé glissant.

La méthode développée s’avére efficace face a des problémes de nature distincte.
En effet, la géométrie de la cible peut étre telle que des pénétrations importantes
peuvent surgir et dans ce cas, il semble intéressant de tenter de réduire cette péné-
tration. Dans d’autres situations, le probléme est tel que des difficultés purement
numeériques comme l'oscillation du vecteur résidu peuvent se produirent.

Contact entre une plaque et un cylindre rigide

Dans un souci de clarté, nous présentons en un premier lieu un exemple de
contact, solide rigide, solide déformable quasi 2D. Nous considérons le contact entre
un cylindre rigide et une plaque élastique de module d’Young E = 200000M Pa et
de coefficient de Poisson v = 0.3 (Figure 2.7). Les dimensions de la plaque sont les
suivantes :

— I =65mm
- L =20mm
- e=bmm

Le rayon du cylindre est de 100mm. Cette plaque est soumise & une pression im-
posée P = 200M Pa suivant la direction y sur la partie S, de sa frontiére et a& un
déplacement imposé suivant la direction z sur la partie S,. Le modéle éléments finis
ainsi que les conditions aux limites sont présentés sur la figure 2.8. Le solide maitre
est défini comme étant le cylindre rigide.

Cet exemple, en apparence relativement simple, met en évidence les problémes
qui peuvent étre éventuellement rencontrés avec ’approche étudiée. Dans un premier
temps la zone maitre est constituée de 8 mailles triangulaires et de 21 nceuds (2.9(a)).
Les deux stratégies, INT P et SC3D, sont mises en ceuvre pour traiter le probléme.
Dans le cadre INTP, 7 noeuds au plus seront utilisés dans I’approximation, ce
nombre dépendant de la facette maitre de référence considérée. Nous avons alors
constaté des difficultés géométriques qui ne se produisaient absolument pas dans
le cadre SC3D. Cette constatation nous a conduit & un des points fondamental :
le nombre de noeuds intervenant dans l’interpolation n’est pas suffisant ce qui a
pour conséquence de déstabiliser le systéme. Ainsi, la reconstruction de la surface
de contact ne peut étre effectuée correctement. Dans le cadre SC3D, les difficultés
disparaissent car les 21 nceuds issus du prétraitement sont choisis comme support de
l’approximation. L’utilisation d’un maillage plus dense de la zone maitre, 32 mailles
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Fig. 2.7 — Contact entre une plaque et un cylindre rigide

triangulaires et de 27 nceuds (Figure 2.9(b)) confirme totalement ce fait. En effet,
les problémes géométriques disparaissent avec ce nouveau maillage.

La forme de la cible pose quelques difficultés. Pour tenter de comprendre ces
problémes, nous étudions une partie particuliére de la cible (Figure 2.10). Un zoom
sur la configuration déformée obtenue avec un algorithme de contact n’utilisant pas
I’élément de contact diffus 3D est représenté sur les figures 2.11(b) et 2.12(b). Il est
trés net que la non-régularité du cylindre génére une forte interpénétration. Ce pro-
bléme est atténué en utilisant 1’élément de contact diffus 3D. Ceci est spécialement
visible sur les figures 2.11(a) et 2.12(a). Le contact n’a plus lieu sur une facette (un
plan), mais sur une surface qui suit tout & fait la forme du cylindre.

Pincement d’un tube entre deux plaques

Cet exemple traite un probléme de contact entre deux corps déformables en trois
dimensions. Un tube est pincé entre deux plaques paralléles identiques (Figure 2.13).
Les dimensions du tube sont les suivantes:

- 1 =200m
- r=90mm
- R =100mm

Les plaques ont pour dimensions:

- 1 =200mm
- L="175mm
- e=20mm

Compte tenu des symétries, seul le quart du dispositif est modélisé. Ce choix conduit
aux conditions aux limites suivantes (Figure 2.16):

- U, = 0 dans le plan OY Z
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fr“

(a) Modele éléments finis et chargement

i

(b) Modéle éléments finis: vue 2D

Fig. 2.8 — Contact entre une plaque et un cylindre rigide: modéle éléments finis
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(a) Maillage grossier

(b) Maillage plus raffiné

Fig. 2.9 — Contact entre une plaque et un cylindre rigide: zone de contact maitre
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Zoomsur cette partie

Fig. 2.10 — Contact entre une plaque et un cylindre rigide: configuration déformée

~ Uy = 0 dans le plan OXZ
- U, =0 dans le plan OXY

La modélisation géométrique d’un quart du tube est réalisée avec 432 éléments
volumiques et celle de la plaque avec 192 éléments volumiques (Figure 2.17). La
modélisation géométrique du contact conduit 4 la définition de deux zones de contact
potentiel :

— la surface maitre est une partie du tube supérieur modélisée par des éléments
a trois nocuds;

— la surface esclave est une partie de la plaque modélisée par des éléments sur-
faciques & quatre nceuds (Figure 2.18).

Le modéle mécanique des matériaux est dans un premier test élastique et dans
un second test le comportement élastoplastique est considéré. Les matériaux de la
plaque et du tube ont les mémes propriétés mécaniques :

— Module d’Young E = 2000000 Pa
— Coefficient de Poisson v = 0.30
- Limite élastique o, = 400M Pa
— Pente d’écrouissage H = 3450M Pa

Le chargement consiste en un déplacement vertical imposé de 100mm a 1’extré-
mité de la plaque (Figure 2.16). Dans le cas élastique, ce chargement est appliqué par
pas de 2.5mm. Dans le cas plastique, I'incrément de chargement est réduit a 1mm.
Pour un comportement élastique, le test est réalisé avec un algorithme du contact
classique et un algorithme mettant en ceuvre la régularisation de surface. Dans les
deux cas, le calcul peut étre mené a son terme. Cependant, en utilisant la procédure
de régularisation, le colt itératif peut étre réduit. En effet, sans régularisation le
nombre d’itérations est 374. Celui ci est réduit & 322 avec régularisation soit une
diminution de 14% du nombre d’itérations (cf Tableau 2.14). Les figures 2.19 et 2.20
présentent 1’évolution de la configuration déformée.
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ISOVALEURS

Uy
Temps 5.000000
Deformee X 1.000000

Min = -6.39709
Max = 0.0778575

- -5.80846

-5.21983
-4.6312
-4.04257

(a) Avec approximation diffuse

ISOVALEURS

Uy
Temps 5.000000
Deformee X 1.000000

Min = -6.43412
Max = 0.0415881

-
L
=
i
EZZA
Em
s

-5.84542
-5.25672
-4.66801
-4.07931
-3.49061
-2.90191
-2.31321
-1.72451
-1.1358
-0.547103

(b) Sans approximation diffuse

Fig. 2.11 — Zoom sur la configuration déformée au temps 5
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ISOVALEURS

Uy
Temps 10.000000
Deformee X 1.000000

Min = -7.39593
Max = 0.000123771

-6.72357
-6.0512
-5.37883

-3.36172
-2.68935
-2.01898
-1.34481
-0.672245

LD

(a) Avec approximation diffuse

ISOVALEURS

Uy
Temps 10.000000
Deformes X 1.000000

Min = -7.08988
Max =0

e PN

-

g *580081
5.15627

(b) Sans approximation diffuse

Fig. 2.12 - Zoom sur la configuration déformée au temps 10
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Fig. 2.13 — Pincement d’un tube entre deux plaques

Approche INTP | Approche SC3D | Approche classique
Nombre d’itérations 322 330 374

Fig. 2.14 — Pincement d’un tube entre deuz plaques: nombre d’itérations (élastique)

Dans le cas d’un comportement plastique, la réduction du coit est un peu plus
faible a savoir 3%:

Approche INTP | Approche classique
Nombre d’itérations 527 544

Fig. 2.15 ~ Pincement d’un tube entre deux plaques: nombre d’itérations (plastique)

Les configurations finales obtenues avec une procédure classique sans régularisa-
tion et avec ’algorithme développé sont présentées sur la figure 2.21

Contact entre deux tubes

Un tube droit est posé sur un autre tube qui lui est perpendiculaire. Le contact
initial est ponctuel (Figure 2.22). Le tube intérieur est encastré a une extrémité et
son autre extrémité est libre. Le tube supérieur est lui aussi encastré a une de ses
extrémités et Pautre est soumise 4 une force verticale répartie sur sa circonférence.
La force totale est égale 4 150 KN appliquée en 75 incréments. La modélisation
géométrique des tubes est réalisée par des éléments volume parallélépipédes a 8
nceuds (Figure 2.23). La modélisation géométrique du contact conduit a la définition
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Fig. 2.16 — Pincement d’un tube: chargement et conditions aux limites
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Fig. 2.17 — Pincement d’un tube entre deur plaques: modéle éléments finis

Fig. 2.18 — Pincement d’un tube entre deuz plaques: zones de contact
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ISOVALEURS
Uz
Temps 50.000000
Deformee X 1.000000

Min = -50
Max = 0.111442

(a) U, = 50mm

ISOVALEURS
Uz
Temps 70.000000
Deformee X 1.000000

Min = -70
Max = 0.178024

(b) U, = T0mm
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Uz
Temps 80.000000
Deformee X 1.000000

Min = -80
Max = 0.220162

-72.7073
-65.4145
-58.1218

g
g

-43.5363
-36.2435
. -28.9508
-21.6581
- -14.3653
-7.07258

il

f

(a) U, = 80mm

ISOVALEURS
Uz
Temps 100.000000
Deformee X 1.000000

Min = -100 .
Max = 0.379063

-80.8746
-81.7493
-72.6239
-63.4985
-64.3732
-45.2478
-36.1224
-26.997

-17.8717
-8.74631

BRC00ARERNN

E——

(b) U, = 100mm

Fioc 92 90 — Eunlution de la confiauration déformée
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ISOVALEURS
Uz
Temps 100
Deformee X 1
Ret.Calcul Global

Min = -100
Max = 0.396143

(a) U, = 100mm, sans régularisation

ISOVALEURS
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Temps 100.000000
Deformee X 1.000000

Min = -100
Max = 0.379063

-80.8746
-81.7493
-72.6239
-63.4985
-54.3732
-45.2478
-36.1224
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(b) U, = 100mm, avec régularisation

Fig. 2.21 — Confiquration déformée : sans et avec réaularisation
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Fig. 2.22 — Contact entre deuz tubes

de deux zones de contact potentiel:

— la surface maitre est une partie du tube supérieur modélisée par des éléments
a trois noeuds;

— la surface esclave est une partie du tube inférieur modélisée par des éléments
surfacique & quatre nceuds (Figure 2.24).

Les dimensions des tubes sont les suivantes:

— Liny = 500mm
~ Tiny = 100mm
= €iny = 20mm
— Lgyp = 525mm
— Tgup = o0mm
~ esyp = 10mm

Le modéle mécanique des deux matériaux est élastique. Les deux tubes sont faits
du méme matériau dont les propriétés mécaniques sont les suivantes:

— Module d’Young E = 150000M Pa
— Coefficient de Poisson v = 0.30

Ce probléme a été considéré pour étudier le coit de 'approche quand il n’y pas
beaucoup de nceuds entrant en contact au cours du processus. En effet, le contact
initial est ponctuel et seul un nceud est en contact a la fin. Sur un probléme comme
celui ci, le nombre d’itérations est augmenté, de maniére plus significative pour
I’approche SC3D. Ceci peut étre expliqué par la taille des matrices tangentes que
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Fig. 2.23 — Contact entre deux tubes: chargement et conditions auz limites
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ESCLAVE

Fig. 2.24 — Contact entre deuz tubes: zones de contact
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nous construisons pour 1’élément de contact alors que trés peu de nceuds sont en
contact. La taille des matrices est d’autant plus importante pour I’approche SC3D
car tous les nceuds de la zone de contact (Figure 2.24) sont pris en compte dans la
détermination de ’approximation. Dans le cas INT P, ce nombre est réduit puis-
qu’une présélection est effectuée en détectant la facette la plus proche associée a
chaque nceud esclave. Pour information, la figure 2.26 présente ’évolution de la

Approche INTP | Approche SC3D | Approche classique
Nombre d’itérations 307 339 204

Fig. 2.25 — Contact entre deur tubes: nombre d’itérations (élastique)

configuration deformée.

2.7 Conclusion

‘Ce chapitre a été consacré a la présentation d’une procédure de régularisation
d’une surface de contact issue de la discrétisation par éléments finis. Cette approche
apparaissait comme une étape indispensable pour améliorer le traitement du contact.
En effet, une surface de contact résultant d’un maillage par éléments finis est seule-
ment différentiable par morceaux ce qui peut étre source de difficultés numériques.
Nous avons choisi d’utiliser ’'approximation diffuse pour régulariser la surface.

L’originalité de I’approche proposée par rapport a celle présentée dans l'intro-
duction [62, 80] tient en deux aspects. Le premier concerne les nceuds utilisés dans
I’approximation. Les nceuds participant a4 'approximation ne sont plus seulement
les nceuds d’une facette de référence et de ses voisines les plus proches mais des
nceuds appartenant 4 un ensemble que nous avons défini comme la zone de contact
du solide maitre. Cette considération a une répercussion directe sur la gestion de
la recherche des candidats au contact. En effet, I’association nceud esclave—facette
présentée dans la partie 1.4 n’a plus lieu d’étre. L’étape de tri ou de recherche du
contact par buckets par exemple est ainsi évitée. La seconde originalité de I’approche
proposée vient du fait que la surface de contact régularisée est obtenue par une suc-
cession d’approximations locales qui dépendent des nceuds de la surface maitre mais
aussi des nceuds du solide esclave.

La régularisation conduit & une nouvelle description de la surface de contact.
Il a ainsi été nécessaire de faire des choix basés sur des constatations numériques
notamment pour la définition de la pénétration diffuse. La pénétration diffuse a
été définie en projetant sur l’approximation locale et non sur la surface diffuse.
Nous avons aussi souligné la difficulté d’implémentation d’une telle approche. En
effet, la construction de I’élément de contact 3D diffus nécessite les variations de
gi. C'est ceci qui est le plus délicat. Il faut parvenir a évaluer cette quantité en
utilisant les propriétés intrinséques de la surface régularisée et ce n’est pas chose
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Uz
Temps 50.000000
Deformee X 1.000000

Min = -2.50393
Max = 0.00370287

-2.048
-1.82003
-1.59207
e

= -1.13613
-0.908165
—— .0.680198
S .0.452231
-0.224264

1

(a) F,=50 KN

ISOVALEURS
Uz
Temps 100.000000
Deformee X 1.000000

Min = -5.04098
Max = 0.00682628

(b) F,=100 KN

Fio 92 98 — Contact entre denr tubes : confiouration déformée
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aisée. Force est de constater que cette approche n’est pas exploitable en ’état pour le
contact frottant. En effet, la prise en compte du frottement nécessite la connaissance
de coordonnées matérielles, que nous ne possédons pas en écrivant les grandeurs
comme nous les avons présentées. Ce probléme pourrait étre résolu en redéfinissant
lapproximation locale avec un autre paramétrage, ce qui se trouve étre complexe.
Cette lacune est la principale critique que nous pouvons faire 3 I’approche développée
et c’est aussi I'inconvénient majeur. Cependant, cette méthode se révéle relativement
efficace pour le contact glissant.
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3.1 Introduction

Le traitement du contact méne a des inégalités variationnelles. Pour résoudre
ce probléme, plusieurs méthodes numériques ont été développées. Nous avons choisi
d’utiliser, dans SYSTUS, la méthode de pénalisation. Cette méthode peut étre faci-
lement développée dans un code par éléments finis. Néanmoins, le choix optimal du
paramétre de pénalisation est souvent délicat [53]. Un ajustement automatique de
cette quantité semble nécessaire [50]. Le but de la stratégie que nous proposons est
d’ajuster le paramétre de pénalisation en fonction de 'interpénétration entre solides.

Les phénoménes de contact produisent des fortes non-linéarités. La méthode
de Newton est généralement employée pour résoudre ces problémes. Cependant,
quand trop de changements de statuts de contact se produisent, les algorithmes
de Newton Raphson peuvent ne pas converger. Dans ce contexte, un algorithme
d’ajustement automatique du chargement peut &tre utilisé [29, 32, 77]. Trop de
nceuds entrant en contact simultanément peuvent occasionner des difficultés dans
la solution. L’idée principale de la méthode que nous développons est de limiter le

93
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nombre de changements de statut de contact sur un pas de chargement.

Dans une premiére partie, nous présentons deux approches pour tenter de réduire
les difficultés liées a la pénalisation. Ceci concerne le lissage de la loi de pénalisation
et 'ajustement automatique de la pénalisation. Dans une seconde partie, ’ajuste-
ment automatique de I'incrément de chargement est mis en évidence. Pour terminer,
Vefficacité des approches développées est illustrée par des exemples.

3.2 Traitement de la pénalité

Nous considérons «* un noeud esclave potentiellement en contact avec une facette

maitre f.. Ce noeud est supposé en contact a l'instant ¢ et il est encore en contact
a l'instant ¢t + At (Fig. 3.2). Nous avons vu dans la partie 1.3.5 que la méthode de
pénalité estime la force normale de contact associée au nceud x* en fonction de la
pénétration gk :
k ko .k
T, =< —g, > ¢, (3.1)

Le coefficient de pénalisation eF est calculé a partir du terme diagonal maximal de
la matrice de rigidité associée au nceud esclave z*. Ce coefficient mesure la rigidité
locale au nceud considéré. Au début de chaque incrément de chargement, cette valeur
est évaluée et conservée tout au long du pas considéré. La valeur de ce paramétre
peut fortement perturber le processus. Dans certaines situations, la raideur locale
peut étre trés différente de la raideur globale de la structure. Dans ce cas, de sérieuses
difficultés de convergence peuvent apparaitre. Pour tenter de réduire ces difficultés,
une des stratégies consiste a régulariser le coefficient ££.

3.2.1 Reégularisation du paramétre de pénalité

Le coefficient ££ est régularisé de sorte que la force normale de contact T* présente
I’évolution mise en évidence par la figure 3.1. La force normale de contact s’exprime
alors comme suit :

Th = —6(gk)er (3.2)
ou la fonction ¢ est donnée par:
( gk si gk < —¢
ky — gkz g e 3.3
¢(gn) = 4 Il s |gkl<e (3.3)
L 0 sinon

Les intéréts d’un tel lissage sont multiples. D’une part la dérivée est continue a
'origine. Ceci améliore le changement de statut de "non contact-contact". D’autre
part, lorsque |g¥| < ¢, la pénalité apparente est plus faible, ce qui permet un meilleur
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Fig. 3.1 — Lissage de la force de contact

conditionnement quand la pénalité est trop importante. Une autre stratégie peut étre
envisagée pour tenter de réduire les difficultés liées 4 la pénalité : I'ajustement de la
pénalité au cours du processus. C’est ce que nous proposons dans la suite.

3.2.2 Ajustement automatique du paramétre de pénalité

Nous considérons toujours un nceud en contact & I'instant ¢ et toujours en contact
a l'instant ¢ + At. L’objectif de I’ajustement est de parvenir & donner une expres-
sion du paramétre de pénalité a I'instant ¢ + At en utilisant les quantités connues
4 t aprés convergence. Lorsqu’on résout un probléme en utilisant un algorithme de
Newton, la solution recherchée est obtenue & une précision prés. Cette remarque
s’applique notamment aux déplacements. Or la pénétration est ni plus ni moins un
déplacement normal. Alors, pourquoi essayer de satisfaire la solution parfaite g, = 0
alors que les déplacements ne sont pas totalement exacts? Le paramétre de péna-
lité va étre ajusté a partir de cette considération. L’algorithme proposé ajuste le
paramétre de pénalité en fonction de la précision exigée pour la pénétration. D’une
part, une pénétration trop importante, c’est a dire inacceptable d’un point de vue
physique, signifie que le paramétre de pénalité est trop petit. Ainsi, il semble né-
cessaire d’augmenter ce paramétre. D’autre part, si la pénétration est acceptable, le
paramétre de pénalité peut étre diminué ou bien gardé tel que. Nous avons introduit
dans les phrases précédentes deux termes fondamentaux pour la suite: inacceptable
et acceptable. Dans la mesure ou une précision Py, est requise en déplacement, une
pénétration acceptable d’un point de vue physique est une pénétration qui est de
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lordre de grandeur de cette précision Fgp. Par conséquent une pénétration inac-
ceptable d’un point de vue physique est une pénétration supérieure a la précision
requise en déplacement.

Notion de précision requise en pénétration

Pour ce faire, nous introduisons les précisions requises en pénétration. Nous consi-
dérons g,,., la valeur maximale de la pénétration autorisée, qui sera en quelque sorte
la borne supérieure de I'erreur en pénétration. Nous considérons de méme g,in pé-
nétration minimale autorisée qui est la borne inférieure. Quand il y a contact, nous
souhaitons donc obtenir:

Omin S |gn| S Imaz (34)

ou les quantités g,,in €t gmaz sont des quantités spécifiées par 1'utilisateur avec:

Omin ™~ Pdep et 9maez ™~ Pdep (35)

Stratégie

La stratégie que nous allons présenter a été mise en ceuvre pour des éléments
de contact nceud a nceud, “nceud-facette” mais aussi pour ’élément de contact 3D
diffus. Puisque la formulation nceud & noeud peut étre considérée comme un cas
particulier de la formulation “nceud-facette”, et que la description de 1’élément diffus
est un peu complexe au niveau des notations, nous n’allons appliquer la stratégie
proposée qu’au cas “nceud-facette”. Cependant, I’extension aux diverses formulations
ne pose aucun probléme. La pénétration aprés convergence a l'instant ¢ est notée
tgk et celle 4 I'instant ¢ + At est **4tg%. Le paramétre de pénalité du noeud z* a
I'instant ¢ (respectivement ¢ + At) est ek (t+Atek),

Pour un nceud ¥, le paramétre de pénalité 4tk va s’exprimer comme suit :

Atk = F(1'9E], Gminy Gmac) ek (3.6)

La difficulté est maintenant de donner I’expression de la fonction F. Si la pénétration
a l'instant ¢, aprés convergence, est plus grande que la valeur maximale autorisée
9maz, alors la solution n’est pas optimale (Figure 3.3). Pour réduire cette pénétration,
il faut donc augmenter le paramétre de pénalité. Autrement dit:

98| > Gmae => A%k >t ek (3.7)

Dans le cas ou la pénétration est acceptable (Figures 3.4 et 3.5), le paramétre de
pénalité peut étre conservé ou diminué:

95| < Gmin => Ok <Pk (3.8)
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Configuration au temps t

Configuration
au temps t+ At

Maitre

Fig. 3.2 — Situation

Configuration au temps t

Esclave

Maitre

be ~

Fig. 3.3 - Augmentation du paramétre de pénalité
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Configuration au temps t

Maitre

Fig. 3.4 — Diminution du paramétre de pénalité

Configuration au temps t

Esclave

Fig. 3.5 — Stabilité du paramétre de pénalité
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Finalement, nous avons ’expression de F:

¢ |tk
|_g7i st |tg£| > GYmaz
Imaz
F(I'8l, mins Gmaz) = 'gal . ] < g (3.9)
Imin " e
! sinon

La stratégie établie, il apparait indispensable de voir comment elle s’insére dans un
algorithme de contact.

3.2.3 Algorithme détaillé de la méthode de pénalité avec pa-
ramétre ajustable

L’algorithme détaillé de la méthode de pénalité avec 'ajustement automatique
est présenté dans le tableau 3.1. Il est important de noter que nous ne présentons ici
que I'ajustement du paramétre lié a la force normale de contact. En effet, I’extension
a la force de frottement ne pose aucun probléme.

L’algorithme présenté détermine a la premiére itération de Newton du premier
incrément de chargement, un paramétre de pénalité de référence noté k. Ce pa-
ramétre est déterminé a partir du terme maximal de la matrice de rigidité. Il est
clair que I’ajustement ne peut commencer qu’a partir du deuxiéme incrément de
chargement.

Cette partie a été consacrée a la présentation de techniques utilisées pour tenter
de réduire les difficultés liées & une mauvaise pénalité. L’algorithme d’ajustement
automatique est basé sur des considérations empiriques. Nous avons choisi d’ajuster
la pénalité en controlant la pénétration. Ce choix peut étre expliqué en considérant le
critére de convergence de la méthode de Newton. L’idée est d’imposer une précision
de convergence pour la pénétration.

3.3 Ajustement du pas de temps

Les non-linéarités du contact, qui plus est en grandes déformations, conduisent
inévitablement & l'utilisation d’une approche incrémentale. L’état mécanique d’un
systéme sera donc défini pour un chemin de chargement donné. Il faut alors déter-
miner le chemin le plus efficace possible d’'un point de vue numérique. Dans le cas
des problémes de contact, les difficultés sont étroitement liées aux changements de
statut de contact au cours du processus. L’idée de base est de parvenir & ajuster I'in-
crément de chargement en fonction des changements de statuts de contact et plus
particuliérement des entrées en contact. La méthode que nous mettons en ceuvre
dans ces travaux va s’appuyer sur cette considération.
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[1]. Boucle sur les incréments de chargements t > ¢4
[2]. Boucle sur les itérations d’équilibre i < ,,42
» Boucle sur tous les éléments
Détermination des matrices tangentes élémentaires et des résidus K., !R,

» Boucle sur tous les éléments de contact
Détermination de 1’état de contact du nceud contacteur z*
Calcul de la force normale de contact TF

(a) Evaluation du paramétre de pénalité ick

ek sii=0 et t=1
{ i—1En sinon
(b) Détermination de la condition de contact en utilisant le gap g
Sitgk > 0 goto (e)
(¢) Expression de la force de contact
Tt =t

(d) Expression du résidu de contact et de la matrice de contact K., R,
(e) Continue

» Résolution des équations d’équilibre

[(K.+ K] !0u='!R.+'R,
» Test de convergence
¢ ¢ > Prec alors goto [2]
3R +; Bl { < Prec alors goto [3]

[3] Fin des itérations d’équilibre
» Ajustement du parameétre de pénalité

tgk .

t .k _ n_t stk

En = — &, 81 °Gn > Omaz
gmaz‘
tgk .

t.k __ n t stk

En = — €y S Gn < Ymin
Imin

teh = itk sinon

» Actualisation de la solution
[4]. Fin de boucle sur les incréments de chargement

Tab. 3.1 — Algorithme de la méthode de pénalisation avec ajustement du paramétre
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3.3.1 Description de la stratégie

Lorsqu’un probléme de contact est résolu, entrée en contact d’un trop grand
nombre de nceuds simultanément peut perturber fortement le processus itératif de
Newton. Ainsi, semble-t-il intéressant d’ajuster automatiquement le pas de temps
comme ceci a été fait dans [1, 29, 77]. L’idée de la méthode que nous proposons ici,
est de limiter le nombre d’entrées en contact pour un incrément de chargement donné
4 un nombre N, spécifié par 'utilisateur. Nous considérons At 'incrément de char-
gement courant. De maniére générale, cet incrément de chargement et I'incrément
corrigé At., sont liés par une relation de la forme:

Ateor = BAE (3.10)

ol B est un facteur multiplicatif qui doit étre déterminé. Ce facteur S va étre
construit de sorte que le nombre d’entrées en contact sur le pas de temps cor-
rigé Atco, soit limité au nombre N,. Une des quantités qui permet la détermination
de I’état de contact est la distance normale de contact. De ce fait, le facteur 8 va
s’exprimer 3 partir de considérations géométriques comme suit :

B ="P(gk, %) (3.11)

ott k = 1..., Ny, Ny est le nombre de nceuds qui sont susceptibles d’entrer en
contact. La quantité g¥ (resp. *+4%g¥) représente la distance normale de contact du
nceud z* au temps t (resp. t + At).

3.3.2 Détermination de
Considérons un nceud esclave z* susceptible d’entrer en contact avec une facette
maitre. Nous ne présentons pas ici I’association nceud-facette. Dans un souci de
clarté et de simplicité, nous supposons que la facette de référence est stationnaire
entre les temps ¢ et t + At et que le nceud reste en contact avec la méme facette.
Deux situations peuvent se produire: le nceud «* considéré n’est pas en contact &
I'instant ¢ et il n’est toujours pas en contact a I'instant t+ At (Figure 3.6(a)); le nceud
étudié peut ne pas étre en contact a I'instant ¢ et étre en contact a I'instant ¢ + At
(Figure 3.6(b)). Pour chaque nceud z*, un scalaire B; est introduit. Ce scalaire est
déterminé de sorte que le nceud x* soit exactement en contact a I'instant ¢ + Atcor
(Figure 3.7).

Expression de §; pour un nceud donné zk

Nous cherchons le nouveau pas de temps At tel que le nceud z* considéré entre
exactement en contact. Pour ce faire, nous allons utiliser de simples considérations
géométriques. Nous introduisons la normale n 4 la facette de référence. Nous notons
Aty e déplacement du nceud * entre les temps ¢ et ¢+ At. La composante normale
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Configuration
au temps t

Configuration au
. femps t+At

(a) Pas de contact entre t et t + At
Configuration au temps t

Configuration
au temps t+At

Maitre

(b) Entrée en contact entre ¢ et t + At

Fig. 3.6 — Neeud potentiellement en contact
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Configuration
_au temps t

Configuration
o AU temps 1+AL

Maitre

Fig. 3.7 — Situation désirée

de ce déplacement est en fait exactement la différence entre les distances normales
atett+ At ie.:
Atuﬁ _t gs _t+AL g:cl (312)

L’incrément de chargement corrigé doit faire en sorte que le point z* soit en contact.
De ce fait, la distance normale +2ter gk doit étre nulle:

Hiteor gk = 0 (3.13)
La composante normale 2t uf se réduit donc a: '
Bleoryf = tgh (3.14)

Nous pouvons alors établir une relation empirique entre les incréments de charge-

ment comme suit : t K t+ALk
At - 'gp — 9n

(3.15)
Ater — gk
En conséquence, les deux incréments de chargement sont liés par:
Ateor = B At (3.16)
ot le coefficient B3 est défini pour un nceud spécifique,
t k
Br = ﬁ—g"— (3.17)

t+A
gn — + tgft

Généralisation

Le coefficient 3 est calculé en considérant tous les noeuds susceptibles d’entrer
en contact. Tous les termes B; sont évalués et classés dans ’ordre croissant :

Bi £ B < ... < Bu, (3.18)
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Configuration au temps t

Configuration
au temps t+ At

——
—
—
——
—

1 t4Atagk
] gn

Maitre

Fig. 3.8 — Déplacement

ou N, est le nombre de nceuds potentiellement en contact.

L’objectif de ’approche proposée est de limiter le nombre de nceuds entrant en
contact entre les temps ¢ et ¢ + At 4 un nombre N, spécifié par I'utilisateur. 3 est
en fait choisi comme le N;*™€ terme de la suite des coefficients 3y :

B = Bn, (3.19)

Aprés des considérations théoriques, nous allons présenter le détail de I’algorithme
avec son implémentation.

3.3.3 Algorithme détaillé de ’ajustement automatique du pas

Cette partie est dédiée a la présentation compléte de I’algorithme d’ajustement
automatique de I'incrément de chargement. L’utilisateur doit donner un entier N, qui
est en fait le nombre d’entrées en contact maximum souhaitées sur un incrément.
Nous considérons que la configuration a l'instant ¢ a été évaluée et nous voulons
déterminer la configuration a l'instant ¢t + At avec éventuellement un ajustement
automatique de I'incrément de chargement. Dans un premier temps, une prédiction
de la situation a ¢ + At est effectuée. Pour ce faire, nous laissons le processus ité-
rer une seule fois. Pour chaque nceud en contact potentiel =¥, le coefficient Si est
calculé & la premiere itération de Newton du temps ¢ + At. En réalisant une boucle
sur tous les nceuds du corps esclave, 3 est évalué. Une fois cette quantité connue, le
processus itératif de Newton au temps ¢ + At est donc interrompu. L’incrément de
chargement est diminué ou augmenté en utilisant le facteur 8. Le nouvel incrément
Atcor de chargement est alors évalué par la relation (3.10). Cependant, il se peut que
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ce nouvel incrément de chargement soit trop petit, ce qui nous a conduit a intro-
duire un pas de temps minimum spécifié par l'utilisateur Atmin. Il en est de méme
pour un incrément de chargement trop grand avec I'introduction d’un incrément de
chargement maximum Aty,,,. Le calcul est alors repris avec ce nouveau pas Atcor.
Le schéma de I’algorithme est détaillé par le tableau 3.2.

3.4 Exemples

L’efficacité des deux algorithmes proposés est mise en évidence dans cette partie
par différents exemples. Les améliorations constatées avec l'utilisation de l’algo-
rithme d’ajustement du parameétre de pénalité sont de deux natures complétement
différentes. D’une part, la mise en ceuvre de cette stratégie peut considérablement
ameéliorer la convergence. En effet, dans certaines situations un coefficient de péna-
lité trop grand conduit 4 des matrices mal conditionnées et ceci peut provoquer la
non-convergence du probléme étudié. Dans ce cas I'algorithme diminue le paramétre,
ainsi les problémes numériques disparaissent et la convergence est obtenue. D’autre
part, certains problémes peuvent converger mais il se peut alors que la pénétration
ne soit pas forcement "bonne". L’algorithme proposé va alors de par le choix des
valeurs gmaz €t gmin conduire a des valeurs de la pénétration que désire I’utilisateur.
Nous pouvons parler de convergence en pénétration.

Les apports de ’ajustement automatique du pas sont d’ordres distincts. En effet,
cet algorithme peut étre efficace dans des situations ou I'incrément de chargement
préalablement défini est trop grand, créant ainsi des problémes de convergence. Dans
ce cas précis, la diminution du pas s’avére d’une grande utilité. Dans d’autres situa-
tions, le pas choisi au départ peut étre sous-dimensionné par rapport au probléme
traité. Ce pas trop petit engendre un colit numérique qui n’a pas lieu d’étre et une
augmentation de I'incrément de chargement peut s’avérer intéressante.

3.4.1 Aplatissement d’une calotte sphérique

La structure étudiée est une sphére de rayon moyen 100mm et d’épaisseur 2mm.
Cette sphére est soumise & une pression interne qui la fait grossir et s’aplatir contre
une structure infiniment rigide. Pour des raisons de symétrie, la structure est seule-
ment modélisée sur un secteur de 45 degrés. Les caractéristiques de la sphére sont
E = 50000M Pa et v = 0.3. Un modéle bidimensionnel axisymétrique est utilisé.
La pression interne est appliquée jusqu’a P = 200M Pa par pas de 5M Pa. La géo-
métrie et le chargement sont donnés sur la figure 3.9. Ce test a été réalisé avec et
sans frottement. Dans le cas du contact glissant, le probléme peut étre mené a son
terme sans soucis. L’évolution de la configuration déformée est visible sur la figure
3.11. Dans ce cas, notre choix d’incrément initial conduit & 40 pas pour atteindre le
chargement imposé. L’algorithme d’ajustement automatique de l'incrément de char-
gement s’avére trés efficace pour augmenter I'incrément et donc réduire le coit au
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[0]. Décodage des données
[1]. Boucle sur les incréments de chargements ¢ > t,,,.
» Initialisation de Iy,
[2]. Boucle sur les itérations d’équilibre i < 4,45
» Boucle sur tous les éléments
Détermination des matrices tangentes élémentaires et des résidus !K,, 'R,
» Algorithme de recherche du contact
Formation des associations nceud esclave facette maitre: * — f,
» Boucle sur tous les éléments de contact
(a) Détermination du gap 2t gk
(b) Sii=1 et I, = 0 alors

Evaluation de §;
Evaluation de

) Si non contact, ie 2 gk > 0 alors goto(e)

(c
(d) Expression de la force de contact
(d) Expression du résidu de contact et de la matrice de contact 2 K,, 2R,
(e) Continue
» Interruption du processus itératif pour ajustement du pas

Si Ipes = 0 et i =1 alors goto[3]

» Résolution des équations d’équilibre
» Test de convergence

[3]. Fin des itérations d’équilibre
» Silp, =0

a) Calcul du nouvel incrément At.,, = 36t
b) Si Ateor < Atmin alors Ateor = Atpmin

¢) Si Ateor > Atmas alors Ateyr = Atz
d) Actualisation Iy, = 1

e) Reprise du calcul avec At = Ator

(
(
(
(
(

goto [2] avecAt = Aoy

» Actualisation de la solution
[4]. Fin de boucle sur les incréments de chargement

Tab. 3.2 — Algorithme de l’ajustement automatique du pas de temps
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Fig. 3.9 — Aplatissement d’une calotte sphérique: modéle éléments finis

cours du processus. L’exemple a alors été traité avec ajustement automatique du
pas avec les données suivantes:

- N.=1
- Atmin = 1MPa
~ Atmez = 30MPa

Dans cette situation, nous notons une trés forte augmentation du pas comme le
souligne la figure 3.10. Seuls 12 incréments sont utiles pour atteindre le chargement
imposé. Il apparait clairement que ’évolution du pas de temps n’est pas linéaire.
Dans le cas d’un contact frottant, v = 0.30, nous constatons un arrét du calcul apreés
5 incréments de chargement pour P=25MPa. Avec ajustement, le calcul est mené a
son terme en 14 incréments. Les difficultés dues & un mauvais choix de la taille de
'incrément sont atténuées. La figure 3.10 met en évidence 1’évolution de la taille de
I'incrément de chargement pendant le processus. La présence de frottement modifie
les statuts de contact au niveau des entrées en contact. Ceci est visible sur la figure
3.10. En effet, pour l'incrément 5, dans le cas glissant la taille de cet incrément
est augmentée; dans le cas frottant, c’est le contraire, il est diminué traduisant une
entrée en contact.

3.4.2 Test d’indentation

Nous étudions ici 'indentation d’un échantillon par un indenteur sphérique sup-
posé infiniment rigide par rapport & I’échantillon [25]. Le probléme étudié possédant
un axe de révolution, I’étude porte sur une géométrie axisymétrique (Figure 3.12).
L’échantillon considéré est un élastomére destiné 4 la fabrication des pneumatiques
automobiles ce qui lui confére un module d’Young un peu plus élevé que les élasto-
meéres classiques qui est d’environ 2M Pa. Les caractéristiques de 1’échantillon sont
E = 10MPa et v = 0.5. La bille est en acier: E = 210000M Pa et v = 0.3. Elle a
un rayon de r = 12.7mm. Les dimensions de ’échantillon sont mises en évidence sur
la figure 3.12. Le chargement appliqué a la bille consiste en un déplacement imposé
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Incrément de chargement en MPa

Evolution de la taille de l'incrément de chargement en MPa

Numéro de l'incrément

Fig. 3.10 — Aplatissement d’une calotte sphérique
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4
,'/’;/é;; -
------ g
(a) Carte 2
//é/ f%
4 //
22
. -ﬁ/;f/ ------ | WM%
e e e S e s o e
(b) Carte 6 (c) Carte 10

(d) Carte 12

Fig. 3.11 — Ewolution de la configuration déformée
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Indenteur

Elastomeére

ar

L

X

Fig. 3.12 — Modélisation 2D d’un test d’indentation

de 4mm par pas de 0.5mm. Le calcul prend en compte les grandes déformations en
restant dans le domaine élastique. Le choix d’'un modéle axisymétrique nécessite la
prise en compte de conditions aux limites particuliéres. En effet, il est nécessaire de
bloquer les modes de corps rigides de 1’élastomeére. Il faut aussi bloquer les dépla-
cements dans la direction z le long de ’axe de révolution. Le modéle éléments finis
ainsi que les conditions aux limites sont présentés sur la figure 3.13.

Avec ajustement de la pénalité

Ce test est réalisé en utilisant une méthode dite classique sans ajustement du
paramétre de pénalité et dans ce cas des problémes de convergence surgissent au
dernier incrément de chargement pour U, = 4mm. La précision requise n’est pas
atteinte et donc le probléme diverge. Nous réalisons alors le méme test avec un
ajustement automatique de la pénalité. La précision requise en déplacements est
de 10~*mm. Les valeurs de gmin €t gmar sont donc choisies proches de cette valeur
0.5 * 1073mm et 5 x 10~3mm. Dans ce cas 13, les problémes de convergence dispa-
raissent et le calcul converge normalement. L’évolution de la configuration déformée
est présentée sur la figure 3.14. Si nous regardons 1’évolution du paramétre de péna-
lité sans ajustement automatique pour des nceuds particuliers de contact (Figures
3.15(a) et 3.16(a)), ce paramétre subit une forte augmentation durant le processus
de résolution. Les difficultés semblent liées & un paramétre de pénalité trop élevé.
L’évolution du paramétre de pénalité avec ajustement automatique confirme cette
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g

Fig. 3.13 — Modélisation éléments finis

hypothése. Il apparait clairement sur les graphiques 3.15(b) et 3.16(b) une trés nette
diminution de la pénalité. Il est aussi visible que la pénétration se rapproche de la
précision requise avec ’évolution du paramétre.

Avec ajustement de ’incrément de chargement

Nous venons de voir que les difficultés numériques de cet exemple peuvent étre
réduites en utilisant 1’algorithme d’ajustement de la pénalité. Nous avons réalisé
ce test en utilisant I’ajustement de I'incrément de chargement indépendamment de
'ajustement de la pénalité. Nous constatons alors que les problémes étaient forte-
ment réduits. Les donnés relatives a I'incrément de chargement sont les suivantes:

- N,=1
= Atpaz = 2mm

- Atpin = 0.125mm

Le graphique 3.17 présente I’évolution de I’incrément de chargement. Il met en évi-
dence deux points importants. Avec notre choix initial et sans I’algorithme d’ajus-
tement de I'incrément de chargement, 8 incréments sont utilisés pour atteindre le
chargement imposé. Avec l'algorithme proposé, ce nombre est réduit 4 6. L’incré-
ment de chargement est trés nettement augmenté. Ceci permet de plus, de réduire
les difficultés puisque le calcul peut étre mené a son terme.
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(a) Uy = 1lmm (b) Uy = 2mm

(d) Uy = 4mm

Fig. 3.14 — Evolution de la configuration déformée
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(b) Pénalité et pénétration avec ajustement

Fig. 3.15 — Evolution du paramétre de pénalité
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Paramétre de Pénalité

2 22 24 26 28 3 3.2 34 36 38

Evolution du chargement

(a) Pénalité sans ajustement

2 22 24 26 28 3 3.2 3.4 3.6 38 4
3000 ¢ 1 l 1 l 1 I 1 | 1 I 1 l 1 I 1 ’ 1 0.0004
2800— B
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B — -0.0002
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- [— -0.0008
1000— |
800 L T T T T T T T L T T i T -0.001
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Evolution du chargement

(b) Pénalité et pénétration avec ajustement

Fig. 3.16 — Test d’indentation: évolution du paramétre de pénalité
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Evolution de la taille de l'incrément de chargement en mm

B I O B B

Pas et Pénalité assocciés

Incrément de chargement en mm

Numéro de l'incrément

Fig. 3.17 — Indentation

Ajustement de l’incrément de chargement et de la pénalité associés

Nous avons repris ce test en associant ’ajustement de la pénalité a I’ajustement
de lincrément de chargement. Le graphe 3.17, met en évidence une influence de
I’ajustement automatique de la pénalité sur I’ajustement de l'incrément. En effet,
I’ajustement de la pénalité controle la pénétration. Or, c’est cette quantité qui nous
donne les statuts de contact et c’est elle qui est utilisée pour calculer 8. De ce fait, la
valeur de § ne peut étre la méme avec ajustement de la pénalité et sans ajustement.
Ceci explique les différences observées sur le graphe 3.17 entre la courbe "pas et
pénalité associés” et la courbe pas seulement. Ceci influence fortement le processus
puisque nous constatons une amélioration des calculs avec une convergence obtenue
en 4 incréments de chargement.

3.4.3 Contact entre une plaque et un cylindre rigide

Nous considérons le contact entre une plaque élastique et un cylindre rigide. Dans
’exemple proposé ici, la plaque est soumise & une pression imposée sur une partie
S, (Figure 3.18(a)) de sa frontiére. La partie S, est encastrée. Les caractéristiques
de la plaque sont :

- E = 200000M Pa
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-v=20.3

Le chargement est appliqué par pas de 20M Pa. Le contact entre la plaque et le
cylindre est supposé sans frottement. Les dimensions de la plaque sont les suivantes:

- L=70mm
- e=4mm
-1 =20mm

Le modéle éléments finis est visible sur la figure 3.18(b). La figure 3.19 pro-
pose une vue 3D du probléme. La précision absolue requise en déplacements est
107%mm. Cet exemple est traité avec I’algorithme d’ajustement de la pénalité. Les
valeurs de i, et gma, Sont choisies de 1'ordre de grandeur de la précision requise
en déplacement :

= Gmin = 10~%mm
~ Ymaez = 10_5mm

Les graphiques suivants mettent en évidence 1’évolution du paramétre de pénalité
et de la pénétration pour des noeuds de contact particuliers. Sans ajustement de la
pénalité, des difficultés numériques apparaissent et la précision requise n’est pas at-
teinte pour un chargement de 120M Pa. Ces difficultés sont réduites en considérant
I'ajustement. Les graphiques 3.21(a), 3.22(a), 3.23(a) représentent 1’évolution de la
pénalité et de la pénétration. Il est important de noter que la pénalité a tendance &
fortement décroitre, ce qui explique la forte augmentation de la pénétration. Le phé-
nomeéne observé avec ajustement de la pénalité est complétement opposé. En effet,
la pénalité étant trés largement supérieure a la valeur critique g,,.5, le paramétre de
pénalité est augmenté pour tenter de rétablir une situation acceptable. Une fois la
valeur de la pénétration stabilisée entre gmin €t gmas, la pénalité est constante (cf.
graphiques 3.21(b), 3.22(b), 3.23(b)).

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté deux algorithmes empiriques pour tenter
de réduire deux types de difficultés. Les conditions de contact conduisent & des in-
égalités variationnelles et plusieurs méthodes numeériques ont été développées pour
prendre en considération les contraintes de contact. Les méthodes telles que les mé-
thodes des multiplicateurs de Lagrange ou de lagrangien augmenté sont efficaces
mais peuvent s’avérer plus colteuses. C’est une des raisons pour laquelle nous avons
choisi d’utiliser la méthode de pénalité. Cependant, le choix de paramétre de pé-
nalité se révéle délicat. C’est pourquoi un ajustement de la pénalité a été proposeé.
L’idée principale est d’imposer une précision de convergence en pénétration. Ceci
est effectué en introduisant deux grandeurs qui sont en fait la borne supérieure et
inférieure de la pénétration. ‘

La seconde difficulté est purement numérique. Elle est liée & 1'utilisation d’une
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(a) Géométrie

(b) Conditions aux limites et chargement

Fig. 3.18 — Contact entre une plaque et un cylindre rigide
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Fig. 3.19 — Contact entre une plaque et un cylindre rigide: vue 3D

méthode incrémentale associée & un algorithme de type Newton. En effet, dans ce
cas, I’état mécanique du systéme est défini pour un chemin de chargement donné.
Pour des problémes de contact frottant ou glissant, le changement de statut "non
contact-contact" perturbe fortement le processus itératif. Dans ce contexte, nous
avons proposé un ajustement automatique de I'incrément de chargement. L’idée de
base est de limiter le nombre d’entrée en contact & un nombre imposé N,.. Au moment
de la rédaction de ce rapport, seul le cas N, = 1 a été testé.

L’ajustement de la pénalité peut améliorer le processus mais le choix des valeurs
de gmin €t gmaz €st crucial et peut jouer dans un sens comme dans l'autre. Sur les
méthodes proposées, I'ajustement automatique de I'incrément de chargement semble
étre ’approche la plus efficace.
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60MPa

(a) P

200MPa

(b) P=

Fig. 3.20 ~ Contact entre une plague et un cylindre rigide: configuration déformée



120 Considérations pour améliorer le traitement numérique
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Evolution du chargement

(b) Pénalité et pénétration avec ajustement

Fig. 3.21 — Fvolution du paramétre de pénalité
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Evolution du chargement

(b) Pénalité et pénétration avec ajustement

Fig. 3.22 — Evolution du parameétre de pénalité
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(b) Pénalité et pénétration avec ajustement

Fig. 3.23 — Fvolution du paramétre de pénalité



Conclusion générale

Dans ce travail, nous avions deux exigences, développer des méthodes pour faci-
liter le traitement numérique du contact et assurer leur insertion dans le logiciel de
simulation par éléments finis SYSTUS. Nos conclusions portent sur l'efficacité des
méthodes développées mais aussi sur les difficultés rencontrées pour leur implémen-
tation et sur les voies d’amélioration.

Le premier chapitre est une présentation de la théorie du contact et des méthodes
qui sont les plus couramment utilisées pour faire face & ce genre de problémes. Nous
avons choisi d’utiliser la méthode de pénalisation pour sa simplicité de mise en
ceuvre. Nos travaux devant nous conduire 4 I'implémentation d’un algorithme de
contact dans un code de calculs par éléments finis, il est apparu fondamental de
décrire complétement la construction d’un élément de contact “nceud-facette”. Notre
étude s’est toutefois limitée au cas d’une facette triangulaire & trois nceuds dans le
cas du contact glissant. Ceci nous a permis de souligner les difficultés qui pouvaient
atre rencontrées notamment pour le calcul des variations de la distance normale de
contact.

Le chapitre 2 est la premiére stratégie que nous avons mise en ceuvre pour tenter
de réduire les difficultés numériques du contact. Elle concerne un aspect purement
géométrique & savoir la régularisation d’une surface de contact issue d’un maillage
éléments finis. Cette technique de régularisation apporte des améliorations dans la
robustesse de I’algorithme de contact. L’originalité de cette approche réside dans
I’utilisation des techniques d’approximation diffuse pour régulariser. Aprés le déve-
loppement de 'approximation diffuse appliquée au cas de la gestion d’une surface
de contact, toutes les grandeurs nécessaires a la modélisation du contact glissant ont
été définies. En effet, la prise en compte du contact frottant nécessite la connaissance
de coordonnées matérielles. Or, Iécriture de la surface de contact établie ne nous
permet pas d’avoir ces coordonnées. Ces nouvelles quantités dépendent des proprié-
tés de la surface de contact régularisée. La méthode des éléments finis a ensuite été
associée a la régularisation pour construire I’élément de contact 3D diffus. Contraire-
ment aux approches classiques, ’élément de contact proposé n’est pas constitué par
les nceuds d’une seule facette mais par un ensemble de nceuds. Deux stratégies ont
été développées pour déterminer ces nceuds. La premiére "oublie" complétement le
maillage, nous pouvons alors parler de contact "meshless". Les nceuds utilisés dans
’approximation appartiennent a une zone de contact potentiel. L’avantage principal
de cette approche réside dans le fait que I'étape de gestion du contact n’est plus
nécessaire. Le coit lié au tri ou & la recherche est fortement réduit. Cependant, a
I’heure actuelle, nous avons constaté qu’'un trop grand nombre de nceuds dans les
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zones cible et esclave pouvait fortement augmenter le cotit numérique. En effet, les
matrices tangentes de contact générées par cette approche ont une taille considé-
rable, ce qui semble étre préjudiciable. Ainsi, la seconde approche, dite I NTP se
révéle pour l'instant la plus efficace.

Le chapitre 3 propose deux algorithmes empiriques concernant I’ajustement au-
tomatique de la pénalisation et de 'incrément de chargement. La méthode de pénali-
sation est trés simple & implémenter dans un code élément finis. C’est une des raisons
pour laquelle nous avons décidé de I'utiliser. Cependant, le choix d’un paramétre de
pénalisation optimal est un exercice délicat. C’est pourquoi, il nous est apparu es-
sentiel de tenter de déterminer ce coefficient de fagon automatique. L’originalité de
'algorithme programmé vient de l'introduction de la notion de convergence en pé-
nétration. Les difficultés de la méthode de Newton & converger avec des problémes
de contact sont liées aux changements de statuts de contact durant le processus.
Ainsi, il nous est apparu intéressant de limiter ce nombre de changements de statuts
de contact sur un incrément de chargement. C’est pourquoi nous avons introduit un
nombre d’entrées en contact maximum autorisées sur un incrément de chargement.
L’ajustement de la pénalisation dépend des valeurs gmin €t gmer €t une mauvaise
donnée de ces valeurs peut s’avérer catastrophique pour la convergence. Ces deux
algorithmes, a priori, peu complexes, s’avérent trés efficaces. Nous avons cependant
constaté que 'ajustement automatique du pas de temps améliore plus nettement la
robustesse que I’ajustement de la pénalisation.

Une poursuite du présent travail consisterait, dans un premier temps, & améliorer
le choix et plus exactement la détection des noeuds utilisés dans I’approximation. Une
possibilité serait d’avoir recours & une stratégie de recherche des nceuds voisins basée
sur la détermination du polynéme convexe. Dans un second temps, il faudrait traiter
le contact frottant par approximation diffuse. Ceci serait possible en en utilisant la
notion de dérivée convective. Du point de vue de I'ajustement du pas, on pourrait
envisager de raisonner non plus sur les entrées en contact mais sur les pertes de
contact en déterminant le nouveau pas par la force de contact En ce qui concerne la
gestion du contact frottant, il serait intéressant de raisonner sur le passage du statut
de contact glissant au statut adhérent. Malgré les recherches menées, le traitement
numérique du contact reste un probléme ouvert et bien d’autres voies d’investigations
peuvent étre envisagées.
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Elément de contact

Nous présentons dans cette annexe toutes les grandeurs qui interviennent dans la
construction d’un élément de contact “nceud-facette”. Cependant, cette présentation
se limite au cas d’une facette plane a trois noeuds. La position du vecteur ™ s’écrit :

™ = Z Ni(€) z; (A.1)

L’expression des fonctions de forme est classique:

NE) = 1-6-6&

N2(§_) = & (A.2)
N3(§) = &
Les vecteurs tangents s’écrivent simplement :
m 2 1
" = z-z
T;n —_ 133 _ 131 (A3)

A.1 Calcul de ¢ et &

Ces quantités sont déterminées en partant du fait que le vecteur séparant € et
™ est orthogonal aux deux vecteurs tangents, c’est & dire:

(x€—a™)- ™ = 0
! (A.4)
(¢ —a™)- 150 = 0
Il faut donc résoudre le systéme:
™.t = z¢-m"
™. T;n = gc. T;n (A5)
La résolution du systéme (A.5) conduit alors aux relations:
- 1
&L = m(mlz " —my 1y) - (¢ — x1)
. ] (A.6)
62 = m(mzl T;n — M99 Tim) . (:l!c - :l!l)
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>}

®

Point esclave en contact potentiel

_.._----------...
o
3

Facette maitre de réference

Fig. A.1 — Grandeurs du contact

Dans cette expression, nous avons noté:

my =11 1,5 =12 (A.7)
detM = myymoy — MiaMa (A8)

A.2 Détermination de 6¢; et 06,

Les relations (A.4) sont différenciées pour obtenir:

0 = §(—a™) 7"+ (x°— ™) - 67" (A.9)
0 = dz®—z™) 1" +(z€— ™) - d)" (A.10)

En utilisant les régles habituelles de calcul, nous avons:

0

{6z — T["66) — TR6E, — Ni(€)6z1 — Na(€)dzo — Ny(€)ds} - T

+(xz¢— ™) o1

{0z — 786, — T6E — Ni(E)6x) — Ny(€)dzs — N3(€)dzs} - T

+(x€ — ™) - o1

Il apparait alors indispensable de calculer la premiére variation des vecteurs tangents.
Cette quantité s’obtient trés simplement en reprenant la définition de ces vecteurs
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et nous avons:

i=3 _ i=3 =3
ot = Z Nig (€) ozi + Z Nige, (€ é) 06 @i + Z Nigie (€ £) 96 @

i=1 =1

= ] - ) . (A.11)
ot = Z Nig,(§) 0zs + Z Ni g6, (€) 86 @i+ Z Nigoe, (€ ) 86 i

i=1 =1

=1

Dans le cas particulier traité, les dérivées secondes des fonctions de forme sont nulles,

m
oT]

m
ot,

=3
3" Nig, (€) 6z
=1

1=3
> Nig, (€) o2
i=1

On arrive a la résolution du systéme suivant :

(-

(7} o6+ -

Tz'_

1'1"‘)(55_1 + {1'1"‘ .

_ Tlm
_Nl(g) T
'—Nz(ﬁ_) Tim

—N3(&) T

(
~N,(€)

(

S

'} 86

]

T} 86

et

et

Le systéme (A.2) s’écrit alors simplement:

m116€; + m125§2 = duT {T1 + g N2}

mM120€ + Moo bi]

+

{

1=3

(A.12)

dxc — Z Ni(€) oz

{5.@ - Z Ni(€
{Z Nig, (€ 5m,}

Nous introduisons alors les différents vecteurs & 12 composantes suivants:

N,

5uT {T2 + gan}

Yor
{Z Nig (€ (5:1:,}

10}

(A.13)

(A.14)

(A.15)
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Nous obtenons alors:

- du’
06 = Tot M [Mmao2(gn N1 + T1) — my2(gn Np + T)
i (A.16)
- ou
08y = Tot M [m11(gn N2 + T2) — mi2(gn N1 + T1))
Ces expressions sont notées plus simplement :
66 = 6uTS, (A.17)

§& = 6uTS, (A.18

N—

Les vecteurs S; et S, sont des vecteurs & 12 composantes:

1
S = Jet M [ma2(gn N1 + T1) — mia(gn N2 + T3)]
€ ] (A.19)
S, = det M [m11(gn N2 + T2) — mi2(gn N1+ T1)]

A.3 Expression de év™

Cette variation est calculée a partir du fait que le produit scalaire entre ce vecteur
et les vecteurs tangents est nul:

m m __
v Ta_

0 avec a=1,2 (A.20)
Cette relation est ensuite différentiée pour obtenir:
owm -t +v™ 0T =0 avec a=1,2 (A.21)
Nous pouvons affirmer que §v™ est dans le plan (7", 73")
ov™ = [ov™ T T (A.22)
En reprenant (A.21), cette expression devient :
o™ =—[pv™- LE il i (A.23)
En passant dans la base duale (7{**, 7;"*), nous avons:
ov™ =mgg [v™ - gl T (A.24)
Le produit scalaire ™ - Av™ peut alors étre évalué:

du” {mly NyN1" +my (No2NyT + NiN,T) +my NoN,T} Au” (A.25)
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A.4 Résumé

| Résidu élémentaire de contact |

R.=T, N,
o
v | a-E-gm

_glum

G

| Matrice élémentaire de contact |

K.=¢, H(gn) N NT + e ga Me

M, = g, [m NuNT +m% (NoN1© + NiNpT) + my NoN,'|

(A.26)
— [S2N2T + S1N:T + N»S,™ + N1Sy7]
- i ] 0 ]
T -(1-&~-&) " N —ym A7
= et = .
: & 1= (427
=& " 0 |
_ o - o0 1
—(1-& — n —pm
Ty = I-b-&)m et N = (A.28)
=&t 0
! =Ty ] | v
1
S1 = Tet M [ma2(gn N1 + T1) — my2(gn N2 + T3)]
€ . (A.29)
Sy = ———[m11(gn N2+ T2) — mi2(gn N1 + Th)]

det M
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Calcul des grandeurs diffuses

Un nceud esclave € est en contact potentiel avec un ensemble de noeuds de la

surface maitre. La projection du nceud esclave sur ’approximation locale est notée

z4.

B.1 Quelques vecteurs “importants” ...

B.1.1 Variation de §z¢
La premiére variation de cette quantité est donnée par:
bzt =X, T8+ 66X, 78+ dF

avec

[~
M
Il
No o
Q
s
Il
vquq
Moy Mo

[
s

8
3

B.1.2 Varation de 7 et 7

0 0
ot = 0 et 6Tg = 0
sud’D,, sud’ D,

D‘rl = F:lxlxl 81 + F_.:X1X2 82 + 7;.
D‘m = F1,X2X1 81 + F1,X2X2 82 + 7;

-mcF,)ﬁW -ZF,X'z-
A F,Xl VIF,X'z
7;_ = z et 7; = z
V,,F,Xl V,,F,Xz
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B.2 Calcul de §X; et §X,

Pour ce faire, nous partons du fait que le vecteur séparant x¢ et ¢ est cohnealre
au vecteur normal v? et de ce fait son produit scalaire avec les vecteurs tangents rd
et ‘r est nul:

=
(z¢—zd)-7¢ = 0

Ces relations sont différentiées,

(B.1)

0 = §[(z°—a?) rf]
6 (z€ — z%) - 78 + (z¢ — z9) - 678
= (6z°—6X 18— X, g - dF)-r8+giv?.o7d
— —_ ja— d —_ — — —_
= (62°—6X, 78— 6%, 78— dF) -8+ M—nr‘in (F,Xlxl §X1 + Fx,x,0%2 + (5udT'T1)
1 2
= (0z° - 0X, 78— 6X,72) - 4 5udTF,X1X F

g

Y n 7 n > T
”.,.{i A Tg” (F,X1X15X1 + F x,x,0Xo + su? 7])

0 = §[(=°—a?) - 7]
= d(z°-2%) 7+ (2° - 27) - 67f
= (6z°— 60Xy 1¢ - 6Xomd — dF) - 18 + g2 v? . 678
d
= (62°—6X 78— 6X,rd - dF) -7+ HQT"H (Fxaxi8%s + F,x,0Xz + 6 'T)
= (0x® - 6X; 78— 6X,78) 78— 5udTF,X2X F

g8

”‘I’ A d” (F,X1X1(5X1 + F,X1X25X2 + (S'U,dT'Té)
1

I1 faut alors résoudre le systéme:

¢ d d
d d gn n d gn T %
T - F X1+ |7l - 2 F 0Xy =
( 11 ||‘rld/\‘rg|| ,X1X1) ! ( 1 ||‘rf/\‘rg|| ’X1X2) 2

se-rdpoudl (—I P oVF
! Ird AT T
S1 4
‘rd-‘rd—g—gﬁ)@x 6X; + ‘l'd"l'd—g—gpxxz 0X; =
LT g g e R Y

ox€ ‘r2 + dud

—Jn Fy VF
\ Q#Adﬂi &w)
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Nous introduisons alors la matrice M% € M, » définie par:

_.d _d 9 =
mi; =T, ~T; — ||‘rd /(LTdH

Le systéme S) est équivalent a:

d
m‘lil 5X1 + m‘liz (5}22 = dz°- Tl + du? (%7} - F:X1VF
||T1 N T, I
5 y ]
m21 (5X1+m22<5X2 = Jzx°¢- T2 +(5'U, (mn VF)
1

La résolution de ce systéme conduit finalement a:

_ sud’ [ g¢ P 7 )\ -
6% = Zor T ey (2 T = Ta) = U F (my P, =y Fox) + %
LIy 2 u ;

_ sud’ [ 92 d d Bfod d [ -
X2 = detM | ||T8 A 72| (mh T2 - my Ti) = VF (mf Fx, —my Fx,) + X
L1171 2 u -

Les vecteurs X; et X, sont des vecteurs & 3(n + 1) composantes. Ils prennent en
considération la contribution du point x¢: Ces expressions sont notées simplement :

§X, = ud’ 8§
6%, = 6u? S,

Les vecteurs S; et 83 sont donnés par:

1 g _ -
81 = det M [”T AT || (ng 7;. - mtliz 7;) - Vd F ('fTI,g2 EXI — rrn‘li2 Exz) + XI]
1 2 u
1 gn _ _ _
1 2 u

B.3 Calcul de év°

Le produit vectoriel [‘rf A ‘rg] est un vecteur dont les coordonnées s’expriment
simplement :

_ 14_“ X,
[‘rf A 1'2‘1] = | =Fx, (B.2)
|1
La variation de ce vecteur est de la forme:
_ —(512)(1
4] [‘rf ATd = | —6Fx, (B.3)
0
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Les quantités 6F x, et 6F x, sont donnée par:
5F,X1 = F,X1X1 6X: + F,xlx26X'2 + (5'u,"’T‘7'1

5F,X2 = F,X2X1 6 X1+ RX2X25X2 + (5udT‘T2

En reprenant les notations précédemment introduites, nous obtenons:

§Fx, = 6ui'D,
§Fx, = 6ud'D,,

Finalement,
—ud’D,,
S[rinTg] = | —sut"D,,
0

La premiére variation du vecteur normal v® s’écrit donc:
vt =U fu

ou nous avons introduit I/, matrice appartenant a M 3n41)

-D.T
U= ; {I - VdudT} —DﬂT
= ”1_1 A 1_2” 3x3 O‘m
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Résumé

Mots clés : contact, méthode des éléments finis, méthode implicite, régularisation de surface, approximation
diffuse, élément de contact 3D diffus, méthode de pénalité, incrément de chargement, ajustement automatique.

Ce travail a été réalisé dans le cadre d'une collaboration entre le Laboratoire de Tribologie et Dynamique des
Systémes (UMR 5513 CNRS/ECL/ENISE) et la société ESI Software avec pour objectif de développer, dans une
approche implicite, des algorithmes de contact susceptibles de s'adapter a la plupart de situations rencontrées
dans l'industrie. Pour ce faire nous proposons trois nouveaux algorithmes concernant la régularisation des
surfaces de contact, I’adaptation du paramétre de pénalité et I'ajustement de I'incrément de chargement. Le
traitement numérique des problémes de contact engendre de nombreuses difficultés. Ces problémes viennent des
fortes non-linéarités géométriques et matérielles. En utilisant la méthode des éléments finis, l'interface de contact
est représentée par une surface seulement différentiable par morceaux. L'approche que nous proposons consiste a
régulariser la surface de contact en utilisant la technique d'approximation diffuse. Pour ce qui concerne le
traitement du contact normal, nous avons choisi d'utiliser la méthode de pénalité pour son efficacité et sa
simplicité de mise en ceuvre. Nous proposons une stratégie originale de détermination d’un paramétre optimal
qui repose sur une notion d’interpénétration admissible entre les corps en contact. Le dernier algorithme proposé
concerne I’ajustement de I'incrément de chargement. L'idée principale de la stratégie que nous proposons est de
limiter le nombre de changements de statuts de contact sur un pas de chargement.

Abstract

Key words : Contact, Finite Element Method, Implicit Method, Smooth Contact Surface, Diffuse
Approximation, Penalty Method, Load Step, Automatic Adjustment.

This work has been done in collaboration between the Laboratoire de Tribologie et Dynamique des Systémes
(UMR 5513 CNRS/ECL/ENISE) and the company ESI Sofware . The aim is to develop the modelling of 3D
contact in an implicit approach and to implement algorithms likely to adapt to most of situations met in
industry. With this intention we propose three new algorithms concerning the regularization of contact surfaces,
the adaptation of the penalty parameter and the adjustment of the load step.

The numerical treatment of contact problems generates many difficulties. These problems come from strong
geometric and material nonlinearities. Using the finite element method, the contact interface is represented by a
surface only piecewise differentiable. The strategy we develop determines a smooth contact surface by using
only the data of the nodes of the initial finite element mesh thanks to the technique of diffuse approximation.

We have chosen to use the penalty method to take into account contact constraints but the optimum choice of
the penalty parameter is often very difficult because it depends on the local rigidity of the structure. We propose
an original strategy to determine an optimal parameter based on the notion of acceptable interpenetration
between bodies in contact N

The last algorithm proposed relates to the adjustment of the load step. The main idea of the method we develop
is to limit the number of changes of contact status in each load step.




