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Résumé

Mots clés: contact, méthode des éléments finis, méthode implicite, régularisa-
tion de surface, approximation diffuse, élément de contact 3D diffus, méthode de
pénalité, incrément de chargement, ajustement automatique.

Ce travail a été réalisé dans le cadre d'une collaboration entre le Laboratoire
de Tribologie et Dynamique des Systèmes (UMR 5513 CNRS/ECL/ENISE) et la
société EST Software avec pour objectif de développer, dans une approche impli-
cite, des algorithmes de contact susceptibles de s'adapter à la plupart de situations
rencontrées dans l'industrie. L'idée de nos approches est de régulariser le contact.
Pour ce faire nous proposons trois nouveaux algorithmes concernant la régularisa-
tion des surfaces de contact, l'adaptation du paramètre de pénalité et l'ajustement
de l'incrément de chargement. Le traitement numérique des problèmes de contact
engendre de nombreuses difficultés. Ces problèmes viennent des fortes non-linéarités
géométriques et matérielles. En utilisant la méthode des éléments finis, l'interface
de contact est représentée par une surface seulement différentiable par morceaux.
La non-régularité de cette surface pose un problème dans le cas de grands glisse-
ments. Elle peut provoquer de brusques changements des champs de vecteurs normal
et tangentiel conduisant à des problèmes de convergence. Pour éviter ces inconvé-
nients, plusieurs stratégies peuvent être considérées. L'approche que nous proposons
consiste à régulariser la surface de contact en utilisant la technique d'approximation
diffuse. La discrétisation du problème conduit alors à formuler un nouvel élément de
contact 3D diffus. L'obtention des différentes grandeurs élémentaires est détaillée et
l'efficacité de l'approche proposée est illustrée par trois exemples.

Pour ce qui concerne le traitement du contact normal, nous avons choisi d'uti-
liser la méthode de pénalité pour son efficacité et sa simplicité de mise en oeuvre.
Cependant, le choix du paramètre de pénalité optimal est souvent délicat car il dé-
pend de la rigidité locale de la structure. Nous proposons une stratégie originale de
détermination d'un paramètre optimal qui repose sur une notion d'interpénétration
admissible entre les corps en contact.

Le dernier algorithme proposé concerne l'ajustement de l'incrément de charge-
ment. L'idée principale de la stratégie que nous proposons est de limiter le nombre
de changements de statuts de contact sur un pas de chargement.
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Abstract

Key words: Contact, Finite Element Method, Implicit Method, Smooth Contact
Surface, Diffuse Approximation, Penalty Method, Load Step, Automatic Adjust-
ment.

This work has been done in collaboration between the Laboratoire de Tribologie
et Dynamique des Systèmes (UMR 5513 CNRS/ECL/ENISE) and the company
EST Software . The aim is to develop the modelling of 3D contact in an implicit
approach and to implement algorithms likely to adapt to most of situations met in
industry. The idea of our approaches is to smooth contact. With this intention we
propose three new algorithms concerning the regularization of contact surfaces, the
adaptation of the penalty parameter and the adjustment of the load step.

The numerical treatment of contact problems generates many difficulties. These
problems come from strong geometric and material nonlinearities. Using the finite
element method, the contact interface is represented by a surface only piecewise
differentiable. The non-smoothness of this surface is a problem for the numerical
treatment of contact in large slips. It can provoke abrupt changes of the normal
and tangential vectors fields creating numerical problems. To avoid these draw-
backs, several strategies can be considered. The strategy we develop determines a
smooth contact surface using only the data of the nodes of the initial finite element
mesh thanks to the technique of diffuse approximation. The determination of all
the contact elementary quantities is detailed and the effectiveness of the approach
suggested is illustrated by three examples.

We have chosen to use the penalty method to take into account contact constraints.
This approach can be easily implemented in a finite element code. The optimum
choice of the penalty parameter is often very difficult because it depends on the
local rigidity of the structure. We propose an original strategy to determine an op-
timal parameter based on the notion of acceptable interpenetration between bodies
in contact

The last algorithm proposed relates to the adjustment of the load step. The main
idea of the method we develop is to limit the number of changes of contact status
in each load step.
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Notations

Chapitre i

C0 Configuration initiale à l'instant t = O

C Configuration courante à l'instant t

q5 Transformation

Ft Gradient de la tranformation

J Déterminant du gradient de la tranformation

X Position d'un point matériel à l'instant initial

x Position d'un point matériel à l'instant t

U Vecteur déplacement

C Tenseur des déformations de Cauchy-Green à droite

B Tenseur des déformations de Cauchy-Green à gauche

E Tenseur des déformations de Green-Lagrange

d Elément d'aire de la configuration initiale C0

d7 Elément d'aire de la configuration actuelle C

Tenseur des contraintes de Cauchy

ii Premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff

Second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff

df Effort exercé sur l'élément d'aire d'y

N0 Vecteur normal à l'élément d'aire dF

N Vecteur normal à l'élément d'aire d'y

t Vecteur contraintes de Cauchy

T Premier vecteur contrainte de Piola-Kirchhoff

f Densité d'efforts volumiques imposée dans la configuration actuelle

td Densité d'efforts surfaciques imposée dans la configuration actuelle

i



2 Notations

Point esclave en contact potentiel

Surface de contact du solide dans la configuration de référence

Surface de contact du solide dans la configuration actuelle
xm Projection de XC sur la surface 'y

(i-r , i-r, v") Base naturelle associée à çm dans la configuration actuelle au point Xm

(, ) Coordonnées paramétriques de Xm

Vt Vitesse de glissement

ts Vecteur des contraintes de Cauchy du corps esclave
tm Vecteur des contraintes de Cauchy du corps maître

T8 Premier vecteur des contraintes de Piola-Kirchhoff du corps esclave
T Premier vecteur des contraintes de Piola-Kirchhoff du corps maître

Composante tangentielle de T8

t9 Composante tangentielle de t8

Composante normale de T8

t Composante normale de t8

Distance normale de contact

6g Première variation de g

Seconde variation de g

Travaux virtuels des efforts de contact

Linéarisation de G

Coefficient de pénalisation

R Résidu de contact élémentaire

K Matrice tangente de contact élémentaire



Chapitre 2

S Surface de contact approchée

Rd Repère diffus

ri Nombre de noeuds de la cible utilisés dans l'approximation

Noeud de la surface maitre utilisé dans l'approximation

Noeud esclave

(X X, X) Coordonnées du noeud XC dans R'

(Xi, X, X) Coordonnées du noeud x dans R'

Si" Approximation locale

9 Projection de XC sur le plan défini par R'

fc Equation de l'approximation associée à XC

p Base polynomiale

Base polynomiale évaluée en

a Coefficient de l'approximation

Z Vecteur des troisièmes composantes de tous les noeuds x

W Matrice diagonale des fonctions poids

w Fonction de poids attachée au noeud

Projection de XC sur fc

Vecteurs tangents au point
ud Vecteur normal

Distance normale de contact diffus

R Résidu élémentaire de contact diffus

K Matrice tangente élémentaire de contact diffus

Coordonnées du point x dans R'

u' Vecteur des inconnues de l'élément de contact 3D diffus

Vecteur des variations de u'

Vecteur des variations de

fc évaluée en

V . Gradient de . par rapport au vecteur ud

Vecteur à 3(m + 1) composantes

Première variation de

3



4 Notations

Mx" Double variation de xd

6g Première variation de g

Double variation de g

a' a
d (d Variation de r

7' Matrice des p, i = 1, , n

Chapitre 3

Incrément de chargement courant

Incrément de chargement corrigé

¿tmin Incrément de chargement minimum autorisé

Ztmax Incrément de chargement maximum autorisé
t6k Paramètre de pénalité du noeud xk au temps t
t+t k Paramètre de pénalité du noeud XC au temps t + z.t
tgk Distance normale de contact du noeud xk au temps t
t+tgk Distance normale de contact du noeud xk au temps t + zt

grnax Pénétration maximale autorisée

gj Pénétration minimale autorisée

Nombre de noeuds potentiellemnt en contact

N Nombre maximal d'entrées en contact autorisées sur un pas de temps



Introduction générale

Q u'il s'agisse de simuler l'opération d'encapsulage de bouteilles, le comporte-
ment d'un contacteur électrique, le frettage d'un verre dans un boîtier de montre
sans parler des procédés de mise en forme (forgeage, emboutissage, entre autres),
la simulation numérique de systèmes industriels nécessite des modélisations de plus
en plus fines des phénomènes de contact. Les problèmes de contact interviennent
de façon très différente en fonction de la nature du problème à traiter. Il est ainsi
habituel de distinguer, dans les codes de calcul par éléments finis, les problèmes de
contact faisant intervenir des petits débattements relatifs de ceux faisant interve-
nir des grands glissements. Les premiers concernent des applications de frettage et
sont généralement convenablement modélisés par des éléments de contact noeud à
noeud alors que les seconds nécessitent des algorithmes performants de recherche
des zones de contact et c'est souvent l'efficacité de ces algorithmes de recherche qui
conditionne l'efficacité générale de la méthode. Une autre source de difficultés en
présence de grands glissements résulte de la description des zones de contact. Ces
zones sont en effet généralement facétisées (représentation assez naturelle dans une
approche par éléments finis) ce qui conduit à des difficultés numériques lors du glisse-
ment d'un point sur deux facettes adjacentes. Là encore, la mise en place d'outils de
régularisation des surfaces de contact joue un rôle primordial sur la robustesse de la
méthode. Les méthodes de prise en compte des conditions unilatérales sont aujour-
d'hui bien connues (méthode de pénalité, multiplicateurs de Lagrange, lagrangien
augmenté ...). Leur mise en oeuvre dans le cas d'un problème présentant des ma-
tériaux très différents (acier, élastomère par exemple) ou des structures de rigidité
dissemblable (cas d'un contacteur électrique) pose des difficultés qui se traduisent
souvent par la non-convergence des calculs. L'introduction de lois de frottement à
l'interface conduit à réduire très fortement les tailles d'incréments pour permettre
la convergence des calculs. L'utilisation de lois de comportement élastoplastique
conduit au même type de problème. Par ailleurs, l'introduction d'une loi de frot-
tement conduit à des systèmes d'équations non symétriques. Cet aspect, combiné
au mauvais conditionnement du système d'équations, limite fortement le choix d'un
solveur pour la résolution.

Le travail présenté dans ce mémoire a été effectué dans le cadre d'un contrat de
recherche avec la société ESI Software. L'objectif de ces travaux est d'une part, de
faire le point sur les techniques existantes, d'autre part, de proposer puis dévelop-
per, dans un code de calcul par éléments finis implicite, une méthode de prise en
compte du contact généralisé tridimensionnel entre corps déformables, susceptible
de s'adapter à la plupart des situations rencontrées dans l'industrie en se limitant
toutefois aux cas de sollicitations statiques. Tous les développements informatiques
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6 Introduction générale

ont été réalisés directement dans l'environnement du logiciel de simulation par élé-
ments finis SYSTUS. Nous nous sommes donc uniquement focalisés sur le problème
du contact.

Les problèmes de contact génèrent des difficultés tant sur le plan théorique que
numérique. Il est indispensable de modéliser mathématiquement et mécaniquement
le comportement de deux corps déformables en contact éventuel. Ceci a nécessité
le développement d'une théorie continue du contact [49, 63]. Le problème engen-
dré doit alors être résolu en utilisant la méthode des éléments finis associée à la
méthode de pénalisation. C'est dans le premier chapitre que tous ces aspects sont
évoqués. Après voir fixé le cadre et le formalisme de la mécanique des milieux conti-
nus en grandes déformations, la modélisation du contact est présentée. Ensuite, les
méthodes classiques utilisées pour résoudre les problèmes de ce type sont évoquées.
Nous terminons ce chapitre par la description complète d'un élément de contact
"noeud-facette" dans le cas du contact glissant.

Les deux chapitres suivants sont dédiés à la présentation de voies d'amélioration
des méthodes destinées à les rendre plus robustes et donc d'application plus générale.
Plusieurs voies de recherche originales ont été explorées.

Le chapitre 2 propose une stratégie pour tenter de réduire les difficultés dues
à la géométrie du problème. Les techniques d'approximation diffuse ont été mises
en oeuvre pour régulariser efficacement les zones de contact. Ces méthodes ont été
très récemment utilisées avec succès pour construire des algorithmes de remaillage
de surfaces maillées; l'approximation diffuse servant à reconstruire localement la
géométrie de l'objet facétisé. Après une présentation des techniques d'approximation
diffuse, nous présentons leur application au traitement d'une surface de contact.
Les quantités nécessaires à la modélisation du contact glissant sont déterminées en
utilisant les propriétés de la surface régularisée. La méthode des éléments finis est
ensuite associée à la procédure de régularisation pour construire l'élément de contact
3D diffus. Finalement, nous présentons des exemples numériques.

Le chapitre 3 s'intéresse à deux stratégies de résolution d'un problème com-
portant de nombreuses fortes non-linéarités comme le contact ou le comportement
élastoplastique des matériaux entre autres. Pour prendre en compte les conditions
unilatérales de contact, nous avons opté pour la méthode de pénalisation qui s'avère
très simple à mettre en oeuvre. Cependant, la détermination d'une bonne valeur du
paramètre de pénalisation est un exercice délicat. C'est pourquoi nous avons dé-
veloppé une approche pour tenter d'ajuster la pénalité. L'originalité de l'approche
proposée repose sur le fait que le contact est piloté en interpénétration entre solides.
Pour terminer, nous nous sommes intéressés à un ajustement de l'incrément de char-
gement. En effet, lorsqu'un problème de contact est résolu, l'entrée en contact d'un
trop grand nombre de noeuds simultanément, peut perturber fortement le processus
itératif de Newton. Ainsi, semble-t-il intéressant de mettre en oeuvre un algorithme
pour adapter les incréments de chargement.
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1.1 Introduction

La simulation numérique de problèmes tels que le frettage d'un verre dans un
boîtier de montre sans parler des procédés de mise en forme, fait intervenir le contact
entre corps déformables. La plupart du temps, ces phénomènes donnent lieu à des
grands déplacements et des grandes déformations. Les équations du contact vont
devoir exprimer deux règles fondamentales: la non-interpénétration de la matière
et la présence d'une contrainte de cisaillement pour provoquer le glissement (loi de
frottement entre les deux corps en contact). La première des difficultés qui se pose
est de formuler correctement le contact. Le contact peut être formulé sur le modèle
discret après l'approximation par éléments finis. Une autre solution consiste à utiliser
la théorie continue du contact dont le but est de repousser au maximum la dépen-
dance du formalisme vis à vis de la MEF. Cette approche apparaît comme la plus

7
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intéressante. En effet, le contact est développé sans tenir compte de la discrétisa-
tion. Ceci est particulièrement bien adapté aux problèmes des grandes déformations,
cadre dans lequel nous allons travailler. C'est pourquoi, nous avons choisi d'utiliser
cette formulation.

La deuxième difficulté est de résoudre numériquement le problème engendré. La
résolution du problème est rendue complexe par le caractère implicite des conditions
de contact, qui sont en fait des inéquations.

Ce chapitre est consacré à la mise en évidence de toutes les quantités nécessaires
à la description du contact. Après quelques rappels sur la mécanique des milieux
continus en grandes déformations, la théorie continue du contact est exposée. Les
méthodes numériques utilisées pour faire face à ce genre de problème sont ensuite
évoquées. Pour terminer, la discrétisation du contact est développée par l'intermé-
diaire de l'élément de contact "noeud-facette".

1.2 Mécanique des grandes déformations

Le but de notre travail est d'établir un algorithme du contact pour des corps
déformables, subissant éventuellement des grandes transformations géométriques. A
cet effet, nous présentons dans cette section quelques rappels indispensables de la
mécanique des milieux continus en grandes déformations. Nous allons commencer
par décrire la cinématique des corps déformables 119, 26, 72].

1.2.1 Description de la cinématique

Soit un solide déformable occupant le domaine 10 dans sa position de référence
et le domaine dans la configuration actuelle notée C. Cette configuration est
définie par l'application de la manière suivante:

ç5: 20xT -
(X,t) -+

où X est la position d'un point matériel à l'instant initial et x la position du même
point matériel à l'instant t (Figure 1.1). L'application est une déformation de la
configuration initiale; elle doit donc être régulière, préserver la non interpénétration
de la matière (traduit mathématiquement par l'injectivité) et l'orientation (VX E

o, detV4 > O). Elle permet de définir le vecteur déplacement d'un point du solide
au cours de la transformation. Entre l'instant initial t = O et l'instant courant t, le
vecteur déplacement u d'un point de position initiale X est donné par:

u(X,t) = 4(X,t) - (X,O) = (X,t) - X (1.2)

Cette expression s'écrit aussi:

u(X,t) = x - X (1.3)
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Fig. 1.1 - Configurations initiale et actuelle d'un solide

Considérons ensuite la frontière du solide déformable , notée dans la suite F. Cette
frontière est composée de trois parties définies comme suit:

- une partie où le déplacement est imposé, notée F;

- une partie où une densité surfacique d'efforts est imposée, notée F9;

- une partie éventuellement en contact notée, F.

Nous sommes en mesure de définir la frontière 'y transformée de la frontière F par
l'application :

Cette frontière 'y subit la même partition que la frontière F. Le problème des grandes
déformations vient du fait qu'il y ait deux configurations bien distinctes. La ques-
tion qui se pose alors est de savoir laquelle va être prise comme configuration de
référence. Le choix d'une configuration pour représenter les grandeurs comme les
déplacements et les forces définit le type d'analyse réalisée. Si toutes les grandeurs
sont décrites dans la configuration de référence CO3 l'analyse est dite lagrangienne. Il
est le plus souvent question de description lagrangienne. Si toutes les grandeurs sont
décrites dans la configuration actuelle, l'analyse est dite eulérienne. Nous parlerons
de description eulérienne.

I

X,'
,

X
Yu
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1.2.2 Tenseur gradient de déformation

Le gradient de l'application ç5 est appelé gradient de la déformation. Son expres-
sion est:

F= (1.4)

Le déterminant de ce gradient est J:

J = det (1.5)

1.2.3 Mesure des déformations

Le fait d'avoir deux configurations bien distinctes implique un choix entre la
description eulérienne où les tenseurs sont définis par rapport à la configuration
déformée et la description lagrangienne où les tenseurs sont définis par rapport à la
configuration de référence.

Tenseurs de Cauchy-Green

Le tenseur des déformations de Cauchy-Green à droite joue un rôle fondamental
en élasticité. Son expression est:

(1.6)

Ce tenseur lagrangien caractérise les déformations dans un solide.

Le tenseur des déformations de Cauchy-Green à gauche est eulérien et est donné
par:

(1.7)

Tenseur des déformations de Green-Lagrange

Le tenseur des déformations de Green-Lagrange est un tenseur lagrangien défini
par:

E=(ô_î) 2.(Tfr_Ï) (1.8)

1.2.4 Description des tenseurs des contraintes

Tenseur des contraintes de Cauchy

Le tenseur des contraintes de Cauchy permet de mesurer l'effort df actuel
exercé sur un élément d'aire dy de la configuration actuelle C:

df =Nd'y (1.9)
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où N est la normale à l'élément d'aire considéré sur la configuration actuelle. Ce
tenseur est un tenseur eulérien.

Il existe dans la littérature d'autres tenseurs pour représenter les contraintes
dans un milieu continu. Leur interprétation physique n'est pas toujours évidente.
Comme pour les différents tenseurs des déformations, ces tenseurs sont équivalents.
Ils permettent tous de calculer la contrainte de Cauchy. Leur intérêt est qu'ils sim-
plifient parfois certaines expressions quand on désire obtenir des intégrales sur la
configuration initiale.

Tenseurs des contraintes de Piola-Kirchhoff

Le premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff (ou tenseur des contraintes
de Boussinesq) fi, permet de mesurer l'effort actuel df exprimé sur la configuration
de référence C0:

df=fiN0dF (1.10)

où N0 est la normale à l'élément d'aire considéré dF sur la configuration de référence
C0. Le premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff fi n'est pas forcement
symétrique. De ce fait, le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff, tenseur
symétrique et lagrangien, est introduit:

£9 = (1.11)

Le tenseur des contraintes de Cauchy et le premier tenseur des contraintes de
Piola-Kirchhoff sont liés par:

J=fiFT (1.12)

Cette relation est obtenue à l'aide des formules de transformation d'un élément
d'aire. Toutes ces relations sont mises en évidence et démontrées dans 120, 72].

La densité de force surfacique actuelle sur la configuration actuelle est définie
par le vecteur des contraintes de Cauchy:

t=N
Le premier vecteur des contraintes de Piola-Kirchhoff s'écrit:

T = fiN0

(1.13)

(1.14)

Nous considérons df0 le transporté de l'effort élémentaire df sur la configuration
initiale:

df0 =F'df (1.15)

Le second tenseur de Piola-Kirchhoff s'exprime entièrement sur la configuration
initiale et nous avons:

df0 =N0dF (1.16)
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1.2.5 Equations d'équilibre

Notre étude va se limiter au cadre quasi statique. Ainsi les termes d'inertie
seront négligés. Reprenons un corps déformable occupant le domaine o dans la
configuration initiale et le domaine 2t à l'instant t. Nous supposons que ce corps
déformable est soumis à une densité d'efforts volumiques f dans 1ì. Sa frontière
dans la configuration actuelle 'y est quant à elle, soumise à un déplacement imposé
Ud sur 'ya, et une densité surfacique td sur 'y9.

Fig. 1.2 - Représentation des efforts sur le solide

Equation d'équilibre dans la configuration déformée

En utilisant les théorèmes généraux de la mécanique des milieux continus, le
champ des tenseurs des contraintes de Cauchy doit être la solution du problème
aux limites:

divò+ f = O dans

= td sur 'y9

lu = Ud sur 'Yu

(1.17)

Les équations introduites précédemment ne sont guères exploitables car elles sont
écrites sur la configuration déformée en terme de variables eulériennes qui sont
justement les inconnues à déterminer. C'est pour cette raison, qu'il est indispensable
de transporter ces équations sur une configuration connue.
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Equation d'équilibre dans la configuration de référence

Pour établir les équations dans une configuration connue, il faut être en mesure
de transformer les conditions aux limites N = td sur 'y9 et u = Ud sur 'Yu . Ce qui

est possible à l'aide du tenseur de Piola-Kirchhoff, fl. Le problème d'équilibre sur la
configuration de référence s'énonce comme suit. Le premier tenseur des contraintes
de Piola-Kirchhoff H doit satisfaire les équations suivantes dans la configuration
initiale:

divI+F = 0 dans Ç0

fiN0 = sur (1.18)

u = u sur F

En vue d'utiliser la méthode des éléments finis pour résoudre le problème (1.17)
(équivalent à (1.18)), ii est indispensable de présenter une formulation faible, ce qui
est aussi appelé principe des travaux virtuels. Ce principe affirme que, pour tout
champ de déplacement cinématiquement admissible i, le travail virtuel des efforts
internes est égal au travail virtuel des efforts externes.

Principe des travaux virtuels

Le principe des travaux virtuels peut être écrit soit sur la configuration de réfé-
rence, soit sur la configuration actuelle.

Sur la configuration actuelle Pour tout champ de déplacement cinématique-
ment admissible noté ij, le problème (1.17) est équivalent au problème variationnel,
appelé principe des travaux virtuels sur la configuration actuelle:

Gt(u,ii)=0 (1.19)

où
G(u, ij) = Grt(u, ) + Grt(u, i) (1.20)

Dans cette expression, Gt(u, i) est le travail virtuel des efforts intérieurs et Gt(U, )

est le travail virtuel des efforts extérieurs.

Les quantités Grt(u, r) et Gt(U, i) s'expriment de façon classique:

Grt(u, ) f f . d + f td . d'y9

Gt(u, ij) = - f :7
A l'aide des équations (1.21) et (1.22), l'expression (1.19) devient:

G(u, ij) = - d1 + L f i d + f td j d'y9

(1.21)

(1.22)

(1.23)
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Finalement, pour tout r, le problème (1.17) est équivalent au problème variationnel:

- f :'7ij +f f ij d1l + f t i d7 = 0 (1.24)

Il est possible de montrer que cette expression peut s'écrire en introduisant i7,, le
taux de déformation virtuel:

-f :dt+f fildt+ f tdildY9=0 (1.25)
ct J.y9

i5 = {', + T} (1.26)

Sur la configuration initiale Pour tout champ cinématiquement admissible dé-
fini sur la configuration initiale, noté ,jo, le problème (1.18) est équivalent au pro-
blème variationnel suivant:

(1.27)

De façon similaire à ce qui a été fait pour la configuration actuelle, Gt(u, 'io)
représente le travail virtuel des efforts intérieurs et Gjct(u, io) le travail virtuel des
efforts extérieurs. L'expression de ces quantités est:

Gt(X, 'io)
L0

F . io du0 + f T . io dF (1.29)

Le problème aux limites (1.18) est finalement équivalent au problème variationnel:

(1.31)

Pour plus de détails sur tous ces aspects, le lecteur peut se reporter entre autres à
16, 19, 20, 72].

1.2.6 Formes incrémentale et discrète des équations d'équi-
libre

Le problème qui doit être résolu est fortement non linéaire à cause des grands
déplacements et des grandes déformations. Il apparaît alors indispensable d'utiliser
un processus incrémental pour la résolution. Nous procédons donc à un découpage
incrémental du chargement. Il s'agit d'évaluer le travail virtuel à l'instant

où
G0(X, 'io) = Gt(X, 'lo) + Gt(X, 'io) (1.28)

Gt(X, 'io) = - L0
fi: V'io d0 (1.30)



1.2 Mécanique des grandes déformations 15

t + .t en utilisant une configuration connue prise comme référence géométrique.
Le calcul va se faire par une succession d'itérations en partant des informations
disponibles sur la configuration connue. Pour cela, toutes les configurations précé-
dentes O, 2zt, , t ont été déterminées. Le choix d'une configuration de référence
conduit à distinguer deux formulations: une formulation dite lagrangienne totale et
une formulation lagrangienne actualisée. La formulation lagrangienne totale utilise
une configuration de référence fixe à savoir la configuration à t = O. Pour la configu-
ration lagrangienne actualisée, la configuration déterminée à l'instant t est utilisée
comme nouvel état de référence.

Formulation lagrangienne totale

Dans le cas de la formulation lagrangienne totale, la configuration de référence
est la configuration à l'instant t = O. L'objectif est donc de calculer:

_f:Êl?dclo+fF.?Jodo+fTd.r1odFgO (1.32)

Formulation lagrangienne actualisée

La formulation lagrangienne actualisée s'écrit simplement:

D,, est le taux de déformation virtuel.

Le détail de ces approches peut être trouvé dans [8].

D is crét isat ion

Les équations d'équilibre vont être résolues numériquement en utilisant la mé-
thode des éléments finis, que nous supposons connue (pour d'éventuels informations
nous renvoyons le lecteur à [6] ou [8]). Les inconnues sont les déplacements des
noeuds.

La méthode des éléments finis suppose que le domaine ì étudié est discrétisé
en e1e éléments. Chaque élément e est défini par des fonctions de forme N, où

= 1, , n, ne étant le nombre de noeuds rattachés à l'élément considéré. Il s'agit
ici d'un type d'éléments dit, isoparamétrique. Tous les éléments ne sont pas de ce
type, en particulier les poutres, les plaques et les coques

Xppr = NeT e avec = et N=
Nfle

(1.33)

(1.34)

X'

Xfle
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N est le vecteur élémentaire des fonctions de forme. A partir de cette approxima-
tion, l'équation d'équilibre s'écrit simplement:

avec

on B la matrice des dérivées des fonctions de forme.

Méthode de Newton

La méthode des éléments finis convertit le problème continu (1.32) en un pro-
blème discret équivalent (1.35) non linéaire:

G(x) = - = 0 (1.38)

Pour résoudre ce problème la méthode de Newton Raphson peut être utilisée. La
méthode de Newton transforme ce problème non linéaire en une suite de problèmes
linéaires. A l'itération i, le système à résoudre est de la forme:

K Lx = - G(x) (1.39)

- Fext = 0

Fifit = i: f BeT o.ed Ile
J0e

fleje

Fext =
Le

NeT Fe d +
ceje eje

NeT

1.3 Quelques notions sur la théorie continue du contact

L'objectif des travaux présentés dans ce mémoire est de parvenir à mettre en
oeuvre des outils numériques pour faciliter le traitement du contact. Notre attention
va donc se porter surtout sur les modèles numériques mais il apparaît indispen-
sable de présenter rapidement la modélisation continue du contact. Pour des détails
concernant tous ces aspects, le lecteur peut se reporter aux nombreux travaux déjà
menés:

- Simo et Laursen 145, 491
- Klarbring [341
- Curnier, He et Klarbring [21]

où
Lx = - xi (1.40)

et

K = (1.41)
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- - - - -

-
Fig. 1.3 - Cinématique du contact

- Alart et Curnier L3]

La modélisation du contact doit traduire deux phénomènes: la non-interpénétration
entre les deux corps et la loi de frottement. Les phénomènes physiques seront traités
correctement en incluant ces équations dans le modèle mathématique. Le cadre des
grandes déformations va ajouter des contraintes à la description de ce problème. Une
des difficultés majeures réside dans le fait que la surface de contact actuelle n'est pas
connue a priori. Les équations du frottement vont dépendre de la vitesse relative
entre les deux corps. Or, cette vitesse doit être objective. Il est donc nécessaire
d'introduire des variables adéquates à sa description.

1.3.1 Géométrie du contact

Nous considérons deux corps éventuellement en contact occupant les domaines
ìj et dans la configuration de référence et OE et dans la configuration actuelle.

Le mouvement du corps pour i = 1, 2 est décrit par l'application 4 définie par:

4 :ÇxT-4fì
(1.42)

(X,t) -+ (X,t) := X

Nous appelons F pour i = 1, 2 les surfaces de contact potentiel dans la configuration
de référence et les surfaces de contact dans la configuration actuelle. Les surfaces
de contact potentiel dans la configuration actuelle s'expriment alors comme suit:

:= 'y i = 1, 2. (1.43)
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Les surfaces de contact sont supposées paramétrées dans la configuration actuelle et
la configuration de référence par un paramétrage ¿ = (ei, f2):

A
(1.44)

¿ -
En particulier nous avons:

= lT pour i=1,2.

= pour i=1,2.

B = (T,T,N)
¡1 - i i i i
L' - k 'i' '2'

Les vecteurs de ces nouvelles bases sont donnés par les relations suivantes:

T et Ni TAT
a IITATM

= et ii2 1 2
a ZAT1

Pour tout point matériel X appartenant à I' et la particule correspondante appar-
tenant à y à l'instant t, nous pouvons écrire, en utilisant les coordonnées curvilignes:

X = W) et x = W) (1.47)

où nous avons Xi = i(xi t).
L'introduction de la paramétrisation des surfaces de contact permet de définir

une base locale tangente naturelle associée à la surface du corps déformable en
contact dans la configuration actuelle b et une base dans la configuration de référence
B (Figure 1.4).

(1.48)

Les bases duales Bi* et bi* sont introduites:
Bi* = (T*, T*, N)
7i* - ( i*
(J -

où les vecteurs tangents T* et sont définis par:

Tf.T, =

TT 8aß

Dans cette expression 8 représente le symbole de Kronecker. Les métriques associées
sont données par les relations:

Mß = TT, et mc,ß = TT
M = Tf . et =

(1.52)

(1.45)

(1.46)

(1.49)

(1.50)

(1.51)
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Fig. 1.4 - Base locale

1.3.2 Définition des grandeurs cinématiques

Notion de distance normale de contact

Dans la suite, le corps sera appelé corps esclave et le corps corps maître. La
même terminologie sera utilisée pour les surfaces. Il est parfois question de contacteur
et de cible. Le but est d'établir une bijection entre les deux surfaces de contact. Il
apparaît alors que le corps maître va être décrit en fonction du corps esclave. Cette
situation génère une dissymétrie dans la description du problème et c'est la critique
principale qui peut être faite à propos de cette modélisation. Cependant ce problème
peut être résolu numériquement en alternant le rôle d'un corps par rapport à l'autre à
l'aide d'algorithmes spécifiques, nommés algorithmes "one pass" ou "two pass" [10].
Cette étude peut être menée en terme de variables lagrangiennes ou eulériennes. Le
choix de l'une ou l'autre de ces options est complètement équivalent. Il est possible
de voir les deux situations dans [17].

Il faut parvenir à étudier la position relative d'une particule XC appartenant à
la surface de contact 'y du corps esclave en fonction de la surface de contact maître
'yr. Ainsi, pour toute particule XC de la surface 'y est déterminé un point de la
surface y, dit point le plus proche, solution du problème:

Xtm = - (1.53)

L'unicité de ce problème de minimisation est un problème à part entière [21].
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Fig. 1.5 - Définition de la distance normale de contact

Les coordonnées paramétriques du point Xm seront notées dans la suite =
(i, ). Le vecteur séparant les points XC et Xm est appelé vecteur écart normal [63]
ou bien vecteur distance [17]:

g=xC_xm() (1.54)

Nous considérons la base naturelle associée à la surface maître dans la configu-
ration actuelle au point Xm. Son expression se déduit des relations (1.49) et nous la
notons btm = (rr , ri', Vm) (Figure 1.5). Le critère de minimisation (1.53) conduit
aux relations:

g > O

Le point Xm est en fait la projection de XC sur la surface 'yr. Par conséquent, le
vecteur écart normal est colinéaire au vecteur normal Vm et nous pouvons établir
la relation:

g=gvm (1.56)

Le scalaire g est appelé distance normale de contact et nous avons:

g (XC - xm()) . Vtm (1.57)

Ce scalaire va jouer un rôle crucial dans la mise en évidence de l'interpénétration
entre les deux corps. Il traduit en fait le statut géométrique d'un point de contact.
Trois statuts de contact sont envisageables (Figure 1.6):

- non contact

(xc_xm()).r!n=O i=1,2 (1.55)
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Non contact

- contact parfait

- interpénétration

Contact parfait

Fig. 1.6 - Statuts de contact

g = O

g <O

Notion de distance tangentielle de contact

La prise en compte du frottement nécessite la détermination d'une vitesse de
glissement qui permettra d'évaluer la puissance des efforts de frottement. La mesure
du glissement doit s'effectuer dans le plan tangent à la surface maître. La détermi-
nation d'une telle quantité apparaît nettement moins claire que la détermination de
la distance normale. En effet, il faut donner une quantité vérifiant le critère d'ob-
jectivité. Pour ce faire, nous partons du vecteur g. Sa dérivée par rapport au temps
est évaluée pour obtenir:

Interpénétration

(1.58)

où v(x') et v(m) sont les vitesses des points XC et xtm. La définition (1.56) est elle
aussi dérivée par rapport au temps:

g = + m (1.59)

En utilisant les relations (1.58) et (1.59), nous obtenons:

v(xc) - v(xm) - = + çjvm (1.60)

Le problème qui se pose alors vient de la non-objectivité du terme i), rendant ainsi
la vitesse de glissement non objective. La démonstration de ceci peut être trouvée
dans [5, 171 entre autres. Dans cette situation, il faut parvenir à éliminer cet effet
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non objectif. Pour ce faire, plusieurs stratégies ont été développées. Dans [49], T.A.
Laursen et J.C. Simo supposent que le contact est établi et persistant, ce qui se
traduit par:

= O , contact établi
= O , contact persistant

De ce fait, la relation (1.60) devient simplement:

V(Xc) - V(Xm) = aT

D'autres possibilités sont envisageables et sont développées notamment dans [21,
34, 63]. La composante tangentielle, celle qui va nous servir à mesurer le glissement
est calculée en projetant cette quantité sur le plan tangent à la surface maitre, c'est
à dire engendré par les vecteurs r' et r de la base btm. Ceci conduit à la définition
de la vitesse de glissement V9:

(1.63)

Cette vitesse est une vitesse eulérienne. Une autre vitesse complètement lagran-
gienne peut être définie, ainsi une loi de frottement totalement lagrangienne peut
être établie [45].

1.3.3 Loi de contact unilatéral et loi de frottement

Dans cette partie, nous introduisons les grandeurs nécessaires à la modélisation
des interactions entre les deux corps. Pour établir les conditions de contact unilatéral
et de frottement, il est nécessaire de définir les densités d'efforts surfaciques pour le
contact.

Grandeurs sthéniques du contact

En mécanique des milieux continus, la force de contact agissant sur la surface du
corps esclave peut être représentée en considérant le vecteur des contraintes de Cau-
chy ou le premier vecteur des contraintes de Piola-Kirchhoff. Dans la suite, le vecteur
des contraintes de Cauchy du corps esclave (respectivement du corps maître) sera
noté t8 (respectivement t) et le premier vecteur des contraintes de Piola-Kirchhoff
du corps esclave (respectivement du corps maitre), T8 (respectivement Tm). Pour
obtenir la loi de contact unilatéral et la loi de frottement, il faut décomposer le vec-
teur t8 dans la base locale btm sur la configuration actuelle. Dans un premier temps,
t8 est décomposé en une composante normale et des composantes tangentielles dans
b8 , la base locale attachée à la surface esclave sur la configuration actuelle (par
analogie à btm complètement définie précédemment):

(1.61)

(1.62)

(1.64)
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Fig. 1.7 - Loi de contact unilatéral

En passant dans la base locale b, nous avons:

- _s ,m -- n

Nous posons alors tn = t . Finalement, nous obtenons:

= - t

Lorsque le contact est établi, t, est positif. Ceci traduit un état de compression en
contact. S'il n'y a pas contact, cette composante normale est nulle. Pour simplifier
l'écriture des travaux virtuels, il est intéressant d'écrire la partie tangentielle dans
la base duale soit:

m *tg = t9Q1 (1.67)

Loi de contact unilatéral

La loi de contact unilatéral (Figure 1.7) se traduit par trois conditions:

- une condition de non interpénétration de la matière

g O

- une condition de compression
tnO

- une relation de complémentarité liant les quantités g et t

tn g = O

Une autre possibilité pour modéliser le contact est de considérer que les surfaces
susceptibles d'entrer en contact ne sont pas lisses mais possèdent des aspérités.
Dans ce cas des lois de compliance qui donnent une relation particulière entre g et
t. peuvent être utilisées F791.

(1.65)

(1.66)

n

Contact

Non Contact g
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Lois de frottement

Une loi de frottement décrit le comportement de deux corps lorsque le contact
est maintenu. Il existe plusieurs modèles de frottement. La loi la plus ancienne et la
plus connue est la loi de frottement de Coulomb.

Frottement de Coulomb Elle met en jeu deux notions fondamentales. La no-
tion de seuil et la dépendance en la contrainte normale. Un point glisse lorsque la
contrainte tangentielle t9 atteint une valeur donnée. Cette contrainte tangentielle
s'exprime à partir de la contrainte normale t. Cette loi s'écrit de façon classique:

J
t9 <itn = Vg = O

(1.68)

JJt9I/LtnV9\jj9j1 O

où t est le coefficient de frottement. La loi de Coulomb peut être formulée en utilisant
une analogie avec la théorie de la plasticité [28, 81]. Dans ce cas, elle s'écrit:

= Mt9IJILt0
tg

Vg - Sj1;1j

SO
çbS=0

Pour les situations fréquentes de mise en forme, un autre modèle s'avère souvent
plus efficace: le frottement de Coulomb-Orowan.

Frottement de Coulomb-Orowan C'est une loi où l'effort tangentiel est limité
par la contrainte tangentielle d'écoulement du matériau k:

t9 = miri{,at,, k}
vg

vgl

où ,t est le coefficient moyen macroscopique compris entre 0.01 et 0.5.

t9=ak Vg

li vl I

où a traduit la dépendance dans l'aire de contact.

(1.69)

(1.70)

Frottement de Shaw Ce modèle suppose une dépendance entre la contrainte
tangentielle et l'aire de contact réelle. Ceci conduit à une relation du type:

(1.71)
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Frottement de Tresca Le modèle de Tresca s'exprime:

tg = /lmk (1.72)

OÙ 11m est un coefficient de frottement moyen compris entre 0.03 et 0.85.

D'autres modèles de frottement existent et une revue détaillée est développée
dans [55, 65]. Des modèles prenant en compte l'adhérence sont notamment mis en
évidence dans [64, 67].

1.3.4 Principe des travaux virtuels

Le but de cette partie est de présenter le principe des travaux virtuels en tenant
compte des termes introduits par le contact. Dans un premier temps, les formula-
tions variationnelles des lois de contact unilatéral et de frottement sont rapidement
exposées. Dans un second temps, nous introduirons les travaux virtuels de contact.

Ecriture variationnelle des lois de contact unilatéral et de frottement

L'ensemble des pressions admissibles, C, est défini par:

= {t, : R tel que t, 0} (1.73)

L'inégalité variationnelle équivalente à la loi de contact unilatéral s'écrit:

t E n, I gn(rn - t) d O Vr E C

L'ensemble des efforts tangentiels admissibles est défini par:

C9(t) = {t9 : 'y -* R3 tel que t9 . iitm 0, < t}
L'inégalité variationnelle équivalente à la loi de frottement est:

t9 E cg(tn), f v9(r9 - t9) d O Vr9 e C9(t)

Travaux virtuels de contact

Nous considérons l'expression (1.24) des travaux virtuels sur la configuration
actuelle. Elle est appliquée au système composé du corps maître et du corps esclave
en tenant compte des efforts de contact, ce qui conduit à la relation:

(1.74)

(1.75)

(1.76)

G+Gr=0 (1.77)
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ce qui s'écrit encore,

f;S8 d - f f8 8 d1
- f t

(P fo/i d4 - f frn m d
- f tdm

m (1.78)

_ftm..rmd7rn_ft8.,,8dys =0

Notre attention va maintenant se porter sur les termes liés au contact. L'intégrale
du principe des travaux virtuels concernant la zone de contact sur la configuration
actuelle s'écrit:

G+G =_ftm.md_ft8.T!8d7: (1.79)

La formulation faible du principe de l'action et de la réaction nous conduit à dire
que les forces de contact appliquées au corps esclave sont égales et opposées à celles
appliquées sur le corps maître, i.e.:

rn d'y = t8 d'y (1.80)

En choisissant de raisonner sur la surface esclave, la relation (1.79) devient alors:

t8.(8m) d (1.81)

Considérons alors la première variation du vecteur g séparant XC et Xm dans la
direction î = Öx. Nous pouvons alors écrire:

6 (XC - Xm()) = 5 [gn urn]
= 6gnvmg5pm (1.82)

La difficulté est l'évaluation de öxm. Il faut en effet tenir compte de la dépendance
de ce point en la surface maître par l'intermédiaire de e ce qui conduit à:

6 (XC - Xrn()) = 6x' - 6xm()
(1.83)= 6xc - 6xm -

En identifiant les relations (1.82) et (1.83), nous obtenons:

6xc - = + 6g + g s" (1.84)

A partir de ceci, le produit scalaire t8. (Sxc - Sxm(t)) devient:

t8. (öxc - 6xm()) = (t ,,rn - t9). (5rrn + 6g ,, + g Sum) (1.85)

Nous avons 1ym1 = 1, ce qui implique:

(1.86)
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L'avantage d'une telle écriture provient du fait que l'intégration est effectuée sur une
configuration connue, ce qui permet de linéariser l'expression de G très simplement.

Linéarisation de G

Le problème G = O est un problème non linéaire. Il peut être résolu en utilisant
une méthode itérative de type Newton Raphson. Ceci nécessite sa dérivation. Cette
opération de linéarisation peut être effectuée après la discrétisation par éléments
finis. Cependant, dans l'objectif de repousser la dépendance du formalisme vis à
vis de la méthode des éléments finis, nous présentons cette étape en utilisant la
description continue du contact. Reprenant les travaux de T.A. Laursen et J.C.
Simo L491, nous notons ¿ la dérivée directionnelle. Nous pouvons alors écrire:

= z {f [Ta 6g + T98] dr:} (1.92)

Nous raisonnons sur une surface connue puisque nous intégrons sur la surface de
référence. De ce fait,

zGcf dF (1.93)

De plus, la condition de complémentarité de la loi de contact unilatéral g t = 0
et la loi de frottement de Coulomb t9 < conduisent à une relation liant la
distance normale g et la force tangentielle de contact:

gntg=0 (1.87)

Utilisant la décomposition de t9 dans la base duale (1.67), la relation (1.85) s'écrit
simplement:

t8. (x - 5xm) = t 8g - t9ö (1.88)

A partir de cette quantité, l'expression des travaux virtuels sur la configuration
actuelle s'écrit:

G + G = - f [t 8gn - tg6] d'y (1.89)

Dans la suite, nous noterons simplement:

= J [_t + tg5] d7 (1.90)

Nous avons choisi d'écrire le principe des travaux virtuels sur la configuration ac-
tuelle. Une écriture analogue sur la configuration de référence peut être établie. Dans
ce cas, le vecteur des contraintes de Cauchy est remplacé par le premier vecteur des
contraintes de Piola Kirchhoff et nous avons:

Gcf [_Tngn+Tg8] dF (1.91)
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Ceci s'écrit finalement:

f[zT 8g - TZ8g + + TL8] (1.94)

1.3.5 Méthodes numériques : revue bibliographique

Un grand nombre des méthodes utilisées pour résoudre ce type de problèmes est
issu du domaine de l'optimisation. Le problème de contact peut être écrit comme
un problème de minimisation sous contraintes. Les méthodes couramment associées
à cette approche sont les méthodes de point fixe, de relaxation avec projection (mé-
thode SORP), de gradient conjugué [31] avec projection, la méthode de Gauss Seidel
([14j, 1661, [68], ...) et les méthodes avec régularisation (pénalisation, multiplicateurs
de Lagrange).

Dans 1361, A. Klarbring propose d'écrire le contact comme un ensemble d'équa-
tions généralisées après discrétisation du problème. Un algorithme de type Uzawa
est ensuite utilisé pour résoudre le système généré. Le problème discrétisé peut être
aussi écrit comme un problème de complémentarité ([12], [33], [35], [44]). Dans ce
contexte, une approche directe telle que la méthode de Lemke peut s'avérer efficace
([12],[13], ...).

Les méthodes dites avec régularisation sont les plus couramment utilisées par les
codes par éléments finis. Ces méthodes consistent à introduire une régularisation des
lois de contact et de frottement pour lever le caractère implicite. Les forces de contact
sont définies comme des fonctions dépendant des déplacements. Ces expressions
des forces sont ensuite reportées dans le travail virtuel des efforts de contact. Il
s'agit des méthodes de pénalisation, de multiplicateurs de Lagrange pour les deux
approches les plus anciennes [4]. Plus récemment une technique apparaissant comme
une combinaison des deux dernières approches citées à été développée, la méthode
du lagrangien augmenté. D'autres techniques avec régularisation ont été utilisées
pour traiter des problèmes de contact. Dans [37, 38], une méthode alternative au
schéma lagrangien augmenté est mise en oeuvre: la méthode barrière modifiée. Une
autre approche combinant la méthode barrière et la méthode de pénalisation est
présentée dans [83].

Cette brève revue des méthodes numériques destinées au traitement du contact
n'est pas exhaustive et bien d'autres approches ont été développées ([7], [15], [18],
[58], [57], ...) Seuls les principes de la méthode de pénalisation, des multiplicateurs de
Lagrange et du lagrangien augmenté seront présentés dans les paragraphes suivants.

Méthode de pénalisation La méthode de pénalisation appartient aux techniques
de régularisation. Elle permet d'éliminer les inconnues que sont les forces de contact.
En effet, la force normale de contact est supposée proportionnelle au déplacement.
La méthode de pénalisation estime la composante normale de la force de contact
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comme suit:
t < 9h > E

si gO
Eng si g<O

(1.95)

où la quantité s, est le paramètre de pénalisation et < . > sont les crochets de
Macauley.

Cette relation s'écrit plus clairement:

(1.96)

Il est important de noter que les forces de contact ne sont pas calculées exactement.
D'un point de vue purement mathématique, le coefficient e doit tendre vers l'infini
pour obtenir une approximation la plus juste possible. D'un point de vue numérique,
un paramètre de pénalisation trop important conduit à de sérieux problèmes de
convergence. De ce fait, des pénétrations sont autorisées. Cette méthode présente
deux avantages principaux. Le premier avantage concerne son implémentation. Elle
apparaît très simple à mettre en oeuvre. Cette simplicité en fait une des méthodes les
plus utilisées par les codes de calcul par éléments finis ([9], [76], 1591, 1611, [74], ...).
En effet, cette approche ne nécessite pas la modification de la structure du code. Le
deuxième avantage vient du fait que cette technique ne nécessite pas l'introduction
de variables supplémentaires dans le problème.

Malgré ses avantages, la méthode de pénalisation a un inconvénient majeur:
le choix du paramètre de pénalisation. Un paramètre de pénalisation élevé permet
de satisfaire correctement les conditions de contact. Cependant, un paramètre trop
grand conduit à des matrices de rigidité mal conditionnées et de fait à des problèmes
numériques. Inversement, un paramètre de pénalisation trop faible conduit à des
pénétrations inacceptables d'un point de vue physique. Ainsi, la précision de la
solution du problème se trouve fortement affectée.

Pour tenter de réduire le choix du paramètre, nous avons développé un algo-
rithme d'ajustement automatique du paramètre de pénalisation basé sur la notion
de distance normale ou pénétration acceptable. Cet algorithme sera présenté dans
le chapitre 3.

Méthode des multiplicateurs de Lagrange Cette approche consiste simple-
ment à remplacer les forces de contact par les multiplicateurs de Lagrange ([9],
[16]):

t, = (1.97)

L'avantage principal de cette approche réside dans le fait que les conditions de
contact sont parfaitement vérifiées. De plus, contrairement à la méthode de pénali-
sation, la méthode des multiplicateurs de Lagrange ne nécessite pas l'introduction
d'un coefficient correctement déterminé. L'inconvénient principal vient du fait que
cette approche introduit des inconnues supplémentaires dans le problème par l'in-
termédiaire des multiplicateurs.
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Méthode mixte: lagrangien augmenté La méthode du lagrangien augmenté
apparaît comme un compromis entre la méthode de pénalisation et les multiplica-
teurs de Lagrange. En effet, l'idée de base de cette approche est de rajouter un terme
pénalisé au multiplicateur A,. Ainsi, la composante normale de la force de contact
est donnée par une relation du type:

Plusieurs approches ont été développées. L'approche proposée par P. Alart et A.
Curnier 13] consiste à calculer toutes les inconnues simultanément. Les algorithmes
de résolution sont habituellement des algorithmes du type Uzawa utilisés notamment
par Z.Q. Feng dans [24]. Ces algorithmes sont efficaces mais lents. Pour ces raisons,
P. Alart et A.Curnier se sont intéressés à un algorithme de Newton généralisé, la
difficulté résidant dans le fait que le système à résoudre est non différentiable. C'est
pourquoi la notion de jacobien généralisé a été introduite comme extension de la
notion de différentielle [2].

L'approche développée par J.C. Simo and T.A. Laursen [73] permet de découpler
la partie résolution de l'équilibre de la vérification des contraintes. Le multiplicateur
A étant inconnu, le multiplicateur correct doit être déterminé à l'aide d'un processus
itératif. La valeur du multiplicateur à une itération k est supposée connue A. Sa
valeur à l'itération k + i est donnée par:

L'approche lagrangien augmenté s'applique au frottement mais nous ne détaillerons
pas ces aspects ici. Une approche pour symétriser la partie due aux termes du frot-
tement est proposée dans [47].
Pour pius de détails concernant cette technique, nous renvoyons le lecteur aux nom-
breux travaux déjà publiés ([46], [48], [73], [63], ...).

Le premier avantage de cette approche réside dans le fait que de tous petits
paramètres de pénalisation peuvent être utilisés. Le second point positif vient du
fait que la solution exacte du problème est déterminée. Néanmoins, ceci augmente
fortement le nombre d'itérations nécessaires pour trouver cette bonne solution, ce
qui apparaît comme un inconvénient majeur.

Dans cette partie, nous avons présenté rapidement la grande majorité des mé-
thodes numériques utilisées pour résoudre des problèmes de contact. Les approches
les plus souvent utilisées par les codes par éléments finis restent la méthode de pé-
nalisation et la méthode du lagrangien augmenté. Dans SYSTUS, nous avons choisi
d'utiliser la méthode de pénalisation pour sa simplicité de mise en oeuvre. C'est
pourquoi, seule cette technique sera considérée dans la suite.

tn < A - (1.98)

n A: - (1.99)
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1.4 Discrétisation du contact: élément "noeud-facette"

Lorsque la méthode des éléments finis est utilisée, les différentes surfaces de
contact sont des surfaces discrètes. Il faut donc parvenir à discrétiser la quantité
introduite par la relation (1.91) dans le cas du traitement du contact sans frottement:

T6gdF (1.100)

La linéarisation de G s'écrit simplement:

LGc=f (1.101)

En utilisant la méthode de Newton, le système à résoudre est de la forme:

/GLu = G (1.102)

1.4.1 Discrétisation par la MEF

Nous supposons que la surface esclave F est formée par un ensemble de facettes
8f avec i = 1,. , n. La forme discrète de G est obtenue par assemblage sur toutes
ces facettes comme suit:

flf

G= f Tgdf
j=1 Jsf

Le plus souvent, cette quantité ne peut pas être évaluée analytiquement. Il faut alors,
avoir recours à des techniques d'intégration numérique qui consistent à remplacer
l'intégrale par une somme sur un nombre finis de points, les points d'intégration.
Après intégration numérique cette quantité s'écrit:

7intG=[ wkjk ÖXkTRk]

(1.103)

(1.104)

Dans cette expression, flint est le nombre de points d'intégration. w' est la fonction de
poids associée au point d'intégration k. jlC représente le jacobien de la transformation,
öxlc est le vecteur des variations nodales associé à k et R, le vecteur résidu associé.
En utilisant une procédure identique, l'expression linéarisée discrète de G est de la
forme:

flint

LG = wcjk 5xkTKkxk (1.105)

K est la matrice tangente associée à k. Le calcul de ces quantités R et K fait
appel à la notion d'élément de contact.



32 Mécanique du contact

Un élément de contact est en fait une restriction des expressions (1.104) et (1.105)
au cas où un seul noeud de la surface esclave est pris en considération. La surface
maître est quant à elle constituée d'un ensemble de facettes f' avec = 1, ,n7.

Etant donné les différentes situations rencontrées pour les problèmes de contact,
plusieurs éléments de contact spécifiques ont été développés. Le contact entre corps
déformables soumis à des petits déplacements relatifs est pris en considération par
l'élément de contact "noeud à noeud". Pour un problème où les glissements atten-
dus sont petits, un maillage conforme des deux corps peut être mis en oeuvre. Ce
maillage met alors en vis à vis les noeuds des deux surfaces (Figure 1.8(a)). Les

/////
I./

0 //I
, /

/

Fig. 1.8 - ElEments de contact

grands glissements nécessitent l'utilisation de l'élément de contact "noeud-facette"
[60, 81]. Cet élément est constitué du noeud esclave et des noeuds caractérisant la
facette de contact (Figure 1.8(b)). Certains éléments de contact particuliers ont été
développés pour modéliser des situations spécifiques. C'est le cas par exemple de
l'élément de contact "charnière avec jeu" permettant de modéliser une articulation
rotoïde imparfaite entre lames déformables d'un rideau métallique [5]. L'élément
"segment-segment" peut être aussi évoqué [82].

Pour l'élément de contact "noeud-facette", nous supposons qu'un noeud esclave
est en contact potentiel avec une facette du solide maître. Mais la formation de cette
association n'est pas triviale. Dans le cas des grandes déformations, la surface esclave
peut, a priori, entrer en contact avec n'importe quelle partie de la surface maître.
Pour des problèmes industriels où le nombre de noeuds est important il apparaît
indispensable de développer une procédure de recherche du contact. Quand deux
corps ou plus sont en contact, les algorithmes de recherche du contact peuvent être
classés en deux catégories: les algorithmes de recherche globale et les algorithmes
de recherche locale. Pour la recherche globale, plusieurs stratégies ont été proposées.

(a) Elément noeud à noeud (b) "noeud-facette"
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Z.H. Zhong et L. Niisson ont développé une approche basée sur la notion de hiérar-
chie et territoire: "HITA Algorithm" [84, 85, 86, 871. M. Oldenburg et L. Niisson ont
proposé le "position code algorithm" [54]. Le tri par bucket peut aussi être utilisé
[101. P. Papadopoulos et R.L. Taylor ont développé le "spherical sorting algorithm"
1591. Bien d'autres approches ont été mises en évidence [22, 39]. En ce qui concerne
la recherche local: le "pinball algorithm" de 19] ou le "inside-outisde algorithm"
peuvent être évoqués 1781.

1.4.2 Elément de contact "noeud-facette"

Nous avons choisi de présenter dans le détail l'élément de contact "noeud-facette".
Cependant, nous limitons notre étude au cas où la facette de contact considérée est
une facette plane à trois noeuds. Le détail de cet élément, pour le cas d'une facette
à 4 noeuds, peut être trouvé dans 145] L'objectif de cette partie est de noter les
difficultés qui apparaissent lors de la construction d'un élément de contact. Les
difficultés rencontrées seront du même ordre lors de l'établissement de l'élément de
contact 3D diffus.

Géométrie du contact

La position du noeud esclave est notée X'. La facette avec laquelle il est poten-
tiellement en contact est f (Figure 1.9). Les trois noeuds définissant f sont notés
x1, x2, x3. Le vecteur des inconnues de l'élément de contact présenté est:

La paramétrisation de f est donnée par une combinaison linéaire de valeurs nodales
et de fonctions de forme:

X() N) Xt (1.108)

où = (, ). L'expression des fonctions de forme est classique:

= 1e12
= (1.109)

=

Xiu= (1.106)

X3

Les deux variations de ce vecteur sont notées:

6XC L&XC

6u= et Lu= zX2
(1.107)

Lx3
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xl

X3

xc
Point esclave en contact potentiel

g n

Fig. 1.9 - Grandeurs du contact

La distance g est calculée en considérant la projection cern de XC sur la facette
f. Pour ce faire, nous introduisons ytm, le vecteur normal à la facette au point
projeté et nous avons la définition suivante de la pénétration:

g = {xc - xm} . (1.110)

Les coordonnées paramétriques du point Xm sont notées = (, ) (cf. Section
A.1). Les vecteurs tangents rr et r associés à f au point m s'expriment comme
suit: c9xm_ Oxmm_'1 - t Y1 '2 -UÇ JÇ2

En reprenant la relation (1.108), ces relations deviennent:

et

Le vecteur normal Um est le produit vectoriel de ces deux vecteurs:

rm A rm

Irr A r'
La position du point xtm s'écrit simplement:

Xtm =

Facette maître de reference
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Pour fournir une description de l'élément de contact, il est indispensable de donner
l'expression de R, vecteur résidu élémentaire de contact ainsi que l'expression de
la matrice tangente élémentaire de contact K.

Résidu élémentaire de contact

Nous avons vu, dans la partie 1.3.4, qu'il est nécessaire de déterminer la première
et la seconde variation de la pénétration. Nous allons, dans la suite, nous attacher à
calculer ces variations en utilisant les propriétés intrinsèques de la surface de contact.

Première variation de g En utilisant la relation (1.110), la première variation
de gn s'écrit simplement:

= {Sxc - 6xm} (1.115)

Le problème de cette expression est l'évaluation de 5xm. Cette quantité est directe-
ment donnée par (1.114):

6xm =8irr+8 r+

La première variation de g s'écrit alors simplement:

N() urn

Dans le cas où la méthode de pénalisation est utilisée, il suffit de remplacer la force
de contact T par la définition introduite par l'équation (1.96), soit:

R = 6, gn JV (1.120)

Ecriture vectorielle L'écriture discrète de la première variation de g est direc-
tement donnée par l'expression précédente:

8g = 8uT Isle (1.117)

où .M est un vecteur à 12 composantes:
Um - Um -

_Ni()vm (1Ei)vm
(1.118)

N2()vm 1vm
_N3()vm _vm

Le résidu élémentaire de contact s'écrit alors:

R=TAt (1.119)

6g = {8xc_

= {5xc_
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Matrice tangente élémentaire de contact

L'écriture de la matrice tangente élémentaire de contact nécessite la seconde
variation de la quantité 9n (cf. 1.3.4).

Seconde variation de gn L'évaluation de Mg utilise les mêmes techniques que
celles employées lors de la détermination de la première variation. Nous pouvons
alors écrire:

Mg = g6vm . rn - Mxtm . (1.121)

L'évaluation de cette quantité est faite en deux temps. La première difficulté est
la détermination de En effet, ce point est la projection de XC sur la facette
de référence. De ce fait, ses coordonnées dépendent d'une part des coordonnées du
point XC mais aussi de celles des noeuds constituant la facette de référence et c'est
ici que se situe le premier obstacle. Il va falloir prendre en compte cette dépendance
dans le calcul des variations et donc faire intervenir les variations des noeuds XC et

Cette quantité nécessite aussi l'évaluation de la variation du vecteur normal.
Or, ce vecteur n'est pas constant. Il évolue en fonction des noeuds de la facette. La
détermination de sa variation est la seconde des difficultés.

Nous allons décomposer l'expression (1.121) en deux termes: le terme contenant
la seconde variation de Xm et le terme contenant la variation du vecteur normal v.

Expression du produit scalaire MXm ,m La détermination de ce produit
scalaire passe par la détermination de MXm. Cette quantité est obtenue en dérivant
5Xm:

Mxtm = M i-r + M + -r1 +

+ { N 1()8z}
+ {

Nj,2()8x}

A partir de là, le produit scalaire Mxtm iitm devient simplement:

Mxtm
- [{: + { Nie2()6xi}z2] .

rn

+ [6& i-r + o z-] 1/"
(1.123)

Cette expression fait intervenir la première variation des coordonnées paramétriques
et e2. Cette variation est obtenue en considérant le fait que le vecteur séparant XC

et Xm est colinéaire au vecteur normal ytm Pour le détail des calculs, nous renvoyons
le lecteur à l'annexe A. Nous admettons ici que ces quantités sont de la forme:

= S1Zu et ¿5

= S2TLu et ¿5

= uTSi

= 6uTS2

(1.122)

(1.124)
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où nous avons introduit deux vecteurs à 12 composantes,

si [m22(g N1 + T1) - mi2(g N2 + T2)]
detM

iS2 = [mii(gN2+T2)mi2(gNi+Ti)]
det M

a
N1() r'

Ta= N - m et Na=2()T
N3() Ta"'

Tous les calculs précédents conduisent à:

o

N1, () utm
N2,()
N3,(E)vm

Mxtm = 5u [S2N2T + S1N1T + N2S2T + N1S1T] zu

(1.125)

Les vecteurs Ta et Na, vecteurs à 12 composantes, dépendent des fonctions de forme
et des dérivées des fonctions de forme N:

(1.126)

(1.127)

Calcul du produit scalaire Sum . Lum Nous ne détaillerons pas les calculs de
la détermination de Sum dans ce paragraphe1. Reprenant les résultats obtenus, nous
avons:

SvmLïum = SuT {m* N1N1T + m (N2N1T + N1N2T) + m N2N2T
}

T

(1.128)
Les expressions (1.127) et (1.128) conduisent à l'expression finale suivante de LÂg:

= 5uTMCu (1.129)

La matrice M est une matrice appartenant à M12,12

= g [m* N1 N1T + m (N2 N1T + N1 N2T) + m N2 N2T]

[s2 N2T + S N1' + N2 S2T + N1 S1T]

Expression matricielle Dans le cadre de la méthode de pénalisation et dans le
cas où la facette de référence est une facette plane à trois noeuds, la définition de la
matrice tangente de contact est:

uTK Lu = STa 5g T Mg

La quantité 5T s'écrit:
5T = EH(g)Sg

1. Tous les détails se trouvent dans la partie A.3

donnée par:

(1.130)

(1.132)
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où H(g) est la fonction d'Heaviside.

Nous pouvons finalement en déduire l'expression de K:

Kc=enH(gn)A1CdVC (1.133)

Tous les vecteurs introduits dans cette partie sont exprimés entièrement dans l'an-
nexe A.

1.5 Conclusion

Dans ce chapitre, les grandes lignes de la modélisation du contact ont été expo-
sées. Il est apparu deux grandes difficultés.

La modélisation purement mathématique du phénomène physique est la première
difficulté. Ceci a donné lieu à ce qui est appelé une formulation continue du contact.
Cette modélisation fait appel à des concepts mathématiques complexes.

La deuxième difficulté est la résolution numérique du problème mathématique
établi. La méthode des éléments finis est le plus souvent utilisée associée à des ap-
proches très diverses comme nous l'avons souligné. Nous avons choisi d'utiliser la
méthode de pénalisation sans oublier son principal défaut: le choix du paramètre.
C'est pourquoi nous avons développé un algorithme de gestion automatique du pa-
ramètre de pénalité qui sera développé dans le chapitre 3.

Quand la méthode des éléments finis est utilisée, la frontière de contact est re-
présentée par une surface seulement différentiable par morceaux, ce qui implique
de multiples difficultés. La non-régularité de cette surface de contact est un des
problèmes du contact dans le cadre des grands glissements. Pour éviter ces inconvé-
nients, la surface de contact peut être régularisée. C'est ce que nous proposons de
faire dans le chapitre suivant.

Il est important de rappeler le rôle fondamental joué par la distance normale de
contact g et plus exactement par ses variations dans l'établissement du résidu et
de la matrice tangente élémentaire de contact. Nous avons détaillé la construction
de l'élément de contact "noeud-facette", dans le cas le plus simple, c'est-à-dire avec
une facette plane triangulaire à trois noeuds pour mettre en évidence toutes les
difficultés liées à la détermination de ces quantités. L'objectif était double: constater
effectivement les difficultés mais surtout bien les localiser... Ce sont en effet les mêmes
difficultés que nous allons rencontrer dans la construction de l'élément de contact
régularisé 3D diffus.
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2.1 Introduction

La modélisation des phénomènes de contact nécessite une bonne description de
la surface de contact. Dans le cas d'une discrétisation par éléments finis, la surface
de contact est représentée par une surface facétisée donc seulement différentiable

par morceaux. Cette situation engendre des discontinuités des vecteurs normal et
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tangentiels provoquant des problèmes de convergence en présence de grands glisse-
ments. Pour éviter ces inconvénients, plusieurs stratégies peuvent être considérées.
Nous pouvons distinguer deux catégories d'approches.

Une première catégorie considère la surface de contact non régulière mais ne
régularise pas la surface proprement dite. Ces approches concernent le traitement
du vecteur normal. La construction d'un pseudo vecteur normal variant continûment
dans le voisinage d'un noeud de contact est proposée dans [51]. Le vecteur normal
peut être simplement moyenné [78, 58] ou bien régularisé [27].

La deuxième catégorie concerne la régularisation de la surface de contact. Quand
cette surface est supposée rigide, elle peut être définie régulière à l'aide de techniques
issues de la CAO 1301 . Dans le cadre plus général de deux surfaces de contact dé-
formables, G. Pietrzak régularise la surface de contact en utilisant l'interpolation
par des courbes de Béziers et des B-Splines 162, 63]. Pour une facette de contact
potentiel, un polynôme interpolant passant par les noeuds des facettes adjacentes
à la facette considérée est déterminé (Figure 2.1(b)). Cette approche est étendue
au cas 3D en utilisant le produit tensoriel de surfaces. Cette approche a aussi été
développée dans le cas de B-Splines [23, 56]. P. Wriggers utilise lui aussi l'interpola-
tion par des courbes de Béziers [41, 43, 80]. Cependant les deux approches diffèrent
totalement dans la construction de l'interpolation. En effet, l'approche développée
par P. Wriggers utilise des points intermédiaires n'appartenant pas au maillage élé-
ments finis. Ces points sont en fait situés entre deux noeuds des facettes adjacentes
à la facette considérée. Ainsi, deux polynômes interpolant sont exprimés (Figure
2.1(a)). Le polynôme qui sera retenu pour le calcul est le polynôme dont la distance
au noeud esclave est minimale. L'efficacité d'une telle approche est démontrée pour
des problèmes 2D dans 140] et pour des problèmes 3D dans [42].

Régulariser la surface de contact apparaît comme une étape indispensable pour
améliorer l'efficacité des algorithmes de contact. La stratégie que nous avons dévelop-
pée consiste à régulariser la surface de contact en utilisant des techniques récemment
utilisées, notamment pour le remaillage de surfaces maillées [70, 71]. La méthode
que nous mettons en oeuvre consiste à reconstruire la surface de contact à partir de
la seule donnée du maillage éléments finis en utilisant la technique d'approximation
diffuse [52].

Dans une première partie, l'approximation diffuse appliquée au cas particulier du
contact est exposée. La régularisation de la surface de contact est ensuite associée à
la méthode des éléments finis pour construire l'élément de contact 3D diffus. Pour
finir, nous présentons les problèmes liés à l'implémentation informatique d'une telle
approche et nous l'illustrons par des exemples.



Facette de Contact Potentiel

xl

(a) Approche P. Wriggers
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Premier Polynôme

Facette de Contact Potentiel

Interpolation
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(b) Approche P. Pietrzak
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Fig. 2.1 - Deux approches de régularisation de surface de contact
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ne de
contact
esclaveXc

contact
maîtrex'

Fig. 2.2 - Zones de contact

2.2 Approximation diffuse et contact

Nous supposons préalablement définies deux zones de contact potentiel, une zone
esclave et une zone maître. La zone maître est formée d'une collection de facettes
issues du maillage du solide maître. Dans la suite, les noeuds de cette collection
seront notés x ou i = , n. La zone esclave est formée d'un ensemble de noeuds
susceptibles d'entrer en contact avec la zone maître (Figure 2.2).

L'objectif est de déterminer une surface de contact approchée S à partir de la
seule donnée des noeuds x en utilisant la technique d'approximation diffuse. Cette
surface diffuse est construite à partir d'une succession d'approximations locales.
L'approche proposée va associer, à chaque noeud esclave xe', une approximation
locale Sd de la surface.

2.2.1 Hypothèses et choix

Nous supposons qu'en chaque noeud de la surface issue du maillage éléments finis
(surface discrétisée), dans un repère local orthonormal direct Rd, au voisinage d'un
point dit point de référence noté ref, l'approximation locale est définie par une
surface de Monge d'équation cartésienne:

hrei(Xi,X2) = X3 (2.1)

OÙ hI.ef est une fonction numérique sur un domaine plan et (X1, X2, X3) sont les
coordonnées d'un point quelconque dans le repère Rd.
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Dans la suite, les coordonnées d'un point quelconque dans ce repère seront écrites
en majuscule. Les coordonnées d'un noeud de la surface maître x dans R' seront
notées avec l'exposant i, (Xi, X, Xi), celles d'un noeud esclave XC avec l'exposant c,
(X X, X). La notation href traduit le fait que l'équation de la surface est définie
localement autour du point X7'ef. L'écriture intrinsèque de href va donc s'exprimer
en fonction de x''.

Pour chaque noeud esclave xC susceptible d'entrer en contact avec les noeuds
nous cherchons une approximation locale de la surface, définie sur le plan engendré
par Rd. Le voisinage est donc constitué de l'ensemble des noeuds x pour i = 1, ,n.

La difficulté qui se pose pour le traitement d'une surface de contact est de prendre
le point de référence le plus judicieux possible afin de donner la description la plus
juste de la surface de contact maître. De fait, le choix le plus naturel est de considérer
comme point de référence le point 9, projection de X' sur le plan défini par Re'.

Les coordonnées de ce point dans R' sont exactement (Xf, X, O).

Avant de présenter la procédure d'approximation, il est indispensable de mettre
en évidence la construction du repère diffus Re'. Plusieurs méthodes sont possibles
pour la détermination du repère local Rd 169]. Dans notre cas, Rd est défini comme
étant le repère moyen au sens des moindres carrés associé aux x.

2.2.2 Détermination du repère diffus R'

Généralités

L'équation générale du plan diffus est de la forme classique:

a1 z1 + a2 X2 + a3 z3 + a4 = O (2.2)

où a = (ai, a2, ,a3, a4) est un vecteur à quatre composantes qui doivent être déter-
minées. Le plan diffus doit être tel que la distance d entre un point x est le plan
soit minimale. Cette distance s'écrit simplement:

d=a1x+a2x+a3x+a4 (2.3)

Détermination de a

La détermination du plan diffus passe par le calcul du vecteur a. Pour ce faire,
la méthode des moindres carrés est utilisée et a doit être la solution du problème
de minimisation suivant:

mina{J(a)} (2.4)
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avec:

J(a) d2

= [aix+a2x+a3x+a4 2

i=i

Le calcul du minimum de J est déterminé par la résolution du système:

o
¿3a

En détaillant chaque composante, ce système est équivalent à:

=
[aix + a2x + a3x + a4] x

=
[aix + a2x + a3x + a4] x

=
[aix + a2x' + a3x + a4] x

[aix + a2x + a3x + a4]
i=i

La dernière équation du système S permet de connaître a4:

a4 = - (ai x + a2 x + a3 x)

Dans cette expression, 4 pour k = 1, 2, 3 est la kleme coordonnée du barycentre
des n noeuds x:

4 = pour k = 1,2,3 (2.10)

En soustrayant le barycentre à chaque noeud x, le plan moyen passe par l'origine,
autrement dit a4 = 0. Dans ce cas précis, le système S s'écrit simplement:

=
[a (x x)2 + a2 (x - x) (x - x) + a3 (x - x) (x - x)]

=
[ai (x - xfl (x - x) + a2 (x

g)2 + a3 (x - x) (x - x)]

=
[ai (xxfl (xx) +a2(xx) (xx) +a3(x_x)2]

(2.5)

(2.6)

(2.7)

(2.11)

(2.8)

(2.9)
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Nous considérons alors la matrice A définie par:

A11

=
(x -

A22 =(4x)2
A33

=
(x - x)2

Al2 = A21 =

A13 = A31 =

A32 = A23 =

Les valeurs a pour i = 1, 2, 3 sont obtenues en résolvant le système:

a1

A a2 = 0 (2.13)
a3

Le système ci-dessus a une solution evidente a1 = a2 = a3 = O. Pour éviter cette
solution triviale, il faut imposer la condition a + a + a = 1.

Le vecteur a ainsi déterminé fournit la normale au plan diffus par la relation
classique:

a1

n = a2 (2.14)

a3

Expression des vecteurs tangents

Le premier vecteur tangent t1 est construit à partir des deux composantes de n
les plus grandes:

tl=
E

E

E

o

- a3
a2

a3
o

a1

- a2
a1

o

I

I

I

(2.12)

(2.15)'si a2 < ail et a21 a31 alors t1 =

'si 1a31 lait et 1a31 1a21 alors tl=

'si ail < 1a21 et ail 1a31 alors
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Le vecteur t1 ainsi construit est non nul et orthogonal à n. Ce vecteur est alors
normé,

et le second vecteur tangent t2 est défini comme le produit vectoriel entre n et t1,
soit:

n At1t2 -
nAtiM

Le repère diffus étant déterminé, nous pouvons déterminer l'approximation locale
associée à un noeud esclave XC.

2.2.3 Approximation locale associée à un noeud XC

L'approximation locale associée au noeud XC est décrite dans Rd par une surface
d'équation:

fc(X1,X2) X3 (2.18)

Il est fondamental de remarquer que l'expression de f dépend du point d'évaluation,
c'est à dire de la projection de XC sur le plan diffus. Or comme nous l'avons souligné,
les coordonnées de ce point sont entièrement déterminées par les coordonnées du
noeud X' dans le repère diffus, ce qui explique la notation introduite fc.

L'expression de fc s'exprime à l'aide d'une base polynomiale p, d'ordre r et de
k termes:

fc(X1, X2)
j=k

= Pj cj
j=1

1

(X1Xf)2
(X2 - X)(X1 - X)

(X2X)2

(2.17)

(2.19)

Dans cette expression,

- Pi, i = 1,. ,k désigne un terme de la base polynomiale,

- , j = 1, , k est la ième composante du vecteur a qui doit être déterminé.

Dans le cas général, la base p utilisée est une base quadratique:

(2.20)

ti - ti
(2.16)
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Le vecteur a qui doit être évalué est donc un vecteur à 6 composantes:

a1

a2
a3
a4
a5
a6

Pour que l'approximation soit définie, le nombre de noeuds x utilisés doit être au
moins égal à la taille de la base polynomiale en tout point, c'est à dire 6. Dans la
pratique, il se peut que la zone de contact maître ne contienne pas assez de noeuds.
Dans ce cas, nous utilisons une base polynomiale linéaire. Ces aspects seront détaillés
dans la partie 2.6.

2.2.4 Détermination du vecteur a

Ce vecteur est calculé en utilisant une méthode des moindres carrés pondérés,
minimisant la différence entre l'altitude X des noeuds x et la fonction f évaluée
en ces noeuds. Ceci conduit au critère Jc suivant:

i=n

Jc(a) = xc) {(piTa

Dans cette expression, w(x, XC) pour i = 1,. , n, noté dans la suite représente
la fonction poids attachée au noeud La fonction poids w est une fonction non
nulle sur domaine d'influence du noeud x et nulle partout ailleurs: w > O sur
le domaine et w = O ailleurs. L'expression de ces fonctions poids sera détaillée
dans la partie 2.2.5. où nous avons:

i
V YC¿k1 - ¿L1
Vi VC
¿12 -

(XXf)2
(X - X)(X - Xfl

(X-X)2

i
3

(2.21)

(2.22)

(2.23)

La détermination du coefficient a nécessite le calcul du minimum de J1c par:

a1c
= (2.24)

En reprenant (2.22), la relation (2.24) s'écrit:

(:wipipiT) awXp=O (2.25)
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L'expression (2.25) peut être mise sous une forme matricielle. Le vecteur c doit
alors être solution du système défini par:

xn3
W est la matrice diagonale des fonctions poids. W est une matrice appartenant à

PTWPQ = PTWZ

P est une matrice appartenant à M,6 formée par l'ensemble des p, i = , n:

-
p

2T
p

Ceci s'écrit encore:

i X - X X1 - X (X - Xf)2 (X - X)(X - X) (X - X)21 2 2

i XX x-x (Xpx)2 (x-Jq)(x-xf) (x-x)2
La résolution du système (2.26) conduit à la détermination de a et donc à la

connaissance de l'approximation locale de la surface de contact associée au noeud
XC:

pnT

(2.26)

(2.27)

Il faut cependant être vigilant dans l'inversion de la matrice 2W7,T. En effet, si le
nombre de noeuds utilisés dans l'approximation est inférieur au nombre de termes
de la base polynomiale, cette matrice est singulière. Il est donc impératif que la zone
de contact maître que nous avons considérée soit constituée d'au moins 6 noeuds. Si
ce n'est pas le cas, il faut avoir recours à une interpolation d'ordre inférieur.

_w1 O O

O w2
(2.28)

2= (2.29)

= (PTW2)l PTWZ (2.30)



2.2 Approximation diffuse et contact 49

2.2.5 Fonctions de poids

Comme nous l'avons présenté dans la partie précédente, le critère de minimisation
permettant le calcul du vecteur c nécessite l'introduction et la définition de fonctions
poids.

Un rappel

- w > O sur le domaine 1ì

- = O ailleurs

Domaine d'influence pour l'approximation diffuse

Pour chaque point d'évaluation (point de référence) 9, projection d'un noeud
esclave sur le plan diffus, seuls les noeuds les plus proches sont retenus. Le domaine
d'influence est centré au point d'évaluation 9. Les fonctions poids sont des fonctions
radiales qui tendent à diminuer avec la distance au point d'évaluation X" (Figure
2.3). La fonction de poids associée au noeud x est notée:

w(xi,xT') (2.31)

Cette écriture traduit la dépendance en le point d'évaluation. Or comme nous
l'avons évoqué, les fonctions dépendent plus exactement de la distance cl séparant
le noeud x et le point de calcul 9. De plus, tous les noeuds qui englobent le point
d'évaluation 9 dans un cercle de rayon dmax sont pris en considération. De fait, les
fonctions poids sont données par:

w(x,x") = Wref(d2) (2.32)

Dans cette expression le scalaire d est défini par:

d
(2.33)

Ceci explique la notation XC).

dmax

dmax est le rayon du support. d est la distance séparant le noeud Xt et le point de
calcul 9, dans le plan diffus (Figure 2.3).

Dans notre contexte de travail, le point d'évaluation 9 est la projection de xC

dans le plan diffus. De ce fait, la distance d s'exprime simplement à partir des
coordonnées du noeud XC et nous avons:

= J(X - X)2 + (X - X)2 (2.34)
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s

Projection sur le plan diffus des noeuds maître

' X", projection sur le plandiffus du noeud esclave

Fig. 2.3 - Support d'interpolation

Forme des fonctions poids

Dans la pratique, une fonction cubique a été choisie pour sa simplicité et son
efficacité numérique 1111. Celle-ci s'annule à l'extérieur du domaine d'influence. Elle
est de la forme:

Approximation ou interpolation diffuse?

Il est important de noter que dans son écriture classique, l'approximation diffuse
n'est pas interpolante. En effet, l'approximation de la surface obtenue ne passe par
les noeuds utilisés. La propriété d'interpolation peut être obtenue en considérant des
fonctions de poids particulières que nous allons maintenant décrire. La propriété
d'interpolation sera effective en considérant des fonctions de poids singulières au
noeud.

+ = w(xe, x) * oc (2.36)

Ces fonctions de poids particulières sont obtenues à partir des fonctions poids clas-
siques par la substitution suivante (interpolation de Shepard):

W(X2, XC)
w(X2, xc) . (2.37)i - w(x, Xe)

Repère Diffus

cl2

;rnu

Wref(d)
(1 - di)2(1 + 2ti') si O < ¿' < i

o si di

Plan Diffus I

(2.35)



Pour plus de détails concernant le choix des fonctions de poids, nous renvoyons
le lecteur à la référence [111.

2.2.6 Dépendances de la fonction fc

Il est important pour le traitement du contact et notamment pour l'expression
des variables cinématiques, de bien préciser quelles sont les dépendances de fc.
Nous rappelons que fc s'écrit à l'aide d'une base polynomiale p et d'un vecteur a:

fc(Xi,X2) _.pTa (2.38)

Il apparaît clairement que fc dépend des deux premières coordonnées X et X
du noeud esclave ainsi que des coordonnées des noeuds x pour i = 1,... ,n. Ces
dépendances interviennent de façons distinctes.

Dépendances explicites

La dépendance en XC se produit de manière explicite par l'intermédiaire de la
base p. Cette partie ne posera aucun problème dans le calcul des variations, il suffit
de prendre la dérivée d'un polynôme. Il faut noter qu'il n'y a pas de dépendance en
la troisième composante du noeud XC, X.

Dépendances Implicites

L'approximation locale de la surface de contact dépend aussi obligatoirement
des noeuds de l'approximation, c'est à dire des coordonnées des noeuds pour
i = ,n. Ceci intervient par l'intermédiaire seulement du coefficient a, contrai-
rement à ce qui se passe pour le noeud XC. Ce lien vient de la construction du
coefficient a. Reprenant la définition de a, nous avons:

a = a(X, X, x1, , x') (2.39)

C'est cet aspect qui sera le plus délicat pour le calcul de la variation de fa,c. Nous
noterons dans la suite:

fc(X1, X2) = F(Xi, X2, X, X, X1, x'2) (2.40)

2.3 Nouvelle description de la géométrie du contact

La partie précédente a mis en évidence la construction d'une surface de contact
régularisée. Nous avons vu que la surface approchée S est obtenue par une succes-
sion d'approximations locales associées à chaque noeud esclave. L'équation de cette

51
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surface approchée n'est pas explicite. De ce fait, un choix s'impose: quelle surface
doit être utilisée? La quantité indispensable à la modélisation du contact glissant
est la distance normale de contact (cf. section 1.3). Il apparaît donc fondamental
de donner une nouvelle définition de cette quantité en utilisant les propriétés de la
surface régularisée.

2.3.1 Notion de point le plus proche

La distance normale de contact est habituellement définie comme la distance
minimale séparant le noeud esclave XC de la surface maître. Comme nous l'avons
évoqué dans le chapitre 1, elle est basée sur la notion de point le plus proche. Il
est donc nécessaire de faire de même avec la nouvelle description de la surface de
contact. Si nous utilisons une telle démarche, il faut associer à chaque noeud esclave,
un point de la surface diffuse, x. Ce point est en fait la projection de XC sur
S. Or, la partie précédente a mis en évidence un des aspects fondamentaux de
l'approche: l'équation de la surface diffuse n'est pas explicite. Seule une succession
d'approximations locales permet d'obtenir cette surface. La seule équation que nous
connaissions de façon explicite est l'équation de l'approximation locale associée à
chaque noeud esclave. L'idée est donc de considérer non pas la projection de ce point
sur la surface diffuse mais sur l'approximation locale. En effet, nous ne projetons
pas n'importe quel point. Nous considérons le point XC: l'approximation locale a été
définie autour de ce point. De plus, il a été constaté numériquement que Xd tend
à se rapprocher du point X. De fait, ce choix apparaît tout à fait cohérent. Ainsi,
au noeud XC est associé le point Xd appartenant à Sd et solution du problème de
minimisation:

Les deux premières coordonnées de xd dans le repère Rd seront notées X1 et X2.
Sa troisième coordonnée sera exprimée à l'aide de fc évaluée en X1, X2 soit:

X3 = fc(X1, X2) (2.42)

Dans la suite, nous reprendrons la notation introduite en (2.40), pour écrire:

F(X1,X2, X, X, X', , X') = (2.43)

Nous avons vu dans le chapitre i que le contact s'exprime dans une base locale
associée à la surface maître au point le plus proche. Nous venons de donner une
définition de ce point en utilisant la nouvelle description du contact, il faut donc
définir une base locale en utilisant les propriétés intrinsèques de la surface régularisée.

I

IXC - XdII2 = minsdIIX - XII2 (2.41)
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Approximation Locale

Surface Facettée

ad
on

Vd

d

i
11d= o

F,X1 I

dti

Plan diffus

Fig. 2.4 - Nouvelle géométrie du contact

2.3.2 Base locale en

L'approximation locale est paramétrée par (X1, X2) dans Re'. La base naturelle
associée au paramétrage (X1, X2) est la base formée par les deux vecteurs:

d d öx
T1 = ; T2 =

(2.44)

où x désigne le vecteur position d'un point quelconque de S" de coordonnées:

(X1, X2, fc((X1, X2))

De ce fait, les vecteurs tangents au point x' s'expriment naturellement:

o

et r= i
F,X2

Surface Diffuse

(2.45)

où la notation x1 désigne la dérivée partielle de par rapport à la variable X1,
pour i = 1, 2. Le vecteur normal zA est le produit vectoriel de ces deux vecteurs:

d d
11= soi - X

i 2 i 2 1
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2.3.3 Notion de distance normale de contact diffus

Le critère de minimisation (2.41) nous permet d'affirmer que xd est la projection
de XC sur 8d Ceci conduit aux conditions suivantes:

(xC_xd).r0 pour k=1,2 (2.47)

Le système ci-dessus est résolu par une méthode de Newton classique.

Le vecteur XC - x'1 est colinéaire au vecteur vd:
gd vd

ce qui implique,
9d = (xc - xd) .

Ce scalaire g va gérer les statuts de contact sur la surface régularisée. De manière
classique, nous avons:

r= O , le noeud est en contact avec la surface régularisée

> O , le noeud n'est pas en contact (2.50)

I < O , il y a interpénétration.

La description de l'élément de contact diffus 3D sera complète une fois que le ré-
sidu et la matrice tangente élémentaires de contact diffus auront été exprimés. Les
expressions de R et K vont dépendre de la nouvelle définition de la surface de
contact.

2.4 Elément de contact diffus 3D

Dans cette partie, la régularisation de la surface de contact est associée à la mé-
thode des éléments finis pour mettre en évidence l'élément de contact diffus 3D. Une
des différences majeures entre l'approche "noeud-facette" introduite précédemment
(cf. section 1.4) et l'approche étudiée ici réside dans le fait que nous ne raisonnons
plus en termes de facette de contact potentiel mais en termes de nuage de noeuds
de contact potentiel. En effet, les surfaces esclave et maître peuvent être considérées
comme un ensemble de noeuds: un noeud esclave XC est supposé en contact avec une
zone maître composée de n noeuds

L'élément de contact présenté est constitué d'un noeud esclave X" et des n noeuds
x. Ces noeuds sont les noeuds qui ont été utilisés pour construire l'approximation
locale associée à XC. Le vecteur des inconnues de cet élément est noté u':

XC

X1

X2
(2.51)

(2.48)

(2.49)
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Les variations de ce vecteur sont écrites:

5u' =

Öse
51

8s'

2.4.1 Résidu élémentaire

La quantité nécessaire à la détermination du résidu R4 est la première variation
de g. Nous allons, par la suite, nous attacher à calculer cette variation en utilisant
les propriétés intrinsèques de la surface de contact régularisée.

Première variation de g

Cette quantité est calculée en reprenant (2.49). De façon générale, cette variation
s'écrit:

5g = S [(ic 5d)
.

zìd]

= 5 (se xd) . ,/ + gd ud .

Or vd11 = 1, ce qui a pour conséquence directe:

et ¿sud = (2.52)

Or,

d'où
= O

L'expression Sg devient finalement:

5g = 5 (,e 5d)

o

En effet,

= i = =

(2.53)

(2.54)

(2.55)

La difficulté qui apparaît alors vient de 5(1 En effet, le calcul de cette quantité
nécessite la détermination de la variation de . Au vue des dépendances introduites
par l'équation (2.40), les contributions du noeud 5C et celles des noeuds x vont être
prises en considération.
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Reprenons pour ceci, l'expression de x:

xi
xd_ X2

F

La variation de x' dans la direction Sud en ud va s'écrire:

ox1
öxd_ 5X2

SF

Nous rappelons que est en fait fc évaluée en )?2). Les deux premières co-
ordonnées de ce vecteur concernent la variation des coordonnées X1 et X2. Ces
variations vont obligatoirement faire intervenir les variations de tous les noeuds x
et celles du noeud esclave. La troisième coordonnée traite la variation de F dans la
direction 6u' au point u'.

Rappels et notations Nous présentons quelques rappels sommaires de calcul
différentiel qui vont être utilisés dans la suite. Loin d'un cours de mathématiques,
ce paragraphe est surtout là pour fixer les idées et bien spécifier les notations qui
seront utilisées ultérieurement.

Nous considérons une fonction h suffisamment régulière de R dans 11P.

h:

u = (u1,... um) -4 h(ui,... Um) : (h1,... , hp)

La première variation de la fonction h en u dans la direction Su ou bien différentielle
de h en u , notée 5h est définie par:

öuh=ôuTVh(u)

Pour mémoire, l'écriture du gradient de h est:

Vh(u)=

(2.56)

(2.57)

(2.58)

Dans le cas particulier où p = 1, cette variation s'écrit tout simplement à partir du
gradient de h comme suit:

(2.60)

(2.61)

1=rn

Sh = h,,1 (u) Su1 (2.59)



soit encore,

-
o

Il est important de noter que la troisième composante du vecteur V F est nulle car

F ne dépend pas de la troisième coordonnée du noeud esclave comme nous l'avons
déjà évoqué.

Expression de 6x' En reprenant l'expression (2.62) pour la variation de 8xd,

nous obtenons:

8X28xd

L

8X1

+ X262 + (5udTV F
ud

i
O +8X
x1 E

:i
F,X2 I

O

+
6ucTVF

Ud

(2.66)

En utilisant la définition des vecteurs tangents r1 et r1 (2.45), il apparaît que:

6xd = (2.67)

où les deux premières composantes du vecteur d1 sont nulles. La troisième compo-
sante fait intervenir la variation de F par rapport à u:

dF3 = (5udTV F (2.68)
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Application au calcul de 8F En appliquant la relation (2.59) à F, nous sommes
en mesure d'écrire:

(5F = x,6Xi + F,x28X2 + (5udTV F (2.62)

V F est le gradient de F par rapport au vecteur ud, c'est à dire:

VF

VF=
VF
xi (2.63)

ud

VF

où nous avons introduit les notations

xi
VF= Fx et vF= F,x (2.64)

I

(2.65)
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1
IrxrI

VF
X,'

Les trois premières composantes de ce vecteur prennent en compte seulement les
contributions du noeud XC:

VF
X'

I

(2.71)

(2.72)

Dans le cas où la méthode de pénalisation est utilisée, le résidu élémentaire de
contact est donc un vecteur à 3(n + 1) composantes donné par:

R = Sn9n.N (2.73)

où e,, est le paramètre de pénalisation.

2.4.2 Matrice tangente élémentaire de contact

Le calcul de la matrice tangente élémentaire de contact diffus nécessite le calcul
de la seconde variation de g. Comme pour la première variation, cette quantité
dépend des propriétés de l'approximation locale.

Dans cette partie, le calcul détaillé des quantités ,xkc et xL pour k = 1, 2 et
i = 1, ..., n n'est pas présenté. Seule une expression générale est donnée. En reprenant
la définition de l'approximation locale introduite par l'équation (2.19) évaluée au
point xd, les relations suivantes sont obtenues:

= f a + f a,x
(2.69)

=

où ¡3 est la base polynomiale p évaluée en J?j et X2. Il est à noter que la base
polynomiale ne dépend pas des noeuds ce qui explique l'expression de F. Les
difficultés rencontrées sont liées à l'évaluation des grandeurs a,xkc et a,.

Expression discrète et résidu élémentaire de contact diffus

Il est maintenant possible de donner l'expression discrète de la première variation
de g. Cette quantité est calculée en reportant la valeur de 8x" (2.67), dans l'équation
de la définition de g (2.55) , nous obtenons alors:

ög = cu1T (2.70)

où Jsí' est un vecteur à 3(n + 1) composantes dont l'expression est:
-

cl
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Seconde variation de g

Cette seconde variation s'écrit de manière générale en dérivant la relation (2.55)

&5g = ¿ - 6xd) . y"] (2.74)

ce qui est équivalent à:

/5gd=gd6yd. /v"Mx'v" (2.75)

Les difficultés rencontrées au cours de cette évaluation sont de la même nature que
celles rencontrées pour la première variation, à savoir le calcul de Mx" qui va faire
intervenir la seconde variation de F. La seconde variation de x' est déterminée en
prenant la variation de la relation (2.67):

Mx" =
(2.76)

=

Le problème qui se pose est l'évaluation du terme Les deux premières compo-
santes de ce vecteur étant nulles, la difficulté est liée à l'expression de la troisième
composante. En effet, cette dernière fait intervenir la variation du gradient V F.

En utilisant les rappels que nous avons introduits dans la section précédente, nous
sommes en mesure d'écrire que:

z [y F] = dT [íu" + 71LX1 + Y2LX2] (2.77)

Nous considérons la matrice 1tÊ appartenant à M3(+l),3(+l) qui ne fait intervenir
que les contributions du noeud esclave XC et celles des noeuds x. En fait, Hp est la
Hessienne de F. 71 est le gradient de F,x1 par rapport à u'.

I x1x

I
F,xx
o

VF,X1

VF,X1

et

et T=

VF,x=

VF2

VF,X2

VF2

1x1x

,x1 x

1=1,2

(2.78)

(2.79)



Expression discrète et matrice tangente

Nous admettons que les variations des coordonnées i et X2 ainsi que celles du
vecteur A sont de la forme:

XI__ÖUcIT8L et z=SzTLudI 1=1,2
8vd_Uöud et Lvd_UL3u(

où S (1 = 1, 2) est un vecteur à 3(ri+ 1) composantes obtenu en différentiant (2.47).
U est une matrice appartenant à M3,3(1) calculée à partir de la relation (2.46). La
détermination de ces différents termes est présentée dans la partie 2.5.

La variation des vecteurs tangents est indispensable. En reprenant leur expression
(2.45), il apparaît clairement que seule la troisième composante de cette variation
est non nulle. Nous montrerons dans la partie 2.5.2 que cette quantité s'écrit:

o

o
D,TLud

1=1,2 (2.84)

Le vecteur D est un vecteur à 3(n + 1) composantes qui s'exprime à partir de 8
et 71 comme suit:

= P11 81 + F12 82 + Y1
D,.2 = -x2x1 S1 + x2x2 82 + 7

Ces relations ainsi que le calcul de ¿ì6xd permettent d'écrire l'expression
de la seconde variation de g:

= 5udT M Lud

(2.83)

(2.85)

discrète

(2.86)
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- V1xT V.xT V1xT
T T

V1xIT V1xIT VJ1xT
z'

(2.80)

VxnT VxnT V1xnT'3 xi '3 '3
La quantité Mxd a alors la forme suivante:

= 8X1 + 8X2 Li + MX1 T + &5X2 r + d2 (2.81)

où les deux premières composantes du vecteur d21 sont nulles.

0

d2.= o (2.82)
SudT [flp/ud + T1LX1 + T2A.X2]



où la matrice M est donnée par:

= Mr ii
(uF + y181T + 782T + S D + 82 VT) + gUTU

La matrice tangente élémentaire de contact diffus K est une matrice appartenant
M(ni,(n+i) et son expression est la suivante:

K= (2.87)

Cette partie nous a permis de déterminer toutes les grandeurs indispensables à
la construction et l'implémentation de l'élément de contact.

2.5 Calcul des variations

Dans la partie précédente, des expressions ont été admises sans spécifier leur
expression globale pour ne pas charger la description de l'élément de contact. Ce-

pendant, cet élément de contact ne saurait être complet sans ces grandeurs. La
partie à venir est consacrée à la mise en évidence de ces différents termes: calcul de

la variation des vecteurs tangents r1d et r1 et de la variation du vecteur vd. Nous
terminerons par l'expression de la variation du vecteur a.

2.5.1 Calcul de 6X1 et 8X2

Nous avons noté qu'il était indispensable de connaître les quantités 6) et 5)2.
Pour ce faire, nous considérons la relation (2.47) qui est différentiée:

{(xc - xL) .rc] = O pour k 1,2 (2.88)

La définition de la distance normale g conduit à:

pour k=1,2 (2.89)

Reprenant la relation qui donne la variation x' (2.67), ainsi que celle donnant
la variation du vecteur tangent 6rA (2.84), 8X1 et 52 doivent être solutions du

système:

m1 8X1 + 1T42 6X2 5xcrd+6udT / g Y1-

(S1

m1 öX1 + rn2 5X2
/ g r2_F,X2F)= 5x.r+6udTIl dA

61

(2.90)
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où nous avons introduit Md, une matrice appartenant à M2,2 définie par:

m=r.r -
d F,XXlind A T2

M

La résolution du système (S1) ci-dessus nous conduit alors à:

dTI g -detM' 6' -
L 71d A d (m2 Ti - m2 72) - (m2 1X1 - m2 Fx) V F

2ll Ud

[m2 rd - m2

detMd 5) = OudT I g

Llir A
(in 7;- m T1) - (mi F,X2 V1

U' j
+ OX' [m1 - m1 n]

(2.92)
Nous notons finalement:

+ öxe.

Seules les grandes lignes du calcul de 8J et 8..2 ont été présentées dans cette partie.
Le détail peut être trouvé dans la partie B.2 de l'annexe B.

2.5.2 Détermination de la variation des vecteurs tangents

Dans la partie 2.4.2, relation (2.84), l'expression suivante de la variation des
vecteurs tangent a été admise:

o
= O avec i = 1, 2 (2.94)

DT âu'

Nous allons maintenant détailler l'obtention de cette expression. La première varia-
tion des vecteurs tangents est calculée en différentiant la relation (2.45):

8Xi = 8u"Si
= OcITS2

O

et ör'= O

8F,2 I

(2.91)

(2.93)

(2.95)

Seule la troisième composante de ces vecteurs est non nulle. Cette quantité s'exprime
à partir de la variation de F,x1 pour I = 1,2. Au vue des dépendances introduites
pour F, nous pouvons écrire que:

= 11OX + x1x2öX2 + OudiTTj

= + Px2x2&2 +
(2.96)
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Ces vecteurs nous permettent d'obtenir une expression vectorielle des variations de
x1 et F,x2:

=
= uc1TD1.2

2.5.3 Calcul de la première variation du vecteur ud

Le calcul de la variation du vecteur normal est basé sur quelques notions d'al-
gèbre.

Un rappel

On considère la fonction norme . I de R3 dans R+. Pour un vecteur a de R3 non
nul nous avons la formule suivante:

(2.99)

aT6a
IIaII =

laM

Cette relation permet d'écrire de manière générale:

= J_ (13X3 -
laM laM laM laM

(2.100)

8a (2.101)

Expression de övd

La relation (2.101) peut être appliquée directement au vecteur ,A pour obtenir:

d 1 / ddT'= (13X3v y J6[riAr2] (2.102)
IIriAr2II ' /

La difficulté est de parvenir à déterminer le produit vectoriel S [r1 A r2]. Grâce à
la définition des vecteurs tangents, il apparaît que ce produit fait intervenir les

Nous avons introduit T1 et
ud:

T2 les gradients

VF,X1

x1

de Pxj et x2 par

- VF,X2

VF,X2

rapport à la variable

T'= et 7= (2.97)

VF,X2

L'expression finale des vecteurs D7 et DT2 est:

DT1 = F,x1x1 Si + F,12 82 + T1
(2.98)

DT2 = .x2x1 S1 + .x2x2 52 + T2
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variations de x1 et x2 données par l'équation (2.99). Cette quantité peut alors
être écrite comme le produit entre la matrice U et Sud vecteur à 3(n+1) composantes
comme suit:

La matrice U appartient à M3,3(fl+l). Elle s'écrit en fonction des vecteurs D.7. et D
introduits précédemment:

La détermination complète de ce terme peut être trouvée dans la partie B.3 de
l'annexe B. Le produit SiA . ¿vd s'écrit alors simplement:

2.5.4 Première variation de F

Reprenant la définition de F, la forme générale de F,x et F, est la suivante:

= pTc a + T a,xk
(2.106)

F,x
T

a,xL

Nous avons supposé dans cette expression que le vecteur a dépendait du point
d'évaluation qui est en fait la projection du noeud esclave sur le plan diffus. Comme
nous l'avons évoqué, a dépend des coordonnées du noeud esclave. Cette supposition
nous conduit à calculer la dérivée complète de F et non pas la dérivée diffuse. Le
calcul de la dérivée diffuse s'effectue en supposant que a ne dépend pas du point
d'évaluation. Pour le cas du traitement d'une surface de contact cette simplification
n'est pas admissible dans la mesure où il y a autant de points d'évaluation qu'il
y a de noeuds en contact potentiel. Ce choix aurait considérablement simplifié les
calculs. En effet, c'est l'évaluation des dérivées de a qui va être la pius délicate.

p et a étant des vecteurs à 6 composante, nous avons opté pour l'écriture:

r _- T

U= {I33_t,dT} T

Ti A T211 lo

Svd . = S,AT vd
= Su(IT UTU

(2.105)

-

a2,X

Pi,x
P2,x

a,xL = = a3,X P,x =
P3,x

P4,x

i=1, ,n
k=1, 3

P5,x

P6,x
(2.107)

I
(2.104)

= U Sud (2.103)



2.5 Calcul des variations 65

Il est à noter que la base polynomiale p ne dépend pas des noeuds ce qui explique
l'expression de F,xt. L'évaluation de l'expression P,x n'engendre aucun problème. Il
s'agit simplement de dériver des polynômes ce qui conduit aux expressions suivantes:

P,x =

o1
o

2(X1 - X)
(X2X)

o

Revenons sur la relation (2.39). A priori, nous sommes en mesure d'écrire:

Les fonctions poids utilisées ne considèrent que la distance d séparant un noeud
maître du point d'évaluation dans le plan diffus. De ce fait, seule la différence -
intervient. Nous pouvons même affirmer que seules les deux premières coordonnées
de cette différence jouent un rôle puisque d est la distance dans le plan diffus
(cf. section 2.2.5). Ii est aussi évident que l'expression (2.29) de la matrice P ne
dépend que de cette différence, et que les troisièmes coordonnées ne sont pas mises à
contribution. La dépendance de a en la troisième coordonnée des noeuds x provient
du vecteur Z. Nous pouvons donc établir que l'expression générale de a est la
suivante:

a(X X, X X, X) i = 1,... ,n (2.110)

Pour parvenir à exprimer et a,xL, nous procédons au changement de variable
suivant pour i = 1,.. , n:

vii xi_xc
1 1'

Vt -2 - -'2 2

v3 3

L'expression (2.110) devient alors:

a(V1, V, V) (2.112)

Dans le cas du calcul de ce changement de variable peut paraître superflu
puisque qu'il conduit simplement à:

a,x =
Ce changement de variable est nettement plus intéressant pour le calcul de En
effet, grâce à lui, il apparaît clairement que peut s'exprimer en fonction d'une
somme sur l'ensemble des noeuds x:

=

et P,x =

O

O1
O

(X1Xfl
2(X2X)

(2.108)

k = 1,... 3 et i = 1, ,n (2.113)

k = 1,2 et = 0 (2.114)

a = a(X, X, x ,x) (2.109)
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soit encore en reprenant (2.113),

a,x = _:a,x

La difficulté à résoudre est maintenant l'évaluation des quantités ax pour k
1, ,3eti=1, ,n.

Expression de

Cette quantité est exprimée en reprenant la relation (2.25) et en la dérivant par
rapport à X. Nous obtenons alors la relation suivante:

[(
wipipi2') a]

=
WI X pi]

1=1 i=1

Cette grandeur est obtenue en dérivant de façon classique un produit de fonctions.
Son expression se simplifie fortement en tenant compte du fait que les et pi ne
dépendent pas des X. Reprenant les matrices P et W introduites dans la partie
??, nous avons:

(PTWP) =w3p avec j = 1, ,n (2.117)

L'expression de est finalement obtenue en inversant la matrice PTWP:

= w [PTWP]1 p3 (2.118)

Expression de

La détermination de est un peu plus complexe que celle de a'i. En effet,
dans ce cas précis, il faut prendre en considération la dépendance de P et W en la
variable X. Nous repartons de (2.25) que nous dérivons cette fois par rapport à X
pour obtenir:

[(
WPP') al =

i=1 / J,x L
r

En développant les différents termes nous obtenons:

k=1,2 (2.115)

:wixpi] (2.119)

= - (' a

+ pi + W x

(2.116)

(2.120)
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Le vecteur s'écrit simplement:

+ (w, p + w Ç3) x }

p1x

o

1

o

2(X11Xf)
(X - X)

o

L'expression w3 dépend des fonctions de poids choisies. Nous garderons, dans cette

partie cette expression générale. Finalement, est donné par la relation:

= (pTwp)
{_ [wÇ + (

T VT)] a
(2.122)

Expression de

Le calcul de s'effectue d'une manière tout à fait similaire à ce qui a été fait

précédemment en remplaçant X par X:

(TwP) = - [w'X3 pi p)T + w (p.:ix piT + p3 a

+ (
pi + Wi pip) x

L'expression du vecteur p' est:

o

o

1

o
(X17 Xj)
2(XX)

(2.12 1)

(2.123)

(2.124)

Pour terminer, nous obtenons:

= (PTWP)1
{

[i piT
+ w

piT +p piT)] a
2 2 2 (2.125)

+ (w3jpi+w3p3j)X}

2.5.5 Seconde variation de F

Cette partie est consacrée à l'évaluation de tous les termes constituant la matrice
introduite par l'équation (2.80). Les difficultés vont concerner les dérivées du vecteur
a.
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Commençons par étudier les dérivées du type xq où k, i = 1,... 3 et i .J =
1,... , n. Cette quantité prend en compte les contributions des noeuds du solide
maître. Comme la base polynomiale p ne dépend pas de ces noeuds cette quantité
s'exprime simplement:

où nous avons noté:

a,xLX1 =

Les dérivées croisées de F, faisant intervenir le noeud esclave et les noeuds de la
surface maître sont un peu plus complexes à évaluer. Nous avons:

FXCXi=paXj+pTZXCX2 j=1,,n et k=1,2 (2.128)

Les dérivées secondes de F ne concernant que le noeud esclave s'écrivent:

F,xxf Pçx1 + px Q,x1 + pq a,x + T a,xx1 k, i = 1,2 (2.129)

Les quantités du type a,xx1 et sont déterminées en utilisant le changement
de variable que nous avons précédemment introduit:

i,jfl

=
i,j=1

2,XlX!

3 ,xxf

c4xLx1

a5xLxf

a6XX/

axx = 0 i,j = 1,... ,n

(2.127)

k,l=1,2 (2.130)

a,xx=a,xx( l=1,».,3; k=1,2; et j=1,...,n (2.131)
i= i

Il faut maintenant calculer toutes les dérivées secondes de a. Ces évaluations sont
basées sur des principes similaires à ceux utilisés pour les premières variations.

Expression de

Cette quantité se détermine de façon triviale en reprenant la relation (2.118).
Cette expression met en évidence le fait que a est indépendant de la troisième
coordonnée X' pour tout i = 1, , n. On en déduit donc:

(2.132)

F,XLX! (2.126)
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Expression de a '31

Cette grandeur est évaluée en dérivant la relation (2.117) par rapport à X pour
obtenir:

Expression de et

La valeur est calculée en reprenant la relation (2.120) et en la dérivant

par rapport X:

(2Twp)

Expression de

La détermination de cette grandeur est effectuée en utilisant un raisonnement
totalement analogue à ce qui a été fait pour ce qui conduit à une expression

similaire à (2.134):

(Twi') = - [w3 pi piT + ('
T + j iT)] a,x

{ ('PTwP) a,x }

{
(pTp) = {w

Nous sommes alors en mesure d'écrire:

sì
J ,x

= - [ç pi piT + piT +pi riT)] a,x

+ (pi 6ii

(2.134)

T T= - {
[w p + P + P P,x )] a

+ + w P,q) x}.

(2.133)

(2.135)

(2.136)
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En décomposant les différents termes, nous sommes en mesure d'écrire:

(PTWP) axÏx

Expression de et

Les dérivées croisées et sont mises en évidence avec des méthodes
analogues. L'expression (resp. K) est évaluée en dérivant la quantité
(2.120) (resp. (2.123)) par rapport X (resp. Xfl. Ceci conduit à:

{
(pTp)

a,x }
' 2

= (wÇ pi + + w x

- +wi

- [w3pip.1T+wi

o

o

- 2

o

o

(Px + p P,xf)

(11 PiT + Pi riT)

- [w3xjxj pi piT + (i piT + p:1xpiT)

+ piT +
pT + pi iT)]

(2.137)

La quantité est identique à l'expression (2.137) en remplaçant X par X.
Dans ces relations, nous avons noté:

et =

f T= _{[wxpipiT+wp,xp +p
+ p + w Px) x1J ,x

(2.138)

(2.139)

o

o

o

o
o
2



Il est important de noter que toutes ces quantités sont exprimées dans le repère
diffus Rd.

Cette partie a été consacrée à l'évaluation de toutes les quantités nécessaires à
l'écriture du résidu élémentaire de contact et de la matrice tangente de contact. Les
difficultés résident dans le fait que le contact est supporté non plus par les noeuds
d'une facette, mais par un nuage de noeuds. Les contributions de tous ces noeuds
doivent être prises en considération au prix de calculs relativement complexes.

2.6 Implémentation et exemples

Cette méthode a été développée et implémentée dans le code par éléments fi-
nis SYSTUS [75]. Nous décrivons ici l'implémentation informatique de l'élément de
contact 3D diffus. Nous rappelons que la notion d'élément de contact ne correspond
pas à la notion d'élément fini mais à une structure de donnée qui associe le noeud
esclave à des noeuds de la surface maître potentiellement en contact.

2.6.1 Implémentation

Les parties des solides qui sont en contact éventuel peuvent considérablement
évoluer au cours du processus surtout quand des grandes déformations sont considé-

71

(2.141)

En appliquant les règles usuelles de calcul, nous obtenons:

(PTWP) = p + wÇj ì + + w pjj) x

- + w (Px + p
IT)]

- [i ,i iT + i
(' piT +pi riT)]

- [w3xjxj + w, (pi + T)

+ (' +
T

+ z
iT + px

T)

+ (pi piT +
PT)]

(2.140)

Le vecteur est donné par:

o

0

o=
o

i
o
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Fig. 2.5 - Approche INTP

rées. Pour détecter les zones de contact, un prétraitement est nécessaire. L'utilisateur
doit spécifier toutes les zones du solide esclave susceptibles d'entrer en contact. Pour
chacune d'entre elles, une zone maître en vis-à-vis doit être donnée. A ce niveau,
nous avons mis en oeuvre deux stratégies. Ces stratégies vont différer dans la déter-
mination des noeuds utilisés dans l'approximation.

Détermination des noeuds utilisés dans l'approximation

La première stratégie dite INTP conserve le support du maillage. Pour chaque
noeud esclave appartenant à une zone de contact esclave C, la facette la plus proche
appartenant à la zone de contact maître M est déterminée et notée f. Une fois
cette facette parfaitement connue, toutes les facettes adjacentes et les adjacentes
des adjacentes ... suivant le choix de l'utilisateur sont détectées. L'ensemble E des
noeuds de l'approximation est défini comme l'ensemble des noeuds de toutes ces
facettes. L'élément de contact 3D diffus est alors constitué du noeud esclave et de
tous les noeuds de l'ensemble E (Figure 2.5).

La deuxième stratégie appelée SC3D, utilise directement les noeuds issus du
prétraitement. Pour chaque noeud esclave appartenant à une zone esclave donnée
C, le principe de régularisation est mis en oeuvre avec les noeuds de la surface
maître M en vis à vis. L'avantage fondamental de cette approche réside dans le fait
que les tris ne sont plus nécessaires. De plus, la notion de facette est complètement
inexistante puisque seuls les noeuds sont considérés. L'élément de contact 3D diffus
sera donc constitué d'un noeud esclave et de tous les noeuds appartenant à la zone
maître antagoniste au noeud esclave (Figure 2.6). Ces deux approches ne diffèrent
que sur l'aspect détection du contact et la régularisation de surface s'applique de
façon complètement similaire à l'une ou l'autre.



2.6 Implémentation et exemples 73

-.Noeud esclave

S:---------7«

*
- -

.N:::« :
Zone maître

Fig. 2.6 - Approche SC3D

Choix de l'ordre de l'approximation

Quelle que soit l'approche utilisée INTP ou SC3D, il se peut que le nombre de
noeuds retenus ne soit pas suffisant. Ce problème sera vraisemblablement plus cou-
rant pour l'approche INTP. Que faire alors quand le nombre de noeuds est inférieur
à 6? Dans cette situation, la matrice P3,VPT (cf 2.30), donnant la valeur du vecteur
a n'est pas inversible. L'idée est en fait de "descendre" l'ordre de l'approximation.
Dans ces cas extrêmes, la base polynomiale utilisée est une base linéaire:

Seuls trois noeuds sont alors indispensables à la bonne marche du problème, ce qui
sera toujours le cas.

Plan diffus

Un choix s'imposait pour la détermination du plan diffus. Fallait-il l'évaluer à
chaque itération? Ce choix nous est apparu coûteux et pas forcement judicieux.
En effet, calculer le plan diffus à chaque itération, implique des problèmes dans les
variations. Il apparaissait nécessaire de tenir compte du changement de repère à
chaque itération ce qui rendait les expressions du résidu et de la matrice tangente
extrêmement complexes. C'est pourquoi nous avons choisi de considérer le plan diffus
fixe au cours du processus itératif. A chaque début d'incrément de chargement après

1

P= (2.142)



74 Régularisation d'une surface de contact par approximation diffuse

le prétraitement concernant les noeuds utilisés dans l'approximation, ce plan est
évalué et stocké pendant tout le pas.

2.6.2 Exemples

La suite de cette partie est consacrée à la présentation d'exemples pour mettre
en évidence l'efficacité de l'approche développée. Le contact est supposé glissant.

La méthode développée s'avère efficace face à des problèmes de nature distincte.
En effet, la géométrie de la cible peut être telle que des pénétrations importantes
peuvent surgir et dans ce cas, il semble intéressant de tenter de réduire cette péné-
tration. Dans d'autres situations, le problème est tel que des difficultés purement
numériques comme l'oscillation du vecteur résidu peuvent se produirent.

Contact entre une plaque et un cylindre rigide

Dans un souci de clarté, nous présentons en un premier lieu un exemple de
contact, solide rigide, solide déformable quasi 2D. Nous considérons le contact entre
un cylindre rigide et une plaque élastique de module d'Young E = 200000MPa et
de coefficient de Poisson u = 0.3 (Figure 2.7). Les dimensions de la plaque sont les
suivantes:

1=65mm
- L=20mrn
- e = 5mm

Le rayon du cylindre est de 100mm. Cette plaque est soumise à une pression im-
posée P = 200MPa suivant la direction y sur la partie Se de sa frontière et à un
déplacement imposé suivant la direction x sur la partie S. Le modèle éléments finis
ainsi que les conditions aux limites sont présentés sur la figure 2.8. Le solide maitre
est défini comme étant le cylindre rigide.

Cet exemple, en apparence relativement simple, met en évidence les problèmes
qui peuvent être éventuellement rencontrés avec l'approche étudiée. Dans un premier
temps la zone maître est constituée de 8 mailles triangulaires et de 21 noeuds (2.9(a)).
Les deux stratégies, INTP et SC3D, sont mises en oeuvre pour traiter le problème.
Dans le cadre INTP, 7 noeuds au plus seront utilisés dans l'approximation, ce
nombre dépendant de la facette maître de référence considérée. Nous avons alors
constaté des difficultés géométriques qui ne se produisaient absolument pas dans
le cadre SC3D. Cette constatation nous a conduit à un des points fondamental:
le nombre de noeuds intervenant dans l'interpolation n'est pas suffisant ce qui a
pour conséquence de déstabiliser le système. Ainsi, la reconstruction de la surface
de contact ne peut être effectuée correctement. Dans le cadre SC3D, les difficultés
disparaissent car les 21 noeuds issus du prétraitement sont choisis comme support de
l'approximation. L'utilisation d'un maillage plus dense de la zone maître, 32 mailles



Fig. 2.7 - Contact entre une plaque et un cylindre rigide

triangulaires et de 27 noeuds (Figure 2.9(b)) confirme totalement ce fait. En effet,
les problèmes géométriques disparaissent avec ce nouveau maillage.

La forme de la cible pose quelques difficultés. Pour tenter de comprendre ces
problèmes, nous étudions une partie particulière de la cible (Figure 2.10). Un zoom
sur la configuration déformée obtenue avec un algorithme de contact n'utilisant pas
l'élément de contact diffus 3D est représenté sur les figures 2.11(b) et 2.12(b). Il est
très net que la non-régularité du cylindre génère une forte interpénétration. Ce pro-
blème est atténué en utilisant l'élément de contact diffus 3D. Ceci est spécialement
visible sur les figures 2.11(a) et 2.12(a). Le contact n'a plus lieu sur une facette (un
plan), mais sur une surface qui suit tout à fait la forme du cylindre.

Pincement d'un tube entre deux plaques

Cet exemple traite un problème de contact entre deux corps déformables en trois
dimensions. Un tube est pincé entre deux plaques parallèles identiques (Figure 2.13).
Les dimensions du tube sont les suivantes:

- I = 200m
- r = 90mm
- R=lOOmm

Les plaques ont pour dimensions:

- 1=200mm
- L=75mm
- e = 20mm

Compte tenu des symétries, seul le quart du dispositif est modélisé. Ce choix conduit
aux conditions aux limites suivantes (Figure 2.16):

- U = O dans le plan OYZ

2.6 Implémentation et exemples 75
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(a) Modèle éléments finis et chargement

(b) Modèle éléments finis: vue 2D

Fig. 2.8 - Contact entre une plaque et un cylindre rigide: modèle éléments finis



2.6 Implémentation et exemples 77

(a) Maillage grossier

(b) Maillage plus raffiné

Fig. 2.9 - Contact entre une plaque et un cylindre rigide: zone de contact maître
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Zoomsur cette partie

Fig. 2.10 - Contact entre une plaque et un cylindre rigide: configuration déformée

- U = O dans le plan OXZ
- U, = 0 dans le plan OXY

La modélisation géométrique d'un quart du tube est réalisée avec 432 éléments
volumiques et celle de la plaque avec 192 éléments volumiques (Figure 2.17). La
modélisation géométrique du contact conduit à la définition de deux zones de contact
potentiel:

- la surface maître est une partie du tube supérieur modélisée par des éléments
à trois noeuds;

- la surface esclave est une partie de la plaque modélisée par des éléments sur-
faciques à quatre noeuds (Figure 2.18).

Le modèle mécanique des matériaux est dans un premier test élastique et dans
un second test le comportement élastoplastique est considéré. Les matériaux de la
plaque et du tube ont les mêmes propriétés mécaniques:

- Module d'Young E = 200000MPa
- Coefficient de Poisson y = 0.30
- Limite élastique U!, = 400MPa
- Pente d'écrouissage H = 3450MPa

Le chargement consiste en un déplacement vertical imposé de 100mm à l'extré-
mité de la plaque (Figure 2.16). Dans le cas élastique, ce chargement est appliqué par
pas de 2.5mm. Dans le cas plastique, l'incrément de chargement est réduit à 1mm.
Pour un comportement élastique, le test est réalisé avec un algorithme du contact
classique et un algorithme mettant en oeuvre la régularisation de surface. Dans les
deux cas, le calcul peut être mené à son terme. Cependant, en utilisant la procédure
de régularisation, le coût itératif peut être réduit. En effet, sans régularisation le
nombre d'itérations est 374. Celui ci est réduit à 322 avec régularisation soit une
diminution de 14% du nombre d'itérations (cf Tableau 2.14). Les figures 2.19 et 2.20
présentent l'évolution de la configuration déformée.
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oe---------

(a) Avec approximation diffuse

(b) Sans approximation diffuse

ISO VALEURS
Uy
Temps 5.000000
DeformeS X 1.000000

Min -639709
Max 0.0778575

-5.80846
-5.21963
-4.6312
-4.04257
-3.45393
-2.8653
-2.27667

= -1.66804
= 1.09941

-0.510774

ISO VALEURS
Uy
Temps 5.000000
Detormee X 1.000000

Min = -6.43412
Max 0.0415981

- -5.04042
-5.25672
-466801
407931
3.49061

2.90191

= 2.31321
= 1.72451
=1.1308
- -0.547103-

Fig. 2.11 - Zoom sur la configuration déformée au temps 5
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(a) Avec approximation diffuse

(b) Sans approximation diffuse

ISO VALEURS

Temps 10000000
Delormee X 1.000000

Min = -7.39583
Man = 0.000123771

-6.72357
-6.0512

-5.37883
-4.70646

= 403409
= -3.36172

-2.68835
-2.01898
-1.34481

-0.672345

ISO VALEURS
Lip

Temps 10000000
Del omlee X 1.000000

Min= -7.06988
Max = O

-6.44534
5.80061

5.15627
-4.51174
-3.86721

3.22267
-2.57814

= -1.933e
-1.28907

= -0.64.4534

Fig. 2.12 - Zoom sur la configuration déformée au temps 10
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Fig. 2.13 - Pincement d'un tube entre deux plaques

Fig. 2.14 - Pincement d'un tube entre deux plaques: nombre d'itérations (élastique)

Dans le cas d'un comportement plastique, la réduction du coût est un peu plus
faible à savoir 3%:

Fig. 2.15 - Pincement d'un tube entre deux plaques: nombre d'itérations (plastique)

Les configurations finales obtenues avec une procédure classique sans régularisa-
tion et avec l'algorithme développé sont présentées sur la figure 2.21

Contact entre deux tubes

Un tube droit est posé sur un autre tube qui lui est perpendiculaire. Le contact
initial est ponctuel (Figure 2.22). Le tube intérieur est encastré à une extrémité et
son autre extrémité est libre. Le tube supérieur est lui aussi encastré à une de ses
extrémités et l'autre est soumise à une force verticale répartie sur sa circonférence.
La force totale est égale à 150 KN appliquée en 75 incréments. La modélisation
géométrique des tubes est réalisée par des éléments volume parallélépipèdes à 8
noeuds (Figure 2.23). La modélisation géométrique du contact conduit à la définition

Approche INTP Approche SC3D Approche classique
Nombre d'itérations 322 330 374

Approche INTP Approche classique
Nombre d'itérations 527 544
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Fig. 2.16 - Pincement d'un tube: chargement et conditions aux limites
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Fig. 2.17 - Pincement d'un tube entre deux plaques: modèle éléments finis

Fig. 2.18 - Pincement d'un tube entre deux plaques: zones de contact
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L

(a) U = 50mm

ISOVALEURS
Uz
Temps 70.000000
Deformee X 1.000000

(b) U = 70mm

T'i Cr o i û ,1., I,, ,»-,, ,n

ISO VALEURS
Uz
Temps 50.000000
Deformee X 1.000000

Min = -70
Max = 0.178024

-63.6202
-57.2404
-50.8605
-44.4807
-381009
-31 7211

J
-125816
-62018
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(a) U = 80mm

(b) U = 100mm

T'ir 9 91) - P»nnintnn de ja. ,-n'n.Iauratinn dgnrm,ée

Uz
Temps 80.000000
Deformee X 1.000000

Min m-80
Max 0.220162

-72.7073
-65.4145
-58.1218
-50.829
-43.5363
-36.2435
-28.9508
-21 6581
-143653
-707258

ISOVALEURS
Uz
Temps 100.000000
Deformee X 1.000000

Min =-100
Max = 0.379063

-90.8746
-81.7493
-72.6239
-63.4985
-54.3732
-45.2478
-36.1224
-26.997
-17.8717
-8.74631
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(a) U = 100mm, sans régularisation

ISO VALEURS
Uz
Temps 100.000000
Detormee X 1.000000

Min =-100
Max = 0.379063

(b) U = 100mm, avec régularisation

-90.8746
-81 .7493

-72.6239
-63.4985
-54.3732
-45.2478
-36.1224
-26.997
-17.8717
-874631

Fig. 2.21 - Con fìquration déformée: sans et avec réonlarisation

ISO VALEU RS

T.rnp lOO
D.tom,.. X I
R.I.C.4 GJ

Min--100
Mn - 0.396143

-81 7462

72.8192

= -83.4923
-54.3654

-45.2385

-36.1115

-26.9846

= -17,8577
-8.73078
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Fig. 2.22 - Contact entre deux tubes

de deux zones de contact potentiel:

- la surface maître est une partie du tube supérieur modélisée par des éléments
à trois noeuds;

- la surface esclave est une partie du tube inférieur modélisée par des éléments
surfacique à quatre noeuds (Figure 2.24).

Les dimensions des tubes sont les suivantes:

Lf = 500mm
rjnf = 100mm
e1 = 20mm
L8 = 525mm

= 50mm
e8 = 10mm

Le modèle mécanique des deux matériaux est élastique. Les deux tubes sont faits
du même matériau dont les propriétés mécaniques sont les suivantes:

- Module d'Young E = 150000MPa
- Coefficient de Poisson ¡i = 0.30

Ce problème a été considéré pour étudier le coût de l'approche quand il n'y pas
beaucoup de noeuds entrant en contact au cours du processus. En effet, le contact
initial est ponctuel et seul un noeud est en contact à la fin. Sur un problème comme
celui ci, le nombre d'itérations est augmenté, de manière plus significative pour
l'approche SC3D. Ceci peut être expliqué par la taille des matrices tangentes que
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Fig. 2.23 - Contact entre deux tubes: chargement et conditions aux limites
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Fig. 2.24 Contact entre deux tubes: zones de contact
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nous construisons pour l'élément de contact alors que très peu de noeuds sont en
contact. La taille des matrices est d'autant plus importante pour l'approche SC3D
car tous les noeuds de la zone de contact (Figure 2.24) sont pris en compte dans la
détermination de l'approximation. Dans le cas INTP, ce nombre est réduit puis-
qu'une présélection est effectuée en détectant la facette la plus proche associée à
chaque noeud esclave. Pour information, la figure 2.26 présente l'évolution de la

Fig. 2.25 - Contact entre deux tubes: nombre d'itérations (élastique)

configuration deformée.

2.7 Conclusion

Ce chapitre a été consacré à la présentation d'une procédure de régularisation
d'une surface de contact issue de la discrétisation par éléments finis. Cette approche
apparaissait comme une étape indispensable pour améliorer le traitement du contact.
En effet, une surface de contact résultant d'un maillage par éléments finis est seule-
ment différentiable par morceaux ce qui peut être source de difficultés numériques.
Nous avons choisi d'utiliser l'approximation diffuse pour régulariser la surface.

L'originalité de l'approche proposée par rapport à celle présentée dans l'intro-
duction 162, 80] tient en deux aspects. Le premier concerne les noeuds utilisés dans
l'approximation. Les noeuds participant à l'approximation ne sont plus seulement
les noeuds d'une facette de référence et de ses voisines les plus proches mais des
noeuds appartenant à un ensemble que nous avons défini comme la zone de contact
du solide maître. Cette considération a une répercussion directe sur la gestion de
la recherche des candidats au contact. En effet, l'association noeud esclavefacette
présentée dans la partie 1.4 n'a plus lieu d'être. L'étape de tri ou de recherche du
contact par buckets par exemple est ainsi évitée. La seconde originalité de l'approche
proposée vient du fait que la surface de contact régularisée est obtenue par une suc-
cession d'approximations locales qui dépendent des noeuds de la surface maître mais
aussi des noeuds du solide esclave.

La régularisation conduit à une nouvelle description de la surface de contact.
Il a ainsi été nécessaire de faire des choix basés sur des constatations numériques
notamment pour la définition de la pénétration diffuse. La pénétration diffuse a
été définie en projetant sur l'approximation locale et non sur la surface diffuse.
Nous avons aussi souligné la difficulté d'implémentation d'une telle approche. En
effet, la construction de l'élément de contact 3D diffus nécessite les variations de
g. C'est ceci qui est le plus délicat. Il faut parvenir à évaluer cette quantité en
utilisant les propriétés intrinsèques de la surface régularisée et ce n'est pas chose

Approche INTP Approche SC3D Approche classique
Nombre d'itérations 307 339 204
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(a) F=5O KN

(b) Fz1OO KN

Vir 9 9F - (ontngt emre dp.wì iii.hes: ronfiauraiion déformée

Uz
Temps 50.000000
Deformee X 1.000000

Min = -2.50393
Max = 0.00370287

-2.048

-1.82003
-1 .59207

-1.3641

-113613
____ -0 908165

-0680198
-0.452231

-0.224264

ISOVALEURS
Uz
Temps 100.000000
Deformee X 1.000000

Min = -5.04098
Max 0.00682628

-4.1232

-3.66431

-3.20542

-2.74652
-2.28763
-1 82874
-1.36985

-0.910957
-0.452065
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aisée. Force est de constater que cette approche n'est pas exploitable en l'état pour le
contact frottant. En effet, la prise en compte du frottement nécessite la connaissance
de coordonnées matérielles, que nous ne possédons pas en écrivant les grandeurs
comme nous les avons présentées. Ce problème pourrait être résolu en redéfinissant
l'approximation locale avec un autre paramétrage, ce qui se trouve être complexe.
Cette lacune est la principale critique que nous pouvons faire à l'approche développée
et c'est aussi l'inconvénient majeur. Cependant, cette méthode se révèle relativement
efficace pour le contact glissant.
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3.1 Introduction

Le traitement du contact mène à des inégalités variationnelles. Pour résoudre
ce problème, plusieurs méthodes numériques ont été développées. Nous avons choisi
d'utiliser, dans SYSTUS, la méthode de pénalisation. Cette méthode peut être faci-
lement développée dans un code par éléments finis. Néanmoins, le choix optimal du
paramètre de pénalisation est souvent délicat 1531 Un ajustement automatique de
cette quantité semble nécessaire [501. Le but de la stratégie que nous proposons est
d'ajuster le paramètre de pénalisation en fonction de l'interpénétration entre solides.

Les phénomènes de contact produisent des fortes non-linéarités. La méthode
de Newton est généralement employée pour résoudre ces problèmes. Cependant,
quand trop de changements de statuts de contact se produisent, les algorithmes
de Newton Raphson peuvent ne pas converger. Dans ce contexte, un algorithme
d'ajustement automatique du chargement peut être utilisé [29, 32, 771. Trop de
noeuds entrant en contact simultanément peuvent occasionner des difficultés dans
la solution. L'idée principale de la méthode que nous développons est de limiter le

93



94 Considérations pour améliorer le traitement numérique

nombre de changements de statut de contact sur un pas de chargement.

Dans une première partie, nous présentons deux approches pour tenter de réduire
les difficultés liées à la pénalisation. Ceci concerne le lissage de la loi de pénalisation
et l'ajustement automatique de la pénalisation. Dans une seconde partie, l'ajuste-
ment automatique de l'incrément de chargement est mis en évidence. Pour terminer,
l'efficacité des approches développées est illustrée par des exemples.

3.2 Traitement de la pénalité

Nous considérons x" un noeud esclave potentiellement en contact avec une facette
maître f. Ce noeud est supposé en contact à l'instant t et il est encore en contact
à l'instant t + ¿t (Fig. 3.2). Nous avons vu dans la partie 1.3.5 que la méthode de
pénalité estime la force normale de contact associée au noeud xk en fonction de la
pénétration g:

T =< g > (3.1)

Le coefficient de pénalisation E est calculé à partir du terme diagonal maximal de
la matrice de rigidité associée au noeud esclave xk. Ce coefficient mesure la rigidité
locale au noeud considéré. Au début de chaque incrément de chargement, cette valeur
est évaluée et conservée tout au long du pas considéré. La valeur de ce paramètre
peut fortement perturber le processus. Dans certaines situations, la raideur locale
peut être très différente de la raideur globale de la structure. Dans ce cas, de sérieuses
difficultés de convergence peuvent apparaître. Pour tenter de réduire ces difficultés,
une des stratégies consiste à régulariser le coefficient e.

3.2.1 Régularisation du paramètre de pénalité

Le coefficient E est régularisé de sorte que la force normale de contact T présente
l'évolution mise en évidence par la figure 3.1. La force normale de contact s'exprime
alors comme suit:

T = -(g)E
où la fonction ç est donnée par:

=

k si

k2 kg E. ksi gj<e

o sinon

Les intérêts d'un tel lissage sont multiples. D'une part la dérivée est continue à
l'origine. Ceci améliore le changement de statut de "non contact-contact". D'autre
part, lorsque Ig <E, la pénalité apparente est plus faible, ce qui permet un meilleur

(3.2)

(3.3)
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Fig. 3.1 - Lissage de la force de contact

conditionnement quand la pénalité est trop importante. Une autre stratégie peut être
envisagée pour tenter de réduire les difficultés liées à la pénalité: l'ajustement de la
pénalité au cours du processus. C'est ce que nous proposons dans la suite.

3.2.2 Ajustement automatique du paramètre de pénalité

Nous considérons toujours un noeud en contact à l'instant t et toujours en contact
à l'instant t + Lit. L'objectif de l'ajustement est de parvenir à donner une expres-
sion du paramètre de pénalité à l'instant t + Lt en utilisant les quantités connues
à t après convergence. Lorsqu'on résout un problème en utilisant un algorithme de
Newton, la solution recherchée est obtenue à une précision près. Cette remarque
s'applique notamment aux déplacements. Or la pénétration est ni plus ni moins un
déplacement normal. Alors, pourquoi essayer de satisfaire la solution parfaite g = O
alors que les déplacements ne sont pas totalement exacts? Le paramètre de péna-
lité va être ajusté à partir de cette considération. L'algorithme proposé ajuste le
paramètre de pénalité en fonction de la précision exigée pour la pénétration. D'une
part, une pénétration trop importante, c'est à dire inacceptable d'un point de vue
physique, signifie que le paramètre de pénalité est trop petit. Ainsi, il semble né-
cessaire d'augmenter ce paramètre. D'autre part, si la pénétration est acceptable, le
paramètre de pénalité peut être diminué ou bien gardé tel que. Nous avons introduit
dans les phrases précédentes deux termes fondamentaux pour la suite: inacceptable
et acceptable. Dans la mesure où une précision Pdep est requise en déplacement, une
pénétration acceptable d'un point de vue physique est une pénétration qui est de
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l'ordre de grandeur de cette précision Pdep. Par conséquent une pénétration inac-
ceptable d'un point de vue physique est une pénétration supérieure à la précision
requise en déplacement.

Notion de précision requise en pénétration

Pour ce faire, nous introduisons les précisions requises en pénétration. Nous consi-
dérons Ymax la valeur maximale de la pénétration autorisée, qui sera en quelque sorte
la borne supérieure de l'erreur en pénétration. Nous considérons de même gj pé-
nétration minimale autorisée qui est la borne inférieure. Quand il y a contact, nous
souhaitons donc obtenir:

gj gn umax (3.4)

où les quantités gmin et umax sont des quantités spécifiées par l'utilisateur avec:

Stratégie

La stratégie que nous allons présenter a été mise en oeuvre pour des éléments
de contact noeud à noeud, "noeud-facette" mais aussi pour l'élément de contact 3D
diffus. Puisque la formulation noeud à noeud peut être considérée comme un cas
particulier de la formulation "noeud-facette", et que la description de l'élément diffus
est un peu complexe au niveau des notations, nous n'allons appliquer la stratégie
proposée qu'au cas "noeud-facette". Cependant, l'extension aux diverses formulations
ne pose aucun problème. La pénétration après convergence à l'instant t est notée
tgk et celle à l'instant t + ¿t est t+tgk. Le paramètre de pénalité du noeud x1' à
l'instant t (respectivement t + ¿it) est tEk (t+tsk)

Pour un noeud x'', le paramètre de pénalité t+t6k va s'exprimer comme suit:

t+t k tkF(tgk, gmi, gmax) E

La difficulté est maintenant de donner l'expression de la fonction F. Si la pénétration
à l'instant t, après convergence, est plus grande que la valeur maximale autorisée
gmax, alors la solution n'est pas optimale (Figure 3.3). Pour réduire cette pénétration,
il faut donc augmenter le paramètre de pénalité. Autrement dit:

gj Pdep et gmax "' Pjep (3.5)

tgk1
9max =

Dans le cas où la pénétration est acceptable (Figures 3.4 et 3.5), le paramètre de
pénalité peut être conservé ou diminué:

tgk1

t+zt k >t k
En -

t+t k <t k- En

(3.6)

(3.7)

(3.8)
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La stratégie établie, il apparaît indispensable de voir comment elle s'insère dans un
algorithme de contact.

3.2.3 Algorithme détaillé de la méthode de pénalité avec pa-
ramètre ajustable

L'algorithme détaillé de la méthode de pénalité avec l'ajustement automatique
est présenté dans le tableau 3.1. Il est important de noter que nous ne présentons ici
que l'ajustement du paramètre lié à la force normale de contact. En effet, l'extension
à la force de frottement ne pose aucun problème.

L'algorithme présenté détermine à la première itération de Newton du premier
incrément de chargement, un paramètre de pénalité de référence noté E. Ce pa-
ramètre est déterminé à partir du terme maximal de la matrice de rigidité. Il est
clair que l'ajustement ne peut commencer qu'à partir du deuxième incrément de
chargement.

Cette partie a été consacrée à la présentation de techniques utilisées pour tenter
de réduire les difficultés liées à une mauvaise pénalité. L'algorithme d'ajustement
automatique est basé sur des considérations empiriques. Nous avons choisi d'ajuster
la pénalité en contrôlant la pénétration. Ce choix peut être expliqué en considérant le
critère de convergence de la méthode de Newton. L'idée est d'imposer une précision
de convergence pour la pénétration.

3.3 Ajustement du pas de temps

Les non-linéarités du contact, qui plus est en grandes déformations, conduisent
inévitablement à l'utilisation d'une approche incrémentale. L'état mécanique d'un
système sera donc défini pour un chemin de chargement donné. Il faut alors déter-
miner le chemin le plus efficace possible d'un point de vue numérique. Dans le cas
des problèmes de contact, les difficultés sont étroitement liées aux changements de
statut de contact au cours du processus. L'idée de base est de parvenir à ajuster l'in-
crément de chargement en fonction des changements de statuts de contact et plus
particulièrement des entrées en contact. La méthode que nous mettons en oeuvre
dans ces travaux va s'appuyer sur cette considération.

3.3 Ajustement du pas de temps 99

Finalement, nous avons l'expression de F:

Fit k
i g , gmzn, umax

tgk
si tg

si tgk

sinon

> gmax

<
(3.9)

9max

tk
g71

gj
i
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[1]. Boucle sur les incréments de chargements t > tmaa,
[2]. Boucle sur les itérations d'équilibre i imax

Boucle sur tous les éléments
Détermination des matrices tangentes élémentaires et des résidus Ke, Re
Boucle sur tous les éléments de contact

Détermination de l'état de contact du noeud contacteur xk
Calcul de la force normale de contact T

(a) Evaluation du paramètre de pénalité

tk
t ki_lEn

Détermination de la condition de contact en utilisant le gap

Si > O goto (e)

Expression de la force de contact

tTk_tk tk
i - z6

Expression du résidu de contact et de la matrice de contact
Continue

Résolution des équations d'équilibre

{K + K] 8u = +

Test de convergence

f> PrecIIRtII ì _<Prec

[3] Fin des itérations d'équilibre
Ajustement du paramètre de pénalité

sii=O et t=1
sinon

alors goto [2]
alors goto [3]

tktk n tk- e, si tgk
> Ymax

9maxtk
t k 9n t k si tgk <En - En

gmintk tkEn - E SflOfl

Actualisation de la solution
[4]. Fin de boucle sur les incréments de chargement

Tab. 3.1 - Algorithme de la méthode de pénalisation avec ajustement du paramètre
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3.3.1 Description de la stratégie

Lorsqu'un problème de contact est résolu, l'entrée en contact d'un trop grand
nombre de noeuds simultanément peut perturber fortement le processus itératif de
Newton. Ainsi, semble-t-il intéressant d'ajuster automatiquement le pas de temps
comme ceci a été fait dans [1, 29, 77]. L'idée de la méthode que nous proposons ici,

est de limiter le nombre d'entrées en contact pour un incrément de chargement donné
à un nombre N spécifié par l'utilisateur. Nous considérons Lt l'incrément de char-
gement courant. De manière générale, cet incrément de chargement et l'incrément
corrigé sont liés par une relation de la forme:

Ltcor = ßzt (3.10)

où /3 est un facteur multiplicatif qui doit être déterminé. Ce facteur /3 va être
construit de sorte que le nombre d'entrées en contact sur le pas de temps cor-
rigé Ltcor soit limité au nombre N. Une des quantités qui permet la détermination
de l'état de contact est la distance normale de contact. De ce fait, le facteur /3 va
s'exprimer à partir de considérations géométriques comme suit:

k t+t k- g71, g) (3.11)

où k = 1..., est le nombre de noeuds qui sont susceptibles d'entrer en
contact. La quantité g (resp. t+tgk) représente la distance normale de contact du
noeud au temps t (resp. t + zt).

3.3.2 Détermination de fi

Considérons un noeud esclave xk susceptible d'entrer en contact avec une facette
maître. Nous ne présentons pas ici l'association noeud-facette. Dans un souci de
clarté et de simplicité, nous supposons que la facette de référence est stationnaire
entre les temps t et t + zt et que le noeud reste en contact avec la même facette.
Deux situations peuvent se produire: le noeud xe" considéré n'est pas en contact à
l'instant t et il n'est toujours pas en contact à l'instantt+Lt (Figure 3.6(a)); le noeud
étudié peut ne pas être en contact à l'instant t et être en contact à l'instant t + Lt
(Figure 3.6(b)). Pour chaque noeud xk, un scalaire /3k est introduit. Ce scalaire est
déterminé de sorte que le noeud xk soit exactement en contact à l'instant t + Ltcor

(Figure 3.7).

Expression de í3k pour un noeud donné x'

Nous cherchons le nouveau pas de temps L.tcor tel que le noeud xk considéré entre
exactement en contact. Pour ce faire, nous allons utiliser de simples considérations
géométriques. Nous introduisons la normale n à la facette de référence. Nous notons

le déplacement du noeud xk entre les temps t et t + zt. La composante normale
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Maître

(a) Pas de contact entre t et t +

Configuration au temps t

Esclave

Configuration
au temps t+i t

Configuration
au temps t

Esclave Configuration au
temps t+&

Esclave
t k

tgk,

Esclave

(b) Entrée en contact entre t et t + t

Fig. 3.6 - Noeud potentiellement en contact
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Généralisation

Le coefficient /3 est calculé en considérant tous les noeuds susceptibles d'entrer
en contact. Tous les termes /3k sont évalués et classés dans l'ordre croissant:

ßi /32 ... 13N (3.18)

Configuration
au temps t

Esclave

Fig. 3.7 - Situation désirée

de ce déplacement est en fait exactement la différence entre les distances normales
à t et t + t, i.e.:

zt k t k t+t ku= g11 g11

t k t+Lt k/t + g,1 g11

tk¿twr - 9n

tk
g11

= tk t+tk
1n 3fl

(3.12)

L'incrément de chargement corrigé doit faire en sorte que le point XC soit en contact.
De ce fait, la distance normale t+tcorg doit être nulle:

t+Ltcorgk = 0 (3.13)

La composante normale Ltcoru, se réduit donc à:
tgk (3.14)

Nous pouvons alors établir une relation empirique entre les incréments de charge-
ment comme suit:

(3.15)

En conséquence, les deux incréments de chargement sont liés par:

/3k Lt (3.16)

où le coefficient /3k est défini pour un noeud spécifique,

(3.17)

Xk Configuration
au temps t+i tCOr

tg ¡ Esclave

Maître
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Configuration au temps t

Maître

Esclave

Fig. 3.8 - Déplacement

où est le nombre de noeuds potentiellement en contact.

L'objectif de l'approche proposée est de limiter le nombre de noeuds entrant en
contact entre les temps t et t + t à un nombre N spécifié par l'utilisateur. est
en fait choisi comme le Neme terme de la suite des coefficients ßk:

Configuration
au temps t+zt

Esclave

Xk

;
t+tgk

Après des considérations théoriques, nous allons présenter le détail de l'algorithme
avec son implémentation.

3.3.3 Algorithme détaillé de l'ajustement automatique du pas

Cette partie est dédiée à la présentation complète de l'algorithme d'ajustement
automatique de l'incrément de chargement. L'utilisateur doit donner un entier N qui
est en fait le nombre d'entrées en contact maximum souhaitées sur un incrément.
Nous considérons que la configuration à l'instant t a été évaluée et nous voulons
déterminer la configuration à l'instant t + t avec éventuellement un ajustement
automatique de l'incrément de chargement. Dans un premier temps, une prédiction
de la situation à t + zt est effectuée. Pour ce faire, nous laissons le processus ité-
rer une seule fois. Pour chaque noeud en contact potentiel le coefficient ßk est
calculé à la première itération de Newton du temps t + Lit. En réalisant une boucle
sur tous les noeuds du corps esclave, /3 est évalué. Une fois cette quantité connue, le
processus itératif de Newton au temps t + ¿t est donc interrompu. L'incrément de
chargement est diminué ou augmenté en utilisant le facteur /3. Le nouvel incrément
Ltcor de chargement est alors évalué par la relation (3.10). Cependant, il se peut que

9 = (3.19)
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ce nouvel incrément de chargement soit trop petit, ce qui nous a conduit à intro-
duire un pas de temps minimum spécifié par l'utilisateur Lt min Il en est de même
pour un incrément de chargement trop grand avec l'introduction d'un incrément de
chargement maximum Ltmax. Le calcul est alors repris avec ce nouveau pas Lt
Le schéma de l'algorithme est détaillé par le tableau 3.2.

3.4 Exemples

L'efficacité des deux algorithmes proposés est mise en évidence dans cette partie
par différents exemples. Les améliorations constatées avec l'utilisation de l'algo-
rithme d'ajustement du paramètre de pénalité sont de deux natures complètement
différentes. D'une part, la mise en oeuvre de cette stratégie peut considérablement
améliorer la convergence. En effet, dans certaines situations un coefficient de péna-
lité trop grand conduit à des matrices mal conditionnées et ceci peut provoquer la
non-convergence du problème étudié. Dans ce cas l'algorithme diminue le paramètre,
ainsi les problèmes numériques disparaissent et la convergence est obtenue. D'autre
part, certains problèmes peuvent converger mais il se peut alors que la pénétration
ne soit pas forcement "bonne". L'algorithme proposé va alors de par le choix des
valeurs gmax et gj conduire à des valeurs de la pénétration que désire l'utilisateur.
Nous pouvons parler de convergence en pénétration.

Les apports de l'ajustement automatique du pas sont d'ordres distincts. En effet,
cet algorithme peut être efficace dans des situations où l'incrément de chargement
préalablement défini est trop grand, créant ainsi des problèmes de convergence. Dans
ce cas précis, la diminution du pas s'avère d'une grande utilité. Dans d'autres situa-
tions, le pas choisi au départ peut être sous-dimensionné par rapport au problème
traité. Ce pas trop petit engendre un coût numérique qui n'a pas lieu d'être et une
augmentation de l'incrément de chargement peut s'avérer intéressante.

3.4.1 Aplatissement d'une calotte sphérique

La structure étudiée est une sphère de rayon moyen 100mm et d'épaisseur 2mm.
Cette sphère est soumise à une pression interne qui la fait grossir et s'aplatir contre
une structure infiniment rigide. Pour des raisons de symétrie, la structure est seule-
ment modélisée sur un secteur de 45 degrés. Les caractéristiques de la sphère sont
E = 50000MPa et u = 0.3. Un modèle bidimensionnel axisymétrique est utilisé.
La pression interne est appliquée jusqu'à P = 200MPa par pas de 5MPa. La géo-
métrie et le chargement sont donnés sur la figure 3.9. Ce test a été réalisé avec et
sans frottement. Dans le cas du contact glissant, le problème peut être mené à son
terme sans soucis. L'évolution de la configuration déformée est visible sur la figure
3.11. Dans ce cas, notre choix d'incrément initial conduit à 40 pas pour atteindre le
chargement imposé. L'algorithme d'ajustement automatique de l'incrément de char-
gement s'avère très efficace pour augmenter l'incrément et donc réduire le coût au
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101. Décodage des données
[1]. Boucle sur les incréments de chargements t

Initialisation de 'pas
121. Boucle sur les itérations d'équilibre i imax

Boucle sur tous les éléments
Détermination des matrices tangentes élémentaires et des résidus Ke, Re

Algorithme de recherche du contact
Formation des associations noeud esclave facette maître: - f

Boucle sur tous les éléments de contact
Détermination du gap t+Ltgk
Si i i et 'pas = O alors

Evaluation de ßk
Evaluation de fi

Si non contact, ie t+gk > O alors goto(e)
Expression de la force de contact

(d) Expression du résidu de contact et de la matrice de contact t+K
Continue

Interruption du processus itératif pour ajustement du pas

Si 'pas = O et i = i alors goto [3]

Résolution des équations d'équilibre
Test de convergence

131. Fin des itérations d'équilibre
Si 'pas O

Calcul du nouvel incrément /t0 = fiöt
Si Ztcor < tmjn alors Lt cor = Ltmjn
Si Ltcor > L.tmax alors Ltcor = Ltmax
Actualisation 'pas = i
Reprise du calcul avec = Ltcor

goto [2] avec/.t = cor

Actualisation de la solution
L41 Fin de boucle sur les incréments de chargement

t+z
i C

Tab. 3.2 - Algorithme de l'ajustement automatique du pas de temps
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Fig. 3.9 - Aplatissement d'une calotte sphérique: modèle éléments finis

cours du processus. L'exemple a alors été traité avec ajustement automatique du
pas avec les données suivantes:

- N=1
- = 1MPa
- ZXtmax = 3OMPa

Dans cette situation, nous notons une très forte augmentation du pas comme le
souligne la figure 3.10. Seuls 12 incréments sont utiles pour atteindre le chargement
imposé. Il apparaît clairement que l'évolution du pas de temps n'est pas linéaire.
Dans le cas d'un contact frottant, u = 0.30, nous constatons un arrêt du calcul après
5 incréments de chargement pour P=25MPa. Avec ajustement, le calcul est mené à
son terme en 14 incréments. Les difficultés dues à un mauvais choix de la taille de
l'incrément sont atténuées. La figure 3.10 met en évidence l'évolution de la taille de
l'incrément de chargement pendant le processus. La présence de frottement modifie
les statuts de contact au niveau des entrées en contact. Ceci est visible sur la figure
3.10. En effet, pour l'incrément 5, dans le cas glissant la taille de cet incrément
est augmentée; dans le cas frottant, c'est le contraire, il est diminué traduisant une
entrée en contact.

3.4.2 Test d'indentation

Nous étudions ici l'indentation d'un échantillon par un indenteur sphérique sup-
posé infiniment rigide par rapport à l'échantillon [25]. Le problème étudié possédant
un axe de révolution, l'étude porte sur une géométrie axisymétrique (Figure 3.12).
L'échantillon considéré est un élastomère destiné à la fabrication des pneumatiques
automobiles ce qui lui confère un module d'Young un peu plus élevé que les élasto-
mères classiques qui est d'environ 2MPa. Les caractéristiques de l'échantillon sont
E 1OMPa et u = 0.5. La bille est en acier: E = 210000MPa et u 0.3. Elle a
un rayon de r = 12.7mm. Les dimensions de l'échantillon sont mises en évidence sur
la figure 3.12. Le chargement appliqué à la bille consiste en un déplacement imposé
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Fig. 3.10 - Aplatissement d'une calotte sphérique
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(a) Carte 2

(d) Carte 12

z

Fig. 3.11 - Evolution de la configuration déformée

(b) Carte 6 (c) Carte 10
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r

yf

X

Fig. 3.12 - Modélisation 2D d'un test d'indentation

de 4mm par pas de 0.5mm. Le calcul prend en compte les grandes déformations en
restant dans le domaine élastique. Le choix d'un modèle axisymétrique nécessite la
prise en compte de conditions aux limites particulières. En effet, il est nécessaire de
bloquer les modes de corps rigides de l'élastomère. Il faut aussi bloquer les dépla-
cements dans la direction x le long de l'axe de révolution. Le modèle éléments finis
ainsi que les conditions aux limites sont présentés sur la figure 3.13.

Avec ajustement de la pénalité

Ce test est réalisé en utilisant une méthode dite classique sans ajustement du
paramètre de pénalité et dans ce cas des problèmes de convergence surgissent au
dernier incrément de chargement pour U, 4mm. La précision requise n'est pas
atteinte et donc le problème diverge. Nous réalisons alors le même test avec un
ajustement automatique de la pénalité. La précision requise en déplacements est
de 104mm. Les valeurs de et max sont donc choisies proches de cette valeur
0.5 * 103mm et 5 * 103mm. Dans ce cas là, les problèmes de convergence dispa-
raissent et le calcul converge normalement. L'évolution de la configuration déformée
est présentée sur la figure 3.14. Si nous regardons l'évolution du paramètre de péna-
lité sans ajustement automatique pour des noeuds particuliers de contact (Figures
3.15(a) et 3.16(a)), ce paramètre subit une forte augmentation durant le processus
de résolution. Les difficultés semblent liées à un paramètre de pénalité trop élevé.
L'évolution du paramètre de pénalité avec ajustement automatique confirme cette

Indenteur

Elastomère

2r

r
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Fig. 3.13 - Modélisation éléments finis

hypothèse. Il apparaît clairement sur les graphiques 3.15(b) et 3.16(b) une très nette
diminution de la pénalité. Il est aussi visible que la pénétration se rapproche de la
précision requise avec l'évolution du paramètre.

Avec ajustement de l'incrément de chargement

Nous venons de voir que les difficultés numériques de cet exemple peuvent être
réduites en utilisant l'algorithme d'ajustement de la pénalité. Nous avons réalisé
ce test en utilisant l'ajustement de l'incrément de chargement indépendamment de
l'ajustement de la pénalité. Nous constatons alors que les problèmes étaient forte-
ment réduits. Les donnés relatives à l'incrément de chargement sont les suivantes:

N=1
- Ltmax = 2mm

- Ltmin = 0.125mm

Le graphique 3.17 présente l'évolution de l'incrément de chargement. Il met en évi-
dence deux points importants. Avec notre choix initial et sans l'algorithme d'ajus-
tement de l'incrément de chargement, 8 incréments sont utilisés pour atteindre le
chargement imposé. Avec l'algorithme proposé, ce nombre est réduit à 6. L'incré-
ment de chargement est très nettement augmenté. Ceci permet de plus, de réduire
les difficultés puisque le calcul peut être mené à son terme.
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j.i t

U, = 3mm

U = 4mm

Fig. 3.14 - Evolution de la configuration déformée

(a) U = 1mm (b) U, = 2mm
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Fig. 3.15 - Evolution du paramètre de pénalité
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2

Evolution de la taille de l'incrément de chargement en mm

Numéro de l'incrément

Fig. 3.17 - Indentation

Ajustement de l'incrément de chargement et de la pénalité associés

Nous avons repris ce test en associant l'ajustement de la pénalité à l'ajustement
de l'incrément de chargement. Le graphe 3.17, met en évidence une influence de
l'ajustement automatique de la pénalité sur l'ajustement de l'incrément. En effet,
l'ajustement de la pénalité contrôle la pénétration. Or, c'est cette quantité qui nous
donne les statuts de contact et c'est elle qui est utilisée pour calculer ¡3. De ce fait, la
valeur de ¡3 ne peut être la même avec ajustement de la pénalité et sans ajustement.
Ceci explique les différences observées sur le graphe 3.17 entre la courbe "pas et
pénalité associés" et la courbe pas seulement. Ceci influence fortement le processus
puisque nous constatons une amélioration des calculs avec une convergence obtenue
en 4 incréments de chargement.

3.4.3 Contact entre une plaque et un cylindre rigide

Nous considérons le contact entre une plaque élastique et un cylindre rigide. Dans
l'exemple proposé ici, la plaque est soumise à une pression imposée sur une partie
Si., (Figure 3.18(a)) de sa frontière. La partie Se est encastrée. Les caractéristiques
de la plaque sont:

- E = 200000MPa

:i i
Pas et Pénalité assocciés

Pas seul

2 3 5 6
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- ii = 0.3

Le chargement est appliqué par pas de 2OMPa. Le contact entre la plaque et le
cylindre est supposé sans frottement. Les dimensions de la plaque sont les suivantes:

- L=7Omm
- e = 4mm
1=20mm
Le modèle éléments finis est visible sur la figure 3.18(b). La figure 3.19 pro-

pose une vue 3D du problème. La précision absolue requise en déplacements est
106mm. Cet exemple est traité avec l'algorithme d'ajustement de la pénalité. Les
valeurs de gj et umax sont choisies de l'ordre de grandeur de la précision requise
en déplacement:

- gj = 106mm
- umax = 105mm

Les graphiques suivants mettent en évidence l'évolution du paramètre de pénalité
et de la pénétration pour des noeuds de contact particuliers. Sans ajustement de la
pénalité, des difficultés numériques apparaissent et la précision requise n'est pas at-
teinte pour un chargement de 12OMPa. Ces difficultés sont réduites en considérant
l'ajustement. Les graphiques 3.21(a), 3.22(a), 3.23(a) représentent l'évolution de la
pénalité et de la pénétration. Il est important de noter que la pénalité a tendance à
fortement décroître, ce qui explique la forte augmentation de la pénétration. Le phé-
nomène observé avec ajustement de la pénalité est complètement opposé. En effet,
la pénalité étant très largement supérieure à la valeur critique 9max, le paramètre de
pénalité est augmenté pour tenter de rétablir une situation acceptable. Une fois la
valeur de la pénétration stabilisée entre gj et gmax, la pénalité est constante (cf.
graphiques 3.21(b), 3.22(b), 3.23(b)).

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté deux algorithmes empiriques pour tenter
de réduire deux types de difficultés. Les conditions de contact conduisent à des in-
égalités variationnelles et plusieurs méthodes numériques ont été développées pour
prendre en considération les contraintes de contact. Les méthodes telles que les mé-
thodes des multiplicateurs de Lagrange ou de lagrangien augmenté sont efficaces
mais peuvent s'avérer plus coûteuses. C'est une des raisons pour laquelle nous avons
choisi d'utiliser la méthode de pénalité. Cependant, le choix de paramètre de pé-
nalité se révèle délicat. C'est pourquoi un ajustement de la pénalité a été proposé.
L'idée principale est d'imposer une précision de convergence en pénétration. Ceci
est effectué en introduisant deux grandeurs qui sont en fait la borne supérieure et
inférieure de la pénétration.

La seconde difficulté est purement numérique. Elle est liée à l'utilisation d'une
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(a) Géométrie

(b) Conditions aux limites et chargement

Fig. 3.18 - Contact entre une plaque et un cylindre rigide
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Fig. 3.19 - Contact entre une plaque et un cylindre rigide: vue 3D

méthode incrémentale associée à un algorithme de type Newton. En effet, dans ce
cas, l'état mécanique du système est défini pour un chemin de chargement donné.
Pour des problèmes de contact frottant ou glissant, le changement de statut "non
contact-contact" perturbe fortement le processus itératif. Dans ce contexte, nous
avons proposé un ajustement automatique de l'incrément de chargement. L'idée de
base est de limiter le nombre d'entrée en contact à un nombre imposé N. Au moment
de la rédaction de ce rapport, seul le cas N = 1 a été testé.

L'ajustement de la pénalité peut améliorer le processus mais le choix des valeurs
de gj et 9rnax est crucial et peut jouer dans un sens comme dans l'autre. Sur les
méthodes proposées, l'ajustement automatique de l'incrément de chargement semble
être l'approche la plus efficace.
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(a) P=6OMPa

(b) P=200MPa

Fig. 3.20 - Contact entre une plaque et un cylindre rigide: configuration déformée
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Dans ce travail, nous avions deux exigences, développer des méthodes pour faci-

liter le traitement numérique du contact et assurer leur insertion dans le logiciel de
simulation par éléments finis SYSTUS. Nos conclusions portent sur l'efficacité des
méthodes développées mais aussi sur les difficultés rencontrées pour leur implémen-
tation et sur les voies d'amélioration.

Le premier chapitre est une présentation de la théorie du contact et des méthodes
qui sont les plus couramment utilisées pour faire face à ce genre de problèmes. Nous
avons choisi d'utiliser la méthode de pénalisation pour sa simplicité de mise en
oeuvre. Nos travaux devant nous conduire à l'implémentation d'un algorithme de
contact dans un code de calculs par éléments finis, il est apparu fondamental de
décrire complètement la construction d'un élément de contact "noeud-facette". Notre
étude s'est toutefois limitée au cas d'une facette triangulaire à trois noeuds dans le
cas du contact glissant. Ceci nous a permis de souligner les difficultés qui pouvaient
être rencontrées notamment pour le calcul des variations de la distance normale de

contact.

Le chapitre 2 est la première stratégie que nous avons mise en oeuvre pour tenter
de réduire les difficultés numériques du contact. Elle concerne un aspect purement
géométrique à savoir la régularisation d'une surface de contact issue d'un maillage
éléments finis. Cette technique de régularisation apporte des améliorations dans la
robustesse de l'algorithme de contact. L'originalité de cette approche réside dans
l'utilisation des techniques d'approximation diffuse pour régulariser. Après le déve-

loppement de l'approximation diffuse appliquée au cas de la gestion d'une surface
de contact, toutes les grandeurs nécessaires à la modélisation du contact glissant ont
été définies. En effet, la prise en compte du contact frottant nécessite la connaissance
de coordonnées matérielles. Or, l'écriture de la surface de contact établie ne nous
permet pas d'avoir ces coordonnées. Ces nouvelles quantités dépendent des proprié-
tés de la surface de contact régularisée. La méthode des éléments finis a ensuite été
associée à la régularisation pour construire l'élément de contact 3D diffus. Contraire-
ment aux approches classiques, l'élément de contact proposé n'est pas constitué par
les noeuds d'une seule facette mais par un ensemble de noeuds. Deux stratégies ont
été développées pour déterminer ces noeuds. La première "oublie" complètement le
maillage, nous pouvons alors parler de contact "meshless". Les noeuds utilisés dans
l'approximation appartiennent à une zone de contact potentiel. L'avantage principal
de cette approche réside dans le fait que l'étape de gestion du contact n'est plus
nécessaire. Le coût lié au tri ou à la recherche est fortement réduit. Cependant, à
l'heure actuelle, nous avons constaté qu'un trop grand nombre de noeuds dans les
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zones cible et esclave pouvait fortement augmenter le coût numérique. En effet, les
matrices tangentes de contact générées par cette approche ont une taille considé-
rable, ce qui semble être préjudiciable. Ainsi, la seconde approche, dite INTP, se
révèle pour l'instant la plus efficace.

Le chapitre 3 propose deux algorithmes empiriques concernant l'ajustement au-
tomatique de la pénalisation et de l'incrément de chargement. La méthode de pénali-
sation est très simple à implémenter dans un code élément finis. C'est une des raisons
pour laquelle nous avons décidé de l'utiliser. Cependant, le choix d'un paramètre de
pénalisation optimal est un exercice délicat. C'est pourquoi, il nous est apparu es-
sentiel de tenter de déterminer ce coefficient de façon automatique. L'originalité de
l'algorithme programmé vient de l'introduction de la notion de convergence en pé-
nétration. Les difficultés de la méthode de Newton à converger avec des problèmes
de contact sont liées aux changements de statuts de contact durant le processus.
Ainsi, il nous est apparu intéressant de limiter ce nombre de changements de statuts
de contact sur un incrément de chargement. C'est pourquoi nous avons introduit un
nombre d'entrées en contact maximum autorisées sur un incrément de chargement.
L'ajustement de la pénalisation dépend des valeurs et umax et une mauvaise
donnée de ces valeurs peut s'avérer catastrophique pour la convergence. Ces deux
algorithmes, a priori, peu complexes, s'avèrent très efficaces. Nous avons cependant
constaté que l'ajustement automatique du pas de temps améliore plus nettement la
robustesse que l'ajustement de la pénalisation.

Une poursuite du présent travail consisterait, dans un premier temps, à améliorer
le choix et plus exactement la détection des noeuds utilisés dans l'approximation. Une
possibilité serait d'avoir recours à une stratégie de recherche des noeuds voisins basée
sur la détermination du polynôme convexe. Dans un second temps, il faudrait traiter
le contact frottant par approximation diffuse. Ceci serait possible en en utilisant la
notion de dérivée convective. Du point de vue de l'ajustement du pas, on pourrait
envisager de raisonner non plus sur les entrées en contact mais sur les pertes de
contact en déterminant le nouveau pas par la force de contact En ce qui concerne la
gestion du contact frottant, il serait intéressant de raisonner sur le passage du statut
de contact glissant au statut adhérent. Malgré les recherches menées, le traitement
numérique du contact reste un problème ouvert et bien d'autres voies d'investigations
peuvent être envisagées.
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Les vecteurs tangents s'écrivent simplement:

m -Ti - X
m - 3_rlT2 - X

A.1 Calcul de et e2

Ces quantités sont déterminées en partant du fait que le vecteur séparant XC et
Xm est orthogonal aux deux vecteurs tangents, c'est à dire:

(XC - Xm) = o
(xc_xm).r = o

Il faut donc résoudre le système:

Xm.1_r = Xc.Tm
=

La résolution du système (A.5) conduit alors aux relations:

i
= detM(m12 Tr - m11 r) (xC - Xi)

i
= detM (m21 r - m22 rr) . (XC - Xi)
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(A.3)

Elément de contact

Nous présentons dans cette annexe toutes les grandeurs qui interviennent dans la
construction d'un élément de contact "noeud-facette". Cependant, cette présentation
se limite au cas d'une facette plane à trois noeuds. La position du vecteur Xtm s'écrit:

=
N)x (A.1)

L'expression des fonctions de forme est classique:

=
= (A.2)

=
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xl

xc
Point esclave en contact potentiel

Facette maître de reference

Fig. A.1 - Grandeurs du contact

Dans cette expression, nous avons noté:

m=rr.i- i,j=1,2
detM m11m22 - m12m21

A.2 Détermination de Si et 8e2

Les relations (A.4) sont différenciées pour obtenir:

O = 8(xC_xrn).rrn+(xc_xrn).Srrn
O = 5(xc r + (xc - xtm)

En utilisant les règles habituelles de calcul, nous avons:

O = {6xc - - - N1()äxi - N2()öx2 - N3()6x3}

- xtm)

(A.1O)

O = {5 - - - Ni()8xi - N2(5x2 - N3()6x3} .

- Xm) .

Il apparaît alors indispensable de calculer la première variation des vecteurs tangents.
Cette quantité s'obtient très simplement en reprenant la définition de ces vecteurs
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et nous avons:

=
( 8x +: Ni,ei, ( 8 x +: Ni,ei2 (t 8

8r1 i: Nj,e2 (t) 6x + (t) ö x + Nj,e2e (t xi

Dans le cas particulier traité, les dérivées secondes des fonctions de forme sont nulles,

(r.rr)öi+{rr.r}

{rr.r}8+{r

Sr
=

N,1(t)

6r1 N2 (t) öx
i=1

On arrive à la résolution du système suivant:

I i=3

= j8xc_

+ gvm N,1(t) 8x
i=1

I i=3

=

(A.11)

(A.12)

Nous introduisons alors

T1=

les différents

m
'1

N1(t) i-

+ gvm

vecteurs à 12 composantes

et N1=

8x

(A.13)

suivants:

N,2(t)
j=1

o

Ni,ei (t ,

-N2(t) rr N2,1 (t)
N3(t) r

m

N3,1 (t)

o

T2=
N1(t) i-
-N2(t) r

et N2=
Ni,e2(t) ,

N2,2()
(A.14)

N3(t) r N3,2(t)vm

Le système (A.2) s'écrit alors simplement:

m11S1 + m12S =
=

6uT {T1 + gN2}
(A.15)

äuT {T2 + gN1}
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Nous obtenons alors:

SuT
5i1 [m22(gn N1 + T1)

det M

- SuT
5e2 = [m11(flN2+T2)_

Ces expressions sont notées plus simplement:

= 5uS
= Su"S2

Les vecteurs S1 et S2 sont des vecteurs à 12 composantes:

s1=
s2=

A.3 Expression de 6vm

Cette variation est calculée à partir du fait que le produit scalaire entre ce vecteur
et les vecteurs tangents est nul:

- m12(gn N2 + T2]

mi2(gNi +T1)]

i
det M

[m22(gn N1 + T1) - mi2(gn N2 + T2)]

detM [mii(gn N2 + T2) - m12(gn N1 + Ti)]

(A.16)

(A.19)

um.rrn=O avec o=1,2

Cette relation est ensuite différentiée pour obtenir:

(A.20)

Sumr'+umör=O avec a=1,2 (A.21)

Nous pouvons affirmer que Sum est dans le plan (Tr,

Sutm r]
En reprenant (A.21), cette expression devient:

Sutm = - [um 5r] r7 (A.23)

En passant dans la base duale (.rr*, nous avons:

Sutm = m [um r;J* (A.24)

Le produit scalaire Sum ¿um peut alors être évalué:

SuT {m* N1N1T + m* (N2N1T + N1N2T) + m* N2N2T} (A.25)

mT2

(A.22)
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A.4 Résumé

Résidu élémentaire de contact

Matrice élémentaire de contact

T1=

T2=

si

s2

R=TA(

_(1_l2)Vm
_Um

t m

m
'1

(1ele2)rr
t m-cl Ti
t m
Ç2 T1

mT2

(1ele2)r
t mci T2
t m
Ç2 T2

i

Kc=EH(gfl)A1C 'C

= g [m* N1N1T + m (N2NiT + N1 N2T) + m N2N2T]

- [52N2T + S1N1T + N2S2T + N1S1T]

et N1=

et N2=

- [m2(g,- N1 + T1) - mi2(g N2 + T2)]- detM
i- .. [m1j(gN2+T2)m12(gNi+Ti)]- detM

(A.26)

(A.27)

(A.28)

(A.29)

o

-
Um

o

o

-
o

Um





Calcul des grandeurs diffuses

Un noeud esclave XC est en contact potentiel avec un ensemble de noeuds de la
surface maître. La projection du noeud esclave sur l'approximation locale est notée

'.

B.1 Quelques vecteurs "importants"

B.1.1 Variation de 6x"

La première variation de cette quantité est donnée par:

8x' =

avec

-= odF

[ -]
et VF=

ÖUdTVF Ud

B.1.2 Varation de r' et r1

o

o
öu(TD

Dr1

Dr2
= PX1Xi 81 + -X1X2 82 + Y1

= -X2Xi i + F22 82 + Y2
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etl=

o

o

8u(TDr2 I

B

et oTi=

VF
VF
xi

VF

VF,X1

VF,X,

VF,X2

VF,X2

VF,X2
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B.2 Calcul de 8X1 et 8X2

Pour ce faire, nous partons du fait que le vecteur séparant XC et xd est colinéaire
au vecteur normal ¡A et de ce fait son produit scalaire avec les vecteurs tangents i-f
et 4 est nul:

(Xc - i-d

(x - xd) .

Ces relations sont différentiées,

O = ö[(xc_x).rf]
= 8 (Xc - xd) i-f + (XC - xd) 8i-d

= (öxc_6)ii-f_6Jî24_d.).rf+giA.6if
(8xc - i-f - 6X2 4- d) i-f

+ Iii-f A 411
+ F,x1x26X2 + ôudTY1)

= (8xc - 6i i-f - 8X2 4)
. i-f - oudTFx1 'c F

+
Iii-f A 411

+ F,128X2 + audTT1)

O = 8[(xc_xdi).4}
= 8 (xc - xd) 4+ (xc - xd) S

= (8xc_8irf_824_dPi).4+g,A.64
- (öxc - 8 i-f - 8X2 4- d) .4+

iiTfA4M
+ F,226X2 + 8udTY)

= (SxC - i-f - ox2 4) 4- 8udTF,x2v F

g
+

1 A 411
+ XiX282 + oudTr2)

Il faut alors résoudre le système:

(i-f
i-d d'

Iii-fA4Ii
)ax1+(.i-1

Iii-fA4Ii
öxc

. i-f + SudT ( d- F)
lir1Ai-2ll u

(i-f
i-d d
2 - iIi-f A 411

F,X2X1) aX1
+ (q . i-2

iii-f A 411
F,X2X2) 8X2

Oxc .4+ öudT (li-f A4i1Y2 - F,X2 F)

8)2

o

o
(B.1)
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Nous introduisons alors la matrice Md E M2,2 définie par:

gm=r'.rj
Le système S1 est équivalent à:

m1 8i + m2 6X2 8XC r + öudT ( d - F,x1V\jr1 Ar2 Ud j

+ 8u ( d d 72 - F,2V
\IÌr1 Ar2( ud j

La résolution de ce système conduit finalement à:

si

si{
m1 äJ1 + m28X2

dT dOu g11

detM [rf A rll
(m2 7 - m2 Y)

dT dOu g11
(5X2=

detM [IIrArl
(mn4Ti)

VF(m2x1 -

VF(m1F,x2
U

Les vecteurs X1 et X2 sont des vecteurs à 3(n + 1) composantes. Ils prennent en
considération la contribution du point XC: Ces expressions sont notées simplement:

6i = öu'S1
6X2 = c5udTS2

Les vecteurs 8 et 82 sont donnés par:

[ gd

- detM A r
(m2 Ti - m2 T) - V F (m2 F,X1 - m2 X2) + x1]

i
f

g82= detM Lurid A rlI
(miidT - 7i) - V F (mi X2 - F,x-i) + X2

U

B.3 Calcul de 8v"

Le produit vectoriel [rid A rJ est un vecteur dont les coordonnées s'expriment
simplement: x1

[TJdAT] = F,X2 (B.2)
i

La variation de ce vecteur est de la forme:

6x1
6{r'Ar'] = -8-x2 (B.3)

o



La première variation du vecteur normal v' s'écrit donc:

OudUSud (B.7)

où nous avons introduit U, matrice appartenant à M3,3(fl+l):

=

8F,2
(B.5)

Finalement,
OUdTDrl

o [i-fe A = _OudTD (B.6)

o

U= {I33_vdvdT}
In A T211 Lo

r _- T

I _Th T

I
(B.8)
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Les quantités 8x1 et OPx2 sont donnée par:

= F,x1x15X1 + XiX25X2 + OuYi

= X2X181 + X2X28X + OudLTY2
(B.4)

En reprenant les notations précédemment introduites, nous obtenons:
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Résumé

Mots clés : contact, méthode des éléments finis, méthode implicite, régularisation de surface, approximation
diffuse, élément de contact 3D diffus, méthode de pénalité, incrément de chargement, ajustement automatique.

Ce travail a été réalisé dans le cadre d'une collaboration entre le Laboratoire de Tribologie et Dynamique des
Systèmes (IJMR 5513 CNRSIECLJENISE) et la société ESI Software avec pour objectif de développer, dans une
approche implicite, des algorithmes de contact susceptibles de s'adapter à la plupart de situations rencontrées
dans l'industrie. Pour ce faire nous proposons trois nouveaux algorithmes concernant la régularisation des
surfaces de contact, l'adaptation du paramètre de pénalité et l'ajustement de l'incrément de chargement. Le
traitement numérique des problèmes de contact engendre de nombreuses difficultés. Ces problèmes viennent des
fortes non-linéarités géométriques et matérielles. En utilisant la méthode des éléments finis, l'interface de contact
est représentée par une surface seulement différentiable par morceaux. L'approche que nous proposons consiste à
régulariser la surface de contact en utilisant la technique d'approximation diffuse. Pour ce qui concerne le
traitement du contact normal, nous avons choisi d'utiliser la méthode de pénalité pour son efficacité et sa
simplicité de mise en oeuvre. Nous proposons une stratégie originale de détermination d'un paramètre optimal
qui repose sur une notion d'interpénétration admissible entre les corps en contact. Le dernier algorithme proposé
concerne l'ajustement de l'incrément de chargement. L'idée principale de la stratégie que nous proposons est de
limiter le nombre de changements de statuts de contact sur un pas de chargement.

Abstract
Key words : Contact, Finite Element Method, Implicit Method, Smooth Contact Surface, Diffuse

Approximation, Penalty Method, Load Step, Automatic Adjustment.

This work has been done in collaboration between the Laboratoire de Tribologie et Dynamique des Systèmes
(UMIR 5513 CNRSIECLJENISE) and the company ESI Sofware . The aim is to develop the modelling of 3D
contact in an implicit approach and to implement algorithms likely to adapt to most of situations met in
industry. With this intention we propose three new algorithms concerning the regularization of contact surfaces,
the adaptation of the penalty parameter and the adjustment of the load step.

The numerical treatment of contact problems generates many difficulties. These problems come from strong
geometric and material nonlinearities. Using the finite element method, the contact interface is represented by a
surface only piecewise differentiable. The strategy we develop determines a smooth contact surface by using
only the data of the nodes of the initial finite element mesh thanks to the technique of diffuse approximation.

We have chosen to use the penalty method to take into account contact constraints but the optimum choice of
the penalty parameter is often very difficult because it depends on the local rigidity of the structure. We propose
an original strategy to determine an optimal parameter based on the notion of acceptable interpenetration
between bodies in contact

The last algorithm proposed relates to the adjustment of the load step. The main idea of the method we develop
is to limit the number of changes of contact status in each load step.


