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Résumés



Résumé : Dans ce travail, nous nous intéressons à l’interaction champ électrique-
particule diélectrique dans les phénomènes diélectrophorétiques, aussi bien d’un
point de vue théorique que numérique. L’application à long terme concerne l’électro-
manipulation des cellules biologiques. La compréhension de ces phénomènes néces-
site une modélisation complète des mécanismes de polarisation qui régissent l’inter-
action champ-particule, et met en ?uvre des modèles électromécanique et électroci-
nétique.

Après avoir introduit les différents phénomènes et notions nécessaires, nous abordons
la modélisation de la polarisation à l’aide de la théorie du potentiel et proposons une
approche pour déterminer numériquement les coefficients de polarisation identifiés.
Nous montrons que, si le développement multipolaire peut se réduire au premier
ordre pour le cas d’une particule sphérique plongée dans un champ uniforme, les
ordres supérieurs sont nécessaires pour les particules non sphériques. Nous montrons
également comment un processus d’homogénéisation permet d’étudier les configu-
rations de particules multicouches avec cette approche.

Dans le cadre de l’étude électromécanique des phénomènes diélectrophorétiques,
nous mettons ensuite en ?uvre cette approche multipolaire. Deux applications trai-
tées numériquement sont présentées. Nous y montrons la pertinence de cette ap-
proche pour calculer la force et le couple exercés sur une particule dans des situa-
tions où le champ appliqué présente de fortes non-uniformités, l’approche dipolaire
classique se révélant beaucoup moins performante dans ce cas.

La particule et son milieu de suspension étant en réalité deux milieux en contact
mais non-indépendants, des phénomènes électrocinétiques se produisent à l’inter-
face. Ces effets interfaciaux sont abordés en vue de les prendre en compte dans le
phénomène d’électrorotation d’une cellule biologique. Nous modélisons le problème
complet d’une particule sphérique chargée plongée dans un milieu de suspension et
soumise à un champ tournant en prenant en compte les effets électro-osmotiques.
La résolution par éléments finis de ce problème couplé montre la pertinence de l’ap-
proche développée, notamment pour les basses fréquences.



Abstract : In this work, we investigate about the interaction between electrical
fields and dielectric particles in the dielectrophoretic phenomena, in theorical and
numerical ways. The long-term application are related to elctromanipulation and
caracterisation of biological cells. Understanding these phenomena requires a com-
plete modeling of polarization mechanisms governing the field-particle interaction
and implements electromechanical and electrokinetic models.

After introducing the necessary concepts and phenomena, we address polarization
modeling using potential theory and suggest an approach for a numerical determi-
nation of polarization coefficients. We show that if the multipolar expansion can be

reduced to the first order for the case of a spherical particle immersed in a uniform

field, the higher orders are needed for nonspherical particles. We show also how

a homogenization process allows the study of multilayered particles configurations

using this approach.

As part of the electromechanical study of dielectrophoretic phenomena, we imple-

ment the multipolar approach for two applications numerically treated. We show

the relevance of this approach to calculate the force and torque exerted on a particle

in situations where the applied field has strong non-uniformities, where the classical

dipole approach turn out to be much less efficient.

The particle and the suspending medium are in reality two media in contact but

not independent as some electrokinetic phenomena occur at the interface. These

interfacial effects are addressed in order to be taken into account in the electroro-

tation phenomenon of a biological cell. The model dealing with the whole problem

of a charged spherical particle immersed in a suspension medium and subjected to

a rotating field and taking into account the electro-osmotic effects is treated. The

resolution of the corresponding coupled problem using the finite element method

shows the relevance of this approach.





Introduction

Avec l’essor des Nanotechnologies et plus récemment des Nanobiotechnologies,
le domaine des microsystèmes (MEMS 1) et des biomicrosystèmes (BioMEMS) a

connu un très fort développement ces dernières années, motivé en grande partie par

leurs nombreuses applications à la chimie ou à la biologie. Pour ce qui concerne plus

particulièrement les biotechnologies, le traitement d’échantillons biologiques néces-

site souvent la manipulation d’objets biologiques de taille inférieure à la dizaine de

microns, tels que des cellules biologiques, des nanoparticules solides ayant des fonc-

tions biologiques spécifiques, ou des gouttes de solutions biologiques plongées dans

un liquide non miscible. Pour manipuler ces objets, on peut utiliser un champ élec-

trique dont il faut alors être capable de maîtriser les effets. Si ce champ électrique

est non-uniforme, la particule et son milieu environnant se polarisent, engendrant

une force qui provoque le déplacement de la particule : c’est le principe de la di-

électrophorèse. Pour étudier ces phénomènes, on peut se ramener à un problème

d’interaction champ électrique-particule diélectrique. C’est dans ce cadre général

que s’inscrit ce travail ce thèse.

Deux applications principales sont visées à plus long terme. La première concerne

la manipulation des particules diélectriques, et plus particulièrement des particules

biologiques, qui occupe une place importante dans de nombreuses applications in-

dustrielles (colloïdes, gels, purification de l’eau,...) et en biologie (séparation, tri cel-

lulaire, électroporation,...). La seconde concerne la caractérisation électrique de ces

particules. Ces deux aspects sont en fait intimement liés. D’une part, la manipula-

tion des particules diélectriques dans les microsystèmes permet d’établir des modèles

de leur comportement diélectrique. Ces modèles permettent non seulement de pré-

dire et de contrôler les effets électromécaniques et électrocinétiques des particules

manipulées, mais fournissent aussi des informations précieuses sur leurs proprié-

tés électriques caractéristiques (permittivité, conductivité, circuit équivalent,...) par

recours à un problème inverse adapté. D’autre part, la caractérisation électrique pré-

cise de ces particules permet de renseigner les modèles utilisés dans les applications

diélectrophorétiques en vue d’optimiser les microsystèmes conçus pour développer

ces effets.

Dans ce travail de thèse, nous nous intéressons donc à l’interaction champ

électrique-particule diélectrique dans les phénomènes diélectrophorétiques. Ils seront

étudiés aussi bien d’un point de vue théorique que numérique. La compréhension de

ces phénomènes nécessite une modélisation complète des mécanismes de polarisation

qui régissent l’interaction champ-particule. Elle doit donc, en toute rigueur, mettre

en oeuvre des modèles électromécanique et électrocinétique.

1. Microelectromechanical systems



Dans cette optique, le chapitre 1 introduit les différents phénomènes et notions

nécessaires pour ce travail, alors que le chapitre 2, consacré à l’étude et à la mo-

délisation de la polarisation, développe à l’aide de la théorie du potentiel les bases

théoriques de cette modélisation, et propose une approche pour déterminer numéri-

quement les coefficients de polarisation identifiés.

Comme mentionné ci-dessus, les deux principales applications visées à long terme

sont la modélisation de la manipulation et la caractérisation des particules diélec-

triques, et plus particulièrement des cellules biologiques. La théorie de l’électromé-

canique des particules permet d’aborder la première de ces applications tandis que

l’étude des effets électrocinétiques permet d’approcher la seconde.

Le troisième chapitre, qui traite de l’étude électromécanique des phénomènes

diélectrophorétiques, met en oeuvre l’approche multipolaire introduite dans le cha-

pitre 2. Deux applications traitées numériquement sont également présentées.

Les différents modèles utilisés jusqu’ici traite la particule et son milieu de sus-

pension comme deux milieux en contact mais indépendants. Cependant, en réalité,

des phénomènes électrocinétiques se produisent à l’interface de la particule et du mi-

lieu fluide l’entourant. L’objectif du chapitre 4 est d’aborder ces effets interfaciaux

afin de les prendre en compte dans le phénomène d’électrorotation d’une cellule

biologique.
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Positionnement du problème
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Dans ce chapitre, nous positionnerons le problème de l’interaction champ élec-

trique - particule biologique dans un cadre général d’électromécanique des particules

et d’électrocinétique, en introduisant les notions et les éléments de ces théories né-

cessaires à notre étude. Dans une première partie concernant l’électromécanique,

nous présenterons en particulier les phénomènes généraux de polarisation et de po-

larisation interfaciale, ainsi que la polarisabilité des particules et son lien avec les

effets électromécaniques. Quelques méthodes usuelles de caractérisation des cellules

biologiques seront ensuite présentées, toutes étant basées sur la théorie classique

de Clausius-Mossotti. Cette partie sera suivie par une discussion sur les limites de

cette théorie. Enfin, dans une dernière partie, nous nous focaliserons sur les effets

électrocinétiques liés à la formation de la double couche électrique autour de la cel-

lule biologique chargée plongée dans un fluide de suspension et soumise à un champ

électrique extérieur.



8 Chapitre 1. Positionnement du problème

1.1 Électromécanique à champ alternatif

L’électromécanique des particules est la théorie qui s’intéresse aux forces et aux
couples exercés sur des particules ou des ensembles de particules de taille inférieure
à environ 10−3m sous l’action d’un champ électrique, ainsi que la mécanique et la
dynamique induite par ces forces et couples. Le champ électrique peut être imposé

par des moyens externes, par exemple des électrodes dans des microsystèmes, ou par

d’autres particules voisines chargées, polarisées, ou magnétisées.

L’application d’un champ électrique alternatif à une suspension de particules

peut engendrer le déplacement à la fois des particules et du fluide de différentes

façons [Ronald 2010]. Afin de comprendre comment les particules et les fluides se

déplacent dans les microsystèmes, il est important d’être en mesure de déterminer

les caractéristiques des forces et/ou des couples qui régissent le comportement sous

différentes conditions modélisées de la façon la plus réaliste possible.

1.1.1 Forces exercées sur les particules

Nous focalisons notre attention sur les forces déterministes 1, car ce sont les

seules qui peuvent être contrôlées et exploitées pour déplacer des particules submi-

croniques (10nm − 1µm). Cela est évidemment justifié dans les applications qui

nous intéressent, où l’effet des forces non-déterministes telle que celles liées au

mouvement brownien est négligeable voire nul. Il est établi que ces forces non-

déterministes prennent de plus en plus d’importance dans les applications où les

phénomènes électromécaniques sont étudiés essentiellement à l’échelle nanométrique

(nano-particules) [Pohl 1978]. Parmi les forces déterministes il y a notamment la

force de gravité qui agit à la fois sur les particules et le fluide de suspension. Selon

l’échelle de temps d’une expérience, cette force peut être ignorée ou utilisée comme,

par exemple, pour produire la sédimentation sélective des particules en suspension

dans un fluide. Pour les particules plus denses que le milieu environnant, la gravité

tire vers le bas ces particules, mais pour les particules submicroniques ou les nano-

particules cette force est généralement faible et n’a que peu ou pas d’effet au cours

du temps dans une expérience typique. A titre d’exemple, considérons une sphère

de latex de 500 nm de diamètre qui a une densité légèrement supérieure à celle de

l’eau (1050 kgm−3 par rapport à 1000 kgm−3). Dans le champ de gravité de la terre

la particule ne se déplace que sur une distance de l’ordre de son diamètre à chaque

minute, de sorte qu’après quelques minutes la particule ne se sera déplacée que de

quelques micromètres. En revanche, une cellule biologique a dix fois ce diamètre et

présente une densité plus grande et donc se déplace jusqu’à 100 fois plus rapide-

ment, de sorte que la sédimentation complète des cellules à partir d’une suspension

peut se produire en moins de quelques minutes. Pour la plupart des applications

impliquant des particules submicroniques, la gravité a peu d’effet et les forces qui

tendent à dominer dans les microsystèmes sont les forces visqueuses et les forces

1. Des aspects qui concernent des forces non déterministes telles que le mouvement brownien

peuvent être traités séparément [Morgan 2003],
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électriques. La force de freinage visqueux est caractérisée par la force de traînée de
Stokes agissant sur la particule. Les petites particules ont une inertie faible, de sorte
que, pendant le laps de temps d’une expérience, une modification de la vitesse de
la particule peut seulement résulter d’un changement dans la force agissant sur la
particule. Ainsi, si l’on peut mesurer la vitesse d’une particule en fonction du temps
ou de la distance, on peut mesurer la force agissant sur elle. A noter que les forces
électriques peuvent agir à la fois sur les particules et sur le fluide de suspension.
Les forces électriques majeures agissant sur les particules en suspension dans un
fluide tel que les solutions aqueuses, sont l’électrophorèse (EP) et/ou la diélectro-
phorèse (DEP) [Ermolina 2004, Zhu 2009]. L’électrophorèse se produit en raison de
l’action du champ électrique sur la charge électrique globale de la particule, tan-
dis que la diélectrophorèse se produit seulement quand il y a des charges induites,
et ses effets se traduisent en mouvement seulement dans un champ électrique non-
uniforme (continu ou alternatif). Les champs électriques produisent aussi une force
sur le milieu de suspension s’il y a présence de gradients de variation de la densité
de charge du fluide. Si le champ électrique est non-uniforme et alternatif, il y a un
déplacement constant du fluide. Si par contre le champ est alternatif et uniforme,
ces charges se déplacent, mais l’effet net moyen sur un cycle est nul.
A noter que les ordres de grandeurs des trois forces généralement dominantes dans
les bio-microsystèmes, à savoir le mouvement Brownien, la gravité et la diélectropho-
rèse, dépendent de plusieurs variables, principalement les dimensions respectives du
système et de la taille de la particule, ainsi que certains paramètres électrocinétiques
[Jones 1995, Di Biasio 2007, Jones 2003].

1.1.2 Polarisation et dispersion

La polarisation est le processus de redistribution des charges dans un matériau
plongé dans un champ électrique, lorsque les charges positives et négatives sont
centrées en différent endroits dans le matériau. Considérons une capacité formée
par deux plaques similaires en supposant que le milieu entre elles est constitué du
vide. Si on applique un potentiel à travers les deux plaques (disons de +/-1 V), il va
y avoir accumulation de charges sur les plaques à cause de la différence de potentiel
appliqué et du champ électrique associé ; la plaque de -1V va accumuler des électrons
alors que celle du +1V va les perdre. Puisqu’il y a accumulation séparée de charges
positives et négatives, on a induit un dipôle et la capacité est polarisée. Le processus
de polarisation prend un temps fini pour avoir lieu, et quand le potentiel appliqué
est supprimé, il faudra un temps fini pour que les charges reviennent à leur positions
d’équilibre. Ce temps est une caractéristique du système et appelé dans la littérature
temps de relaxation.

La polarisabilité est la mesure de la capacité d’un matériau à répondre à un
champ électrique, et représente donc une mesure de la capacité d’un matériau à
produire des charges aux interfaces. À basse fréquence 2, le mouvement des charges

2. Les basses fréquences correspondent à la gamme des fréquences inférieures à l’inverse du

temps de relaxation du matériau considéré.
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libres accompagne le changement de direction du champ. Cependant, quand la fré-
quence du champ augmente, il existe un point où le mouvement des charges n’a

plus suffisamment de temps pour répondre. En haute fréquence, le mouvement des

charges libres n’est plus le mécanisme dominant responsable de la charge de l’inter-

face. Ce dernier est donné par la polarisation des charges de bord (permittivité). La

différence (transition) entre ces états caractérisés par un mécanisme dominant est

appelé une dispersion diélectrique (ou relaxation diélectrique). En général on dis-

tingue deux catégories de dispersion : celles qui se produisent à l’intérieur d’un même

matériau (relaxation de Debye) [Gao 2003], et celles qui se produisent à l’interface

de deux matériaux différents (de type Maxwell-Wagner)[Jones 2003, Fricke 1953].

Des examens approfondis des propriétés diélectriques des cellules biologiques

ont conduit à la connaissance empirique des comportements de différentes permit-

tivités (ou régions de dispersion) des cellules isolées en fonction des fréquences

[Schwan 1983]. Des transitions existent dans le comportement électrique des cel-

lules en fonction de la fréquence, appelées dispersion diélectrique. Ce phénomène

de dispersion est interprété comme étant dû aux différents mécanismes de polarisa-

tion survenant dans les dispositifs diélectrophorétiques (microsystèmes) et dans les

cellules biologiques, notamment dans les membranes cellulaires et les molécules du

cytoplasme. Schwan [Schwan 1983] a appelé les trois grands régions de dispersion

α, β, etγ et il a ajouté plus tard une faible région de dispersion, la dispersion δ

(fig. 1.1).

Figure 1.1 – Régions de relaxations électriques (ici exemple de tissus biologique)

[Nicolini 1998].

Dans la plage des basses fréquences (Hz-kHz) intervient la dispersion α avec une

polarisation et une relaxation des charges de la cellule. Le pic de la dispersion β
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situé dans la gamme des radio-fréquences (kHz-MHz) est généralement attribué à
la relaxation interfaciale de Maxwell-Wagner dans la direction perpendiculaire à la
surface de la membrane. Cette relaxation interfaciale, est souvent empiriquement
modélisée par une ou deux interfaces parallèles de type capacité-résistance en série
avec une résistance ohmique pour l’électrolyte. Ce modèle est communément appelé
modèle (RC) [Gimsa 1998], et modélise la charge capacitive transitoire, les courants
ohmiques dans la double couche interfaciale et la membrane de la particule.

1.1.3 Polarisation interfaciale (et effet Maxwell-Wagner)

Alors que la dispersion de Debye est valide pour la réorientation des dipôles dans

un matériau, il existe une autre classe de dispersion qui apparaît à l’interface entre

deux matériaux diélectriques différents. Cette dispersion diélectrique diffère de la

dispersion de Debye aussi bien par son caractère extrinsèque que par la gamme de

fréquence associée, généralement plus faible. La modélisation des comportements

diélectriques interfaciaux de ce type a été développée par Maxwell et publiée en

1873 dans son livre “A Treatise on Electricity and Magnetism”. Cette théorie a été

affinée plus tard par Wagner en 1914, et a pris le nom des deux scientifiques pour

devenir la théorie de polarisation de Maxwell-Wagner.

Le phénomène de polarisation interfaciale de Maxwell-Wagner est le phénomène

principal de polarisation qui apparaît lorsque plusieurs diélectriques sont soumis à

un champ électrique externe dans leur milieu de suspension. Les interfaces de ces

diélectriques vont jouer un rôle particulier dans le phénomène de polarisation. Sup-

posons que ces diélectriques sont caractérisés par des permittivités et des conducti-

vités électriques différentes. D’une manière générale, un milieu hétérogène, consti-

tué de plusieurs de ces diélectriques, présente une permittivité électrique globale

qui devient dépendante de la fréquence : on parle alors de dispersion diélectrique

interfaciale [Pethig 1979]. Cette dépendance fréquentielle est la conséquence de l’ac-

cumulation de charges à l’interface entre les diélectriques. En général, le phénomène

de polarisation interfaciale est dominant lorsque qu’un des milieux diélectriques est

de petite dimension par rapport aux autres et qu’il possède une conductivité élec-

trique bien plus faible que celle des autres. Ce cas de figure est typiquement celui

rencontré avec les particules de latex ou les cellules biologiques en milieu aqueux.

De plus, la présence de nombreux ions dans le milieu de suspension aqueux (élec-

trolyte) joue un rôle spécifique par le biais de la double couche électrique qui se crée

autour de la particule (fig. 1.2). En effet, les ions présents dans la solution aqueuse

sont attirés par les charges opposées accumulées en surface de la particule du fait

de sa polarisation. Il se forme ainsi, autour de la particule, un nuage de contre-ions

(double couche) qui, sous l’effet du champ électrique, se déplacent et contribuent

à augmenter fortement la polarisation de la particule associée à cette atmosphère

ionique. La double couche étant souvent de très faible épaisseur (quelques nano-

mètres), le phénomène de polarisation interfaciale peut être intégré dans une contri-

bution surfacique à la conductivité électrique équivalente de la particule. C’est le cas

par exemple des particules de latex immergées dans un environnement électrolytique
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donné, qui sont non-conductrices et possèdent donc une conductivité volumique qua-

siment nulle [Green 1997] ; La double couche électrique pourra être intégrée dans la

conductivité surfacique (voir la section 4.2). Pour les cellules biologiques, les mesures

de leurs propriétés électriques étant faites en présence du fluide de suspension, nous

pouvons supposer, en première approximation, que les phénomènes de polarisation

interfaciale sont pris en compte au travers de ces mesures et intégrés directement

dans les caractéristiques électriques.

Figure 1.2 – Structure de la double couche électrique se formant autour de la

particule.

1.1.4 Polarisabilité et théorie de DEP classique

La théorie de la diélectrophorèse (DEP) classique se base sur les mécanismes

de polarisation des particules pour déterminer les mouvements diélectrophorétiques

des particules et leur comportement de dispersion diélectrique en fonction de leur

conductivité par rapport à leur milieu de suspension.

Si la particule diélectrique considérée est sphérique et homogène, le facteur

de Clausius-Mossotti K peut être utilisé pour décrire la polarisabilité effective p

[Jones 2003, Gascoyne 2002, Zimmermann 1996] :

K(ω) =
εp − εm
εp + 2εm

(1.1)

où ε est la permittivité complexe de la forme ε = ε− iσ/ω, elle dépend donc de la

fréquence f (avec ω = 2πf) et de la conductivité électrique, σ, du milieu (ici les

indices p et m indiquent respectivement la particule et le milieu de suspension). La

théorie de la DEP classique (ou DEP conventionnelle) est basée sur la représentation

dipolaire de la polarisation (théorie de Clausius-Mossotti). Elle permet d’écrire la
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Figure 1.3 – Lignes de champ électrique pour quatre situations où la particule est

plus ou moins polarisable que son milieu de suspension, dans un champ électrique

uniforme ou non uniforme [Morgan 2003]

force F et le couple T appliqués sur une particule diélectrique plongée dans un

champ électrique E, comme [Jones 2003, Stratton 1941]

couple 

Figure 1.4 – Force appliquée sur un dipôle par un champ électrique. La force nette

est le résultat de l’addition des deux vecteurs +qE(r)− qE(r +d) [Morgan 2003]
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F =(p · ∇)E (1.2)

T =p× E (1.3)

avec p le moment dipolaire qui sera traité dans les paragraphes suivants.

Diélectrophorèse L’expression de la force diélectrique moyenne exercée sur une

particule diélectrique sphérique et homogène dans un champ alternatif s’écrit [Jones 1995] :

< FDEP >= 2πεma
3Re(K(ω))∇||Erms||2 (1.4)

où a est le rayon de la particule et Erms est la racine carré de l’amplitude du champ

électrique alternatif appliqué et < f(t) > représente la moyenne temporelle de la

fonction f(t).

Figure 1.5 – Polarisation de la particule dans un champ électrique. Cas de particules

plus polarisables et moins polarisables que leurs milieux de suspension [Morgan 2003]

La diélectrophorèse naît de l’interaction du moment dipolaire avec le champ

électrique externe appliqué. Dans un gradient de champ non nul, une force nette est

exercée sur la particule polarisée, engendrant son déplacement vers les régions de

champ électrique élevé ou faible selon les propriétés de la particule et de son milieu de

suspension (fig. 1.5). Lorsque la particule est plus conductrice que le milieu externe,

Re[K(ω)] est positif et le moment dipolaire résultant provoque une force vers les

régions de champ électrique élevé. Il convient de noter que la densité du champ est

plus élevée aux points de forte courbure des électrodes et l’attraction vers ces régions

est connue sous le nom de DEP positive. Lorsque la particule est moins conductrice
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que son milieu de suspension, Re[K(ω)] est négatif et la force dipolaire est dirigée

vers les régions de champ faible. Ce comportement est connue sous le nom de DEP

négative (fig. 1.6).

Figure 1.6 – Déplacement de la particule vers les régions de gradient de champ

électrique élevé.

1.1.4.1 Lévitation

Un cas particulier de la DEP classique est la lévitation [Jones 1990] (fig. 1.7).

La diélectrophorèse permet alors de créer un effort suffisant pour maintenir en lé-

vitation une particule verticalement à l’inverse de la force de gravitation et de la

garder en équilibre à proximité des électrodes [Jones 1994]. L’obtention des spectres

diélectriques de cellules isolées en les faisant léviter dans un champ non-homogène

permet de connaître la capacité de la membrane de ces particules en évaluant la

partie réelle du facteur de Clausius-Mossotti sur un domaine de fréquences donné

[Jones 1995].

Figure 1.7 – Illustration du phénomène de lévitation d’une particule diélectrique

dans un système de type pointe-plan.

Ondes progressives Notons que la simplification de l’équation (1.2) à l’équation

(1.4) est basée sur la condition que le champ électrique non uniforme ne présente
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pas une phase qui dépende de la position spatiale. Dans le cas contraire, pour les
champs électriques avec une dépendance spatiale de la phase tel que celui crée en
utilisant la structure d’électrodes de la figure (fig. 1.8), l’équation (1.2) donne :

< FDEP >= 2πεma
3Re(K(ω))∇||E||2

− 2πa3Im(K(ω))
(
∇× (Re(E)× Im(E))

)
(1.5)

Direction du champ 

Figure 1.8 – Diagramme schématique illustrant un système d’électrodes pour la
diélectrophorèse à onde progressive linéaire avec les signaux consécutives déphasés

nécessaires pour générer le champ électrique à onde progressive.

L’équation (1.5) montre que la force diélectrophorétique est constituée de deux

composantes ; le premier terme est l’expression de la force DEP classique et le second

terme est appelé force diélectrophorétique à onde progressive (twDEP). Pour que

la force twDEP soit effective, la fréquence de la tension appliquée aux électrodes et

la conductivité du milieu doivent être choisies de telle sorte que les deux conditions

suivantes soient vérifiées : 1) La particule doit subir une force de diélectrophorèse

négative pour léviter au dessus des électrodes ; 2) La partie imaginaire du facteur

de Clausius-Mossotti doit être non-nulle.

Electrorotation L’électrorotation (ROT) a été observée pour la première fois

en 1892 par Arno et en 1893 par Weiler pour des champs électriques statiques

[Jones 1995]. Les premières expériences modernes ont été menées au début des an-

nées 1980 [Holzapfel 1982, Arnold 1998]. Aujourd’hui, l’électrorotation est largement

utilisée pour la caractérisation électrique de cellules uniques. Les mesures d’électro-

rotation sont réalisées sur des particules diélectriques en suspension soumises à des

champs électriques alternatifs tournants. Le champ électrique induit un dipôle qui

essaie continûment de s’aligner avec le vecteur du champ tournant (fig. 1.9.b) pro-

voquant la rotation de la particule dans le même sens (co-rotation) que le champ

extérieur ou dans le sens opposé (anti-champ) à celui-ci. Le sens de rotation dé-

pend du retard de la phase entre le champ et le dipôle induit. En effet, quand un
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dipôle se trouve dans un champ, l’interaction entre le champ électrique et le mo-

ment dipolaire conduit à un couple de rotation sur la particule (fig. 1.9) et l’écart

temporel (ou retard de phase) entre l’application du champ électrique et la mise

en place du moment dipolaire font que la particule manipulée suit le mouvement

du champ électrique avec un certain décalage temporel ; la particule subit alors un

couple constant (1.6) et tourne autour de son axe de rotation. Le couple est nul

quand l’angle de phase entre le vecteur de polarisation de la particule et le champ

électrique appliqué est nul et atteint son maximum quand l’angle de phase atteint

90 degrés. En pratique le couple de rotation électrique est calculé en considérant un

champ électrique tournant de la forme E = ||E||(x− iy) et la moyenne temporelle
de ce couple de rotation pour une particule sphérique est donnée par :

< TROT >= −4πεma3Im[K(ω)]||E||2z (1.6)

où z est le vecteur unitaire perpendiculaire au plan déterminé par x et y.
Comme ce couple est proportionnel à la partie imaginaire du coefficient de

Clausius-Mossotti, des informations importantes sur les caractéristiques diélectriques
des cellules individuelles peuvent être récupérées (section 4.3.1). A partir de (1.6),

on peut affirmer en effet que la particule tourne dans ou contre le sens du champ

électrique si la partie imaginaire du coefficient de Clausius-Mossoti est négative ou

positive respectivement. Dans un milieu visqueux, la particule tourne à une vitesse

angulaire constante. Le couple TROT est lié à cette vitesse angulaire ΩROT par

[Arnold 1988] :

ΩROT =
< TROT >

fθ
(1.7)

où fθ = 8πηa3 est le facteur de force de frottement subit par la particule sphérique,
avec η la viscosité du milieu de suspension.

Dans la littérature, les montages expérimentaux avec quatre [Hughes 1998] ou
trois [Arnold 1998] électrodes indépendantes ont été présentés. Les spectres d’élec-
trorotation de différents types des cellules [Arnold 1982, Holzel 1997, Yang 1999],
de cellules vivantes/mortes [Huang 1992], de cellules avec des membranes enrichies
en ions [Huang 1992] et de cellules osmotiquement gonflées 1 [Kiesel 2006] ont été
évalués.

Signature diélectrophorétique La spectroscopie diélectrophorétique est un ou-
til puissant pour l’investigation des propriétés électriques des particules (biologiques
en particulier) en suspension. À l’heure actuelle, il existe de nombreuses approches
pour la mesure diélectrique de suspensions biologiques. Plusieurs états des lieux
de cette technique sont disponibles dans la littérature [Pethig 1987, Ronald 2010,
Davey 1995, Asami 2002, Jones 1995]. Les spectres de fréquence de la force DEP
et du couple ROT (donnés par la fig. 1.10) peuvent être exploités pour obtenir des

1. gonflement de la cellule sous l’effet de la pression osmotique ce qui se produit suite à la

présence de différence de concentrations qui favorise l’infiltration de cet eau vers l’intérieur de la

cellule.
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a) b) 

Figure 1.9 – a) Diagramme schématique du système d’électrorotation ; quatre si-

gnaux déphasés de 90 degrés sont appliqués aux quatre électrodes b)Diagramme

schématique montrant le décalage entre un champ électrique tournant et le moment

dipolaire induit d’une particule.

informations sur les propriétés diélectriques de particules en adoptant par exemple

les diagrammes d’Argand [Wang 1992], où les parties réelles et imaginaire du fac-

teur de Clausius-Mossotti sont représentées dans le plan complexe en fonction de

la fréquence. Le spectre diélectrophorétique permet de prévoir le comportement de

la particule en présence d’un champ électrique non homogène dans son milieu de

suspension. Il représente l’évolution des parties réelle et imaginaire du facteur de

Clausius-Mossotti K(ω) (ou de la vitesse de déplacement observée) en fonction des

fréquences. Son allure reflète différents aspects de la structure et de la composition

cellulaire, et permet d’étudier la dispersion diélectrique de la particule manipulée.

Pour une particule sphérique multicouche, chaque pic dans le spectre (ou la partie

imaginaire du facteur de Clausius-Mossotti) correspond à une interface entre deux

des différents compartiments de la structure multicouche.

1.2 Champ électrique et cellules biologiques

Le cas des cellules biologiques occupe une place particulière dans les applications

de la théorie électromécanique et électrocinétique. On trouve dans la littérature une

dizaine de modèles selon le type de cellules manipulées et les microsystèmes dans

lesquels elles sont placées. Néanmoins des modèles standards sont largement adoptés

pour représenter électriquement la cellule biologique.

1.2.1 Modèle électrique de cellule

Un modèle électrique simple de la cellule, utilisé couramment dans la littérature

[Valero 2010, Morgan 2007, Ellappan 2005, Amin 2008, Jones 2003, Cole 1928], la

décrit comme une sphère représentant le cytoplasme, recouverte d’une couche uni-
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Figure 1.10 – Evolution typique des parties réelle et imaginaire du facteur de
Clausius-Mossotti en fonction de la fréquence pour une cellule vivante dans un milieu
aqueux peu conducteur.

forme correspondant à la membrane cellulaire (fig.1.11). Le cytoplasme est modélisé
comme un milieu homogène avec une permittivité et une conductivité, tandis que la
membrane est décrite comme une coque avec des propriétés électriques surfaciques
(capacitance et permittivité) (fig. 1.11) définies par :

εp =
CmemRεm
CmemR+ εi

(1.8)

où l’indice "mem" correspond à la membrane, "i" correspond au milieu intérieur et

R le rayon de la particule.

a) b) 

Figure 1.11 – a. Modèle monocouche d’une cellule de forme supposée sphérique

b. Modèle de circuit équivalent pour une cellule en suspension.
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1.2.2 Le modèle à cellule isolée

L’approche classique dans l’étude électrique des cellules biologiques consiste gé-
néralement à travailler sur un grand nombre de cellules et à accéder aux paramètres
pertinents à partir d’une mesure globale, moyennée sur la population cellulaire étu-
diée. Même si cette méthode reste largement utilisée dans les expériences classiques,

l’approche à “cellule isolée” (single-cell) gagne de plus en plus de terrain car elle

permet de mieux rapprocher les études expérimentales avec la modélisation. Une

application de la spectroscopie diélectrique pour des cellules individuelles a été réa-

lisée en premier lieu avec des oeufs par Cole et Guttman [Cole 1942] avant de devenir

un outil puissant pour la caractérisation des particules diélectrique en général et les

cellules biologiques en particulier [Morgan 2007, Schnelle 1999a]. Comme l’analyse

à cellule isolée ne nécessite pas de prendre en compte les interactions électriques

entre les cellules, l’équation de mélange de Wagner peut être utilisée pour l’ana-

lyse globale [Asami 1984].Ainsi l’équation de Pauly-Schwan basée sur l’équation de

mélange de Wagner a permis de simuler le comportement diélectrique de mem-

branes bicouches sphériques et des microcapsules simples [Asami 1984]. Cependant

la technique de mesure utilisée dans ces travaux, pour les oeufs simples et les cel-

lules modèles, est difficile à appliquer aux cellules isolées de taille ordinaire. Des

méthodes électromécaniques peuvent alors être utilisées pour étudier les proprié-

tés électriques de ces cellules isolées [Jones 1995], en utilisant leurs réponses dyna-

miques à l’application d’un champ électrique alternatif, dans le cadre de la diélec-

trophorèse [Gagnon 2011, Pohl 1978, Pethig 1992] et dans celui de l’électrorotation

[Voyer 2010, Zimmermann 1996, Han 2013, Halzel 1999, De Gasperis 1998].

1.2.3 Formule de mélange de Maxwell

Pour une suspension de fraction volumique faible, les propriétés des particules

sont reliées aux propriétés de la suspension à travers la théorie de mélange de Max-

well (développée par Maxwell et Wagner). Il a été montré que cette approche fonc-

tionne bien pour les fractions volumiques inférieures à 10 pour cent [Hanai 1975].

La théorie du mélange de Maxwell fournit pour une suspension de N particules la

permittivité équivalente d’un système homogène, elle est donnée par [Hughes 2003] :

εmix = εm
1 + 2ϕvK

1− ϕvK
(1.9)

où ϕv = N a3

R3 est la fraction volumique des particule par rapport au milieu de

suspension, K est le facteur de Clausius-Mossotti (1.1.4), et εm la permittivité du

milieu de suspension.

Cette approximation est valide sous la condition que la fraction volumique soit

faible i.e. ϕv ≪ 1. Des développements avancés ont été proposés pour prendre en

compte les effets de concentrations élevées de particules [Hanai 1975, Zhang 1983].

Des mesures issues de la spectroscopie diélectrique de la variation de la permittivité

complexe d’une suspension de particules diélectriques en fonction de la fréquence
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Figure 1.12 – Description schématique illustrant comment le mélange de Maxwell
permet de traiter une suspension de N particules comme une sphère homogène.

permettent alors de déterminer la polarisabilité effective et le moment dipolaire
effectif des particules individuelles.

1.2.4 Caractérisation des cellules biologiques

A partir d’un modèle de polarisabilité d’une cellule biologique et de spectres
diélectrophorétiques, il est possible de caractériser électriquement la cellule étudiée.
La polarisabilité d’une cellule est due principalement aux propriétés électriques de
sa paroi cellulaire (si elle est présente), de sa membrane, et/ou de son cytoplasme,
en fonction de la fréquence du champ appliqué. Les effets de polarisabilité se mani-
festent dans le facteur de Clausius-Mossotti.

Dans la pratique, il est difficile de mesurer la force diélectrophorétique sur une

particule pour plusieurs raisons, comme l’effet de l’écoulement induit du fluide de
suspension, l’interaction d’une particule avec une surface chargée, ou encore le mou-
vement brownien constaté pour des particules de petite taille. Une solution pratique
consiste à relever des valeurs particulières dans le spectre diélectrophorétique, ap-
pelées valeurs caractéristiques. Ces valeurs identifiables et quantifiables contiennent
un nombre important d’informations sur les propriétés électriques de la particule
manipulée (constantes électriques, conductivité,...), sur sa forme (sphérique, non-
sphérique, isotropie...) et sa structure (nombre de couches, compartiments etc...).
Ainsi à la fréquence à laquelle le spectre DEP croise la valeur zéro (ou fréquence de
coupure) [Green 1997, Hughes 1999, Jones 1995], la partie réelle de la polarisabilité
des particules est la même que celle du milieu de suspension et la force diélectro-

phorétique est nulle.

L’enjeu du problème de caractérisation des cellules biologiques est donc de partir
d’un modèle décrivant les phénomènes diélectrophorétiques mis en jeu (le plus re-
présentatif possible) pour identifier les propriétés électriques de ces cellules. Pour y
parvenir deux approches sont classiquement utilisées. La première consiste à établir
un spectre diélectrophorétique théorique et à le confronter aux résultats expérimen-
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taux, en utilisant des techniques d’optimisation. La deuxième consiste à identifier

les valeurs caractéristiques du spectre obtenu expérimentalement, pour remonter

aux propriétés implicitement contenues dans ces valeurs caractéristiques. Ce lien est

décrit par les modèles issus du problème direct. Nous y reviendrons avec plus de

détail dans la partie 4.3.1 notamment avec l’électrorotation.

1.2.5 Méthode par mesure d’impédance

L’estimation des propriétés électriques des particules peut aussi être approchée

par des mesures directes d’impédance électrique sur une gamme étendue de fré-

quences. A la différence de l’approche par le spectre diélectrophorétique qui se base

sur le rapprochement des données expérimentales et de modélisation issues de la di-

électrophorèse ou de l’électrorotation, l’approche par impédance électrique se base

sur des mesures directes d’impédance tout en modélisant électriquement les passages

de courant autour et à travers la particule en question. Avec un modèle électrique

équivalent de base d’une cellule biologique en suspension dans un milieu tampon,

un nombre fini de mesures à certaines fréquences est suffisant pour identifier les

différents types des cellules ayant des signatures électriques caractéristiques. Dans

la littérature les mélanges d’un grand nombre de particules en suspension dans de

gros volumes ont été caractérisés [Asami 1996].

1.3 Au delà de la théorie classique de Clausius-Mossoti

Cependant le facteur de Clausius-Mossotti ne prend pas en compte l’effet de

la double couche électrique créée autour de la particule, notamment au niveau des

relaxations α et β. Dans plusieurs cas, la mobilité diélectrophorétique des particules

biologiques ne peut donc être quantitativement décrite par cette théorie classique.

C’est le cas de certaines cellules biologiques comme les globules rouges, où la polari-

sation est due à la recharge de la double couche avec des ions par le champ extérieur ;

Les ions chargés sur la double couche finiront par atteindre des quantités excessives

et vont ainsi participer à dévier le champ externe.

Les manipulations diélectrophorétiques de cellules biologiques visant à déter-

miner les propriétés diélectriques dépendants de la fréquence ont été rapportées

dans de nombreux travaux [Jones 2003, Arnold 1982, Ronald 2010]. Cependant, les

tentatives pour modéliser les spectres de dispersion (relaxation) diélectrique des glo-

bules rouges en utilisant la théorie de DEP classique n’ont permis qu’une estimation

grossière [Gimsa 2001, Sukhorukov 2001]. Ainsi la prise en compte des propriétés oh-

miques et capacitives de la double couche électrique et de la membrane des cellules,

en plus de leur polarisabilité diélectrique, s’est imposée pour améliorer la modélisa-

tion.
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1.4 Effets électrocinétiques

Jusqu’à présent nous nous intéressions aux forces (et couples) diélectrophoré-

tiques comme effets de l’interaction champ électrique-particules dans leurs micro-

systèmes. Comme souligné précédemment, cet aspect ne permet pas seul de décrire

et de modéliser les processus rentrant en jeux lors de la manipulation des particules

dans les microsystèmes. Dans cette section nous nous intéresserons aux effets élec-

trocinétiques, leur description, leur rôle et leur contribution dans les phénomènes

étudiés.

L’interaction des fluides avec une surface chargée (naturellement ou induite) est un

aspect souvent négligé dans la modélisation des phénomènes diélectrophorétiques.

Une conséquence importante de l’existence de charges électriques sur la surface des

particules (à l’interface) est l’interaction de ces charges avec le champ électrique ap-

pliqué. Ces effets sont définis collectivement par “effets électrocinétiques”. Le chapitre

4 revient sur ces aspects électrocinétiques dans le cas de l’électrorotation. Malgré le

fait que les premières observations des phénomènes électrocinétiques remontent aux

études menées par Reuss en 1809, les premiers développements théoriques sont attri-

bués à Helmholtz (1879) et Smoluchowski (1903). Après ces premiers travaux, cette

théorie a été synthétisée par Dukhin et Derjaguin (1974). Une attention particulière

a depuis été consacrée à quatre grands phénomènes électrocinétiques (illustrés dans

la (fig. 1.13)), qui sont les plus présents dans les applications de manipulation des

particules diélectriques dans les microsystèmes :

— l’electrophorèse : mouvement d’une surface chargée par rapport à un liquide

stationnaire suite à l’application d’un champ électrique. L’électrophorèse est

un des phénomènes couramment utilisés dans la séparation des cellules bio-

logiques [Korohoda 2008] ;

— l’électro-osmose : mouvement d’un liquide par rapport à une surface chargée

(stationnaire) suite à l’application d’un champ électrique ;

— le potentiel de sédimentation : champ électrique créé quand des particules

chargées se déplacent par rapport à un fluide stationnaire ;

— le potentiel d’écoulement : champ électrique généré lorsqu’un liquide est forcé

à s’écouler le long d’une surface stationnaire chargée.

Nous nous concentrerons dans ce travail sur les deux premiers phénomènes, élec-

trophorèse et électro-osmose. Dans cette partie, après avoir décrit les phénomènes

d’interface en général, nous nous focaliserons sur la description du phénomène de

double couche électrique, qui donne lieu à l’électrophorèse et à l’électro-osmose.

1.4.1 Cellules biologiques et phénomènes d’interface

Un modèle précis pour les cellules biologiques dans un milieu de suspension doit

prendre en compte les mécanismes de conduction à l’intérieur et à l’extérieur de

la cellule et pour des fréquences au-dessus du MHz. La façon la plus simple de re-

présenter le transport de la charge ionique est d’employer un modèle ohmique, en

grande partie en raison de leur structure et à cause de la haute conductivité élec-
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Figure 1.13 – Phénomènes électrocinétiques dépendant de la double couche élec-

trique.

trique interne et cette approximation suffit généralement à l’intérieur de la cellule.

Cependant un modèle ohmique est moins efficace pour représenter les milieux élec-

trolytiques aqueux, milieux dans lesquels les cellules sont généralement suspendues.

Le problème est que les phénomènes liés à la double couche électrique qui se forme

autour de la cellule introduisent des modifications complexes de la charge mobile

extérieure au niveau de la paroi cellulaire [Thoen 1989].

Généralement les particules portent une charge nette associée à la présence de

polymères chargés et/ou des groupes acides et basiques ionisables sur leur surface.

Elles peuvent acquérir une charge surfacique au contact d’un électrolyte suite à un

effet d’ionisation ou d’adsorption d’ions ou des deux. La charge fixe à la surface de la

particule peut influencer son comportement diélectrophorétique par électrophorèse

(voir 1.4.3), par des dispersions (relaxations) de contre-ions et par conduction de la

double couche qui se forme.

1.4.2 Double couche électrique

Le développement d’une charge nette à la surface des particules affecte la dis-

tribution des ions dans le voisinage de la région interfaciale, ce qui entraîne une

augmentation de la concentration des contre-ions, i.e des ions de charge opposée à

celle de la particule, à proximité de la surface. Ainsi une double couche électrique est

formée autour de la particule. Un traitement complet de la polarisation de la double

couche est donnée par Lyklema [Lyklema 1995]. Si nous y revenons plus tard dans



1.4. Effets électrocinétiques 25

l’étude électrocinétique au chapitre 4, nous pouvons résumer sa description ainsi : la
double couche électrique peut être considérée comme étant composée de deux classes

de contre-ions, ceux qui sont fortement attirés par les charges fixes sur la surface des

particules (dite couche de Stern), et ceux qui sont moins fortement associés (couche

diffuse externe). La frontière entre ces deux populations (couches) de contre-ions est

appelée “plan de glissement” (ou aussi plan de cisaillement). Le potentiel au niveau

de ce plan est appelé potentiel zêta (voir paragraphe 1.4.4). C’est au niveau de ce

plan de glissement que, au cours de l’électrophorèse, l’ensemble constitué de la par-

ticule chargée et de sa couche de Stern se sépare de la population externe (diffuse)

des contre-ions (fig. 1.14).

Figure 1.14 – Structure de la double couche électrique.

Conductivité L’épaisseur de la double couche dépend de la concentration des

ions dans la solution (milieu externe). Plus la force appliquée par les ions dans le

milieu externe est élevée, plus la double couche devient comprimée. La valence des

ions va également influencer l’épaisseur de la double couche ; ainsi un ion trivalent

comme le PO3−
4 va compresser la double couche électrique de façon plus importante

qu’un ion monovalent comme le Na+. L’influence de la double couche électrique

sur le comportement diélectrophorétique est particulièrement importante pour les

petites particules, où l’épaisseur de la double couche électrique peut approcher, voire

dépasser, les diamètres de la particule. La mobilité induite par le champ électrique

des contre-ions dans la double couche donne lieu à une conductance de surface Sσ

dont l’influence sur la polarisabilité globale peut dépasser dans certains cas celle de la

conductivité volumique. La conductivité totale d’une particule peut alors être décrite

comme la somme de sa conductivité volumique et de sa conductivité surfacique.

σp = σvolumique +
2Sσ

a
(1.10)

Cette relation montre que l’influence de Sσ peut dominer la conductivité vo-

lumique pour les particules de très petite taille. Les contre-ions sont plus mobiles

dans la couche diffuse que dans la couche de Stern, et contribuent séparément à
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l’amplitude globale de Sσ et par conséquent au comportement diélectrophorétique

des nanoparticles.

1.4.3 Electrophorèse

L’électrophorèse a été introduite et développée vers la fin des années 30 par Arne

Tiselius pour la séparation des mélanges colloïdaux et plus tard pour les protéines 2.

Le principe de l’électrophorèse peut être résumé comme suit : lorsqu’un champ élec-

trique est appliqué dans une électrolyte, les particules chargées en suspension dans

l’électrolyte sont attirées vers l’électrode de charge opposée. Les forces visqueuses

qui agissent sur ces particules ont tendance à s’opposer à ce mouvement. Lorsque

l’équilibre est atteint entre ces deux forces opposées, les particules se déplacent avec

vitesse constante (fig. 1.15). La vitesse est fonction de l’amplitude du champ élec-

trique, de la constante diélectrique du milieu, de la viscosité du milieu et du potentiel

zêta. La vitesse d’une particule dans un champ électrique unité est appelée mobi-

lité électrophorétique. Le potentiel zêta est lié à la mobilité électrophorétique par

l’équation de Henry (traité plus loin dans le chapitre).

Figure 1.15 – Illustration du phénomène d’électrophorèse.

1.4.4 Electro-osmose

Quand un champ électrique extérieur est appliqué, le fluide chargé dans la double

couche électrique acquiert une énergie qui est transmise aux couches adjacentes du

fluide à travers l’effet de viscosité. Ainsi, si la phase liquide est en mouvement, elle

engendre un écoulement du fluide. Cet effet est connu sous le nom d’électro-osmose

(parfois appelée électroendosmose)(Probstein 1994). L’électro-osmose a été identifiée

la première fois par Reuss (1809) qui a démontré que l’eau pouvait s’infiltrer à travers

les diaphragmes d’argile poreux suite à l’application d’un champ électrique extérieur.

L’électro-osmose peut être vue en quelques sorte comme le phénomène inverse de

l’électrophorèse, dans le sens où elle représente le déplacement induit électriquement

d’un fluide relativement à une surface solide stationnaire.

2. Cela lui a valu le prix Nobel de chimie en 1948
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Electro-osmose à champ électrique alternatif L’utilisation d’un signal

alternatif et d’une géométrie d’électrodes adaptée permet de générer un déplacement

(induit électriquement) du fluide par effet du champ électrique appliqué et de la

charge libre induite dans la double couche électrique sur la surface solide chargée

(particules et électrodes). En effet, l’application d’un champ électrique alternatif

génère des charges à la surface de la particule et des électrodes (les surfaces chargées

dans le système) et provoque de la même façon un excès de charge dans la couche

diffuse. Un écoulement du fluide de l’électrolyte induit par le mouvement de la

partie du fluide située dans la double couche électrique se produit ainsi dans le

système. Si les tensions appliquées aux électrodes sont alternatives, tant le champ

électrique que la charge globale dans les fines couches à hauteur des électrodes sont

alternatifs, du fait de la migration alternative des ions. La force qui s’exerce sur

les ions présents au voisinage des électrodes garde un signe constant. Elle oscille

autour de sa valeur moyenne non nulle. Aux fréquences élevées, comme les ions ne

peuvent pas migrer vers les électrodes de signe opposé de façon instantanée, les

couches minces électriquement chargées ne peuvent plus se former au voisinage des

électrodes et il n’y a donc plus de forces électriques de volume.

Les phénomènes de charges induites et d’interactions électrocinétiques résul-

tantes ne sont pas limités aux interfaces fluide-particule. Ils se produisent également

aux interfaces des électrodes sous tension [Ervenka 2009], des éléments biologiques

[Wu 2005] ou des électrodes non alimentées [Lastochkin 2004]. Nous nous limiterons

toutefois, dans ce travail de thèse, au cas particulier des interactions fluide-particule,

qui ont une contribution directe dans les phénomènes modélisés en basses fréquences.

De plus, la particule dans les applications visées est placée loin des électrodes. Dans

ces cas l’alimentation alternative des électrodes est à l’origine des interactions élec-

tromécaniques induites, on parle alors d’électro-osmose à courant alternatif.

Potentiel zéta Dans la couche diffuse de la double couche électrique, il existe

une frontière théorique au-delà de laquelle les ions de la double couche et la par-

ticule constituent une entité stable, comme mentionné dans la sous section 1.4.2.

Le potentiel à cette limite (surface de cisaillement hydrodynamique) est le potentiel

zêta (fig. 1.16).

A noter que l’ampleur du potentiel zêta joue un rôle important dans la théorie

des colloïdes, car il donne une indication du potentiel de stabilité d’un système

colloïdal. Si toutes les particules en suspension dans un tel système présentent une

valeur élevée de potentiel zêta (négative ou positive), alors celles-ci auront tendance

à se repousser l’une l’autre et il n’y aura pas de rassemblement. Toutefois, si les

particules ont de faibles valeurs de potentiel zêta, il n’y aura pas de force pour

empêcher les particules de se rassembler et ainsi former une floculation.
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Figure 1.16 – Double couche électrique autour d’une particule diélectrique, zoom

sur le voisinage de la surface de la particule.

1.5 Conclusion

Nous avons vu dans ce chapitre que l’étude du comportement diélectrique des

cellules biologiques est basée dans la théorie classique sur des modèles généraux qui
ne prennent pas toujours en compte les aspects liés à la présence de la double couche

électrique. Les effets qui découlent de cette dernière influencent l’interaction champ

électrique - cellule biologique dans son microsystème, à travers notamment les phé-

nomènes d’électrophorèse et d’électro-osmose. Une approche quantitative prenant en

compte ces effets électrocinétiques sera appliquée au cas précis de l’électrorotation

dans le chapitre 4.
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Dans ce chapitre, nous nous placerons dans le cadre général d’une particule di-

électrique homogène soumise à un champ électrique, et nous étudierons les modèles

décrivant la polarisation de cette particule, en fonction de ses données spécifiques,

de son milieu extérieur et du champ appliqué. Nous présenterons dans un premier

temps des éléments de la théorie générale du potentiel, avec son formalisme de dé-

veloppement multipolaire, avant de faire le lien avec les entités physiques qui nous

intéressent dans le cadre de notre étude, à savoir les moments effectifs. L’objectif

double de cette étude est, d’une part, d’adopter des modèles représentatifs du phé-

nomène d’interaction champ-particule et, d’autre part, de permettre le calcul des

effets électromécanique mis en jeux dans cette interaction (Chapitre 3). Dans une
troisième partie, nous aborderons le cas de particules ayant une structure multi-

couche, et nous présenterons une approche permettant de se ramener au cas simple

par homogénéisation.
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Chapitre 2. Polarisation d’une particule diélectrique soumise à un

champ électrique statique

2.1 Développement multipolaire

L’étude électrostatique de l’interaction entre un champ électrique appliqué par

un système d’électrodes donné et une particule diélectrique permet de construire

des modèles facilitant la description quantitative et qualitative du comportement

électrique de la particule en question [Pohl 1978, Sauer 1985, Jones 1995]. En parti-

culier, le potentiel induit par cette particule en présence du champ appliqué traduit

sa polarisation et permet ainsi de construire un modèle multipolaire exploitable

d’une part pour la quantification des grandeurs électromécanique (force, couple,..)

et d’autre part pour la caractérisation électrique de la particule dans son milieu de

suspension.

Avec l’hypothèse qu’il n’y a pas de charge libre dans l’espace, le potentiel électrosta-

tique est gouverné par l’équation de Laplace, qui fait l’objet du premier paragraphe

de cette partie.

2.1.1 Equation de Laplace

Considérons l’équation de Laplace pour le potentiel U [Stratton 1941]

∆U = 0. (2.1)

En coordonnées cartésiennes cette équation s’écrit :

∂2U

∂x2
+
∂2U

∂y2
+
∂2U

∂z2
= 0. (2.2)

En coordonnées sphériques (r, θ, ϕ) :

x = r sin θ cosϕ, y = r sin θ sinϕ, z = r cos θ, (2.3)

l’équation (2.2) s’écrit alors :

1

r2
∂

∂r

(
r2
∂U

∂r

)
+

1

r2
∇2

(θ,ϕ)U = 0 (2.4)

où ∇2
(θ,ϕ) est l’opérateur bidimensionnel de Laplace défini sur la surface de la sphère

unité par :

∇2
(θ,ϕ) ≡

1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂U

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2U

∂ϕ2
, (2.5)

On cherche U solution de (2.4) comme un produit de fonctions à variables séparées

sous la forme :

U(r, θ, ϕ) =
1

r
R(r)Y(θ, ϕ) (2.6)

et (2.4) devient (sous l’hypothèse U 6= 0) :

r2

R

d2R

dr2
+

1

Y∇
2
(θ,ϕ)Y = 0 (2.7)
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Le second terme dans cette équation dépend uniquement de θ et ϕ alors que le

premier terme dépend uniquement de r. Cela permet de déduire que le second terme

est égal à une constante λ pour tout (r, θ, ϕ) et on obtient :

∇2
(θ,ϕ)Y =− λY (2.8)

d2R

dr2
=
λ

r2
R. (2.9)

Pour étudier le problème aux valeurs propres (2.8)-(2.9), on suppose une seconde

séparation de variables pour Y,

Y(θ, ϕ) = Θ(θ)Φ(ϕ). (2.10)

On obtient alors les deux équations :

d2Φ

dϕ2
+m2Φ =0, (2.11)

sin θ
d

dθ

(
sin θ

dΘ

dθ

)
+ (λ sin2 θ −m2) Θ =0. (2.12)

En introduisant le changement de variables s = cos θ et v tel que v ◦ cos = Θ,

l’équation (2.12) s’écrit :

d

ds

((
1− s2

) dv
ds

)
+

(
λ− m2

1− s2
)
v = 0 ∀s ∈ [−1, 1]. (2.13)

Cette équation est appelée l’équation de Legendre associée, et ses solutions sont

discutées en annexe A. Pour le casm = 0 qui correspond à une solution indépendante

de la variable ϕ, on obtient l’équation de Legendre associée ayant une solution

polynômiale sous forme d’une série qui converge pour les valeurs de λ = n(n + 1)

avec n entier naturel, ce sont les polynômes de Legendre. Le cas général donne lieu
aux fonctions de Legendre associées (annexe A).

2.1.2 Harmoniques sphériques

La construction de solutions pour l’équation de Laplace par séparation de va-
riables a permis d’introduire les polynômes de Legendre et les fonctions de Legendre
associées. En regardant les fonctions angulaires obtenues, on voit que les fonctions
solutions de l’équation :

−∇(θ,ϕ)Ym
n (θ, ϕ) = n(n+ 1)Ym

n (θ, ϕ) (2.14)

sont caractérisées par deux entiers n et m :

Ym
n (θ, ϕ) =

√
2n+ 1

4π

√
(n−m)!

(n+m)!
Pm
n (cos θ)eimϕ (2.15)
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avec

n ≥ 0 et − n ≤ m ≤ n .

Ce sont les harmoniques sphériques (voir une représentation graphique dans fig. 2.1).

Les développements précédents relatifs à la construction de solutions de l’équation

de Laplace par séparation de variables permettent d’écrire la solution la plus générale

de cette équation en utilisant les harmoniques sphériques :

U(r, θ, ϕ) =
∞∑

n=0

n∑

m=−n

(
An,mr

n +Bn,mr
−n−1)Ym

n (θ, ϕ) (2.16)

qu’on peut écrire sous la forme :

U(r, θ, ϕ) = U1(r, θ, ϕ) + U2(r, θ, ϕ) (2.17)

avec

U1(r, θ, ϕ) =

∞∑

n=0

n∑

m=−n
An,mr

nYm
n (θ, ϕ) (2.18)

et

U2(r, θ, ϕ) =
∞∑

n=0

n∑

m=−n
Bn,mr

−n−1Ym
n (θ, ϕ). (2.19)

Il sera utile dans la suite d’écrire les fonctions complexes Ym
n en séparant les quantités

réelles et imaginaires :

Ym
n (θ, ϕ) = Y m

n (θ, ϕ) + iỸ m
n (θ, ϕ) (2.20)

avec

Y m
n (θ, ϕ) = Nm

n Pn(cos θ) cosmϕ et Ỹ m
n (θ, ϕ) = Nm

n Pn(cos θ) sinmϕ (2.21)

où les Pn sont les polynômes de Legendre, et Nm
n , (pour (m,n) fixé), est une

constante de normalisation.

D’autres propriétés de ces fonctions qui seront utiles pour la suite sont :

Othogonalité

〈Y m
n , Y k

l 〉 =
∫

S0

Y m
n Y k

l dS = 0 (m,n) 6= (k, l),

〈Y m
n , Ỹ k

n 〉 =
∫

S0

Y m
n Ỹ k

l dS = 0 pour tout (m,n), (k, l)

〈Ỹ m
n , Ỹ k

l 〉 =
∫

S0

Ỹ m
n Ỹ k

l dS = 0 (m,n) 6= (k, l)

(2.22)
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Figure 2.1 – Harmoniques sphériques

où S0 est la sphère unité.

La propriété d’orthogonalité s’écrit aussi :

∫
Ym
n Yk

l
∗
dS = δnlδmk

où la notation z∗ désigne le conjugué complexe de z, et δ le symbole de Kronecker 1

Parité

Y−mn (θ, ϕ) = (−1)mYm
n
∗(θ, ϕ) (2.24)

Grâce à cette propriété, l’utilisation des harmoniques sphériques réelles s’avère sou-

vent suffisante pour représenter les situations d’étude de polarisation électrostatique

étudiées dans la suite.

Les expressions explicites des premières harmoniques sphériques réelles Y m
n en co-

ordonnées cartésiennes et sphériques sont données dans les tableaux (Tab. 2.1.2) et

(Tab. 2.1.2) respectivement.

1.

.δij =

{

1 si i = j

0 si i 6= j
(2.23)

avec i,j entiers naturels.
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m

n
0 1 2 3

0 1 cos θ 1
2(3 cos

2 θ − 1) 1
2 cos θ(5 cos

2 θ − 3)

1 sin θ cos θ
√
3
2 sin 2θ cosϕ

√
6
4 (5 cos2 θ − 1) cosϕ

2
√
3
2 sin2 θ cos 2ϕ

√
15
2 sin2 θ cos2 θ cos 2ϕ

3
√
10
4 sin3 θ cos 3ϕ

m

n
4 5

0 35
8 cos4 θ − 15

4 sin2 θ + 3
8

1
8 cos θ(63 cos

4 θ − 70 cos2 θ + 15)

1
√
10
4 sin2 θ cos θ(7 cos2 θ − 3) cosϕ

√
15
8 sin θ(21 cos4 θ − 14 cos2+1) cosϕ

2
√
5
4 sin2 θ(7 cos2 θ − 1) cos 2ϕ

√
105
4 sin2 θ cos θ(3 cos2 θ − 1) cos 2ϕ

3
√
70
4 sin3 θ cos θ cos 3ϕ

√
70
12 sin3 θ(9 cos2 θ − 1) cos 3ϕ

4
√
35
8 sin4 θ cos 4ϕ 3

√
35

98 sin4 θ cos θ cos 4ϕ

5 3
√
14

112 sin5 θ cos 5ϕ

Table 2.1 – Expressions des premières harmoniques sphériques réelles en coordon-

nées sphériques.

n 0 1 2 3

0 1 z 1
2(3z

2 − 1) 1
2z(5z

2 − 3)

1 x
√
3xz

√
6
4 x(5z

2 − 1)

2
√
3
2 (x2 − y2)

√
15
2 z(x2 − y2)

3
√
10
4 x(x2 − 3y2)

m

n
4 5

0 1
8(35z

4 − 30z2 + 3) 1
8z(63z

4 − 70z2 + 15)

1
√
10
4 xz(7z2 − 3)

√
15
8 x(4z4 − 14z2 + 1)

2
√
5
4 (x2 − y2)(7z2 − 1)

√
105
4 z(x2 − y2)(3z2 − 1)

3
√
70
4 zx(x2 − 3y2)

√
70
12 (9z2 − 1)x(x2 − 3y2)

4
√
35
8 (x4 − 6x2y + y4) 3

√
35
98 z(x

4 − 6x2y + y4)

5 3
√
14

112 x(x
4 − 10x2y2 + 5y4)

Table 2.2 – Expressions des premières harmoniques sphériques réelles en coordon-

nées cartésiennes
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2.1.3 Développement multipolaire du potentiel dû à une distribu-

tion de charges

Soit ρ une distribution de charge confinée dans une région définis par r < R, ou

R est le rayon de la sphère délimitant cette région et r la distance au centre de cette

sphère. Le potentiel U qui résulte de cette distribution de charge est donné par :

U(r) =
1

4πε0

∫
ρ(r′)
||r− r′||dr

′. (2.25)

Considérons la fonction de Green G : (r, r′) 7−→ 1
||r−r′|| ,

Soit r : (r, θ, ϕ) et r′ : (r′, θ′, ϕ′) où r ≡ ||r||, r ≡ ||r′||. Selon que r > r′ ou
r < r′ le développement en harmoniques sphériques de cette fonction est :

r > r′ :
1

||r− r′|| =
∞∑

n≥0

n∑

m=−n

4π

2n+ 1

r′n

rn+1
Y∗mn (θ′, ϕ′)Ym

n (θ, ϕ), (2.26)

r < r′ :
1

||r− r′|| =
∞∑

n≥0

n∑

m=−n

4π

2n+ 1

rn

r′n+1
Y∗mn (θ′, ϕ′)Ym

n (θ, ϕ), (2.27)

qu’on peut écrire en adoptant la notation du Jackson [Jackson 1998] sous la forme :

G(r, r′) = 4π
∞∑

n≥0

n∑

m=−n

1

2n+ 1

r′n<
rn+1
>

Y∗mn (θ′, ϕ′)Ym
n (θ, ϕ). (2.28)

avec r< = r′ et r> = r d’où le développement de U (pour r > R) :

U(r) =
1

4πε0

∞∑

n=0

n∑

m=−n

4π

2n+ 1

[∫
Y∗mn (θ′, ϕ′)(r′)nρ(r′)dr′

] Ym
n (θ, ϕ)

rn+1

=
1

4πε0

∞∑

n=0

n∑

m=−n

4π

2n+ 1
qn,m

Ym
n (θ, ϕ)

rn+1
, (2.29)

où

qn,m =

∫
Y∗mn (θ′, ϕ′)(r′)nρ(r′)dr′ (2.30)

Les coefficients donnés par (2.30) pour différentes valeurs de m et n constituent un

tenseur de rang 2, c’est le tenseur de polarisation sphérique [Jackson 1998].

Tenseur de polarisation cartésien

L’expression du tenseur de polarisation en cordonnées cartésiennes permet de

faire plus facilement une représentation physique des multipoles selon un formalisme

donné (voir par exemple celui propose par Jones et Washizu, emprunté plus tard).

L’écriture cartésienne associée au développement en harmonique sphérique (2.16)

peut être établi grâce au développement de Taylor en dimension 3 appliquée à la
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fonction f : r 7−→ 1
r au voisinage de r′. En particulier on a pour la fonction de Green

G le développement 2 :

G(r, r′) =
1

r
− x′i∂i

1

r
+

1

2!
x′ix

′
j∂i∂j

1

r
− 1

3!
x′ix

′
jx
′
j∂i∂j∂k

1

r
+ . . . . (2.31)

Or, puisque r2 = xixj , il s’ensuit que ∂ir
2 = 2r, ∂ir = 2xi, et donc ∂ir = xi

r . En

ayant supposé que r 6= 0 on a donc :

∂i∂i
1

r
= 0, (2.32)

Une conséquence de cela est que toutes les dérivées ∂i∂i
1
r , ∂i∂j∂k

1
r , ∂i∂j∂k∂l

1
r , . . .,

sont de trace nulle pour toute paire d’indices : δij∂i∂j
1
r = 0, δij∂i∂j∂k

1
r = 0, etc.

On peut utiliser cette propriété pour remplacer les quantités x′ix
′
j , x

′
ix
′
jx
′
k, . . . qui

multiplient les dérivées dans (2.31) par les quantités à trace nulle
(
x′ix

′
j − 1

3δijr
′2
)
,

(
x′ix

′
jx
′
k − 1

5

[
x′iδjk + x′jδik + x′kδij

]
r′2

)
, . . ..

Il s’en suit en utilisant (2.25) et (2.31) que :

U(r) =
1

r

∫
ρ(r′)dr′−

(
∂i
1

r

)∫
x′iρ(r

′)dr′+
1

2

(
∂i∂j

1

r

)∫
(x′ix

′
j−

1

3
δijr

′2)ρ(r′)dr′

− 1

6

(
∂i∂j∂k

1

r

)∫ (
x′ix

′
jx
′
k −

1

5

[
x′iδjk + x′jδik + x′kδij

]
r′2

)
ρ(r′)dr′ + . . . . (2.33)

L’expression de U peut être alors ré-ecrite comme :

U(r) =
Q

r
− pi∂i

1

r
+

1

3× 2!
Qij∂i∂j

1

r
− 1

5× 3!
Qijk∂i∂j∂k

1

r
+ . . . (2.34)

En introduisant le vecteur unitaire n avec ni ≡ xi

r , le développement (2.34) s’écrit

sous la forme

U(r) =
Q

r
+

p ·n
r2

+
1

2!

Qijninj
r3

+
1

3!

Qijkninjnk
r4

+ . . . . (2.35)

où

Q =

∫
ρ(r′)dr′

pi =

∫
x′iρ(r

′)dr′

Qij =

∫
(3x′ix

′
j − δijr′2)ρ(r′)dr′,

Qijk =

∫ (
5x′ix

′
jx
′
k −

[
x′iδjk + x′jδik + x′kδij

]
r′2

)
ρ(r′)dr′,

(2.36)

2. En utilisant la convention de sommations d’Einstein.
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et ainsi de suite. La quantité Q est la charge totale du système, pi le moment
dipolaire, Qij le moment quadrupolaire, et les termes suivants sont les moments
d’ordres supérieurs. Notons que l’expression de pi et de Qij sont cohérentes avec
celles proposées par Stratton [Stratton 1941]. Deux remarques peuvent être faites

à ce niveau, la première est que, par construction, tous les moments multipolaires

avec deux indices ou plus sont symétriques et à trace nulle pour tous les indices

[Raab 2005], et la deuxième est que les termes du développement multipolaire (2.35)

évoluent avec une puissance de l’ordre de 1/r. Notons que la charge Q est un scalaire,

alors que le moment dipolaire pi est un vecteur à trois composantes. Le moment

quadrupolaire Qij est un tenseur symétrique d’ordre 2 en dimension trois, ce qui

devrait à priori lui associer 3 × 4/2 = 6 composantes indépendantes. Cependant

le fait qu’il est de trace nulle (Qii=0) implique que le nombre de ses composantes

indépendantes se réduit à 5. Le moment octopolaire Qijk est un tenseur symétrique

à trois indices, ce qui signifie généralement qu’il a 3 × 4 × 5/3! = 10 composantes

indépendantes. Mais avec la condition de trace nulle, Qiij = 0, qui se traduit par 3

conditions, il ne présente que 10 − 3 = 7 composantes indépendantes. De la même

façon, on peut montrer que le moment d’ordre 2n,

Qi1i2...in = (2n+ 1)

∫ (
x′i1x

′
i2 . . . x

′
in − traces

)
ρ(r′)dr′, n ≥ 1, (2.37)

a (2n+1) composantes.

Relation ente moments sphériques et moments cartésiens

Pour chaque n il y a une relation linéaire entre les (2n + 1) composantes de

qn,m et les (2n + 1) composantes des moments multipolaires Q, pi, Qijk, etc. De

même, pour chaque n, il y a une relation entre r−n−1Y m
n (fig. 2.2) et l’ensemble des

fonctions ∂i1i2...inr
−1.

Pour les premiers ordres, ces relations linéaires permettent d’expliciter que qnm pour

n = 0, 1 et 2, sont liées à Q, pi et Qij par :

q00 =
1√
4π
Q,

q11 =−
√

3

8π
(p1 − ip2), q10 =

√
3

4π
p3,

q22 =−
1

12

√
15

2π
(Q11 − 2iQ12 −Q22), q21 = −

1

3

√
15

8π
(Q13 − iQ23), q20 =

1

2

√
5

4π
Q33.

(2.38)

Les expressions de qnm pour les m négatifs sont obtenus selon (2.24).

En particulier pour n = 1 la contribution du dipôle au potentiel U est :

U (1) =
1

4πε0

4π

3

1

r2
[
q1,−1Y

−1
1 (θ, ϕ) + q1,0Y

0
1 (θ, ϕ) + q1,1Y

1
1 (θ, ϕ)

]
(2.39)

En utilisant (2.38) on a donc bien :
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U (1) =
1

4πε0

p(1) ·x
r3

(2.40)

qui est l’expression courante du potentiel dipolaire [Franklin 2005, Jones 2003].

Figure 2.2 – Représentation des quantifiées rnY m
n [Gumerov 2005].

2.1.4 Représentation physique des multipôles

Le développement proposé par [Jackson 1998] permet le calcul du potentiel gé-

néré par une charge ponctuelle (loi de Coulomb) ainsi que par un ensemble de

charges par le principe de superposition [Stratton 1941, Jackson 1998]. Réciproque-

ment, les termes du développement en harmoniques sphériques (2.16) peuvent être

associés à des ensembles de pôles élémentaires appelés multipôles. La construction

de ces multipôles élémentaires par le biais d’une représentation physique permet de

comprendre le lien entre l’écriture mathématique (développement en harmonique

sphériques) et son interprétation en terme de potentiel issu d’une configuration de

charges représentable physiquement (fig. 2.3). En partant de l’ordre élémentaire le

plus petit, la distribution d’une charge ponctuelle q (monopôle) est représentée par

une distribution de Dirac δ,

ρ0 = qδ, (2.41)

Le potentiel associé à ce monopôle est

U0 =
q

4πε1r
. (2.42)
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Pour comprendre la construction des ordres supérieurs, considérons un dipôle com-

posé de deux charges ponctuelles (deux monopôles) opposées valant ±q placées sur

l’axe z à des positions d/2 et −d/2 respectivement [Washizu 1994] :

ρ0,0,1 = lim
d→0

[q [δ(x, y, z − d/2)− δ(x, y, z + d/2)]] = −p1∂zδ(r) (2.43)

où p1 = lim
d→0

qd avec la notation du [Jones 1995] et ∂z désignant la dérivée au sens

des distributions de δ. Dans la suite toutes les dérivations selon x, y, et z de δ sont

des dérivations au sens des distributions. Le potentiel associé à ce dipôle ponctuel

est donné par :

U0,0,1 =
q

4πε1
lim
d→0

[
1

r(x, y, z − d/2) −
1

r(x, y, z + d/2)

]
= −p1

ε1

∂

∂z

(
1

4πr

)
(2.44)

Une construction simplifiée des ordres supérieurs consiste à former le multipôle

suivant en déplaçant et en dupliquant les multipôles construits à l’ordre précédent

selon la figure 2.3. Ainsi pour le quadrupôle dans la direction zx on a :

ρ1,0,1 =
p2
2
∂2z,xδ (2.45)

U1,0,1 =
p2

8πε1

∂2

∂z∂x

(
1

r

)
(2.46)

et pour un octopôle généré dans la direction xyz (fig. 2.3) :

ρ1,1,1 =
p3
6
∂3x,y,zδ (2.47)

U1,1,1 = −
p3

24πε1

∂3

∂x∂y∂z

(
1

r

)
. (2.48)
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Figure 2.3 – Exemples de composition des premiers multipôles en référence aux

harmoniques Y m
n correspondantes

En utilisant cette méthode, le potentiel électrostatique généré par l’ensemble com-

plet de multipôles correspondant à l’ordre n peut être obtenu en terme de dérivées

partielles d’ordre i,j et k dans les directions x,y et z respectivement. L’expression

de ces contributions est donnée par :

ρi,j,k = (−1)n pn
n!
∂nxi,yj ,zkδ (2.49)

Ui,j,k =
(−1)n
4πε1

pn
n!

∂n

∂xi∂yj∂zk

(
1

r

)
(2.50)

Dans (2.50) , n = i+ j + k et pn = lim
d→0

(n!qdn) avec la notation du [Jones 1995].

On obtient finalement le développement multipolaire du potentiel électrostatique :

U(x, y, z) =

∞∑

n=0

n∑

i=0

n−i∑

j=0

−(1)n
4πε1

pn
n!

∂n

∂xi∂yj∂zn−i−j

(
1

r

)
. (2.51)

L’intérêt de ce modèle multipolaire se situe dans le fait que l’on remplace la distri-

bution de charge actuelle ρ (qui est contenu dans la sphère) par une distribution

simplifiée avec un ensemble de multipôles (fig.2.3) qui produit la même distribu-

tion de potentiel à l’extérieur de la sphère de rayon a. Un des avantages cruciaux

de cette approche est qu’elle permettra une étude plus simple de la force et/ou du
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Figure 2.4 – Exemples d’harmoniques sphériques et configurations de polarisation

associée

couple électrostatique appliqués sur une particule diélectrique en calculant analy-

tiquement ces quantités électromécaniques pour le modèle multipôlaire équivalent
[Washizu 2004]. Plus loin dans la section 2.2.2 on proposera une méthode d’extrac-
tion des moments multipolaires basée sur l’identification numérique des multipôles
effectifs 3 pour une particule diélectrique soumise à un champ statique dans les cas

uniforme et non-uniforme.

2.1.4.1 Lien entre les multipôles et les harmoniques sphériques

L’approche multipolaire construite avec un formalisme physique dans (2.51) peut

être rapprochée du développement mathématique utilisant les harmoniques sphé-
riques pour modéliser la polarisation étudiée. Le développement (2.51) est par
construction plus facile à représenter physiquement. Ainsi comparons les deux séries

(2.16) et (2.51). La première remarque qu’on peut faire est que le développement

en série de Taylor (2.51) a (n+ 1)(n+ 2)/2 termes pour l’ordre n, alors que la série

harmoniques sphériques (2.16) n’en possède que (2n+1) pour le même ordre. Donc

soit la série de Taylor a des termes redondants, soit la série harmoniques sphériques

néglige un degré de liberté de la distribution de charge ρ, ce qui est effectivement le

cas : en effet on constate qu’un degré de liberté figurant dans la série de développe-
ment multipolaire qui ne donne lieu à aucun potentiel à l’extérieur de la sphère, et

qui est omis dans la série harmoniques sphériques.

A noter que ces entiers m et n caractérisant les harmoniques sphériques dans (2.15)

3. On parle de multipôles effectifs en référence aux composantes multipolaires dont la contri-

bution est non nulle.
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peuvent être reliés aux multipoles, à travers les quantités n−m et n interprétées sur

la sphère unité [Müller 1966]. Pour mieux l’illustrer on peut dire que si la sphère re-
présentait la terre, il contiendra nméridiens définissant n+1 zones verticales(fig. 2.4)

et n−m représenterait le nombre de latitudes (cercles horizontaux) définissant des

zones (fig.2.4). Par exemple pour représenter le champ harmonique sphérique généré

par un dipôle orienté selon l’axe ox, il suffit de considérer le cas n = 1 et m = 1. Le

cas particulier m = 0 correspond à une représentation particulière présentée à part

dans le paragraphe suivant.

Multipôles linéaires

Pour certaines situations de polarisation, une représentation particulière en terme de

multipôles s’avère plus appropriée, en particulier pour représenter une polarisation

qui consiste en une répartition axiale de charges. Cette configuration est en effet

modélisée par des multipôles linéaires (fig. 2.5), appelés aussi multipôles axiaux

[Stratton 1941].
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Figure 2.5 – Multipôles linéaires selon la représentation de Stratton

Les multipôles linéaires correspondent au cas m = 0 dans la représentation en

harmoniques sphériques du potentiel multipolaire (2.16) (on parle aussi d’harmo-

niques sphériques zonales [Ferrers 1877]). Ces multipôles sont des polynômes de

Legendre (A.2). A cause de leur nature axiale, le potentiel généré par les multipôles

linéaires présente une symétrie azimutale se traduisant par une dépendance unique-

ment en θ dans un repère sphérique. Le développement en harmoniques sphériques

correspondant aux multipôles linéaires est donné par l’équation (A.5).

2.2 Les moments effectifs

Les harmoniques sphériques et le développement du potentiel électrostatique

dans cette base de fonctions que nous avons introduits dans la partie précédente nous
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permettent de déterminer le potentiel généré par une particule diélectrique soumise

à un champ électrique extérieur et ainsi de retrouver le modèle de polarisation
multipolaire équivalent, pour déterminer les moments effectifs.

2.2.1 Développement en harmoniques sphériques

A partir du développement général introduit dans la partie 2.1.2, nous identifions
ici les valeurs des coefficients des différents potentiels, induit, appliqué et total, dans

la base des harmoniques sphériques.

Considérons une particule sphérique de rayon a et de constante diélectrique ε2 située

à l’origine du système de coordonnées et soumise à l’effet d’un potentiel extérieur,

s’écrivant sous la forme :

Uext =
∑

n,m

An,mr
nYm

n (θ, ϕ)

Le potentiel électrostatique à l’extérieur de la sphère Utotal est la contribution

du potentiel appliqué et du potentiel induit :

Utotal = Uext + Uind (2.52)

=
∑

n,m

An,mr
nYm

n (θ, ϕ) +
∑

n,m

Bn,m

rn+1
Ym
n (θ, ϕ)

Le potentiel à l’intérieur de la sphère peut alors être déterminé, et est donné par :

Uint =
∑

n,m

Cn,mr
nYm

n (θ, ϕ)

L’utilisation des conditions aux limites en r = a (B.4), en prenant en compte qu’il

ne doit pas y avoir de singularité à l’origine, permet de déterminer les constantes

Bn,m et Cn,m en fonctions de An,m :

Bn,m =
n(εm − εp)

(n+ 1)εm + nεp
a2n+1An,m

=
Kn

(2n+ 1)
a2n+1An,m

(2.53)

et

Cn,m =
(2n+ 1)εm

(n+ 1)εm + nεp
An,m (2.54)

En utilisant les deux équations (2.52) et (2.53) le terme d’ordre n du potentiel induit

Un,ind est :

Un,ind = − Kn

(2n+ 1)
a2n+1 − Un,ext

a2n+1

où

Kn =
n(2n+ 1)(εp − εm)

(n+ 1)εm + nεp
(2.55)
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est un coefficient de polarisation qui représente le moment d’ordre n, proportionnel

au facteur de Clausius-Mossotti généralisé d’ordre n.

Les constantes Bn,m définissant le potentiel induit par la particule contiennent

des informations sur la polarisation multipolaire de celle-ci, et permettent le calcul

des moments multipolaires effectifs pmn qui jouent un rôle particulier dans le calcul

des forces et des couples appliquées sur la particule (voir le chapitre 3). Les moments

multipolaires effectifs sont liés aux constantes Bn,m par :

pmn =

√
2n+ 1

4π
Nm

n Bn,m (2.56)

où

Nm
n =

√
2n+ 1

4π

(n−m)!

(n+m)!

est un facteur de normalisation.

2.2.2 Détermination numérique des moments effectifs

L’étude du développement multipolaire de la polarisation électrostatique permet

d’avoir une image qualitative du comportement électrostatique d’une particule en

interaction avec le champ extérieur. Il permet en outre de quantifier l’effet de ce

champ sur la particule, en l’occurrence la force et le couple qui sont exercés sur

cette particule par le champ extérieur via les moments multipolaires [Washizu 2004,

Jones 1995, Hartley 1999, Ronald 2010], d’ou la nécessité de développer une mé-

thode de détermination de ces moments. Ceci est basé sur l’utilisation du calcul

analytique développé dans la section précédente, qui permet d’évaluer la polarisa-

tion par l’approche multipolaire, reliée aux harmoniques sphériques (2.1.4.1).

Pour une particule sphérique dans un champ uniforme, le développement multipo-

laire permet de retrouver le facteur de Clausius-Mossotti représentant le coefficient

de polarisation d’ordre 1. Dans les cas plus généraux, on retrouve le facteur de

Clausius-Mossotti généralisé, en particulier pour les situations de non-uniformité

importante liée au champ appliqué ou à la taille de la particule [Jones 2003]. Ce-

pendant, dans le cas de particules de forme quelconque, la détermination de ces

coefficients nécessite l’utilisation de méthodes numériques. Une approche d’iden-

tification numérique des moments effectifs qui est proposée dans [Ogbi 2012] sera

présentée dans la sous-section suivante. L’idée est de déterminer ces moments effec-

tifs en identifiant le modèle multipolaire à partir du potentiel induit de la particule

polarisée, calculé sur une sphère qui l’englobe (fig.2.6), en utilisant le développement

en harmoniques sphériques. Les modes excités (effectifs) sont repérés et quantifiés

en déterminant les coefficients de polarisation en fonction du rapport des propriétés

diélectriques de la particule et ceux du milieu fluide de suspension.
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Figure 2.6 – Surface d’intégration autour de la particule

En utilisant les relations (2.56), (2.16) et les propriétés d’orthogonalité des har-

moniques sphériques (2.1.2), l’expression des coefficients multipolaires est calculée

numériquement avec

pmn =

√
2n+ 1

4π
Nm

n R
n+1

∫

S

Y m
n (θ, ϕ) Uind(R, θ, ϕ)dS, (2.57)

où R désigne le rayon de la sphère d’intégration S, (fig. 2.6). Dans la littérature les

coefficients multipolaires linéaires sont notés pn au lieu de p0n. Dans la suite nous

adopterons cette notation.

2.2.3 Champ uniforme

Considérons une particule diélectrique symétrique à symétrie de révolution cy-

lindrique, de permittivité εp, immergée dans un milieu (fluide) de permittivité εm,

et soumise à un champ uniforme. Le problème tridimensionnel est transformé en

deux problèmes axisymétriques illustrés à la figure 2.7.
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Figure 2.7 – Conditions aux limites pour le calcul du potentiel radial et suivant

l’axe de symétrie

Figure 2.8 – Potentiels extérieurs (radial et axial) calculés en utilisant la librairie

éléments finis GetFem++.

Le potentiel électrostatique dans l’espace est obtenu en utilisant les deux équa-

tions ;

U(r, z, θ) = Uz + Ur cosϕ (2.58)

Deux problèmes pour Uz et Ur sont donc à résoudre en utilisant la formulation

faible correspondante à chacune de ces composantes, il s’agit précisément de résoudre

dans le domaine de calcul Ω (fig.2.7) :

Le premier problème avec la solution Ur vérifiant :

∫

Ω
r

(
∂Ur

∂r

∂v

∂r
+
∂Ur

∂z

∂v

∂z

)
drdz +

∫

Ω

Ur

r
v drdz = 0 (2.59)

pour toute fonction 3 v définie sur . Le deuxième problème avec la solution Uz :
∫

Ω
r

(
∂Uz

∂r

∂v

∂r
+
∂Uz

∂z

∂v

∂z

)
drdz +

∫

S
Uzv ds = 0. (2.60)

3. fonction test



2.2. Les moments effectifs 53

pour toute fonction v définie sur Ω.

Le calcul numérique fait avec la méthode des éléments finis est réalisé en utilisant

la libraire Getfem++ [Renard 2008] (fig. 2.2.3) et les résultats sont présentés pour

différentes formes de particules en distinguant les cas sphérique et non-sphérique.

2.2.3.1 Cas sphérique

Le cas d’une sphère dans un champ électrique uniforme permet de vérifier la

cohérence de la méthode d’extraction numérique par comparaison avec les résultats

analytiques disponibles pour la sphère (2.55). Le coefficients de polarisation dans le

cas d’une sphère est donnée analytiquement (à une constante multiplicative près) par

le facteur de Clausius-Mossoti généralisé définit dans 2.2.1. Dans le cas d’un champ

extérieur uniforme celui-ci se réduit au facteur de Clausius-Mossotti classique :

fCM = K1 =
εp − εm
εp + 2εm

(2.61)
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Figure 2.9 – Coefficients de polarisation d’une sphère dans la direction radiale

(gauche) et axiale (droite) : seuls p1, 1 et p1 sont non nuls.

Les coefficients de polarisation selon la direction radiale et selon la direction axiale

sont identiques, ce qui est attendu à cause de l’isotropie de la géométrie d’une sphère.

2.2.3.2 Cas d’une formes non-sphériques

Les particules réelles ont des formes diverses, souvent approchées dans la modé-

lisation par des géométries plus au moins régulières. L’approximation par une forme

éllipsoide est particulièrement adoptée pour plusieurs type de particules dans la lit-

térature. Le cas particulier du sphéroïde permet d’illustrer l’effet de la géométrie

sur la polarisation multipolaire à quantifier.
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Pour un sphéroïde de demi-axes a, b et c avec (b = c) (fig. 2.10)-(fig. 2.12), les

résultats sont présentés en fonction du rapport d’excentricité (ab ).

�

�

�

�

�

��

�

�

�

��� ��	

Figure 2.10 – sphéroïde prolate (e = a
b ≤ 1) pour les excentricités 1 : 5 et 1 : 2.
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Figure 2.11 – Coefficients de polarisation pour sphéroïde prolate en fonction du

rapport de permittivité entre la particule et le milieu de suspension, pour différents

rapports d’excentricités.
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Figure 2.12 – sphéroïde oblate (e = a
b ≥ 1) pour les excentricités 5 : 1 et 2 : 1.
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Figure 2.13 – Coefficients de polarisation d’un sphéroïde oblate en fonction du

rapport de permittivité entre la particule et le milieu de suspension, pour différents

rapports d’excentricités.

Plusieurs tendances peuvent être identifiées dans les résultats obtenus à la figure

2.13. En particulier, quand l’excentricité e est plus grande que 1, i.e. pour un sphé-

roïde oblate, les moments suivant la direction radiale dominent, avec des valeurs
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plus importantes quand la permittivité de la particule est plus grande que celle du

milieu de suspension. Pour e inférieur à 1, i.e pour un sphéroïde prolate, les moments

ont des valeurs relativement faibles avec une dominance de ceux suivant la direction

axiale, et un signe qui change de façon presque symétrique quand on passe du cas où

la permittivité de la particule est plus grande que celle du milieu au cas contraire.

2.2.4 Champ non uniforme

Nous venons de voir que dans le cas d’un champ uniforme, la polarisation multi-

polaire d’une particule sphérique est parfaitement représentée par la composante di-

polaire avec un coefficient de polarisation donné par le facteur de Clausius-Mossotti

(2.61). Les ordres supérieurs du développement multipolaire ne sont significatifs

que dans le cas d’une particules non-sphériques. Une autre situation d’interaction

champ électrique-particule plus souvent rencontrée dans la pratique est celui d’une

sphère placée dans un champ non uniforme [Schnelle 1999b]. Contrairement au cas

du champ uniforme, les ordres multipolaires supérieurs ne sont pas nuls.

La configuration d’électrodes pointe-plan souvent utilisée pour réaliser des phéno-

mènes de lévitation [Jones 1995] permet de générer un champ non uniforme particu-

lier. Pour une particule sphérique placée dans un un système d’électrodes pointe-plan

Electrode 2 (plan)

Electrode 1 (pointe)

Par�cule

Figure 2.14 – Configuration pointe-plan

(fig. 2.14), on utilise la méthode d’extraction proposée dans la partie 2.2.2. Au vu

de la symétrie du système, le problème de départ peut être ramené à un problème

2D. Les simulations sont réalisées en utilisant la méthode des éléments finis avec

Comsol Multiphysics 3.5.
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Figure 2.15 – Distribution du potentiel et carte du champ électrique calculés avec

Comsol Multiphysics 3.5.
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Figure 2.16 – Coefficients de polarisation d’une particule polarisée sous l’effet d’un

champ non-uniforme issu d’un système d’électrode pointe-plan.

D’après ce résultat, deux informations peuvent être identifiées :

— Les ordres significatifs sont n = 1 (dipôle) et n = 2 (quadrupole).
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— Les multipôles effectifs identifiées sont des multipôles linéaires (2.1.4.1).

Le premier point montre que la composante quadrupolaire ne prend des valeurs

significatives que pour la composante axiale, et le deuxième point montre que le

modèle multipolaire pertinent pour la polarisation dans le problème considéré est

celui des multipôles linéaires. Cela justifie le recours fréquent à ce modèle multipo-

laire dans les phénomènes de lévitation où le champ électrique est dominé par sa

composante axiale z [Jones 1995, Jones 1986].

2.3 Modèle multicouche

Jusqu’à présent, le modèle de particule considéré était celui d’une particule ho-

mogène. Cependant la plupart de particules biologiques ont des structures plus com-

plexes, notamment avec la présence de la membrane enveloppant le cytoplasme pour

les cellules biologiques. Les modèles couramment utilisés pour étudier le comporte-

ment électrique d’une cellule dans ces cas sont des modèles analytiques et semi-

analytiques fournissant une approche plus ou moins adaptée à la compréhension

du phénomène. Ci-dessous, nous décrivons une méthode pour traiter les cas de de

cellules sphériques et ellipsoïdales multicouches.

2.3.1 Modèle multicouche sphérique

Pour les particules de structure multicouche (fig. 2.17), les propriétés électriques

des différentes régions composant cette structure contribuent à sa réponse électrique

lors de l’application d’un champ extérieur. La méthode pour décrire ces particules

hétérogènes présentée ici correspond au modèle de type "smeared-out" [Huang 1992].

Selon cette approche, ces particules sont décrites électriquement par une permittivité

équivalente déterminée selon le processus suivant :

Figure 2.17 – Processus de détermination de la permittivité équivalente pour une

sphère multicouche.

Supposons que la structure de la particule multicouche soit composée de N

sphères concentriques de rayon Ri caractérisées par des permittivités εi où i =

1, 2, ...N +1, avec N = 1 correspondant au milieu externe (fig.2.17). La permittivité

effective de l’ensemble constitué des couches N + 1 et N est d’abord déterminée
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par la résolution de l’équation de Laplace dans les les trois régions de la structure

élémentaire considérée à cette étape. En répétant ce processus (deux à deux) suc-

cessivement (pour atteindre la couche N = 2) selon le schéma illustré (fig. 2.17), on

obtient une sphère homogène équivalente de rayon RN+1 de permittivité équivalente

en utilisant un modèle dipolaire ou multipolaire.

Permittivité équivalente par le modèle dipolaire (Champ uniforme)

Pour étudier le comportement électrique de particules multicouches dans le cas où

la particule est exposée à un champ uniforme, nous avons montré précédemment

que l’utilisation du modèle dipolaire est adaptée. La permittivité équivalente issue

de ce modèle est donnée par :

Figure 2.18 – Modèle double-couche sphérique

(ε2)
′ = ε2

a3 + 2K1

a3 − 2K1
(2.62)

où a = R1/R2. La valeur ε′2 est une permittivité homogène équivalente qui rem-

place ε2 dans le facteur de Clausius-Mossoti (2.61). Pour les particules à plusieurs

couches (N ≥ 2) le schéma "smeared-out" décrit ci-dessus est appliqué. Le passage

élémentaire à la ième étape dans cette méthode est donné par :

(
ε′i+1 − ε′i
ε′i+1 + 2ε′i

)
=

(
Ri

Ri−1

)3 ( ε′i − εi−1
ε′i + 2εi−1

)
, 1 ≤ i ≤ N. (2.63)

Il est à noter que c’est ce modèle de permittivité équivalente qui est la plupart

du temps utilisé dans la littérature, même dans le cas où le champ est non-uniforme

[Asami 2006, Hughes 2003, Hanai 1979, Irimajiri 1979]. Dans cette configuration de

non-uniformité du champ, il est plus adapté de calculer la permittivité équivalente

par le modèle multipolaire.
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Permittivité équivalente par le modèle multipolaire (Champ non-uniforme)

L’utilisation du développement multipolaire (2.51) permet une détermination de

permittivité équivalente plus générale. Ce développement est donnée par :

U1 =
∞∑

n=0

n∑

m=−n
An,mr

nYm
n (θ, ϕ) +

∞∑

n=0

n∑

m=−n

Bn,mYm
n (θ, ϕ)

rn+1
, (2.64)

Les constantes Bn,m sont déterminées par application des conditions de transmission

(B.4) :

Bn,m = − n[(ε2)
′
n − ε1]

n(ε2)′n + (n+ 1)ε1
R2n+1

1 An,m (2.65)

Avec

(ε2)
′
n = ε2

a(2n+1) + (n+ 1)K(n)

a(2n+1) − nK(n)
(2.66)

On retrouve ainsi la permittivité équivalente issue du modèle multipolaire. Notons
que le cas particulier n = 1 correspond bien à la permittivité obtenue en utilisant le

modèle dipolaire (2.62).
Les expressions des potentiels dans toutes les régions de l’espace sont données dans
l’annexe B.

2.4 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre une méthode pour représenter la polarisa-
tion d’une particule diélectrique soumise à un champ extérieur par un modèle mul-

tipolaire prenant en compte la nature du champ appliqué et la forme de la particule

étudiée. Pour le cas d’une particule sphérique dans un champ uniforme, le dévelop-

pement se réduit au premier ordre, avec un coefficient de polarisation proportionnel

au facteur de Clausius-Mossotti. Le cas de particules non sphériques, illustré par

des configurations sphéroïdes, met en évidence le rôle des ordres supérieurs dans la

détermination des moments effectifs traduisant le phénomène de polarisation. Nous

avons montré que les configurations multicouches peuvent également être étudiées

avec cette approche dipolaire ou multipolaire par un processus d’homogéniesation.
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L’évaluation des effets électromécaniques sur les particules diélectriques, en par-

ticulier les cellules biologiques, est une étape cruciale, non seulement pour la com-

préhension et la maîtrise des phénomènes diélectrophorétiques, mais aussi pour la

conception et l’optimisation des dispositifs utilisés pour la manipulation des ces

particules [Gao 2003, Morgan 2003, Jones 1994, Hughes 1994]. Les applications pra-

tiques sont diverses et multiples, en biotechnologies, en chimie..etc. (voir notamment

[Ronald 2010] et Chapitre 1).

Dans les développements théoriques classiques, ces particules sont habituelle-

ment modélisées comme des formes sphériques homogènes. Pour calculer ces ef-

fets électromécaniques, notamment la force de diélectrophorèse FDEP et le couple

de rotation TROT , plusieurs approches sont possibles. Le principe de la variation

d’énergie, utilisé par Pohl [Pohl 1971] et Stratton [Stratton 1941], décrit une par-

ticule sans perte dans un milieu sans perte. Toutefois, si la particule et son milieu

de suspension présentent des pertes, la loi de conservation de l’énergie n’est plus

respectée [Jones 1995]. Les dérivations rigoureuses de la force et du couple réalisées
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par Sauer [Nicolini 1998] sont importantes du point de vue de l’électrodynamique

classique. Elles sont basées sur une formulation du tenseur des contraintes de Max-

well intégré sur la surface sphérique de la particule dans un milieu avec pertes sous

un champ électrique non uniforme, en introduisant des pseudo-variables physiques.

Malheureusement ces dérivations ne peuvent traiter le cas général d’une particule

quelconque car basées sur des développement analytiques. Ainsi ces travaux se li-

mitent au simple cas d’une sphère homogène immergée dans un liquide diélectrique,

avec un champ électrique appliqué légèrement non uniforme. C’est pourquoi un inté-

rêt particulier peut être porté à la méthode du moment dipolaire effectif [Jones 1995]

et à l’approche par moments multipolaires [Jones 1986, Jones 1995]. Nous avons vu

précédemment que les méthodes numériques permettent une mise en oeuvre relati-

vement aisée de cette méthode pour des géométries complexes.

La méthode du tenseur de Maxwell reste plus coûteuse que la méthode du moment

dipolaire effectif, même lorsque celle-ci est traitée numériquement. L’intérêt de cette

dernière tient au fait qu’elle est simple à utiliser tout en fournissant des résultats

valables dans de nombreux cas où les dérivations rigoureuses basées sur le tenseur

de Maxwell semblent difficiles voire impossibles. Néanmoins, il existe des situations

où ces deux approches donnent des résultant présentant des différences relativement

significatives [Masao 1993, Schnelle 1999b, Karan 2011]. Une comparaison entre les

deux approches a été effectué par Liu et Bau [Liu 2004] dans une configuration de

particules cylindriques et sphériques plongées des milieux semi-infinis.

Dans ce chapitre, nous nous intéresserons au calcul de la force et du couple aussi

bien par la méthode du moment dipolaire effectif que par celle des moments multi-

polaires, ainsi que par la méthode du tenseur de Maxwell. Des résultats numériques

seront présentés pour les différentes approches, dans des situations où les particules

sont plongées dans des champs générés par des micro-systèmes tels que ceux cou-

ramment utilisés dans les applications diélectrophorétiques (décrites dans le chapitre

1).

3.1 Calcul de la force et du couple électromécanique

Dans cette partie nous rappellerons d’abord l’expression de la force et du couple

exercés par un champ électrique sur un dipôle. Puis nous développerons le calcul des

moments pour le cas d’un champ généré par une charge ponctuelle sur une sphère

diélectrique. Ce développement sera ensuite généralisé au calcul de la force exercée

par un champ électrique quelconque sur des multipôles linéaires, puis au calcul de la

force exercée sur des multipôles généraux. Suivant la configuration étudiée (système

électrode-particule), le calcul de la force peut être obtenu plus aisément en utilisant

le développement multipolaire de celle-ci dans sa représentation en harmoniques

sphériques, ceci est l’objet de la dernière section de cette partie.
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3.1.1 Introduction et notations

D’après la théorie fondamentale de l’électromécanique, la force et le couple

exercés par un champ électrique sur une particule diélectrique sont donnés par

[Committee 1950] :

F =

∫
σt(r)Edv (3.1)

T =

∫
σt(r)(r × E)dv (3.2)

où σt représente la charge totale induite dans la particule par l’effet du champ

extérieur E. Pour calculer ces quantités, deux approches sont présentées dans ce

chapitre ; l’approche par la méthode des moments effectifs et l’approche basée sur

le tenseur des contraintes de Maxwell.

Dans la suite quelques notations seront adoptées : une lettre avec une barre

supérieure signifie qu’il s’agit d’un vecteur, de même n barres font référence à un

tenseur d’ordre n. Les quantités portant une barre inférieure sont des quantités

complexes et le * désigne le conjugué complexe.

3.1.2 Force et couple selon le modèle du moment dipolaire effectif

Le modèle le plus communément utilisé pour le calcul de la force et du couple

exercé sur une particule par un champ électrique externe est le modèle du dipôle

ponctuel [Pohl 1978, Jones 1986, Jones 2003] :

F = (p1.∇)E (3.3)

et

T = p1 × E. (3.4)

Le moment dipolaire effectif p1 est donné pour une sphère diélectrique de rayon

a et de permittivité ε1 par :

p1 = 4πa3ε1K
(1)E (3.5)

où K(1) est le facteur de Clausius-Mossotti.

On retrouvera ce modèle comme cas particulier de la méthode des moments

multipolaires 3.1.5.

3.1.3 Force exercée sur une sphère diélectrique par un champ gé-
néré par une charge ponctuelle

Un point de départ pour étudier le cas d’une particule sphérique plongée dans

un champ non uniforme est celui du champ engendré par une charge électrique

ponctuelle au voisinage de laquelle sera placée la sphère diélectrique modélisant la

particule (fig. 3.1). Le comportement électrique de la sphère peut ensuite être déduit
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Figure 3.1 – Une sphère diélectrique immergée dans un fluide diélectrique est sou-

mise à un champ électrique généré par une charge ponctuelle q.

pour un champ électrique quelconque en reliant les moments multipolaires linéaires

induits aux dérivées spatiales successives du champ électrique.

La solution générale de l’équation de Laplace pour le potentiel électrique élec-

trostatique s’écrit :

U in(r, θ) =

+∞∑

n=0

Cnr
nPn(cos(θ)), r ≤ R (3.6)

Uout(r, θ) =
q

4πε1rq
+

+∞∑

n=0

Bnr
n+1Pn(cos(θ)), r ≥ R (3.7)

où les Pn(cos θ) sont les polynômes de Legendre définies dans l’annexe C. Les

constantes Bn et Cn sont déterminées en utilisant les conditions aux limites à l’in-

terface entre le milieu de suspension et la particule, plus précisément :

U in(r = R, θ) =Uout(r = R, θ), (3.8)

ε2E
in
n (r = R, θ) =ε1E

out
n (r = R, θ). (3.9)

En utilisant le développement [Stratton 1941] :

1

rq
=

1

z′

+∞∑

n=0

( r
z′

)n
Pn(cos(θ)) (3.10)

avec (3.8) et (3.9), on obtient la forme des coefficients Bn et Cn :
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Cn =
−q
4πε1

n(ε2 − ε1)
nε2 + (n+ 1)ε1

R2n+1

z′n+1
(3.11)

Bn =
q

4πε1

2(n+ 1)

nε2 + (n+ 1)ε1

1

z′n+1
(3.12)

Par identification en utilisant (3.7), le potentiel induit par le multipôle linéaire

d’ordre n s’écrit :

p(n) = 4πε1Bn soit p(n) =
2q(n+ 1)

nε2 + (n+ 1)ε1

1

z′n+1
(3.13)

La loi de Coulomb permet d’exprimer le champ électrique au centre de la particule

causé par la présence de la charge ponctuelle :

E(z = 0) = −
(

q

4πε1z
′2

)
ẑ (3.14)

∂nE

∂zn
= −

(
(n+ 1)!q

4πε1z
′n+2

)
ẑ (3.15)

En utilisant ces expressions avec (3.12) et (3.13), on a :

p(n) =
4πε1K

(n)R2n+1

(n− 1)!

∂n−1Ez

∂zn−1
(3.16)

où on retrouve le facteur de Clausius-Mossotti, rencontré précédemment :

K(n) =
ε1 − ε1

nε1 + (n+ 1)ε2
(3.17)

L’expression de la force exercée sur la sphère est alors [Jones 1985] :

F =
∞∑

n=1

p(n)

n!

∂nEz

∂zn
z. (3.18)

3.1.4 Force exercée sur les multipôles linéaires

La force exercée par le champ extérieur sur le multipôle d’ordre n est donnée

par [Jones 1985] :

F (n)
z = p(n)

∂nEz

∂zn
(3.19)

ce qui conduit à :

F (n)
z =

2πε1K
(n)R2n+1

n!(n− 1)!

∂

∂z

[
∂n−1Ez

∂zn−1

]2
(3.20)
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Cette expression convient pour le calcul de la force dans le cas d’un champ axisy-

métrique. Elle sera ainsi exploitée pour le cas de la configuration pointe-plan plus

loin dans la sous-section 3.2.3.

La généralisation au cas des multipôles linéaires généraux est présentée dans la suite

suivant deux formalismes : l’un est basé sur le développement de Taylor (cartésien)

et le second basée sur le développement multipolaire utilisant les harmoniques sphé-

riques.

3.1.5 Force exercée sur les multipôles (cas cartésien général)

Comme vu dans le chapitre précédent, le potentiel total à l’extérieur de la par-

ticule contient la donnée du champ extérieur et du champ induit :

Un,total = Un,ext + Un,ind (3.21)

Le potentiel extérieur Un,ext peut être ré-exprimé en utilisant son développement

polynomial en x,y et z :

Un,ext = −
∑

i+j+k=n

Ci,j,kx
iyjzk (3.22)

où

Ci,j,k =
1

i!j!, k!

[
∂nUn, ext

∂xi∂yj∂zk

]

r=0

(3.23)

En utilisant (3.21) et (3.22), le potentiel induit devient :

Un,ind = − K(n)

2n+ 1
a2n+1

∑

i+j+k=n

Ci,j,k
xiyjzk

r2n+1
(3.24)

D’autre part, puisque Un,ind est une fonction harmonique d’ordre (n+ 1), elle peut

être développée en utilisant (2.50) :

Un,ind =
∑

i+j+k=n

(−1)nDi,j,k
∂n

∂xi∂yj∂zk

(
1

4πr

)
(3.25)

ou encore

Un,ind =
∑

i+j+k=n

Di,j,k
(2n− 1)!!

4π

[
xiyjzk

r2n+1
+ termes en

1

r2n−1
,

1

r2n−3
, . . .

]
(3.26)

où (2n+1)!! = 1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 1)(2n+1). En égalisant (3.24) avec (3.25), quand

r → 0, on obtient une expression pour Di,j,k :

Di,j,k =−
4πK(n)a

2n+1

(2n+ 1)!!
Ci,j,k (3.27)

=
4πK(n)a2n+1

(2n+ 1)!!

1

i!j!k!

∂nUn,ext

∂xi∂yj∂zk
(3.28)
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En considérant le lien entre la distribution de charge donnée par (2.50) et le potentiel

qu’elle génère donné par (2.50), la distribution équivalente de charges réelles σeq qui
génère le même potentiel induit (3.24) que la sphère diélectrique de rayon a et de

permittivité ε2, est donnée par :

σeq =
∑

i+j+k=n

(−1)nε1Di,j,k
∂nδ

∂xi∂yj∂zk
(3.29)

=− (−1)n 4πε1K
(n)a2n+1

(2n+ 1)!!

∑

i+j+k=n

Ci,j,k
∂nδ

∂xi∂yj∂zk
(3.30)

L’injection de (3.29) dans (3.1), permet d’obtenir l’expression de la force DEP ap-

pliquée sur le multipôle d’ordre n :

Fn = −4πε1K
(n)a2n+1

(2n+ 1)!!

∫

volume
E

∑

i+j+k=n

Ci,j,k
(−1)n∂nδ
∂xi∂yj∂zk

dv (3.31)

En utilisant la dérivation au sens des distributions, l’expression (3.31) peut être

simplifiée, et donne en utilisant l’expression (3.23) :

Fn = −4πε1K
(n)a2n+1

(2n+ 1)!!

∑

i+j+k=n

1

i!j!k!

[
∂nUn,ext

∂xi∂yj∂zk
∂nE

∂xi∂yj∂zk

]

r=0

(3.32)

En sachant que

[
∂n′Un,ext

∂xi′∂yi
′
∂zi

′

]

r=0

doit tendre vers 0 à l’origine pour les valeurs de n′

telles que n′ = i′ + j′ + k′ 6= n, le terme Un,ext dans (3.33) peut tout simplement

être remplacé par Uext, et on a :

Fn = −4πε1K
(n)a2n+1

(2n+ 1)!!

∑

i+j+k=n

1

i!j!k!

[
∂nUext

∂xi∂yj∂zk
∂nE

∂xi∂yj∂zk

]

r=0

(3.33)

La force totale est obtenue en sommant les ordres élémentaires Fn ;

F total =
∞∑

n=1

Fn (3.34)

Il est à noter que, si d’un point de vue théorique, cette somme doit aller de n = 1

à l’infini, en pratique seuls les quelques premiers termes représentent des quantités

significatives.

Représentation tensorielle L’expression (3.33) peut être réecrite en version ten-

sorielle en utilisant [Bird 1987] :

[(∇)nU [ · ]n(∇)U ] = n!
∑

i+j+k=n

1

i!j!k!

(
∂nU

∂xi∂yj∂zk

)2

(3.35)
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Ce qui permet finalement d’écrire F totale sous la forme :

Fn =
1

(n− 1)!
K(n)(∇)n−1E[ · ]n(∇)nE (3.36)

Cette expression s’écrit bien :

Fn =
1

n!

˙̇̇
p

n

[ · ]n(∇)nE (3.37)

où

˙̇̇
p

n

=
4πε1R

2n+1n

(2n− 1)!!
K(n)(∇)n−1E (3.38)

est le tenseur des moments multipolaires d’ordre n.

On écrit l’expression explicite de la force totale exercée sur une particule sphérique

avec les premiers termes du développement :

F totale = 2πε1∇K(1)R3[E ·E] +
K(2)R5

3
[∇E : ∇E]

+
K(3)R7

30
[∇∇E...∇∇E] + . . . . (3.39)

Notons que le premier terme de ce développement représente bien la force DEP

conventionnelle exercée sur le dipôle. Les termes d’ordres supérieurs (quadrupole,
octupole,. . . ) sont proportionnels aux dérivées spatiales du champ extérieur et des
puissances du rayon a de la particule sphérique.
En se basant sur ces développements, la généralisation pour le calcul de la force
pour des formes quelconque nécessite l’utilisation d’approches numériques et peut
être menée selon la méthode proposée dans [Ogbi 2012] et décrite dans la section

2.2 du Chapitre 2.

3.1.6 Calcul de la force utilisant le développement en harmoniques
sphériques

Les développements multipolaires en harmoniques sphériques introduits dans le

chapitre précédent peuvent également être exploitées pour calculer la force élec-

trique exercée sur une particule sphérique de rayon a par le champ extérieur E. En

particulier le potentiel appliqué Uext peut s’écrire aussi :

Uext =
N∑

n=0

n∑

m=0

U c
n,mA

c
n,m +As

n,mU
s
n,m (3.40)

avec

U c
n,m = rnPm

n (cos θ) cos(mΦ) (3.41)

U s
n,m = rnPm

n (cos θ) sin(mΦ) (3.42)



3.1. Calcul de la force et du couple électromécanique 71

De même la charge totale induite sur la surface de la particule peut s’écrire pour

une particule sphérique de rayon a comme [Jones 1985] :

σt =
N∑

n=0

n∑

m=0

ε0K
(n)an−1Pm

n (cos θ)
[
Ac

n,m cosmϕ+As
n,m sinmϕ

]
(3.43)

où K(n) représente le facteur de Clausius-Mossotti donné par (2.55) Le développe-

ment de la force peut alors en être déduit, en utilisant les résultats de dérivations

des termes harmoniques sphériques :

U c
n,m

∂x
=
(n+m)(n+m− 1)

2
U c
n−1,m−1 −

1

2
U c
n−1,m+1 (3.44)

U c
n,m

∂y
=− (n+m)(n+m− 1)

2
U s
n−1,m−1 −

1

2
U s
n−1,m+1 (3.45)

U c
n,m

∂z
=(n+m)U c

n−1,m (3.46)

U s
n,m

∂x
=
(n+m)(n+m− 1)

2
U s
n−1,m−1 −

1

2
U s
n−1,m+1 (3.47)

U s
n,m

∂y
=− (n+m)(n+m− 1)

2
U c
n−1,m−1 +

1

2
U c
n−1,m+1 (3.48)

U s
n,m

∂z
=(n+m)U s

n−1,m (3.49)

On obtient ainsi une expression pour les composantes Ei, i = 1, 2, 3, du champ :

Ei =

N∑

n=0

n∑

m=0

[Xc
n,mr

nPm
n (cos θ) cos(mϕ) +Xs

n,mr
nPn

m(cos θ) sin(mϕ)] (3.50)

où Xc
n,m et Xs

n,m sont des constantes reliées à Ac
n,m et As

n,m par (3.44)− (3.49).

En utilisant (3.50) et (3.1), on déduit l’expression de la force :

F = −
N∑

n=0

n∑

m=0

K(n)a2n−1[Gc
n,mA

c
n,mX

c
n,m +Gs

n,mA
s
n,mX

s
n,m] (3.51)

avec

Gc
n,m =





2πa2
2(n+m)!

(n−m)!(2n+ 1)
(m = 0)

πa2
2(n+m)!

(n−m)!(2n+ 1)
(m 6= 0)

(3.52)

et

Gs
n,m =





0 (m = 0)

πa2
2(n+m)!

(n−m)!(2n+ 1)
(m 6= 0)

(3.53)
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L’utilisation de ce formalisme multipolaire par harmoniques sphériques facilite

dans certaines situations la détermination de la force par un calcul numérique ou ana-

lytique. Masao et al. [Masao 1993] utilisent une approche basée sur un raisonnement

similaire pour déduire une expression analytique de la force. Dans leur approche la

structure d’électrode quadrupolaire permettant d’obtenir une lévitation passive par

DEP est approchée par quatre charges ponctuelles. Ils mettent en particulier en

évidence que le modèle basé sur la théorie du dipôle classique ne permet pas de

décrire correctement l’interaction entre la particule placée sur l’axe central de cette

structure d’électrodes et le champ électrique, et qu’il faut utiliser un développement

multipolaire d’ordre supérieur. En adoptant une démarche similaire à celle de Masao

et al., Schnelle et al. ont aussi étudié des micro-systèmes avec une double structure

d’électrodes quadrupolaire [Schnelle 1999b].

3.2 Particules ou milieu de suspension présentant des

pertes

Considérons une particule sphérique de permittivité ε2 et de conductivité σ2
suspendue dans un milieu fluide de permittivité ε1 et de conductivité σ1, et soumise

à un champ extérieur alternatif à variation temporelle sinusoïdale :

E(t) = Re(E) (3.54)

où

E = Eke
iωtx̂k (3.55)

avec i2 = −1, et où ω la pulsation du champ électrique appliqué est reliée à la

fréquence par ω = 2πf . Les résultats de calcul de force et de couple présentés

précédemment à partir de problèmes aux limites s’adaptent aux cas avec perte en

introduisant les permittivités complexes définis par εr = εr − iσr

ω pour les différents

milieux présentant des pertes. Ces permittivités complexes se substitueront aux

permittivités réelles dans les expressions obtenues pour le cas de diélectriques sans

pertes.

Dans la suite, nous développerons les expressions de la force et du couple, pour des

milieux à pertes, en utilisant d’abord la méthode des moments effectifs puis celle du

tenseur de contraintes de Maxwell. Ces deux méthodes seront ensuite appliquées à

deux situations réalistes.

3.2.1 Calcul de la force et du couple par les moments effectifs

Les expressions de la force et du couple présentées précédemment représentent

des valeurs instantanées. Sous la forme temporelle ces quantités s’écrivent :

FDEP (t) =Re[p
eff
eiωt] · ∇Re[Eeiωt] (3.56)

T (t) =Re[p
eff
eiωt]×Re[Eeiωt] (3.57)
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Les moyennes temporelles de la force et du couple s’écrivent en fonction du moment

effectif complexe comme 1 :

< F (t) >=
1

2
Re[p

eff
·E∗] (3.58)

< T (t) >=
1

2
Re[p

eff
× E∗] (3.59)

On obtient ainsi la moyenne temporelle pour la force DEP classique :

< FDEP (t) >= 2πε1R
3Re[K(ω)]∇E2

rms (3.60)

où Erms est la valeur efficace du champ alternatif appliqué et K(ω) est le facteur

de Clausius-Mossotti. On obtient en utilisant (3.57) le couple exercé par un champ

tournant :

< T (t) >= −4πε1R3Im[K(ω)]E2
0 ẑ (3.61)

avec

E = E0(x̂− iŷ) (3.62)

La figure (3.2) représente la variation des parties réelle et imaginaire du facteur de

Clausius-Mossoti intervenant dans (3.60) et (3.62) pour un cas donné de particule

diélectrique dans son milieu de suspension.
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Figure 3.2 – variation de la partie réelle et imaginaire du facteur de Clausius-

Mossotti pour une particule sphérique immergée dans un milieu de suspension. Les

paramètres électriques des deux milieux sont : σm = 0.001, εm = 77.8ε0, σp = .01,

εp = 2.55ε0.

1. < Re(Aeiωt)Re(Beiωt) >= 1

2π

∫

2π

0
Re(Aeiωt)Re(Beiωt)d(ωt) = 1

2
Re(A×B

∗
)
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La moyenne temporelle de la force exercée sur le multipôle linéaires d’ordre n s’écrit :

< F (n)
z >=

2πε1R
2n+1

n!(n− 1)!
Re[K(n)]

∂

∂z

[
∂n−1Ez,rms

∂zn−1

]2
. (3.63)

La moyenne temporelle pour la force exercé sur le multipôle général s’écrit sous la

même forme, et elle est donnée par :

< F (n) >=
1

2
Re



˙̇̇
p

n

[ · ]n(∇)nE
∗

n!


 . (3.64)

De même pour le couple on a :

< T (n) >=
1

2
Re

[
1

(n− 1)!

[
˙̇̇
p

n

[ · ]n(∇)n−1
]
× E∗

]
. (3.65)

3.2.1.1 Formulations scalaires explicites

Les expressions tensorielles définies dans (3.64) et (3.65) peuvent s’écrire sous

une forme explicite. En particulier pour une particule sphérique de rayon R soumise

à un champ extérieur E on a :

< F (n) >=
2πR2n+1

n!(2n− 1)!!
Re(ε1)Re(K

(n))∂k(∂i1,i2,in−1
Ej)

2x̂k (3.66)

où la notation de la sommation d’Einstein a été adoptée. Ce qui donne bien à l’ordre

1 la force DEP classique :

< F (1) >= 2πR3Re(ε1)Re(K
(1))∇(E2) (3.67)

le deuxième terme de la force représentant la composante quadrupolaire (n=2)

s’écrit :

< F (2) >=
πR5

3
Re(ε1)Re(K

(2))
∑

i,j,k

∂k (∂iEj)
2 x̂k (3.68)

Notons qu’on utilise dans ces expressions Re(ε1). La variation typique de Re(K(n))

en fonction des fréquences pour n = 1,2, et 3 avec des constantes diélectriques

données est représentée dans la figure 3.3.



3.2. Particules ou milieu de suspension présentant des pertes 75

10
3

10
4

10
5

10
6

10
7

10
8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

freq(Hz)

R
e

(K
(n

) )

Re(K
(1)

)

Re(K
(2)

)

Re(K
(3)

)

Figure 3.3 – Variation en fonction de la fréquence de la partie réelle des premiers

ordres du facteur de Clausius-Mossotti généralisé K(n) pour les mêmes paramètres

électriques que la figure 3.2.

De même pour le couple, l’expression scalaire correspondante à (3.65) s’écrit :

< T (n) >=
2πR2n+1

(n− 1)!(2n− 1)!!
Re(ε1)Im(K(n))Im

(
εijk∂i1,i2,in−1

E∗i ∂i1,i2,in−1
Ej x̂k

)

(3.69)

où εijk est le tenseur anti-symétrique qui définit le produit vectoriel entre deux

vecteurs 2. La variation typique de Im(K(n)) en fonction des fréquences pour n =

1,2, et 3 avec des constantes diélectriques données est représentée dans la figure 3.4.

En utilisant cette expression à l’ordre 1 pour le cas d’un champ tournant défini par :

Ex = Eeiωt, Ey = Eeiωt+π/2 et Ez = 0, on a :

< T (1) >= 4πR3Re(ε1)Im(K(1))E2ẑ (3.70)

qui correspond bien à l’expression (3.61) trouvée précédemment.

A l’ordre quadrupolaire (n = 2), l’expression (3.69) donne :

< T (2) >=
2πR5

3
Re(ε1)Im(K(2))Im


∑

i,j,k,l

εijk(∂lE
∗
i )(∂lEj)x̂k


 (3.71)

Notons que la sommation pour le couple à l’ordre quadrupolaire contient quatre

indices i,j,k et l, contrairement à celle de la force.

2. A×B = εijkAiBj x̂k
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Figure 3.4 – Variation en fonction de la fréquence de la partie imaginaire des

premiers ordres du facteur de Clausius-Mossotti généralisé K(n) pour les mêmes

paramètres électriques que la figure 3.2.

Les expressions multipolaires (3.64) et (3.65) permettent de déduire d’une part

que ces quantités décroissent rapidement avec la distance (r−3 pour le terme di-

polaire contre r−5 pour l’ordre quadrupolaire par exemple), et, d’autre part, que

leur importance relative augmente avec la non-uniformité du champ. Ces mêmes

remarques sont également valables pour les expressions de la force et du couple,

puisqu’elles sont basées sur la méthode des moments multipolaires effectifs.

3.2.1.2 Application au champ à ondes progressives

Dans ce paragraphe nous nous intéressons à l’application de la théorie des mo-

ments multipolaires pour calculer les forces et les couples exercés sur une particule

par un champ à ondes progressives [Hagedorn 1992, Green 2002]. Considérons le cas

d’un champ à onde progressive se propageant de gauche à droite :

E(x, y) = E0(jx̂+ ŷ)e−jkx−ky (3.72)

En utilisant (3.64) et (3.72), on détermine la moyenne temporelle de la force DEP.

Le résultat pour les composantes suivant les directions x et y sont :

< Fx >= −4πε1R3kE2e(−2ky)
[
Im[K(1)] +

2k2R2

3
Im[K(2)] + . . .

]
(3.73)

et

< Fy >= −4πε1R3E2e(−2ky)
[
Im[K(1)] +

4k2R2

3
Im[K(2)] + . . .

]
(3.74)

La composante suivant x dépend de la partie imaginaire des coefficients de polarisa-

tion complexes et propulse la particule dans la direction +x ou −x selon les valeurs

de Im[K(1)] et Im[K(2)].
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Figure 3.5 – Dépendance en fréquence de la moyenne temporelle suivant x et y

des forces < Fx > et < Fy > sur une particule sphérique dans un champ électrique

d’ondes progressives harmonique pour l’ordre dipolaire (auquel fait référence la lettre

D) et l’ordre quadrupolaire (auquel fait référence la lettre Q)

De façon similaire on obtient l’expression pour le couple à l’ordre quadrupolaire :

< Tz >= −4πε1R3E2
0 × e(−2ky)

[
Im[K(1)] +

4k2R2

3
Im[K(2)] + . . .

]
(3.75)

La figure (3.6) montre la dépendance en fréquence du couple exercé sur une particule

par un champ à ondes progressives. Notons en comparant avec la figure que la

(fig. 3.5) que la correction quadrupolaire a une influence deux fois plus importante

pour le couple de rotation que pour la force DEP.
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Figure 3.6 – Dépendance en fréquence de la moyenne temporelle du couple <

Tz > sur unr particule sphérique dans un champ électrique d’ondes progressives

harmonique pour l’ordre dipolaire et l’ordre quadrupolaire.

Les résultats présentés ici correspondent à une particule sphérique de rayon R =

10−5m et les paramètres électriques sont ceux du tableau (Tab. 3.2.3) de la sous-

section 3.2.3.
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3.2.1.3 Cas de particule multicouches

Pour le cas de base à une couche (fig. 3.7) le modèle de permittivité équivalente

donne [Fuhr 1986] :

ε′2 =




a3 + 2

(
ε
3
−ε

2

ε
3
+2ε

2

)

a3 −
(

ε
3
−ε

2

ε
3
+2ε

2

)



 (3.76)

avec a = R1/R2. La procédure d’"homogénéisation" décrite au chapitre 2 permet

de remonter à une permittivité équivalente pour une structure concentrique à N +1

couches selon :

(
ε′i+1 − ε′i
ε′i+1 + 2ε′i

)
=

(
Ri

Ri−1

)3 ( ε′i − εi−1
ε′i + 2εi−1

)
, 1 ≤ i ≤ N. (3.77)

La permittivité équivalente, insérée dans le facteur de Clausius-Mossotti généralisé

dans les équations (3.17),(3.66) et (3.69), permet de calculer la force DEP et le

couple exercés sur une particule multicouche.

Figure 3.7 – Une particule diélectrique à une couche immergée dans un milieu

diélectrique.

La méthode classique d’"homogénéisation" 3 convient parfaitement lorsqu’on en

s’intéresse à l’estimation de la force et du couple en utilisant le modèle des moments

effectifs classiques, car elle est fondée sur l’approximation dipolaire. Cependant,

cette approximation est inadaptée à l’estimation des termes d’ordre supérieur dans

le modèle multipolaire, et se révèle donc inappropriée dans les situations où ces

termes sont significatifs, en particulier lorsque la non-uniformité du champ est im-

portante. Pour résoudre ce problème, l’approche proposée est celle des permittivités

équivalentes multipolaires étudiées (2.63) dans le chapitre précédent, qui utilise des

permittivités complexes (i.e avec les substitutions εr → εr). Avec cette approche la

permittivité équivalente de la structure à 1 couche est donnée par :

3. dite méthode "smeared-out"
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(ε2)
′
n = ε2

a(2n+1) + (n+ 1)K<(n)

a(2n+1) − nK(n)
<

(3.78)

où

K
(n)
< =

ε3 − ε2
nε3 + (n+ 1)ε2

(3.79)

Ceci permet de corriger les facteurs de polarisations multipolaires, et on obtient :

K
′(n)
eq =

(ε2)
′
n − ε1

n(ε2)
′
n + (n+ 1)ε1

(3.80)

Le calcul de ces K
′(n)
eq pour les premiers ordres est présenté dans la figure 3.8.

Pour l’ordre dipolaire (n = 1), (3.80) donne le facteur de Clausius-Mossotti pour

le modèle de permittivité équivalente classique. En utilisant les multipôles linéaires

comme modèle pour le cas d’une structure multicouche, la force multipolaire est

donnée par :

< F (n)
z >=

2πε1R
2n+1

n!(n− 1)!
Re[K

′(n)
eq ]

∂

∂z

[
∂n−1Ez,rms

∂zn−1

]2
(3.81)

De même le couple multipolaire pour ce cas est donné par :

< T (n) >=
2πR2n+1

(n− 1)!(2n− 1)!!
Re(ε1)Im(K ′(n))Im

(
εijk∂i1,i2,in−1

E∗i ∂i1,i2,in−1
Ej x̂k

)

(3.82)

3.2.2 Tenseur de contraintes de Maxwell

L’approche développée par Sauer et Schlögel [Nicolini 1998] pour le calcul de

la force et du couple se base sur le tenseur des contraintes de Maxwell défini par

[Stratton 1941] :

M = ε(EE − 1

2
E2U) (3.83)

représenté par la matrice :

M =



Mxx Mxy Mxz

Myx Myy Myz

Mzx Mzy Mzz


 (3.84)

avec

M ij = ε1E
∗
iEj −

1

2
ε1||E||2δij , i, j ∈ x, y, z (3.85)

où δij est le symbole de Kronecker.

Les expressions de la force et du couple sont respectivement obtenues par intégration

de la composante normale du tenseur sur la surface de la particule sphérique, et par

intégration de son produit vectoriel avec le vecteur radial [Sauer 1985] :
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Figure 3.8 – Parties réelles et imaginaire des facteurs de polarisation généralisés

correspondant aux cas multipolaire-multicouche. R1 = 2.01 × 10−6m, R2 = 2.0 ×
10−6m, R3 = 0.5 × 10−6m, ε1 = 78.5ε0, ε2 = 10ε0, ε3 = 60ε0, ε4 = 30ε0, σ1 =

10−4Sm−1, σ2 = 10−8Sm−1, σ3 = 0.5Sm−1.

F (t) =

∫
(M ·n)dA (3.86)

T (t) =

∫
rn× (M ·n)dA (3.87)

où n est la normale sortante à la surface et r est le vecteur position.
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Le tenseur de Maxwell défini par (3.85) peut être décomposé selon :

M =
1

4
Re(ε)

(
(EE

∗
+ E

∗
E)− ||E||2U

)

︸ ︷︷ ︸
M1

+
1

4
Re(ε)

(
EE

∗ − 1

2
(E ·E + E

∗ ·E∗)U
)

︸ ︷︷ ︸
M2

(3.88)

où U est le tenseur unité d’ordre 2. Cette décomposition est utilisée pour calculer la

moyenne temporelle, car le terme M2 est un terme instantané qui s’annule. La force

DEP et le couple sont obtenus par :

< F >=

∫
M1 ·ndA (3.89)

=
1

4
Re(ε1)

∫ (
(EE

∗
+ E

∗
E)− ||E||2U

)
·ndA (3.90)

et

< T >=

∫
rn× (M2 ·n)dA (3.91)

=
1

4
Re(ε1)

∫
rn×

((
EE

∗ − 1

2
(E ·E + E

∗ ·E∗)U
)
·n

)
dA (3.92)

Cette approche sera utilisée dans la suite en parallèle avec l’approche des moments

effectifs pour calculer numériquement les forces et couples exercés sur la particule

dans des structures de micro-systèmes "‘réaliste"’.

3.2.3 Application à une configuration pointe-plan

La configuration pointe-plan est classiquement utilisée pour créer un champ élec-

trique non uniforme [Jones 1995]. En pratique, cette configuration correspond à une

électrode plane circulaire au-dessus de laquelle est placée une pointe (fig. 3.2.3).

Cette configuration a une symétrie de révolution par rapport à l’axe de la pointe.

De ce fait, le domaine d’étude se ramène au demi-plan méridien. La particule de

symétrie cylindrique dans ce micro-système est placée le long de l’axe de la pointe

afin de conserver la symétrie axiale 2D.
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Electrode 2 (plan) 

Electrode 1 (pointe) 

Particule 

ode 2 

H 

Figure 3.9 – Représentation schématique de la configuration pointe-plan (gauche),

et image du maillage utilisé pour les calculs de champ (droite).

La particule est plongée dans une solution aqueuse de type alcool sucré. La dis-

tance entre les deux électrodes vaut 100µm. Les calculs sont effectués pour plusieurs
positions de la particule le long de l’axe de symétrie (avec une distance H de son
centre à l’électrode plane), et la fréquence du champ électrique appliqué est comprise

entre 10Hz et 100MHz. Les différentes propriétés électriques sont résumées dans le
tableau 3.2.3.

Matériau Permittivité électrique Conductivité électrique
ε (F/m) σ(S/m)

Solution aqueuse 77.8ε0 10−3

Particule 2.55ε0 10−2

Table 3.1 – Tableau des paramètres électriques de la particule (de rayon R =

10−5m) et du milieu de suspension.

La figure 3.10 présente les résultats de calcul de la force par le tenseur de Max-

well pour différentes valeurs de H, et pour les fréquences 1KHz, 1MHz et 100MHz.
L’analyse de ces résultats met en évidence les points suivants :

— D’une part la force exercée sur la particule par le champ non-uniforme E
pour les trois fréquences varie peu dans la zone située entre l’électrode plan
et le centre du système (i.e pour approximativement H = 50.10−6m).

— D’autre part, aux basses fréquences, la force DEP appliquée sur la particule

est négative, ce qui provoque un mouvement de la particule dans la direction

−z (voir DEP négative, chapitre 1). Aux fréquences plus élevées (1MHz et

plus), la force DEP est positive, provoquant le mouvement de la particule

vers la direction +z (voir DEP positive, chapitre 1). Bien évidement, ces

tendances sont liées au contraste des constantes électriques entre la particule

et le milieu de suspension.
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Figure 3.10 – Variation de la force DEP en fonction de la position H, pour les

fréquences 1KHz, 1MHz et 100MHz

La dépendance en fréquence de la force exercée sur la particule calculée avec le

tenseur de Maxwell pour différentes valeurs de positions H sur l’axe z sont données

à la figure 3.11.

Figure 3.11 – Variation fréquentielle de la force pour différentes valeurs du para-

mètre position H sur l’axe z.

La figure 3.11 confirme que plus la particule est proche d’une zone de gradient

de champ fort (en s’approchant de la pointe), plus l’intensité de la force exercée

sur celle-ci augmente. Cette tendance est également confirmée lorsqu’on utilise la

méthode des moments effectifs (fig. 3.12), en particulier avec les facteurs de pola-

risation de Clausius-Mossotti généralisés 3.1.2. On voit là un des avantages de la

méthode des moments effectifs, car elle permet de prédire à priori l’évolution de la
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force exercée sur la particule en fonction de la fréquence, des constantes électriques,

et de la forme de la particule, puisqu’on connait dans une certaine mesure le com-

portement des multipôles qui représentent sa polarisation. La méthode des moments

multipolaires générale permet d’apporter des corrections à la force DEP classique

(dipolaire), car elle prend en compte les moments d’ordres supérieurs 3.1.5. La figure

3.12 compare les résultats de calcul de la force DEP obtenue par le tenseur de Max-

well et par la méthode multipolaire (linéaire (3.63)) mise en oeuvre aux premiers

ordres (1,2 et 3). L’avantage de l’approche utilisant le tenseur de Maxwell reste le

fait qu’elle permet plus de précision que la méthode des moments effectifs classiques
(dipolaire), surtout quand la non-uniformité du champ est importante.
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Figure 3.12 – Variation de la force DEP, appliquée sur un la particule positionnée

dans la région de gradients de champs élevés, H = 80µm du plan, en fonction de la

fréquence, par le tenseur de Maxwell (F(TM)) et le modèle multipolaire
.

On observe que le modèle dipolaire suit d’une manière appropriée les variations
de la force diélectrophorétique calculée par le tenseur de Maxwell, mais sous-estime
les valeurs de la force. La contributions des ordres quadrupolaire et octopolaire
apporte des corrections qui tendent à minimiser l’écart entre les résultats issus des

deux modèles.

3.2.4 Particule au centre d’un système quadrupolaire d’électrodes

On utilise classiquement des systèmes d’électrodes quadrupolaires pour la mani-
pulation de particules diélectriques par diélectrophorèse et électrorotation [Holzel 1993,
Hughes 1994]. Une forme particulière de ces systèmes d’électrodes quadrupolaires
est la forme dite polynomiale, qui présente certains avantages pour la répartition du
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champ produit, mis en évidence dans [Hughes 1994, Hughes 1998].

H 

d 

x 

y 
z 

Figure 3.13 – Représentation schématique d’un système d’électrodes polynômiales,

tel qu’il est utilisé pour l’électrorotation (ROT). La particule est mise en suspension

au centre du microsystème sur l’axe z à une distance H du plan des électrodes. Les

quatre électrodes en quadrature génèrent un champ tournant.

Les électrodes du microsystème (fig. 3.13) sont considérées comme étant d’épais-

seur nulle. Une particule sphérique est placée au centre du microsystème. Notons

que cette zone présente une situation de symétrie et que le champ y est homogène

[Hughes 1999, Holzel 1993].

La géométrie des électrodes polynomiales dans le plan xy est défini par l’équation

||x2 − y2|| = d2 (3.93)

où 2d est la distance séparant les pointes de deux électrodes opposées. Pour générer

un champ tournant, les quatre électrodes sont alimentées par quatre tensions sinu-

soïdales V = V0 cos(ωt + ϕ) avec V0 = 10V , avec un déphasage de 90o entre deux

électrodes adjacentes. Si le champ généré est homogène dans la partie centrale du

microsystème, il ne l’est pas au voisinage des électrodes, ce qui nécessite de prendre

en compte la répartition de la phase en dehors de la région centrale et nécessite

l’utilisation d’une expression plus générale pour le champ électrique appliqué.
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Figure 3.14 – Maillage du système au niveau du plan H = 0.
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Figure 3.15 – Carré du champ électrique et son gradient le long de l’axe vertical

dans la chambre en fonction de H. La fréquence est de 1 MHz.

Le champ électrique dans le microsystème est calculé numériquement en 3 di-

mensions, en utilisant la méthode des éléments finis [Com ]. La figure 3.15 montre

l’évolution du carré du champ électrique en fonction de H le long de l’axe central,

ainsi que son gradient. La figure (3.16) donne la variation de la force en fonction de

la fréquence calculée avec le modèle dipolaire (Dip) et avec le tenseur de Maxwell

(TM). D’après ces résultats, on constate :

— Plus la particule est loin du plan des électrodes (H = 140µm), plus l’écart

entre la force donnée par l’approximation dipolaire et la force donnée par le

tenseur de Maxwell est faible. Ceci qui signifie que les termes multipolaires

d’ordre supérieurs ont une influence négligeable sur la force calculée.

— Lorsque la cellule se trouve plus proche du plan des électrodes (H = 50µm)

la force est surestimée par le modèle dipolaire. Ceci est dû aux ordres supé-

rieurs qui sont implicitement pris en compte lorsqu’on utilise le tenseur des
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140 µm.

contraintes de Maxwell en éléments finis.

— On constate également que plus la fréquence est élevée plus les deux ap-

proches convergent, notamment lorsque la particule est proche du plan des

électrodes. Notons que ceci aura une certaine influence sur la précision des

caractéristiques diélectriques qui peuvent être déduites à partir du spectre

diélectrophorétique de la particule 4.3.2.

3.3 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté des approches mettant en oeuvre les mo-

ments multipolaires pour évaluer les effets électromécaniques agissant sur une par-
ticule diélectrique soumise à un champ d’excitation. Des développements théoriques

ont été réalisés pour formaliser ces approches dans plusieurs cas. Il a été montré que

l’approche dipolaire classique permet dans certains cas de bien approcher la force

et le couple exercés sur la particule. Cependant, dans des situations où le champ

présente de fortes non-uniformités, le fait d’inclure des ordres supérieurs dans le

développement multipolaire présente un réel intérêt.
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Dans ce chapitre nous nous intéressons aux mécanismes qui gouvernent les phé-

nomènes interfaciaux, en particulier le comportement des charges dans les électro-

lytes ioniques et à l’interface entre la particule et son milieu fluide de suspension.

En effet, ces charges surfaciques sont rarement prises en compte dans le calcul des

effets électromécaniques.

L’étude des phénomènes électrocinétiques intervenant dans la polarisation et le dé-

placement de la particule ainsi que du fluide l’entourant fera l’objet des sections 4.1

et 4.2. Ces phénomènes se basent sur la formation de la double couche électrique.

Dans les sections 4.3 et 4.4, nous nous intéresserons à la prise en compte de ces effets

dans le phénomène d’électrorotation.
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4.1 Electrocinétique et double couche électrique

Les principaux effets électrocinétiques induits sur une particule diélectrique im-

mergée dans un milieu électrolytique sont provoqués par la double couche électrique

qui se forme lorsque ce milieu est en contact avec la surface chargée de la particule

(fig. 4.1).

surface Couche de Stern Couche diffuse

Figure 4.1 – Double couche électrique au voisinage d’une surface plane chargée.

4.1.1 Potentiel électrocinétique

Considérons un champ électrique appliqué dans la direction parallèle à l’inter-

face solide/fluide dans la figure (4.1). Selon les modèles interfaciaux classiques, le

liquide adjacent au solide a une charge électrique nette, opposée à celle de la surface.

Une partie des ions présents dans ce liquide dans la zone la plus proche de la surface

de la particule tend a être bien attachée à celle-ci par des forces d’attraction de

courte portée, et peut alors être considérée comme immobile. De même le liquide

dans cette zone peut être considéré comme immobile. Dans une zone plus lointaine

de la surface, les ions et le liquide peuvent se déplacer par l’effet du champ électrique.

En effet, le celui-ci agit sur les ions et particulièrement les ions de contre-charge, qui

entrainent le liquide dans leur déplacement. Ainsi nait un mouvement interfacial

relatif entre le solide et le fluide. Le potentiel sur le plan à l’interface entre les

phases mobile et immobile est appelé potentiel électrocinétique, ou le potentiel zêta

ζ. Ce plan est appelé plan de glissement ou plan de cisaillement. Il ne coïncide pas

forcément avec la surface de la particule, et quand il coïncide et seulement dans ce

cas, le potentiel zêta correspond au potentiel de surface Φ0. C’est ce cas qui sera

considéré dans la suite.

4.1.2 Double couche électrique : Description et modèles

Quand une particule rigide est immergée dans un milieu favorisant la formation

d’ions, en particulier dans une solution électrolytique, elle acquiert une charge de
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surface. Ces charges ont comme origine des processus divers comme la dissociation et

l’ionisation de molécules de surface, ou l’absorption sélective d’ions dans la solution

[Lyklema 1995]. Dans tous les cas et quel que soit le mécanisme qui intervient lors

de la formation de ces charges de surface, la charge totale de surface doit être com-

pensée par une une distribution d’ions autour de la particule de façon à maintenir

l’électroneutralité du système. La charge de surface ainsi que ses contre-charges de

compensation dans la solution forment ainsi une double couche électrique (DCE).

Les premiers modèles de cette double couche ont été décrits par Gouy (1910) et

Chapman (1913). Dans ces premiers travaux la couche formée est dite « couche dif-

fuse ». Ce modèle sera modifié plus tard pour définir de façon plus complète la DCE.

Ces premiers modèles ont permis d’introduire la longueur de Debye qui caractérise

la longueur de cette couche. En 1925, Stern rajouta une couche compacte au mo-

dèle de Gouy-Chapman [Kissa 1999] qui portera son nom “couche de Stern”. Cette

couche se forme en réponse à la présence de groupements chimiques à la surface de

la particule et elle peut aussi être induite en appliquant un potentiel sur une surface

métallique par exemple.

Pour relier le potentiel dans la DCE aux charges présentes dans cette zone, consi-

dérons la charge de surface σ0 à la surface de la particule. Considérons également

un plan parallèle à la surface situé à une distance x = β de la particule. La région

entre la surface de la particule et ce plan peut être caractérisée par une capacité

spécifique Cβ , et le potentiel en x = β est donné par :

Φ0 − Φβ =
σ0
Cβ

(4.1)

où Φ0 est le potentiel à la surface solide.

La couche diffuse peut être décrite mathématiquement avec une condition d’équilibre

pour les ions dans cette couche [Lyklema 1995] :

− ezi∇Φ− kBT ln(∇Ci) = 0, i = 1, ..., N (4.2)

où i est le type d’ion, kB est la constante de Boltzmann, et T est la température

absolue. Le premier terme de cette équation correspond à la force électrostatique sur

les ions de type i (charge ezi, concentration Ci) et le second est la force thermody-

namique. L’intégration de (4.2) sous la condition Ci = C0
i (∞) pour Φ = 0 conduit

à la distribution de Boltzmann :

Ci(r) = C0
i (∞)exp[−eziΦ(r)/kBT ], i = 1, ..., N (4.3)

où C0
i (∞) est la concentration des ions de type i loin de la particule. L’équation de

Poisson permet d’écrire la relation entre le potentiel et les concentrations ioniques :

∆Φ(r) = − 1

εrε0
ρ(r) = − 1

εrε0

N∑

i=1

eziC
0
i (∞)exp

[
−eziΦ(r)

kBT

]
, (4.4)
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où εrε0 est la permittivité du milieu de suspension. L’équation (4.4), dite équation

de Poisson-Boltzmann est le point de départ de la description de Gouy-Chapman

de la couche diffuse, qui est le modèle le plus utilisé pour la description de la DCE.

4.1.3 Mobilité électrophoretique des particules rigides

Nous introduisons à présent un modèle pour décrire l’écoulement du fluide conte-

nant une particule sphérique prenant en compte la DCE.

Considérons donc une particule sphérique rigide de rayon a se déplaçant avec une

vitesse U dans un fluide (électrolyte) composé de N espèce d’ions, avec des valences

zi et des concentrations volumiques C∞i , et des coefficients de frottement λi. En

adoptant un système de cordonnées (r, θ,Φ) avec son origine placée au centre de la

particule, avec θ = 0 pour l’axe parallèle au champ électrique E, nous considérons

les hypothèses suivantes :

— le nombre de Reynolds pour l’écoulement du fluide (liquide) est suffisamment

faible pour ignorer les termes d’inertie dans l’équation de Navier-Stokes et le

fluide peut être considéré comme incompressible ;

— le champ E appliqué est relativement faible de sorte que la vitesse U de la

particule est proportionnelle à E ;

— le plan de glissement est situé à la surface de la particule i.e pour r = a.iv)

Les ions de l’électrolyte ne peuvent pas pénétrer la surface de la particule.

Le système d’équations électrocinétiques qui régit le déplacement des particules

rigides chargées dans un liquide contenant un électrolyte, engendré par un champ

électrique extérieur, est donc un système couplé constitué de l’équation de Navier-

Stokes pour l’écoulement du fluide autour de la particule et de l’équation de Poisson

reliant le potentiel électrique et la concentration des espèces ioniques qui modélise

la DCE 4.4, ainsi que des équations de continuité. L’équation de Navier-Stokes pour

l’écoulement du fluide u(r) autour de la particule est donnée par :

η∇×∇× u(r) +∇p(r) + ρ(r)∇Φ(r) = 0, r > a, (4.5)

où η est la viscosité de la solution électrolyte, p(r) est la pression, ρ(r) est la densité

de charge issu des espèces ioniques mobiles chargées, Φ(r) est le potentiel électrique,

et r = ||r||.

4.2 Charges de surface et conductivité surfacique

L’excédent d’ions dans la DCE peut se déplacer dans la direction tangentielle à

la surface sous l’effet du champ électrique appliqué (fig. 4.2). Quelle que soit la dis-

tribution de charge, Sσ peut toujours être définie par l’expression bidimensionnelle

analogue de la loi d’Ohm :

Js = SσE (4.6)

où Js est la densité de courant surfacique (A/m) et Sσ est la conductivité surfacique.
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E

Figure 4.2 – Densité de courant surfacique au voisinage d’une surface plane chargée.

Le rapport de la conductivité surfacique Sσ à la conductivité volumique du fluide

σm de suspension d’une particule est donnée par le nombre sans dimension χ, appelé

nombre de Dukhin [Lyklema 1995, Delgado 2007] :

χ =
Sσ

σma
(4.7)

Selon cette expression, une conductivité externe importante σm réduit l’influence

potentielle d’une charge surfacique. La conductivité effective σ d’une particule est
la somme des deux contributions volumique et surfacique 1 :

σ = Sσ/a+ σp (4.8)

La conduction surfacique n’est pas considérée dans la théorie classique de Helmoltz-
Smoluchowski couramment utilisée dans les modèles de conduction pour les systèmes

dispersifs [Grosse 1998]. Dans cette théorie, seule la conductivité intrinsèque de la

particule σp est prise en compte pour le calcul du champ électrique tangentiel dans

la double couche électrique. Par conséquent, en plus de la condition de rayon élec-

trocinétique κa grand 2, qui signifie que la longueur de Debye κ−1 est petite par

rapport au rayon de la particule :

κa >> 1, (4.9)

l’applicabilité de la théorie de Helmoltz-Smoluchowski nécessite de très faible valeur

de χ :

χ << 1. (4.10)

1. La conductivité surfacique est donnée à l’extérieur de la particule dans la double couche

électrique

2. La quantité κa est appelée aussi rayon électrocinétique
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En général la conductivité surfacique est constituée de deux contributions relatives

d’une part à la couche diffuse de la couche externe au plan de glissement Sσd et

d’autre part à la couche stagnante Sσi [Lyklema 2001] :

Sσ = Sσd + Sσi (4.11)

Par conséquent, χ peut s’écrire :

χ =
Sσd

σma
+
Sσmi

σa
= χd + χi (4.12)

La conductivité surfacique due à la couche stagnante inclut en général une contri-
bution due aux ions spécifiquement absorbés ainsi qu’une contribution causée par
les ions qui résident entre la surface de la particule et le plan de cisaillement. La
charge intrinsèque à la surface solide, qui est la charge causée par les groupes ionisés,
est considérée en général comme immobile et ne contribue pas à Sσ.
La conductivité dans la partie diffuse de la double couche électrique en dehors du

plan de cisaillement Sσd se compose de deux parties : une contribution de migration,

engendrée par le déplacement des ions par rapport au fluide, et une contribution de

type convection, due à l’écoulement électro-osmotique au delà du plan de cisaille-
ment. Pour le calcul de Sσd, l’équation de Birkermann peut être utilisée. Cette

équation exprime Sσd comme une fonction de la concentration de l’électrolyte et

des paramètres de la double couche électrique [Shilov 2001]. Pour une électrolyte

z − z symétrique, cette équation peut être écrite :

Sσd =
2σm
κ

[
D+

D+ +D−

(
exp

(
−zζ

2
− 1

)
(1 + 3m+)

)

+
D+

D+ +D−

(
exp

(
zζ

2

)
− 1

)
(1 + 3m−)

]
(4.13)

où D± est le coefficient de diffusion ionique et

σm = σ+mσ
−
m (4.14)

avec

σ±m =
z2e2C0

kT
D± (4.15)

Les paramètres m± indiquent la contribution de l’électro-osmose à la conducti-
vité surfacique, et sont donnés par :

m± =
2

3

(
kBT

e

)2 ε0εr
ηD±

(4.16)

Dans le cas donc d’un électrolyte z− z symétrique et de coefficients de diffusion des

anions et des cations identiques (m+ = m− = m), la conductivité dans la partie

diffuse du double couche peut s’écrire :
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χd =
Sσd

σpa
=

2

κa

(
1 +

3m

z2

)[
cosh

(
zeζ

2kBT

)
− 1

]
(4.17)

Cette équation montre que le rapport entre la conductivité surfacique de la couche

diffuse et la conductivité volumique, exprimé par χd, est faible sous la condition de

κa grand (κa >> 1) et un potentiel zêta faible.

En remplaçant cette expression de χd dans l’équation (4.12), on obtient :

χ =
2

κa

(
1 +

3m

z2

)[
cosh

(
zeζ

2kBT

)
− 1

](
1 +

Sσi

Sσd

)
(4.18)

Cette équation montre que le nombre de Dukhin χ dépend en général du poten-

tiel zéta, de la mobilité des ions dans l’électrolyte, et du rapport Sσi

Sσd . Elle montre

également que la condition χ << 1 requise dans le modèle classique de helmholtz-

smoluchowski est vérifiée pour κa >> 1, des valeurs plutôt faible de ζ et des rapports
Sσi

Sσd < 1.

4.3 Electrorotation

Avec l’avènement des Bio-MEMS, l’électrorotation, qui est une technique parti-

culière de diélectrophorèse, connait aujourd’hui une popularité grandissante pour la

manipulation et l’analyse de particules isolées telles que les cellules biologiques.

La théorie classique d’électrorotation [Zimmermann 1996] est basée sur l’hypothèse

que la diffusion des ions peut être négligée dans l’étude de la réponse des parti-

cules en suspension dans un électrolyte. L’épaisseur de la distribution de charges

induite au voisinage de l’interface est donc considérée comme nulle, et les effets de

convection n’apparaissent pas dans le modèle. L’électrorotation a alors été expliquée

exclusivement comme une conséquence du couple exercé par le champ électrique sur

la partie imaginaire du moment dipolaire, en considérant que le couple est transféré

directement à la particule. Cependant cette théorie n’est plus adaptée en basse fré-

quences lorsque la DCE a le temps de se former.

Nous avons vu que les charges qui forment le moment dipolaire ne sont pas li-

mitées à la particule mais sont situées en partie dans le fluide chargé qui entoure la

particule. Ainsi, seule une partie du couple créé par le champ électrique agit sur la

particule, alors que le reste de ce couple agit sur le fluide chargé, conduisant à un

mouvement convectif du liquide par rapport a la particule. Cette partie du couple

est transmise à la particule par l’effet de forces visqueuses. Par conséquent, pour

obtenir la vitesse de rotation réelle, la vitesse du fluide par rapport à la particule

doit être retranchée de la valeur obtenue avec le modèle dipolaire classique appli-

qué au système étudié (particule-champ). La prise en compte des effets de diffusion

et de convection dans le calcul de la vitesse d’électrorotation se fait alors en deux

étapes. La première étape consiste à appliquer la théorie usuelle d’électrorotation en

calculant le moment dipolaire du système et en l’utilisant dans l’équation classique
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de l’électrorotation 4.22 pour calculer la vitesse de rotation électromécanique. La

seconde étape consiste à calculer le déplacement du fluide autour de la particule. La

présence d’un champ électrique tangentiel induit un mouvement de rotation électro-

osmotique du liquide chargé par rapport à la surface de la particule. La vitesse de

rotation de la particule est ensuite obtenue par différence entre la vitesse de rotation
de la surface imaginaire qui entoure le fluide chargé et la vitesse de rotation de ce
fluide par rapport à la particule :

Ω = ΩD +Ωs (4.19)

où ΩD est la vitesse d’électrotation classique 3 basée sur le moment dipolaire in-

duit, et Ωs la nouvelle contribution de la rotation lié au glissement électro-osmotique

de la particule par rapport à la double couche électrique l’entourant.

4.3.1 Dispersion et fréquences caractéristiques pour le modèle di-

polaire classique

L’étude de la dispersion diélectrique d’une suspension inclut la détermination de

ses propriétés caractéristiques, de ses constantes électriques et de ses conductivités,

comme des fonctions de la fréquence. Des changements significatifs de ces caracté-

ristiques en fonction de la fréquence, ayant lieu à des fréquences particulières, sont

appelés par convention dispersions diélectriques. Ces dispersion sont directement

liées à la structure et à l’état physique et physiologique des particule manipulées.

La dispersion dite α (illustré par (fig. 1.1) pour un tissu biologique) est généralement

considérée comme étant associée aux propriétés des membranes cellulaires et à leurs

interactions avec les milieux intra- et extra-cellulaires. Elle est caractérisée par des

valeurs de permittivité très grandes, qui sont produites par les processus de diffusion

de contre-ions au niveau de la membrane cellulaire à des fréquences très basses. La

dispersion α est en réalité la moins bien comprise des trois dispersions principales,

ce qui conduit au fait que sa contribution est souvent occultée dans la modélisation

du comportement diélectrique des particules manipulées. Ici se situe donc l’intérêt

de l’étude électrocinétique réalisée dans la partie 4.1-4.2 et sa prise en compte dans

l’application à l’électrorotation (4.4).

La dispersion β se produisant aux radio-fréquences est principalement due à la po-

larisation de la membrane cellulaire qui conduit à son court-circuit d’un point de

vue électrique. Lorsque la fréquence augmente dans les régions des GHz, les pro-

priétés de rotation des molécules polaires, en particulier celles de l’eau, deviennent

importantes. La relaxation des molécules d’eau libres provoque la dispersion γ.

4.3.2 Valeurs caractéristiques

Selon le modèle dipolaire classique, le facteur complexe de Clausius-Mossotti K =

K ′ + jK ′′ peut être défini en terme d’admittance (σ∗e = σ + jωε0ε) comme :

3. fonction uniquement des grandeurs caractéristiques de la particule polarisée via la partie

imaginaire du facteur de polarisation.
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K∗ =
σ∗p − σ∗e
σ∗p + 2σ∗e

(4.20)

Le couple d’électrorotation calculé avec le modèle dipolaire [Schnelle 1999b] est

donné par :

T̄ = 4πε0εeĒ0
2

n∑

s

[
Ms

f/fcs
1 + (f/fcs)2

]
(4.21)

où n est le nombre des diélectriques composant la cellule. Ici les quantités Ms sont

des combinaisons des constantes électriques des matériaux de la particule. fcs repré-

sentent les fréquences caractéristiques du spectre.

La vitesse d’électrorotation issue de ce modèle s’écrit :

ΩD = −ε0εeK
′′

2η
(4.22)

où η est la viscosité du milieu.

d

d

Figure 4.3 – Représentation de la celulle selon le modèle “Single-shell”, avec i=

milieu interne (i.e cytoplasme), avec une conductivité (σi), et une permittivité (εi) ;

m= système de membrane (Gm, εm) ; e= milieu extérieure (σe, εe)

.

Considérons un modèle de particule simple représentée par une sphère homogène

conductrice et non-dispersive entourée par une couche très fine représentant la mem-

brane (fig. 4.3). Pour cette configuration de particule, la membrane domine le com-

portement de rotation dans la gamme de fréquence des kHz, alors que la polarisation

du cytoplasme, qui dépend du rapport entre la conductivité interne et externe σi et

σe, détermine le spectre de rotation dans la gamme des MHz. La vitesse d’électro-

rotation dans ce cas est donnée par :

ΩD = 2M1
f/fc1

1 + (f/fc1)2
+ 2M2

f/fc2
1 + (f/fc2)2

(4.23)
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Le facteur de polarisation K peut être écrit en introduisant des paramètres spéci-

fiques de surface décrivant les propriétés de la membrane [Holzapfel 1982] :

K =
ω2ε20A1 + iωε0B1 + C1

ω2ε20A2 + iωε0B2 + C2
(4.24)

où A1 A2 B1 B2 C1 C2 sont des quantités qui dépendent des conductivités et des

constantes diélectriques. Ces quantités sont définies par :

A1 =ε0εi/a+ C(εe − εi)/ε0 (4.25)

A2 =− 2ε0εi/a− C(2εe + εi)/ε0 (4.26)

B1 =C(σi − σe)/ε0 (4.27)

B2 =C(σi + 2σe)/ε0 (4.28)

C1 =Gm(σi − σe)− σiσe/a (4.29)

C2 =Gm(σi + 2σe)) + 2σiσe/a (4.30)

(4.31)
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Figure 4.4 – Spectre de rotation des cellules calculé théoriquement selon le modèle

“single-shell” pour différentes valeurs de la conductivité du milieu de suspension.

Il y a cinq valeurs caractéristiques dans (Fig.4.4) :

— Les valeurs des deux pics de vitesse de rotation sont données par :

M1 =
−σi/2

(σi + 2σe) [aGm(1/σe + 2/σi) + 2]
, (4.32)

et

M2 =
1

2

(
εe − εi
εi + 2εe

+
σi − σe
σi + 2σe

)
, (4.33)

— Les trois points de dispersion diélectrique correspondant aux fréquences ca-

ractéristiques de rotation sont donnés par :
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fc1 =
1

2πaC

(
1

1/2σe + 1/σi
+ rGm

)
, (4.34)

fc2 =
(σi + 2σe)

[2πε0(εi + 2εe)]
, (4.35)

f0 =
1

2π
(σi/[ε0aC(εe/σe − 2εi/3σi)])

1/2 , (4.36)

où f0 est la fréquence à laquelle la rotation change de sens.

A noter qu’on retrouve là des expressions similaires à celles des valeurs caractéris-

tiques d’un spectre de diélectrophorèse (annexe F).

Pour le cas du modèle simple de cellule biologique, les propriétés électriques sont

habituellement exprimées par des admittances, des capacitances et des conductances

(fig. 4.5) :

σ
′

p = G
′

m

σ
′

m + 1
3(σ

′

i −G
′

m)(1 + 2µ)

G′m + 1
3(σ

′

i −G
′

m)(1− µ3) (4.37)

où µ = a/(a+d), avec d l’épaisseur de la membrane et σ
′

i l’admittance du cytoplasme.

Pour d << a l’équation (4.37), se simplifie en :

σ
′

p = G
′

m

aσ
′

i

aG′m + σi
(4.38)

G
′

m est l’admittance de la membrane. Elle est donnée par :

G
′

m = Gm + jωCm (4.39)

où Gm = σm

d et Cm = εm
d sont respectivement la capacitance (Fm−2) et la conduc-

tance (Sm−2) spécifiques de surface de la membrane.

Figure 4.5 – Comportement de la capacitance et de la conductance électriques

pour différentes valeurs de la conductivité du milieu de suspension (modèle "‘single-

shell"’).

La vitesse de rotation de la particule peut être obtenue en combinant (4.38) et

(4.39) et en substituant K” dans (4.22).
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4.3.3 Prise en compte des charges surfaciques

Comme cela a été décrit dans la section 4.2, la couche diffuse composée de

surplus de contre-ions se forme au voisinage immédiat de la surface chargée de la

particule. L’introduction du nombre de Dukhin, dépendant de la concentration de

l’électrolyte et de la densité de charge de surface, permet de prendre en considération

l’augmentation de la conductivité due à la formation de cette couche. Ce nombre

affecte directement les constantes dépendant de la conductivités A1, A2, B1, B2, C1

et C2 qui déterminent les fréquences caractéristiques :

fc1 =
C2

2πε0B2
; fc2 =

−B2

2πε0A2
(4.40)

et qui s’écrivent donc explicitement :

fc1 =
d

4π2ε0εma

(
1

σi + 1
+

1

2Ge(1 + χ)

) (4.41)

fc2 =
σi + 2σe(1 + χ)

4π2ε0(εi + 2εe)
(4.42)

Figure 4.6 – Couple exercé sur la particule pour différentes valeurs de χ : 0, 0.1,

0.2, 0.3, 0.4 correspondants aux courbes 1, 2, 3, 4 et 5 respectivement

.

Les charges surfaciques agissent de la même façon qu’une augmentation de la conduc-

tivité du milieu de suspension : Les valeurs élevées de celle-ci décalent en effet la

fréquence caractéristique vers des valeurs supérieures et diminuent la vitesse an-

gulaire. On note également que la charge de surface représentée par la quantité χ
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décale seulement fc1 vers des valeurs supérieures. D’autre part, quand la charge de

surface augmente, le couple diminue, de même que la vitesse angulaire au voisinage

de fc1. Avec l’utilisation de valeurs réalistes pour la charge de surface (0 < χ < 0.3)

un décalage maximal de la fréquence caractéristique jusqu’à 30% peut être observé.

4.4 Prise en compte des effets électrocinétiques dans le

phénomène d’électrorotation

Comme souligné au premier chapitre, la prise en compte des effets de diffusions

permet de coupler les phénomènes électrocinétiques aux phénomènes purement élec-

tromécaniques modélisés lorsqu’on met en oeuvre la théorie dipolaire classique. Dans

cette dernière, on résout un simple laplacien. Pour prendre en compte les effets ci-

nétiques, on résout un système couplé composé :

— des équations de Nernst-Planck,

— de l’équation de Navier Stokes,

— de l’équation de Poisson.

Les équations sont couplées de la façon suivante. L’équation de Poisson relie la distri-

bution du potentiel électrique à la densité de charge volumique, cette dernière étant

liée à la distribution des ions. La distribution d’ions est fournie par les équations de

Nernst-Planck, qui nécessitent les composantes de la vitesse du fluide pour obtenir

le flux de convection ainsi que le champ électrique pour obtenir le flux de migration.

Les composantes de la vitesse sont fournies par les équations de Navier-Stokes et

de continuité, tandis que le champ électrique est fourni à partir de la solution de

l’équation de Poisson. Enfin, la solution des équations de Navier-Stokes implique

de connaître la force électrique déterminée à partir des équations de Poisson et de

Nernst-Planck.

4.4.1 Modèle simplifié de cellule

Nous traitons ici un modèle simplifié de cellule, avec une structure composée

d’un cytoplasme et d’une membrane extérieure, dans le cas de l’approximation de

double couche mince puis dans le cas plus général.

4.4.1.1 Cas de la double couche mince

La vitesse ueo est la composante de la vitesse de glissement électro-osmotique

de la surface externe de la double couche électrique par rapport à la surface de la

particule dans le modèle électrocinétique classique [Hughes 2003]. Au voisinage de

n’importe quel point de la surface considérée comme quasi-plate, la valeur de cette

vitesse est exprimée en fonction de la composante tangentielle du champ électrique

Es par la formule de Smoluchowski :

ueo = −
εeε0ζ

η
Es (4.43)
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où ζ est le potentiel électrocinétique, η est la viscosité. Nous somme dans le cadre

de l’hypothèse de couche mince représentée à la figure (4.7),

Figure 4.7 – Surface plate en contact avec un électrolyte en présence d’un champ

électrique sous l’hypothèse de la double couche mince, ici vy est la composante

tangentielle de la vitesse (annexe G).

La composante normale Ex du champ induit une distribution de charge ρ(x), alors

que sa composante tangentielle Ey engendre un mouvement du liquide parallèle à la

surface. L’expression de la vitesse est donnée par l’équation de Navier Stockes pour

un écoulement stationnaire et un faible nombre de Reynolds :

η∆u−∇p = fe (4.44)

où fe = −ρ(x)E est la force appliquée sur le liquide, et u est la vitesse du liquide.

En développant (G.3), pour le cas de la figure 4.7 et on utilisant la formule de Smo-

luchowski, on obtient la vitesse angulaire de la particule par rapport au fluide à la

surface externe de la double couche électrique mince [Grosse 1998, Zimmerman 1999]

(voir annexe G). Celle-ci est donnée par :

Ωs = −
ωs

a
= − E0

2ηa

(
Re

(
1− K1

a3

)
Im(γ) + Im

(
K1

a3

)
Re(γ)

)
(4.45)

avec

γ =

∫ ∞

a
sρ(s)ds− a

∫ ∞

a
ρ(s)ds

où ρ est la densité de charge volumique.

La vitesse angulaire totale de l’électrorotation observée expérimentalement est don-

née par la superposition des deux contributions :

Ω = ΩD +Ωs (4.46)
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où ΩD est la vitesse classiquement obtenue avec le modèle des moments dipolaires et
Ωs est la vitesse de glissement électro-osmotique de la particule et sa double couche

mince par rapport au fluide.

4.4.1.2 Cas général de la double couche électrique

Pour calculer la vitesse d’électrorotation dans une forme plus générale, en évitant

les approximations de la double couche mince, il faut revenir au point de départ

qui est l’équation de Navier-Stokes avec un champ électrique tournant appliqué au

système :

ρm

[
∂u(r, t)

∂t
+ (u(r, t) · ∇)u(r, t)

]
+ η∆u(r, t)−∇p(r, t) = fe (4.47)

où u(r, t) est la vitesse de rotation de l’électrolyte, p(r, t) est la pression, η et ρm sont

la viscosité et la densité de masse de l’électrolyte. Le second membre de l’équation

représente la densité de force électrique :

fe = −ρ∇Φ (4.48)

= −e(z+C+(r, t) + z−C−(r, t))∇Φ (4.49)

où φ(r, t) est le potentiel électrique, z± et C±(r, t) sont la valence et la concentration

des ions positifs et négatifs, et e est la charge élémentaire.

La concentration et la distribution du potentiel électrique dans (4.48) peuvent être

exprimées en terme de leur valeur d’équilibre [Lyklema 1995, Grosse 1998]

Φ(r, t) = Φ0(r) + Φ̂(r, t) (4.50)

C±(r, t) = C±0 (r) + Ĉ±(r, t) (4.51)

où Φ̂(r, t) et Ĉ±(r, t) sont les modifications induites par le champ électrique appor-

tées au potentiel et à la concentration respectivement. En réecrivant les distribu-

tions de potentiel électrique et de la concentration comme la superposition de deux

distributions générées par deux champs électriques alternatifs perpendiculaires et

déphasés de 90◦, on obtient la vitesse de rotation du liquide :

Ω(r) =
ε0εE0

2ηr3
Im(K)− 1

3η

∫ ∞

r
s(x)dx+

1

3ηr3

∫ ∞

r
x3s(x)dx (4.52)

La particule considérée étant rigide, sa vitesse angulaire de rotation est donnée par :

Ω = Ω(a) = −ε0εE0

2ηa3
Im(K)− 1

3η

∫ ∞

a

(
1− x3

a3

)
s(x)dx (4.53)

où

s(z) =
e

2r

[
Re

{
z+Ĉ+(r) + z−Ĉ−(r)

}
Im

(
Φ̂(r)

)

−Im
{
z+Ĉ+(r) + z−Ĉ−(r)

}
Re

(
Φ̂(r)

)]
(4.54)
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Le premier terme dans (4.53) représente l’expression classique rencontrée jusque là

pour la vitesse d’électrorotation d’une particule sphérique obtenue par le modèle

dipolaire classique, alors que le second terme représente la contribution électrosmo-

tique dans le cas général de DCE.

Pour résoudre (4.53), le potentiel (Φ(r, t)), la concentration d’ions C±(r, t) et la

vitesse de l’électrolyte u(r, t) doivent être calculés en résolvant pour chaque espèce

d’ions le système donné par :

— Equation de Poisson

∆Φ(r, t) = − e

ε0εj

(
z+j C

+(r, t) + z−j C
−(r, t)

)
, 0 < r < R3, R2 < r, j = e, i

(4.55)

— Equation de Nernst-Plank

J±(r, t) = −D±j ∇C±(r, t)−
ez±D±j
kT

C±∇Φ+ C±(r, t)u(r, t) (4.56)

— Equation de continuité

∇ · J± = −∂C
±(r, t)
∂t

(4.57)

— Equation de Navier-Stokes

η∆u(r, t)−∇p(r, t) + ρm

[
∂u(r, t)

∂t
+ (u(r, t) · ∇)u(r, t)

]

= −e(z+C+(r, t) + z−C−(r, t))∇Φ(r, t) (4.58)

— Condition d’incompressibilité du fluide

∇ ·u(r, t) = 0 (4.59)

4.4.2 Modèle de cellule avec paroi

Dans cette section nous traitons le cas d’une particule sphérique conductrice

composée d’un cytoplasme et d’une membrane non-conductrice, et entourée par une

paroi, avec prise en compte des effets de diffusion 4.

Chaque milieu sauf la membrane est caractérisé par une conductivité complexe σj
et un coefficient de diffusion Dj . Nous considérons dans les paragraphes qui suivent

que les deux milieux, cytoplasme et milieu extérieur, ont des ions monovalents avec

la même mobilité (µj = µ±j ), le même coefficient de diffusion (Dj = D±j ), et la même

densité numérique (n0j = n0j
±).

La conductivité de chaque milieu peut s’écrire :

4. négligés dans les modèles dipolaire classiques
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Figure 4.8 – Particule sphérique avec membrane non-conductrice, entourée par une

paroi.

σj = 2n0jµje = 2n0jDj
e2

kT
(4.60)

Les particules considérées dans les applications en électrorotation sont générale-

ment représentées par des sphères rigides ne présentant pas de charge fixe sur leur
coque externe (paroi). Il se trouve que ce modèle n’est souvent pas le plus adapté,
notamment pour les cellules biologiques, compte-tenu de leur structure particulière
[Ohshima 2010]. Nous traitons séparément le cas de particule avec paroi sans charges
fixes et de particule présentant des charges fixes.

4.4.2.1 Modèle sans charges fixes

La non-présence de charges fixes permet l’avantage de ramener le problème de
la particule avec paroi à un problème de particule homogène équivalente. L’objectif

est alors de déterminer les paramètres équivalents correspondants à celle-ci, avec un

système d’équation plus complexe, incluant les équations de diffusion et de convec-

tion, ainsi que les équations présentées précédemment prenant en compte les effets

électrocinétiques, notamment pour la contribution électro-osmotique à sa rotation.

La détermination du modèle homogène équivalent suit un schéma relativement si-

milaire à celui suivi pour le cas de la particule rigide sans considérations électro-

osmotiques, abordé précédemment. Il donne lieu à un calcul analytique un peu plus

fastidieux et qui est résumé ainsi : la conductivité équivalente de la particule est

d’abord déterminée ; le potentiel électrique et la distribution de charge volumique

pour la particule homogène entourée par une coque et soumise à un champ externe

sont ensuite calculés ; on obtient ensuite l’expression du moment de premier ordre

de la densité de charge induite autour de la particule, donnée par :

γ =
−2ε0εeσe(Λea)

2

(1 + Λea)

γpσe − γeσp
γpσeLe − γeσpLp

(
eΛea

∫ ∞

Λa
e

e−t
t

)(
(K)e

a3
+

1

2

)
E0a (4.61)
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Cette dernière expression est utilisée dans (4.46) pour calculer la vitesse de rotation

de la surface imaginaire à l’extérieur du fluide chargé par rapport à la surface de la

particule.
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Figure 4.9 – Vitesse avec le modèle de dipôle équivalent intégrant l’effet de la

diffusion. E0 = 12000V/m, η = 10−3Pas, De = Dw = Di = 2 × 10−9m2/s, εi =

80, εm = 10, εw = 80, εw = 80, σw = 10−3S/m, R2 − R3 = 6 × 10−9m, R2 =

5 × 10−6m.(a) σi = σe = 10−3S/m, (b) σi = 10−2S/m, σe = 10−3S/m, (c) σi =

10−2S/m, σe = 10−4S/m. (c), (d) et (e) correspondent au cas classique sans effets

électrocinétiques relatifs à (a), (b) et (c) respectivement.

La figure (4.9) présente quelques spectres d’électrorotation obtenus en utilisant ces

nouvelles expressions qui incluent donc les effets électro-osmotiques. On note des dif-

férences importantes dans les fréquences caractéristiques et dans l’amplitude des pics

dues à l’introduction des effets électrocinétiques. Deux causes principales peuvent

être mises en avant, la modification du coefficient dipolaire et les effets du flux

électro-osmotique :

— la modification du coefficient dipolaire est une conséquence des distributions

de charge induites sur les deux côtés de la membrane. La membrane se com-

porte alors comme si elle était plus épaisse avec une capacité diminuée. Par

conséquence le pic négatif se décale vers les fréquences supérieures, ce qui

conduit à une réduction d’amplitude de ce même pic.

— d’autre part, pour les hautes fréquences, les effets de la diffusion ont peu

d’influence sur le comportement du système car l’épaisseur des distributions

de charge induites sont faibles par rapport au rayon de la particule et le flux

électro-osmotique peut alors être négligé.
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4.4.2.2 Modèle avec charges fixes

La modélisation des particules avec une surface épaisse chargée, comme c’est le

cas de certaines particules colloïdales entourées par une enveloppe de polyélectro-

lyte [Ohshima 1993], ou le cas de cellules biologiques entourées par une membrane

isolante et une paroi cellulaire perméable chargée, nécessite de prendre en compte

les charges fixes présentes dans la particule. Le cas des cellules biologiques est par-

ticulièrement ciblé dans cette partie. Ici une cellule est modélisée par une particule
sphérique conductrice entourée par une enveloppe non conductrice représentant la
membrane cellulaire, le tout étant entourée par une couche externe uniformément
chargée représentant la paroi cellulaire (figure 4.8). Cette dernière couche est géné-
ralement composée de matériaux poreux qui autorise le passage des ions entre les
milieux interne et externe, ce qui permet de la considérer en équilibre avec le milieu
externe. La valence des ions est alors considérée identique dans les deux milieux.
La conductivité de la membrane est considérée comme nulle 5. Il s’ensuit que les
interfaces r = R2 et r = R1 sont imperméables aux ions. Pour des raisons de com-
modité, seulement deux types d’ions sont considérés pour chaque milieu conducteur.

Mise en oeuvre du modèle complet

Avec les hypothèses précédentes, le nouveau problème à considérer met en oeuvre

les mêmes équations que dans le cas sans charges fixes en intégrant des termes

représentant la densité et la concentration des charges fixes dans la paroi de la

particule. Le potentiel électrique et les concentrations ioniques sont alors obtenus

en résolvant le système donné par :

— l’équation de Laplace dans la membrane

∆Φ(r, t) = 0, R3 < r < R2 (4.62)

— l’équation de Poisson dans le milieu interne, la paroi cellulaire, et le milieu
externe

∆Φ(r, t) = − 1

ε0εj


ρj + I(r) zfC f

︸︷︷︸
ρf


 , 0 < r < R3, R2 < r, j = e, i (4.63)

avec I(r) égale à 1 dans le milieu externe de la particule et 0 ailleurs, et

ρj =
e

ε0εj

(
z+j C

+(r, t) + z−j C
−(r, t)

)

5. Cette hypothèse n’est pas strictement vraie pour les particules biologiques en général, mais

elle approche assez raisonnablement le cas des cellules vivantes où la conductivité de la membrane

est en général très faible.
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— les équations de Nerst-Plank dans le milieu interne, la paroi cellulaire et le

milieu externe

j±(r, t) = −D±j ∇C±(r, t)− Z±C±(r, t)∇Φ

+ C±(r, t)u(r, t), 0 < r < R3, R2 < r, j = e, w, i (4.64)

avec

Z± =
ez±j D

±
j

kT
(4.65)

— les équations de continuité dans le milieu interne, la paroi cellulaire et le

milieu externe

∇ · j±(r, t) = −∂C
±(r, t)
∂t

, 0 < r < R3, r > R2, j = e, w, i (4.66)

— l’équation de Navier-Stokes dans le milieu externe

η∆u(r, t)−∇p(r, t) + ρm

[
∂u

∂t
+ (u(r, t) · ∇)u(r, t)

]

= −ρe(r, t)∇Φ(r, t), r > R3 (4.67)

— l’équation de l’incompressibilité du fluide

∇ ·u(r, t) = 0, r > R3 (4.68)

La résolution du système précédent est effectuée avec les conditions aux bords liées
au problème : la continuité du potentiel dans l’espace, la continuité de la compo-
sante normale du déplacement, le potentiel à l’infini défini par le champ électrique

appliqué, la symétrie du potentiel d’équilibre (sans champ appliqué), la continuité

de la composante normale des flux des ions à l’interface externe de la paroi, la com-

posante radiale de la vitesse constante à l’infini, la condition de non-glissement de la

solution électrolytique à l’interface externe de la paroi, l’imperméabilité de la paroi

à la solution, et l’équilibre des forces agissant sur la particule.

Comme le champ électrique est relativement faible, la dynamique du système consi-
déré est étudiée en prenant en compte le comportement de la double couche élec-
trique sous la forme d’une perturbation de l’état d’équilibre du système induite
par le champ appliqué. A l’équilibre, le potentiel électrique et la concentration sont
données par :

∆Φ0(r) = −
e2

ε0εjkT

(
z+C+

0 (r) + z−C−0 (r)
)

+ h(r)
e2

ε0εjkT
zfC f, 0 < r < R3, R2 < r, j = e, i (4.69)

où h(r) est égale à 1 sur la paroi (i.e R3 < r < R2) et 0 ailleurs. Dans la membrane

∆Φ0(r) = 0, R3 < r < R2 (4.70)
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avec

C±0 (r) =

{
c±∞e

(−z±e Φ0(r)), r > R2

c±i0e
(−z±e Φ0(r)), 0 < r < R2

(4.71)

où c±e∞ et c±i0 sont les concentrations des ions positifs et négatifs respectivement dans

l’électrolyte loin de la double couche électrique (zone électroneutre) et dans le milieu

interne.

La résolution numérique du système (4.62 - 4.68) permet de calculer la contribution

électro-osmotique à la vitesse d’électro-rotation donnée par (4.53) avec :

Φ̂(r, t) = Φ(r, t)− Φ0(r) (4.72)

Ĉ±(r, t) = C±(r, t)− C±0 (r) (4.73)

Résultats numériques

La résolution du système précédent est réalisée en utilisant la méthode des éléments

finis mise en oeuvre avec Comsol Multiphysics 4.2. Les paramètres utilisés sont

donnée dans le tableau 4.4.2.2.

Paramètres utilisés dans les figure 4.10,4.11 et les figures qui suivent.
R1 = 1, 5× 10−6 z±e = z±i = ±1 ρm = 1.2× 103kg/m3

R2 −R3 = 5× 10−8 D±e = D±i = D±i = η = 8.904× 104Pas

R3 −R2 = 50× 10−8 2× 10−9m2/s T = 298.4K

εe = 77.8ε0 zf = 1 E = 1000V/m

εm = 4

εi = 70

σi = 0.5S/m

σe = 7× 10−4S/m

Les figures suivantes présentent les évolutions de la concentration et du potentiel

électrique à différents instants dans le cycle de rotation du champ électrique tour-

nant, pour une espèce d’ions.
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Figure 4.10 – Evolution de la concentration pour des valeurs de temps extraites

d’un tour complet du champ électrique
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Figure 4.11 – Evolution du potentiel électrique V pour des valeurs du temps ex-

traites d’un tour complet du champ électrique

A partir des résultats obtenus pour la concentration et le potentiel on calcule

la vitesse d’électrotation selon (4.53). La figure (4.12) présente les vitesses calculées

pour différents paramètres de la particule et de son milieu de suspension et pour

différentes valeurs de l’épaisseur de la double couche électrique ((4.4.2.2)). La figure

(4.13) montre comment cette vitesse varie pour différente valeurs caractéristiques

de la paroi chargée et de la double couche électrique, notamment le potentiel zéta.

κeR1 C f

a 4 1020

b 12 1020

c 50 1021

d 50 1022

e 100 1022

f 150 1023

Table 4.1 – Tableau des paramètres électriques de la particule (de rayon R = 10−5)
et du milieu de suspension

Comme prévu les différents spectres calculés coïncident assez bien dans la région des

hautes fréquences, puisque la fréquence caractéristique de la dispersion de Maxwell-



114

Chapitre 4. Phénomènes électriques interfaciaux et effets
électrocinétiques : application à l’électrorotation

10
2

10
3

10
4

10
5

10
6

10
7

10
8

10
9

10
10

−25

−20

−15

−10

−5

0

5

10

15

20

25

a

b

c

d

e

f

Figure 4.12 – vitesse d’électrorotation calculée avec le modèle électrocinétique in-

cluant la contribution électro-osmotique, avec les paramètres du tableau 4.4.2.2

Wagner est essentiellement déterminée par la conductivité la plus élevée dans le

système, qui est dans notre cas celle du milieu interne. D’autre part, l’amplitude ne

change pas non-plus, puisqu’elle ne dépend pas de la conductivité pour des cas de

conductivités très importante du milieu interne. Par ailleurs, quand la membrane

(supposée isolante) est entourée par une paroi très conductrice (provenant d’une

valeur importante de densité de charge fixe), le processus de dispersion est moins

important et l’amplitude du pic est atténuée. L’épaisseur de la double couche élec-

trique en revanche à un impact qui décale la fréquence caractéristique du pic vers

des valeurs supérieures.

R1 −R2 κR1 C f

a 1000 20 1020

b 700 50 1020

c 500 50 1021

d 100 100 1022

e 70 150 1023

f 50 200 1024

Table 4.2 – Tableau des paramètres électriques de la particule (de rayon R = 10−5)
et du milieu de suspension

A partir des donnés obtenues avec cette configuration, quelques remarques peuvent

être déduites :

— Le potentiel zêta semble avoir plus d’effet sur l’amplitude du pic que sur la

fréquence caractéristique correspondante.

— Quel que soit l’épaisseur de la DCE, l’effet de l’épaisseur de la paroi parait
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Figure 4.13 – Vitesse de rotation globale avec les paramètres du tableau 4.4.2.2.

limitée mais non négligeable, surtout quand celle-ci est plus conductrice (par

la présence de densité de charges fixes plus grande).

10
2

10
3

10
4

10
5

10
6

10
7

10
8

10
9

−25

−20

−15

−10

−5

0

5

10

15

20

25

a

b

c

d

e

f

Figure 4.14 – Composante Vitesse de rotation globale avec les paramètres du ta-

bleau 4.4.2.2.

Quand C f augmente l’amplitude du pic négatif diminue et la fréquence caractéris-

tique se positionne dans des valeurs (fréquences) plus élevées. Cet effet est cohérent

avec les résultats issus du modèle homogène équivalent (4.61), qui prévoit la même
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R1 −R2 ζ C f

a 100 −223 1020

b 100 −163 1022

c 100 −120 1023

d 100 −120 1024

e 50 −60 1025

f 50 −10 1026

Table 4.3 – Tableau des paramètres électriques de la particule (de rayon R = 10−5)
et du milieu de suspension.

tendance due à l’effet de la conductivité surfacique quand celle-ci augmente.

Les résultats obtenus dans les figures (fig. 4.13) et (fig. 4.14) montrent une dépen-

dance similaire au conductivité du milieu interne et l’épaisseur de la paroi cellulaire.

Cependant la fréquence caractéristique est déplacée vers des valeurs supérieures

quand l’épaisseur du double couche électrique est moindre.

La traduction de ces effets sur le comportement diélectrique de la particule peut

être étudié en utilisant les valeurs caractéristiques données dans 4.3.2.

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés aux mécanismes qui gouvernent

les phénomènes interfaciaux, en particulier le comportement des charges dans les

électrolytes ioniques et à l’interface entre la particule et son milieu fluide de sus-

pension. Les effets dus à la formation de la double couche électrique ont été mis en

évidence, notamment dans le phénomène d’électrorotation. Après avoir présenté des

modèles reliant cette dernière aux données à l’interface particule-electrolyte, nous

avons abordé la question de la modification de la conductivité surfacique, notam-

ment avec le modèle de Dukhin. Son effet a été relié aux valeurs caractéristiques

du spectre d’électrorotation. L’effet électrocinétique principal dans le phénomène

d’électrorotation étant la naissance d’un mouvement électro-osmotique qui s’ajoute

au mouvement initial de la particule dû à son comportement purement diélectrique.

Sa contribution a été modélisée pour différentes situations (présence de paroi, avec

ou sans charges fixes). Enfin nous avons modélisé le problème complet d’une par-

ticule sphérique chargée, plongée dans un milieu de suspension, et soumise à un

champ tournant. La résolution de ce problème couplé par éléments finis a montré la

pertinence de l’approche développée, notamment pour les basses fréquences.
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Conclusion et perspectives

Dans ce travail de thèse, nous nous sommes intéressés à l’interaction champ

électrique-particule diélectrique dans les phénomènes diélectrophorétiques, en vue

de leur application à la manipulation de cellules biologiques. La compréhension de

ces phénomènes nécessitant une modélisation complète des mécanismes de polarisa-

tion qui régissent l’interaction champ-particule, nous avons donc développé et mis

en oeuvre des modèles électromécanique et électrocinétique. Parmi les principaux

résultats que nous avons obtenus, nous pouvons en mettre trois principaux en avant :

— La construction d’un modèle multipolaire pour représenter la polarisation

d’une particule diélectrique soumise à un champ électrique extérieur. Nous

avons montré que, si le développement multipolaire peut se réduire au premier

ordre pour le cas d’une particule sphérique plongée dans un champ uniforme,

les ordres supérieurs sont nécessaires pour les particules non sphériques. Nous

avons également montré comment un processus d’homogéneisation permet

d’étudier les configurations multicouches de particules avec cette approche.

— La pertinence de l’approche multipolaire pour calculer la force et le couple

exercés sur une particule dans des situations où le champ appliqué présente

de fortes non-uniformités, l’approche dipolaire classique se révélant beaucoup

moins performante dans ce cas.

— L’importance de la prise en compte de la double couche électrique dans les ef-

fets électrocinétiques induits sur une particule diélectrique immergée dans un

milieu électrolytique. Nous avons ainsi modélisé le problème complet d’une

particule sphérique chargée plongée dans un milieu de suspension et soumise

à un champ tournant, en prenant en compte des phénomènes électrociné-

tiques, notamment les effets électro-osmotiques. La résolution de ce problème

couplé par éléments finis a montré la pertinence de l’approche développée,

notamment pour les basses fréquences.

Les principales perspectives de ce travail consistent dans un premier temps à intégrer

le modèle multipolaire pour exprimer la force dans le calcul des effets électrociné-

tiques développés au chapitre 4. Une des conséquences directes du modèle présenté

dans ce dernier chapitre est de permettre l’amélioration de l’approche classique

d’identification des paramètres électriques des particules par problème inverse. Ceci

sera rendu possible en utilisant le spectre d’électrorotation obtenu en prenant en

compte les phénomènes électrocinétiques tels que l’électro-osmose. Nous avons en

effet mis en évidence leur importance à l’échelle des basses fréquences.

Par ailleurs, l’extension du modèle présentée au cas des particules non-sphériques

aura tout son intérêt. Ceci nécessitera de développer une approche numérique pour

déterminer la contribution électro-osmotique pour ce cas.

D’autre part, le modèle de cellule avec paroi, tel que vu dans ce travail, est un
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premier pas vers une modélisation plus réaliste des cellules biologiques. Néanmoins,

le fait que celles-ci soient considérées comme des particules rigides limite sa va-

lidité pour plusieurs types de cellules. Il sera donc nécessaire d’améliorer ce mo-

dèle en considérant la représentation de la cellule biologique par une particule non-

rigide 6. Une voie dans ce sens a été développée récemment avec le modèle d’Ohshima

[Ohshima 2010, Makino 2011].

Dans les situations où l’on s’intéresse à l’étude d’une suspension de cellules biolo-

giques, l’approche multipolaire traitée dans ce travail pourra être adaptée aussi bien

pour le calcul des effets électromécaniques de la suspension que celui des interactions

mutuelles des particules la composant, cas dans lequel la méthode présente tout son

intérêt.

6. "Soft particle" en anglais
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Annexe A

Polynômes et fonctions de

Legendre associées

Solutions de symétrie azimuthale de l’équation de Lapa-

lace : polynômes de Legendre

La construction de solutions de symétrie azimuthale de l’équation de Laplace

correspond au cas m = 0 dans le développement ((2.11), (2.12)) où la solution est

indépendante de la variable ϕ. L’équation (2.13) se réduit dans ce cas à l’équation

dite de Legendre :

((
1− x2

)
y′
)′
+ λy = 0. (A.1)

La solution de cette équation différentielle est donnée par une série polynomiale qui

converge pour λ = n(n+1) avec n entier naturel et les fonctions propres associées v

des polynômes en s de degré n. Les solutions de l’équation de Legendre (2.13) sont

notées Pn(x) et sont les polynômes de Legendre. Leurs expressions pour les premiers

ordres (n ≤ 4) sont données par :

P0(1) =1, P1(x) = x, P2(x) =
1

2

(
3x2 − 1

)
,

P3(x) =
1

2
(5x3 − 3x), P4(x) =

1

8
(35x4 − 30x2 + 3).

(A.2)

Les fonctions Θ(θ) de (2.10) sont donc les polynômes de Legendre, Θ(θ) = Pn(θ).

Une façon de représenter ces polynômes est donnée par la formule de Rodrigues :

Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n. (A.3)

Pour la fonction radiale R(r) donnée par (2.9), il est facile de voir qu’avec λ =

n(n+ 1), les deux solutions indépendantes sont :

R ∼ rn+1, et R ∼ r−n. (A.4)

Par conséquent, la solution de symétrie azimuthale la plus générale de l’équation de

Laplace en coordonnées sphériques s’écrit :

U(r, θ) =
∑

n≥0
(Anr

n +Bnr
−n−1)Pn(cos θ). (A.5)

avec An et Bn des constantes.
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Solutions plus générales : fonctions de Legendre associées

L’équation de Legendre associée a des solutions régulières en x = ±1 si et seulement

si n est un entier naturel et m un entier qui prend des valeurs −n ≤ m ≤ n. Les

fonctions propres correspondantes sont les fonctions de Legendre associées Pm
n (x)

qui sont liées aux polynômes de Legendre (A.2) par :

Pm
n (x) = (−1)m(1− x2)m/2 d

m

dxm
Pn(x), (A.6)

Finalement, les fonctions Pm
n sont donc données par la formule :

Pm
n (x) =

(−1)m
2nn!

(1− x2)m/2 d
n+m

dxn+m
(x2 − 1)n, (A.7)

Il est facile de montrer que ces fonctions ont les deux propriétés suivantes :

P−mn (x) = (−1)m (n−m)!

(n+m)!
Pm
n (x), (A.8)

∫ 1

−1
Pm
n (x)Pm

n′ (x)dx =
2

2n+ 1

(n+m)!

(n−m)!
δnn′ , (A.9)

où δ désigne le symbole de Kronecker. Ces fonctions sont utilisées dans la suite pour

définir les harmoniques sphériques.



Annexe B

Modèle multicouche

Considérons une particule sphérique représentée par deux sphères concentriques

de rayon R1 et R2 (fig. B.1), avec une permittivité de la sphère interne ε3 et une per-

mittivité de la couche uniforme qui l’entoure ε2, la permittivité du milieu extérieur

étant ε1.

Figure B.1 – Modèle double-couche sphérique

Particule sphérique multicouche dans un champ uniforme

Supposons que la particule est soumise à un champ uniforme E0 = E0z. L’expression

du potentiel électrostatique dans chacune des trois régions du problème est donnée

par :

U1 =

(
−E0r +

B

r2

)
cos θ, r ≥ R1 (B.1)

U2 =

(
−Cr + D

r2

)
cos θ, R1 ≥ r ≥ R2 (B.2)

U3 =− Ir cos θ, R2 ≥ r (B.3)

En utilisant les conditions de transmission aux deux interfaces r = R1 et r = R2 :

U1 = U2 et ε1
∂U1

∂r
= ε2

∂U2

∂r
, en r = R1 (B.4)

U2 = U3 et ε2
∂U2

∂r
= ε3

∂U3

∂r
, en r = R2 (B.5)
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on obtient les constantes B, C, D et I :

B =− ε′2 − ε1
ε′2 + 2ε1

R3
1E0, C = − 3ε1a

3

(ε′2 + 2ε1)(a3 −K)
E0

D =− 3ε1KR
3
1

(ε′2 + 2ε1)(a3 −K)
E0, I = − 3ε1(1−K)a3

(ε′2 + 2ε1)(a3 −K)
E0

avec (ε2)
′ donnée par (2.62).

Particule sphérique multicouche dans un champ non-uniforme

Supposons que la particule est soumise à une champ non uniforme E0 = E0z.

L’expression du potentiel électrostatique dans chacune des trois régions du problème

est donnée par :

U1 =
∞∑

n=0

n∑

m=−n
An,mr

nYm
n (θ, ϕ) +

∞∑

n=0

n∑

m=−n

Bn,mYm
n (θ, ϕ)

rn+1
, r ≥ R1 (B.6)

U2 =
∞∑

n=0

n∑

m=−n
Cn,mr

nYm
n (θ, ϕ) +

∞∑

n=0

n∑

m=−n

Dn,mYm
n (θ, ϕ)

rn+1
, R1 ≥ r ≥ R2 (B.7)

U3 =
∞∑

n=0

n∑

m=−n
In,mr

nYm
n (θ, ϕ), R2 ≥ r (B.8)

En utilisant les conditions aux limites en r = R1 (B.4) et r = R2 (B.5) et en prenant

en compte le fait qu’il ne doit pas y avoir de singularité à l’origine, on obtient les

constantes Bn,m,Cn,m,Dn,m et In,m en fonction des données du champ appliqué

An,m :

Bn,m =− n[(ε2)
′
n − ε1]

n(ε2)′n + (n+ 1)ε1
R2n+1

1 An,m (B.9)

Cn,m =
(2n+ 1)ε1R

−2n+1
2

(n(ε2)′n + (n+ 1)ε1) (a2n+1 − nK(n))
An,m (B.10)

Dn,m =− n(2n+ 1)ε1K
(n)

(n(ε2)′n + (n+ 1)ε1) (a2n+1 − nK(n))
An,m (B.11)

In,m =− (2n+ 1)ε1(1− nK(n))R
−(2n+1)
2

(n(ε2)′n + (n+ 1)ε1) (a2n+1 − nK(n))
An,m (B.12)

avec

(ε2)
′
n = ε2

a(2n+1) + (n+ 1)K(n)

a(2n+1) − nK(n)
(B.13)
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Modèle multicouche ellipsoïdal

Dans de nombreuses situations de DEP expérimentale, les cellules traitées ont

une géométrie allongée et l’évaluation du moment dipolaire de la particule entourée

par des couches n’est pas aussi simple que dans le cas sphérique. Généralement ce

type de cellules est modélisé par des géométries ellipsoïdales, comme c’est le cas

notamment des globules rouges approchés par des ellipsoïdes aplatis d’excentricité

importante.

L’introduction d’un système de coordonnées ellipsoïdales en supposant que la surface

extérieure est un ellipsoïde de semi-axes, a0, b0 et c0, permet de générer une structure

d’ellipsoïdes concentriques (couches concentriques) avec une épaisseur des couches

qui est non uniforme [Stratton 1941, Sokirko 1992, Asami 1980] :

[x2/(a20 + ξ)] + [y2/(b20 + ξ)] + [c2/(c20 + ξ)] = 1, (B.14)

où ξ est un paramètre représentant une famille de surfaces d’ellipsoïdes concentriques

[Stratton 1941].

…

Figure B.2 – Illustration de la méthode "smeard-out" pour une structure d’ellip-

soïdes confocales (Coupe 2D)

De façon similaire au cas de la particule muticouche sphérique, le processus "smeard-

out" permet d’obtenir la permittivité équivalente pour un ellipsoïde à plusieurs

couches (n ≥ 2) (fig.B.2). Par résolution de l’équation de Laplace en coordonnées

ellipsoïdales avec des conditions aux limites correspondant à la continuité de la

composante normale de potentiel et la densité du vecteur déplacement au niveau des

interfaces [Stratton 1941], la permittivité équivalente est donnée par ses composantes

(k = x, y, z) par :

ε′1k = ε1
ε1 + (ε2 − ε1)[A1k + ν1(1−A0k)]

ε1 + (ε2 − ε1)(A1k − ν1A0k)
(B.15)
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.
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x

Figure B.3 – Structure multicouche d’ellipsoïdes confocales (Coupe 2D)

avec

ε′ik = εi
εi + (ε′i+1 − εi)[Aik + νi(1−Ai−1,k)]

εi + (ε′i+1 − εi)(Aik − νiAi−1,k)
i = 1, 2, . . . , n− 1 (B.16)

et

ε′n−1,k = εn−1
εn−1 + (εn − εn−1)[An−1,k + νn−1(1−An−2,k)]

εn−1 + (εn − εn−1)(An−1,k − νiAn−2,k)
(B.17)

νi =
aibici

ai−1bi−1ci−1
i = 1, 2, . . . , n− 1 (B.18)

est une quantité purement géométrique.

Les wik désigne ai, bi et ci pour k = x, y, z et Ri =
[
(a2i + ξ)(b2i + ξ)(c2i + ξ)

]1/2
et

les Aik sont les facteurs de dépolarisation suivant k = x, y et z et sont donnés par :

Aik =
1

2
aibici

∫ ∞

0

dξ

(wik + ξ)Ri
(B.19)

Notons que ces coefficients dépendent de la géométrie de la particule et qu’ils

prennent tous une seule valeur dans le cas particulier sphérique. Le second terme

dans les crochets de (B.15) représente la perturbation du champ extérieur causée

par la présence de l’ellipsoïde multicouche [Asami 1980].



Annexe C

Effets électromécaniques en

quasi-statique

Force et couple quasi-statiques

Les phénomènes diélectrophorétiques impliquant une ou plusieurs particules dans

leur microsystème se basent sur l’utilisation de systèmes d’électrodes soumises à des

tensions continues ou alternatives. Pour les situations en quasi-statique, le champ

généré par de telles électrodes peut être décrit par l’expression générale :

E(x, t) =
3∑

i=1

Exi
(x) cos [ωt+ ϕxn(x)] x̂i (C.1)

E(x, t) =
3∑

i=1

Exi
(x) cos [ωt+ ϕxn(x)] x̂i (C.2)

où x = (x1, x2, x3) représente une variable d’espace, et les amplitudes Ex1
, Ex2

, Ex3
,

et les composantes de phase ϕx1
, ϕx2

, ϕx3
sont des fonctions de cette variable d’es-

pace. Pour une particule sphérique de rayon r se situant dans un champ donné par

(C.2), avec son centre positionné en un point de l’espace x, le moment dipolaire

effectif induit est donné par :

p(x, t) = 4πεm

3∑

i=1

Exi
{Re[K(ω)] cos(ωt+ ϕxi

)− Im [K(ω)] sin(ωt+ ϕxi
)} x̂i

(C.3)
Les expressions des moyennes temporelles de la force et du couple associés sont dans
ce cas données par :

< F (x, t) >= 2πεmr
3

{
Re[K(ω)]∇

(
1

2

3∑

i=1

E2
xi

)
+ Im[K(ω)]

(
3∑

i=1

E2
xi
∇ϕxn

)}

(C.4)
et

< T (x, t) >= −4πεmr3Im[K(ω)] {Ex2
Ex3

sin(ϕx2
− ϕx3

)x̂1

+ Ex3
Ex1

sin(ϕx3
− ϕx1

)x̂2Ex1
Ex2

sin(ϕx1
− ϕx2

)x̂3} (C.5)
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Les géométries couramment utilisées pour modéliser les particules manipulées dans

la pratique sont les géométries sphérique et ellipsoïdale [Miller 1993], non seulement

pour la maniabilité des formulations analytiques qu’elles permettent, mais aussi

pour l’approximation raisonnable qu’elles présentent, en particulier pour plusieurs

types de particules biologiques étudiés en pratique. On s’intéresse ici au cas d’une

particule de forme sphéroïdale.

Considérons donc une particule de forme sphéroïdale ayant son centre situé à une

position x0. Pour quantifier les grandeurs électromécaniques associées à l’interaction

de cette particule avec le champ extérieur, considérons un système de coordonnées

locales (x1, x2, x3) fixé sur la particule, et un autre de système de coordonnées

(x′1, x
′
2, x

′
2 fixé par rapport au système d’electrodes générant le champ auquel est

soumise la particule considérée.

Figure C.1 – Représentation 2D d’une particule ellipsoidale dans un champ élec-

trique alternatif.

La force au centre de la particule et le couple sont donnés par :

< F (x0, t) >= 2πabcεm

{
3∑

i=1

(
Re[Ki(ω)]∇

(
1

2
E2

x′i

)
+ Im[Ki(ω)]E

2
x′i
∇ϕx′n

)}

(C.6)

ou Ki, (i = 1, 2 ou 3) représente la ime composante du moment effectif dipolaire

généralisé pour le cas non sphérique.

< T (x0, t) >= −2πabcεm(Ex′
2
Ex′

3
T1x̂′1 + Ex′

3
Ex′

1
T2x̂′2 + Ex′

1
Ex′

2
T3x̂′3) (C.7)

avec
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T1 = (Im[K2(ω)] + Im[K3(ω)]) sin(ϕx′
2
− ϕx′

3
)

− (Re[K2(ω)]−Re[K3(ω)]) cos(ϕx′
2
− ϕx′

3
) (C.8)

T2 = (Im[K3(ω)] + Im[K1(ω)]) sin(ϕx′
3
− ϕx′

1
)

− (Re[K3(ω)]−Re[K1(ω)]) cos(ϕx′
3
− ϕx′

2
) (C.9)

T3 = (Im[K1(ω)] + Im[K2(ω)]) sin(ϕx′
1
− ϕx′

2
)

− (Re[K1(ω)]−Re[K2(ω)])) cos(ϕx′
1
− ϕx′

2
) (C.10)

Si tous les termes de phase sont nuls, les expressions de la force (C.6) et du

couple (C.7) se réduisent respectivement à la force DEP classique (3.60) et au couple

d’electro-orientation donné dans (??). En posant E1 = E2 = constante, E3 =

0, ϕ1 − ϕ2 = 90◦, et ϕ3 = 0, la force dans (C.6) est nulle et le couple dans (C.7) se

réduit au couple d’electrorotation 3.61.

Expressions en terme du potentiel électrique

Pour un champ électrique généré par un système d’électrodes soumises à une

excitation en courant alternatif, le potentiel électrique complexe dans le milieu est

donné par :

U(x, t) = [Ure(x) + iUim(x)]eiωt (C.11)

avec les deux composantes réelle et imaginaire Ure et Uim vérifiant l’équation de

Laplace avec conditions de bord appropriées. Le champ électrique correspondant est

donné par :

E(x, t) = −Re[∇U∗re(x, t)] = ∇Ure(x, t) cosωt+∇Uim(x, t) sinωt (C.12)

< T (x, t) >=− 4πεmIm[K(ω)]

{(
∂Uim

∂x2

∂Ure

∂x3
− ∂Ure

∂x2

∂Uim

∂x3

)
x̂1

+

(
∂Uim

∂x3

∂Ure

∂x1
− ∂Ure

∂x3

∂Uim

∂x1

)
x̂2 +

(
∂Uim

∂x1

∂Ure

∂x2
− ∂Ure

∂x1

∂Uim

∂x2

)
x̂3

}

(C.13)

< F (x, t) >= 2πεmr
3

3∑

k=1

{
Re[K(ω)]

1

2

∂

∂xk

(
3∑

i=1

[(
∂Ure

∂xi

)2

+

(
∂Uim

∂xi

2)])

+Im[K(ω)]

3∑

i=1

(
∂2Uim

∂xk∂xi

∂Ure

∂xi
− ∂Uim

∂xi

∂2Ure

∂xk∂xi

)}
x̂i (C.14)
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Electrorotation

Considérons le champ tournant généré par la structure d’électrodes dans 3.13, qui

est une approximation 2D du champ utilisé dans l’electrrotation [Zimmermann 1996].

En utilisant les systèmes de coordonnées illustrés dans C.1 avec la notation (x1, x2, x3) ≡
(x, y, z), et l’origine qui coïncide avec le centre du microsystème, ce champ électrique

peut s’écrire comme :

E(x, y, t) =E0(cosωtx̂+ sinωtŷ)

E0[cosωtx̂+ cos(ωt− π/2)ŷ],
(C.15)

Selon (C.13) et (C.15) les gradients du potentiel sont :

∂Ure

∂x
= −E0,

∂Uim

∂y
= E0,

∂Ure

∂y
=
∂Ure

∂z
=
∂Ure

∂x
=
∂Uim

∂z
= 0. (C.16)

L’amplitude et les composantes de phase selon (C.16) et (C.15) sont :

Ex = Ey = E0, ϕx = π, ϕy = −π/2. (C.17)

L’expression du couple donnée par (C.7) s’écrit donc :

< T >= −2πεmabc
{
(Im[K2(ω)] + Im[K3(ω)]) sin θx̂

′

+ (Re[K3(ω)]−Re[K1(ω)])
sin 2θ

2
ŷ′

+ (Im[K1(ω)] + Im[K2(ω)]) cos θẑ
′
}

(C.18)

Le couple d’orientation associée à la composante suivant ŷ′ du couple (C.20) est

donnée par :

< T >2= πεmabcE
2
0(Re[K

∗
1(ω)]−Re[K∗

3(ω)]) sin 2θ (C.19)

En particulier on a < T >2= 0 quand θ = 0, π/2, pi, et3π/2. En utilisant (??), on

a Re[K∗
1] > Re[K∗

3] et ainsi < T >2> 0 pour les valeurs de θ, 0 ≤ θ ≤ −π/2 et

π ≤ θ = 3π/2, de même < T >2< 0 pour les valeurs de θ, π/2 ≤ θ ≤ −π. Il en
résulte que θ = 0 et θ = π sont des orientations stables, ce qui implique que le

sphéroide oblate situé au centre du microsystème tendera à orienter son semi-axe

inférieur d’axisymétrie vers la direction orthogonale au champ appliqué. Dans les

cas θ = 0 et θ = π on retrouve avec (C.20) le couple :

< T >= −4πεmabcE2
0Im[K∗

1(ω)]ẑ. (C.20)
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Electrophorèse et électro-osmose

Description du phénomène d’électrophorèse

Le champ électrique exerce une force de Coulomb sur les particules et une force

de signe opposée sur la double couche électrique qui entoure les particules. Cette

dernière est appliquée au sein de la double couche électrique. Une partie de cette

force est alors transférée à la particule via les contraintes visqueuses du fluide. Une

particule chargée est donc soumise à un contre-courant électro-osmotique. Smolu-

chowski dérive en 1903, à partir des travaux d’Helmholtz, l’équation de mobilité

électro-osmotique et électrophorétique :

µ =
εrε0
η
ζ (D.1)

où µ est la mobilité électrophorétique d’une particule, ε0 la permittivité du vide,

εr la permittivité relative du milieu (constante diélectrique), ζ le potentiel zêta de

la surface de contact fluide-particule et η la viscosité dynamique du fluide. Cette

équation n’est valide que lorsque la largeur de la double couche électrique (longueur

de Debye) est beaucoup plus petite que le rayon de la particule considérée, ce qui

était ignoré par Helmholtz et Smoluchowsky.

Ce modèle, bien que partiellement biaisé, est valide pour la plupart des solutions

colloïdales car la longueur de Debye y est généralement de l’ordre de quelques nano-

mètres. En revanche, il n’explique pas le mouvement ionique et celui de particules

sub-nanométriques.

Dans le cas de petites particules, Hückel et Debye ont proposé l’expression de mo-

bilité suivante :

µ =
2εrε0
3η

ζ. (D.2)

Le nom de Debye, qui comptait déjà des équations à son nom, a été remplacé

par celui d’Onsager afin de saluer la contribution de ce dernier aux recherches sur

l’électrocinétique. Henry a montré, quelques années plus tard, que les équations de

d’Helmholtz-Smoluchowsky et d’Hückel-Onsager traitent le même phénomène phy-

sique en considérant deux cas limites différents (voir annexe E). Dans le cas général,

la mobilité électrophorétique dépend du rayon de la particule, de la longueur de De-

bye, de la conductivité du fluide ainsi que des conductivités surfacique et volumique

de la particule. Cette formulation complexe de la mobilité électrophorétique est peu

utilisée car les cas limites évoquées précédemment suffisent à décrire les principales

expériences d’électrophorèse. On peut aussi remarquer, dans ces deux cas limites,
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que la mobilité électrophorétique ne dépend pas de la taille des particules mais

seulement de leur charge via leur potentiel zêta.

Description du phénomène d’électro-osmose

L’électro-osmose est un phénomène qui décrit la mise en mouvement d’un fluide
sous l’influence d’un champ électrique tangentiel à la couche diffuse. Ce champ élec-

trique met en mouvement la double couche électrique qui entraîne le fluide via les

contraintes visqueuses. Lorsque l’écoulement est laminaire, un mouvement global

du fluide peut être observé. L’électro-osmose a lieu en général sur les surfaces de

matériaux poreux ou sur la surface de microcanaux. Le profil de vitesse d’un flux

électro-osmotique diffère de celui créé par un flux laminaire créé par une pompe.Ces

deux types de flux obéissent aux équations de Navier Stokes appliquées aux faibles

nombres de Reynolds. La principale différence réside dans la condition limite appli-

quée à la surface. En effet, en première approximation, dans le cadre d’un écoulement

électro-osmotique, il faut appliquer une condition de glissement entre le fluide et la

surface de la particule. Cette vitesse de glissement est donnée par l’équation de

Helmholtz Smoluchowski (voir 4.4.1.1) :

ueo = −
εeε0ζ

η
Es (D.3)

où Es est le champ électrique tangentiel à la surface du canal ou des pores. La

vitesse électro-osmotique dépend entièrement de l’électrolyte utilisé. Dans le cadre
d’un écoulement créé par un gradient de pression, la vitesse de glissement est nulle.
Par ailleurs, la même construction mathématique que celle utilisée pour obtenir

la mobilité électrophorétique d’une particule en suspension peut être utilisé pour

déterminer l’écoulement électroosmotique d’un électrolyte à travers les espaces in-

termédiaires d’un milieu poreux constitué de particules stationnaires chargées. En

effet, l’électrophorèse et l’électro-osmose sont simplement deux manifestations dif-

férentes de la vitesse relative entre la particule et la solution électrolytique.
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Modèle général pour la mobilité

électrophorétique

L’expression générale de la mobilité électrophorétique pour une sphère a été établie

par Ohshima [Ohshima 1993] :

µ =
a

9

∫ ∞

a

(
1− 3r2

a2
+

2r3

a3

)
G(r)dr (E.1)

avec

Φ̃0 =
eΦ0

kBT
(E.2)

et

G(r) = − e

ηr

dΦ̃0

dr

N∑

i=1

z2iC
∞
i exp(−ziΦ̃0ψi) (E.3)

où Φ0 est le potentiel d’équilibre, Φ̃0 est la quantité adimensionnelle correspondante,

et ψi est liée à la dérivation µ̂ du potentiel électrochimique des espèces :

µ̂ = −zieψi(r)Ecosθ (E.4)

et

ψi(r) = r +
a3

2r3
+ fi(r) (E.5)

où le premier terme r du second membre correspond au potentiel du champ élec-

trique appliqué E · r, le second terme a3/2r2 correspond à la perturbation (dévia-

tion) du champ électrique en présence de la particule, et le terme fi(r) représente

la contribution de l’effet de relaxation de l’électrolyte ionique.

Cas limites

La quantité κa n’est autre que l’épaisseur de la double couche électrique. Elle est

communément appelée rayon électrocinétique. On peut distinguer deux cas limite

par rapport cette l’épaisseur et ψi devient :
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— Le premier cas représente la condition de rayon électrocinetique très grand,

qui correspond a une longueur de Debye très petite comparée au rayon a de

la particule.

ψi(r) =
3a

2
(E.6)

On obtient alors pour ce cas que :

µ =
εrε0
η
ζ (E.7)

C’est l’équation de Smoluchowski [Hunter 2013].

— Dans le cas limite inverse (double couche d’épaisseur tendant vers 0), ψi

devient :

ψi(r) = r, (E.8)

qui conduit à :

µ =
2εrε0
3η

ζ, (E.9)

qui n’est autre que l’équation de Hückel.

Pour une particule sphérique avec un faible ζ et une valeur de κa arbitraire, ψi

devient :

ψi(r) = r +
a3

2r2
(E.10)

qui donne l’équation de Henry

µ =
εrε0
η
ζf(κa) (E.11)

où f(κa) est la fonction de Henry [Ohshima 1993].
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Valeurs caractéristique d’un

spectre diélectrophorétique
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Figure F.1 – Spectre DEP des cellules calculé théoriquement selon le modèle à

“cellule unique” avec indication des valeurs caractéristiques.

Il y a cinq valeurs caractéristiques sur ce spectre :

— Valeur du minimum :

Md1 =
aGm(σi − σe)− σiσe
aGm(σi + 2σe) + 2σiσe

; (F.1)

— valeur du maximum :

Md2 =
σi − σe
σi + 2σe

; (F.2)

— valeur limite pour les fréquences supérieures :

Md3 =
εi − εe
εi + 2εe

; (F.3)

Les points de dispersion (fréquences caractéristiques) correspondent à :

fcd1 =
1

2πaC

(
2σiσe − aGm(σi − 4σe)

(σi + 2σe)(1/σe − 1/σi)
−Gma

2

) 1

2

; (F.4)

fcd2 =
(σi + 2σe)

[2πε0(εi + 2εe)]
. (F.5)

.





Annexe G

Calcul de la vitesse

électro-osmotique due à la

présence d’une double couche

électrique.

Nous somme dans le cadre de l’hypothèse de double couche mince avec un mo-

dèle simplifié de cellule à deux compartiments.

La composante normale Ex du champ induit une distribution de charge ρ(x), alors

que sa composante tangentielle Ey engendre un mouvement du liquide parallèle à la

surface. L’expression de la vitesse est donnée par l’équation de Navier Stokes pour

un écoulement stationnaire et un faible nombre de Reynolds :

η∆u−∇p = fe, (G.1)

où fe = −ρ(x)E est la force appliquée sur le liquide, et u est la vitesse du liquide. A

cause de la symétrie du système, seule la composante tangentielle doit être calculée.

En tenant compte du fait qu’il ne peut y avoir de gradient de pression tangentiel,

et que la vitesse ne change suivant y ou z, l’équation (G.3) devient :

∂2uy
∂x2

= −1

η
ρEy (G.2)

En intégrant cette équation avec les conditions de bord de vitesse nulle sur la surface

et de vitesse constante loin de la surface, on obtient :

uy(x) =
Ey

η

(∫ x

a
sρ(s)ds+ x

∫ ∞

x
ρ(s)dv − a

∫ ∞

a
ρ(s)ds

)
. (G.3)

La vitesse du liquide loin de la surface (x→∞) est appelée vitesse électrosmotique,

et est donnée par :

ueo = uy(x→∞) =
Ey

η
γ (G.4)

où γ s’écrit en fonction de la densité volumique de charge comme :

γ =

∫ ∞

a
sρ(s)ds− a

∫ ∞

a
ρ(s)ds, (G.5)
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Annexe G. Calcul de la vitesse électro-osmotique due à la présence

d’une double couche électrique.

C’est une quantité caractérisant la polarisation de la surface de la particule. Elle

peut être considérée comme l’amplitude complexe de la variation induite du potentiel

induite par le champ électrique.

La composante tangentielle de la vitesse du glissement électro-osmotique donnée par

(G.6), peut être écrite en terme du potentiel zéta, par l’équation de Smoluchowski :

ueo = −
εeε0ζ

η
Es (G.6)

où Es est la composante tangentielle du champ électrique (correspondant à Ey dans

(G.5)), et ζ représente le potentiel zéta, qui inclut la composante d’équilibre ζ0
(indépendante du champs) et la composante induite par le champs électrique ζ̂ :

ζ = ζ0 + ζ̂ (G.7)

La composante tangentielle de la vitesse du glissement électro-osmotique ((G.4))

peut être vue comme l’action de la composante tangentielle du champ électrique sur

la composante induite par le champ électrique du potentiel zéta. Avec l’application

du champ électrique alternatif (tournant), les deux paires des composantes (ortho-

gonales l’une par rapport à l’autre) des axes tournants contribuent au mouvement

tangentiel de la surface extérieure de la double couche électrique par rapport à la

surface de la particule, ce qui conduit à la vitesse de glissement électro-osmotique

(dans un plan contenant le centre de la particule et le vecteur de champ électrique

tournant) :

ωs = −
E0

2η

(
Re

(
1− ξe

a3

)
Im(γ) + Im

(
ξe
a3

)
Re(γ)

)
(G.8)

La vitesse angulaire de la particule par rapport au fluide à la surface externe de la

double couche électrique mince est alors donnée par :

Ωs = −
ωs

a
= − E0

2ηa

(
Re

(
1− ξ1

a3

)
Im(γ) + Im

(
ξ1
a3

)
Re(γ)

)
(G.9)
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Chapitre 2. Polarisation d’une particule diélectrique soumise à un

champ électrique statique

— Les multipôles effectifs identifiées sont des multipôles linéaires (2.1.4.1).
Le premier point montre que la composante quadrupolaire ne prend des valeurs
significatives que pour la composante axiale, et le deuxième point montre que le
modèle multipolaire pertinent pour la polarisation dans le problème considéré est

celui des multipôles linéaires. Cela justifie le recours fréquent à ce modèle multipo-

laire dans les phénomènes de lévitation où le champ électrique est dominé par sa

composante axiale z [Jones 1995, Jones 1986].

2.3 Modèle multicouche

Jusqu’à présent, le modèle de particule considéré était celui d’une particule ho-

mogène. Cependant la plupart de particules biologiques ont des structures plus com-

plexes, notamment avec la présence de la membrane enveloppant le cytoplasme pour

les cellules biologiques. Les modèles couramment utilisés pour étudier le comporte-

ment électrique d’une cellule dans ces cas sont des modèles analytiques et semi-

analytiques fournissant une approche plus ou moins adaptée à la compréhension

du phénomène. Ci-dessous, nous décrivons une méthode pour traiter les cas de de

cellules sphériques et ellipsoïdales multicouches.

2.3.1 Modèle multicouche sphérique

Pour les particules de structure multicouche (fig. 2.17), les propriétés électriques

des différentes régions composant cette structure contribuent à sa réponse électrique

lors de l’application d’un champ extérieur. La méthode pour décrire ces particules

hétérogènes présentée ici correspond au modèle de type "smeared-out" [Huang 1992].

Selon cette approche, ces particules sont décrites électriquement par une permittivité

équivalente déterminée selon le processus suivant :

Figure 2.17 – Processus de détermination de la permittivité équivalente pour une

sphère multicouche.

Supposons que la structure de la particule multicouche soit composée de N

sphères concentriques de rayon Ri caractérisées par des permittivités εi où i =

1, 2, ...N +1, avec N = 1 correspondant au milieu externe (fig.2.17). La permittivité

effective de l’ensemble constitué des couches N + 1 et N est d’abord déterminée
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par la résolution de l’équation de Laplace dans les les trois régions de la structure

élémentaire considérée à cette étape. En répétant ce processus (deux à deux) suc-
cessivement (pour atteindre la couche N = 2) selon le schéma illustré (fig. 2.17), on
obtient une sphère homogène équivalente de rayon RN+1 de permittivité équivalente
en utilisant un modèle dipolaire ou multipolaire.

Permittivité équivalente par le modèle dipolaire (Champ uniforme)

Pour étudier le comportement électrique de particules multicouches dans le cas où

la particule est exposée à un champ uniforme, nous avons montré précédemment
que l’utilisation du modèle dipolaire est adaptée. La permittivité équivalente issue
de ce modèle est donnée par :

Figure 2.18 – Modèle double-couche sphérique

(ε2)
′ = ε2

a3 + 2K1

a3 − 2K1

(2.62)

où a = R1/R2. La valeur ε′2 est une permittivité homogène équivalente qui rem-
place ε2 dans le facteur de Clausius-Mossoti (2.61). Pour les particules à plusieurs
couches (N ≥ 2) le schéma "smeared-out" décrit ci-dessus est appliqué. Le passage

élémentaire à la ième étape dans cette méthode est donné par :

(

ε′i+1 − ε′i
ε′i+1 + 2ε′i

)

=

(

Ri

Ri−1

)3( ε′i − εi−1
ε′i + 2εi−1

)

, 1 ≤ i ≤ N. (2.63)

Il est à noter que c’est ce modèle de permittivité équivalente qui est la plupart
du temps utilisé dans la littérature, même dans le cas où le champ est non-uniforme

[Asami 2006, Hughes 2003, Hanai 1979, Irimajiri 1979]. Dans cette configuration de

non-uniformité du champ, il est plus adapté de calculer la permittivité équivalente

par le modèle multipolaire.
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Chapitre 3. Etude électromécanique de phénomènes
diélectrophorétiques

z’

Figure 3.1 – Une sphère diélectrique immergée dans un fluide diélectrique est sou-

mise à un champ électrique généré par une charge ponctuelle q.

pour un champ électrique quelconque en reliant les moments multipolaires linéaires

induits aux dérivées spatiales successives du champ électrique.

La solution générale de l’équation de Laplace pour le potentiel électrique élec-

trostatique s’écrit :

U in(r, θ) =

+∞
∑

n=0

Cnr
nPn(cos(θ)), r ≤ R (3.6)

Uout(r, θ) =
q

4πε1rq
+

+∞
∑

n=0

Bnr
n+1Pn(cos(θ)), r ≥ R (3.7)

où les Pn(cos θ) sont les polynômes de Legendre définies dans l’annexe C. Les

constantes Bn et Cn sont déterminées en utilisant les conditions aux limites à l’in-

terface entre le milieu de suspension et la particule, plus précisément :

U in(r = R, θ) =Uout(r = R, θ), (3.8)

ε2E
in
n (r = R, θ) =ε1E

out
n (r = R, θ). (3.9)

En utilisant le développement [Stratton 1941] :

1

rq
=

1

z′

+∞
∑

n=0

( r

z′

)n
Pn(cos(θ)) (3.10)

avec (3.8) et (3.9), on obtient la forme des coefficients Bn et Cn :
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diélectrophorétiques

3.2.1.3 Cas de particule multicouches

Pour le cas de base à une couche (fig. 3.7) le modèle de permittivité équivalente

donne [Fuhr 1986] :

ε′2 =







a3 + 2
(

ε
3
−ε

2

ε
3
+2ε

2

)

a3 −
(

ε
3
−ε

2

ε
3
+2ε

2

)







(3.76)

avec a = R1/R2. La procédure d’"homogénéisation" décrite au chapitre 2 permet

de remonter à une permittivité équivalente pour une structure concentrique à N +1

couches selon :

(

ε′i+1 − ε′i
ε′i+1 + 2ε′i

)

=

(

Ri

Ri−1

)3( ε′i − εi−1
ε′i + 2εi−1

)

, 1 ≤ i ≤ N. (3.77)

La permittivité équivalente, insérée dans le facteur de Clausius-Mossotti généralisé

dans les équations (3.17),(3.66) et (3.69), permet de calculer la force DEP et le

couple exercés sur une particule multicouche.

Figure 3.7 – Une particule diélectrique à une couche immergée dans un milieu

diélectrique.

La méthode classique d’"homogénéisation" 3 convient parfaitement lorsqu’on en

s’intéresse à l’estimation de la force et du couple en utilisant le modèle des moments

effectifs classiques, car elle est fondée sur l’approximation dipolaire. Cependant,

cette approximation est inadaptée à l’estimation des termes d’ordre supérieur dans

le modèle multipolaire, et se révèle donc inappropriée dans les situations où ces

termes sont significatifs, en particulier lorsque la non-uniformité du champ est im-

portante. Pour résoudre ce problème, l’approche proposée est celle des permittivités

équivalentes multipolaires étudiées (2.63) dans le chapitre précédent, qui utilise des

permittivités complexes (i.e avec les substitutions εr → εr). Avec cette approche la

permittivité équivalente de la structure à 1 couche est donnée par :

3. dite méthode "smeared-out"



82

Chapitre 3. Etude électromécanique de phénomènes
diélectrophorétiques

Figure 3.9 – Représentation schématique de la configuration pointe-plan (gauche),

et image du maillage utilisé pour les calculs de champ (droite).

La particule est plongée dans une solution aqueuse de type alcool sucré. La dis-

tance entre les deux électrodes vaut 100µm. Les calculs sont effectués pour plusieurs

positions de la particule le long de l’axe de symétrie (avec une distance H de son

centre à l’électrode plane), et la fréquence du champ électrique appliqué est comprise

entre 10Hz et 100MHz. Les différentes propriétés électriques sont résumées dans le

tableau 3.2.3.

Matériau Permittivité électrique Conductivité électrique

ε (F/m) σ(S/m)

Solution aqueuse 77.8ε0 10−3

Particule 2.55ε0 10−2

Table 3.1 – Tableau des paramètres électriques de la particule (de rayon R =

10−5m) et du milieu de suspension.

La figure 3.10 présente les résultats de calcul de la force par le tenseur de Max-

well pour différentes valeurs de H, et pour les fréquences 1KHz, 1MHz et 100MHz.

L’analyse de ces résultats met en évidence les points suivants :

— D’une part la force exercée sur la particule par le champ non-uniforme E

pour les trois fréquences varie peu dans la zone située entre l’électrode plan

et le centre du système (i.e pour approximativement H = 50.10−6m).

— D’autre part, aux basses fréquences, la force DEP appliquée sur la particule

est négative, ce qui provoque un mouvement de la particule dans la direction

−z (voir DEP négative, chapitre 1). Aux fréquences plus élevées (1MHz et

plus), la force DEP est positive, provoquant le mouvement de la particule

vers la direction +z (voir DEP positive, chapitre 1). Bien évidement, ces

tendances sont liées au contraste des constantes électriques entre la particule

et le milieu de suspension.
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champ produit, mis en évidence dans [Hughes 1994, Hughes 1998].

H 

d 

x 

y 

Figure 3.13 – Représentation schématique d’un système d’électrodes polynômiales,

tel qu’il est utilisé pour l’électrorotation (ROT). La particule est mise en suspension

au centre du microsystème sur l’axe z à une distance H du plan des électrodes. Les

quatre électrodes en quadrature génèrent un champ tournant.

Les électrodes du microsystème (fig. 3.13) sont considérées comme étant d’épais-

seur nulle. Une particule sphérique est placée au centre du microsystème. Notons

que cette zone présente une situation de symétrie et que le champ y est homogène

[Hughes 1999, Holzel 1993].

La géométrie des électrodes polynomiales dans le plan xy est défini par l’équation

||x2 − y2|| = d2 (3.93)

où 2d est la distance séparant les pointes de deux électrodes opposées. Pour générer

un champ tournant, les quatre électrodes sont alimentées par quatre tensions sinu-

soïdales V = V0 cos(ωt + ϕ) avec V0 = 10V , avec un déphasage de 90o entre deux

électrodes adjacentes. Si le champ généré est homogène dans la partie centrale du

microsystème, il ne l’est pas au voisinage des électrodes, ce qui nécessite de prendre

en compte la répartition de la phase en dehors de la région centrale et nécessite

l’utilisation d’une expression plus générale pour le champ électrique appliqué.
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Figure 4.2 – Densité de courant surfacique au voisinage d’une surface plane chargée.

Le rapport de la conductivité surfacique Sσ à la conductivité volumique du fluide

σm de suspension d’une particule est donnée par le nombre sans dimension χ, appelé

nombre de Dukhin [Lyklema 1995, Delgado 2007] :

χ =
Sσ

σma
(4.7)

Selon cette expression, une conductivité externe importante σm réduit l’influence

potentielle d’une charge surfacique. La conductivité effective σ d’une particule est
la somme des deux contributions volumique et surfacique 1 :

σ = Sσ/a+ σp (4.8)

La conduction surfacique n’est pas considérée dans la théorie classique de Helmoltz-
Smoluchowski couramment utilisée dans les modèles de conduction pour les systèmes

dispersifs [Grosse 1998]. Dans cette théorie, seule la conductivité intrinsèque de la

particule σp est prise en compte pour le calcul du champ électrique tangentiel dans

la double couche électrique. Par conséquent, en plus de la condition de rayon élec-

trocinétique κa grand 2, qui signifie que la longueur de Debye κ−1 est petite par

rapport au rayon de la particule :

κa >> 1, (4.9)

l’applicabilité de la théorie de Helmoltz-Smoluchowski nécessite de très faible valeur

de χ :

χ << 1. (4.10)

1. La conductivité surfacique est donnée à l’extérieur de la particule dans la double couche

électrique

2. La quantité κa est appelée aussi rayon électrocinétique
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K∗ =
σ∗p − σ∗e
σ∗p + 2σ∗e

(4.20)

Le couple d’électrorotation calculé avec le modèle dipolaire [Schnelle 1999b] est

donné par :

T̄ = 4πε0εeĒ0
2

n
∑

s

[

Ms
f/fcs

1 + (f/fcs)2

]

(4.21)

où n est le nombre des diélectriques composant la cellule. Ici les quantités Ms sont

des combinaisons des constantes électriques des matériaux de la particule. fcs repré-

sentent les fréquences caractéristiques du spectre.

La vitesse d’électrorotation issue de ce modèle s’écrit :

ΩD = −
ε0εeK

′′

2η
(4.22)

où η est la viscosité du milieu.

Figure 4.3 – Représentation de la celulle selon le modèle “Single-shell”, avec i=

milieu interne (i.e cytoplasme), avec une conductivité (σi), et une permittivité (εi) ;

m= système de membrane (Gm, εm) ; e= milieu extérieure (σe, εe)

.

Considérons un modèle de particule simple représentée par une sphère homogène

conductrice et non-dispersive entourée par une couche très fine représentant la mem-

brane (fig. 4.3). Pour cette configuration de particule, la membrane domine le com-

portement de rotation dans la gamme de fréquence des kHz, alors que la polarisation

du cytoplasme, qui dépend du rapport entre la conductivité interne et externe σi et

σe, détermine le spectre de rotation dans la gamme des MHz. La vitesse d’électro-

rotation dans ce cas est donnée par :

ΩD = 2M1

f/fc1
1 + (f/fc1)2

+ 2M2

f/fc2
1 + (f/fc2)2

(4.23)
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Figure 4.8 – Particule sphérique avec membrane non-conductrice, entourée par une

paroi.

σj = 2n0jµje = 2n0jDj
e2

kT
(4.60)

Les particules considérées dans les applications en électrorotation sont générale-

ment représentées par des sphères rigides ne présentant pas de charge fixe sur leur

coque externe (paroi). Il se trouve que ce modèle n’est souvent pas le plus adapté,

notamment pour les cellules biologiques, compte-tenu de leur structure particulière

[Ohshima 2010]. Nous traitons séparément le cas de particule avec paroi sans charges

fixes et de particule présentant des charges fixes.

4.4.2.1 Modèle sans charges fixes

La non-présence de charges fixes permet l’avantage de ramener le problème de

la particule avec paroi à un problème de particule homogène équivalente. L’objectif

est alors de déterminer les paramètres équivalents correspondants à celle-ci, avec un

système d’équation plus complexe, incluant les équations de diffusion et de convec-

tion, ainsi que les équations présentées précédemment prenant en compte les effets

électrocinétiques, notamment pour la contribution électro-osmotique à sa rotation.

La détermination du modèle homogène équivalent suit un schéma relativement si-

milaire à celui suivi pour le cas de la particule rigide sans considérations électro-

osmotiques, abordé précédemment. Il donne lieu à un calcul analytique un peu plus

fastidieux et qui est résumé ainsi : la conductivité équivalente de la particule est

d’abord déterminée ; le potentiel électrique et la distribution de charge volumique

pour la particule homogène entourée par une coque et soumise à un champ externe

sont ensuite calculés ; on obtient ensuite l’expression du moment de premier ordre

de la densité de charge induite autour de la particule, donnée par :

γ =
−2ε0εeσe(Λea)

2

(1 + Λea)

γpσe − γeσp
γpσeLe − γeσpLp

(

eΛea

∫

∞

Λa

e

e−t

t

)(

(K)e

a3
+

1

2

)

E0a (4.61)



Annexe B

Modèle multicouche

Considérons une particule sphérique représentée par deux sphères concentriques

de rayon R1 et R2 (fig. B.1), avec une permittivité de la sphère interne ε3 et une per-

mittivité de la couche uniforme qui l’entoure ε2, la permittivité du milieu extérieur

étant ε1.

Figure B.1 – Modèle double-couche sphérique

Particule sphérique multicouche dans un champ uniforme

Supposons que la particule est soumise à un champ uniforme E0 = E0z. L’expression

du potentiel électrostatique dans chacune des trois régions du problème est donnée

par :

U1 =

(

−E0r +
B

r2

)

cos θ, r ≥ R1 (B.1)

U2 =

(

−Cr +
D

r2

)

cos θ, R1 ≥ r ≥ R2 (B.2)

U3 =− Ir cos θ, R2 ≥ r (B.3)

En utilisant les conditions de transmission aux deux interfaces r = R1 et r = R2 :

U1 = U2 et ε1
∂U1

∂r
= ε2

∂U2

∂r
, en r = R1 (B.4)

U2 = U3 et ε2
∂U2

∂r
= ε3

∂U3

∂r
, en r = R2 (B.5)
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Modèle multicouche ellipsoïdal

Dans de nombreuses situations de DEP expérimentale, les cellules traitées ont

une géométrie allongée et l’évaluation du moment dipolaire de la particule entourée

par des couches n’est pas aussi simple que dans le cas sphérique. Généralement ce

type de cellules est modélisé par des géométries ellipsoïdales, comme c’est le cas

notamment des globules rouges approchés par des ellipsoïdes aplatis d’excentricité

importante.

L’introduction d’un système de coordonnées ellipsoïdales en supposant que la surface

extérieure est un ellipsoïde de semi-axes, a0, b0 et c0, permet de générer une structure

d’ellipsoïdes concentriques (couches concentriques) avec une épaisseur des couches

qui est non uniforme [Stratton 1941, Sokirko 1992, Asami 1980] :

[x2/(a20 + ξ)] + [y2/(b20 + ξ)] + [c2/(c20 + ξ)] = 1, (B.14)

où ξ est un paramètre représentant une famille de surfaces d’ellipsoïdes concentriques

[Stratton 1941].

…

Figure B.2 – Illustration de la méthode "smeard-out" pour une structure d’ellip-

soïdes confocales (Coupe 2D)

De façon similaire au cas de la particule muticouche sphérique, le processus "smeard-

out" permet d’obtenir la permittivité équivalente pour un ellipsoïde à plusieurs

couches (n ≥ 2) (fig.B.2). Par résolution de l’équation de Laplace en coordonnées

ellipsoïdales avec des conditions aux limites correspondant à la continuité de la

composante normale de potentiel et la densité du vecteur déplacement au niveau des

interfaces [Stratton 1941], la permittivité équivalente est donnée par ses composantes

(k = x, y, z) par :

ε′1k = ε1
ε1 + (ε2 − ε1)[A1k + ν1(1−A0k)]

ε1 + (ε2 − ε1)(A1k − ν1A0k)
(B.15)
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Figure B.3 – Structure multicouche d’ellipsoïdes confocales (Coupe 2D)

avec

ε′ik = εi
εi + (ε′i+1 − εi)[Aik + νi(1−Ai−1,k)]

εi + (ε′i+1 − εi)(Aik − νiAi−1,k)
i = 1, 2, . . . , n− 1 (B.16)

et

ε′n−1,k = εn−1
εn−1 + (εn − εn−1)[An−1,k + νn−1(1−An−2,k)]

εn−1 + (εn − εn−1)(An−1,k − νiAn−2,k)
(B.17)

νi =
aibici

ai−1bi−1ci−1
i = 1, 2, . . . , n− 1 (B.18)

est une quantité purement géométrique.

Les wik désigne ai, bi et ci pour k = x, y, z et Ri =
[

(a2i + ξ)(b2i + ξ)(c2i + ξ)
]1/2

et

les Aik sont les facteurs de dépolarisation suivant k = x, y et z et sont donnés par :

Aik =
1

2
aibici

∫

∞

0

dξ

(wik + ξ)Ri
(B.19)

Notons que ces coefficients dépendent de la géométrie de la particule et qu’ils

prennent tous une seule valeur dans le cas particulier sphérique. Le second terme

dans les crochets de (B.15) représente la perturbation du champ extérieur causée

par la présence de l’ellipsoïde multicouche [Asami 1980].


