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enrichissants.

Enfin Je remercie pour les personnels du laboratoire et le centre IDRIS ainsi que le
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3 Modèle stochastique de Langevin 85

3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

3.2 Le mouvement brownien . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

3.3 Introduction de l’équation de Langevin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

3.4 Rappel sur l’équation de Langevin classique . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
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3.5.1 Approche discrète . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

3.5.2 Equation de Fokker-Planck . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

3.5.3 L’équation de Langevin en forme continue . . . . . . . . . . . . . . 93
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2.11 Comparaison les deux modèles de sous-maille. Cas A2 , LES 643 , Reλ = 94 . 64
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2.14 Corrélation de la vitesse Lagrangienne en turbulence homogène isotrope
stationnaire. La figure de gauche concerne les temps longs, et celle de
droite les temps courts. Reλ = 94. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
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2.19 Corrélation de vitesse Lagrangienne en deux points en deux temps. Cas
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135 . La figure de gauche concerne le modèle de sous-maille de Chollet-
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de sous-maille de Cui-Shao; ’Sto.’ indique le modèle stochastique Lagrang-
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Notations

Symbole Unité Définition

a − coefficient dans le modèle de Langevin
b m2 s−2 coefficient dans le modèle de Langevin
bij m s−1 coefficient du terme aléatoire intervenant dans le modèle

stochastique
c
′

g m−3 fluctuation de concentration
c g m−3 concentration du scalaire

Cdif − rapport entre les deux temps caractéristique
Cǫ − coefficient de dissipation dans le modèle de sous-maille
Ck − coefficient d’énergie cinétique turbulente dans le modèle

de sous-maille
C0 − constante dans le modèle de TL

DE m2 s−2 fonction de structure temporelle Eulérienne
DL m2 s−2 fonction de structure temporelle Lagrangienne
Dll m2 s−2 fonction de structure spatiale
E m3 s−2 spectre d’énergie
Esg m2 s−2 énergie cinétique de sous-maille
f m kg s−2 force aléatoire
gij m s−2 tenseur de la partie déterministe du modèle stochastique

lagrangien
H m épaisseur de la couche de mélange
k m2 s−2 énergie cinétique turbulente
k s−1 nombre d’onde dans l’espace spectral
kc s−1 nombre d’onde de coupure en LES
kc s−1 nombre d’onde de Kolmogorov
kmax s−1 maximum du spectre d’énergie cinétique
kmin s−1 minimum du spectre d’énergie cinétique
K0 − constante de Kolmogorov dans le spectre d’énergie
L m échelle caractéristique des gros tourbillons
L m longueur de la bôıte de simulation numérique
Mf kg masse des molécules du fluide
Mp kg masse d’une particule
N − nombre de noeuds dans la simulation
Np − nombre total de particules dans le domaine d’étude
q m2 s−2 énergie cinétique de la turbulence
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Symbole Unité Définition

RE − rapport eulérien entre le temps de décroissance de
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RL − rapport lagrangien entre le temps de décroissance de
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Rvv − corrélation de la vitesse lagrangienne
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Reη − nombre de Reynolds basé sur l’échelle de Kolmogorov η
Sc − nombre de Schmidt
Sij s−1 taux de déformation de l’écoulement
Sk − skewness de la vitesse
t s temps réel
TC s temps de convection
TD s temps de diffusion
Tdif s temps de diffusion de scalaire
TE s temps intégral eulérien de la vitesse
Tki

s temps intégral pour les nombres d’onde différents
TL s échelle de temps intégrale de la vitesse lagrangienne
T>

L s échelle de temps intégrale de la vitesse lagrangienne des
petites échelles

TR s temps de rotation

TS s temps de d́formation
Tλ s échelle de temps de dissipation
TΛ s échelle de temps intégrale basée sur l’échelle intégrale

longitudinale
ui m s−1 la composante de la vitesse eulérienne
umax m s−1 maximum de la vitesse
vi m s−1 la composante de la vitesse lagrangienne
xi m coordonnée longitudinale
x0 m la composante longitudinale de la position initiale de

particule
xp m position de particule
X m la dispersion des particules
yi m coordonnée transversale
y0 m la composante transversale de la position initiale de par-

ticule
Y m déplacement des particules
zi m coordonnée verticale
z0 m la composante verticale de la position initiale de partic-

ule
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Symbole Unité Définition

α − constante dans le modèle de Kaneda pour l’échelle
intégrale temporelle lagrangienne en temps court

αij s−1 coefficient intervenant dans le modèle stochastique
αk − nombre aléatoire pour la génération de la turbulence
βij m s−1 coefficient aléatoire intervenant dans le modèle stochas-

tique
βk − nombre aléatoire pour la génération de la turbulence
δij − symbole de Kröneker (δij = 1 si i = 1 et δij = 0 sinon)
∆ m longueur caractéristique de maille de grille
∆t m intervalle de temps
∆x m taille des mailles dans la direction x
∆y m taille des mailles dans la direction y
∆z m taille des mailles dans la direction z
ǫijk − symbole de Levi Civita

ε m2 s−3 dissipation turbulente
ε> m2 s−3 dissipation turbulente des petites échelles
η m échelle de Kolmogorov
θ1 − nombre aléatoire uniformément distribué dans

l’intervalle [0, 2π]
θ2 − nombre aléatoire uniformément distribué dans

l’intervalle [0, 2π]
κ m2 s coefficient de diffusivité de scalaire
λ m échelle de dissipation
Λ m échelle intégrale longitudinale
ν m2 s−1 viscosité cinématique du fluide
νt m2 s−1 viscosité turbulente
φ − scalaire
φ̄ − valeur moyenne au sens des statistiques de Reynolds de

la grandeur φ
φ′ − fluctuation instantané par rapport à la valeur moyenne

ou à la valeur filtrée de la grandeur φ
|φ| − norme de la grandeur φ
σ m s−1 écart-type de la vitesse
σE m s−1 écart-type de la vitesse eulérienne
σL m s−1 écart-type de la vitesse lagrangienne
σu< m s−1 écart-type de la vitesse des grandes échelles
σu> m s−1 écart-type de la vitesse des petites échelles
τij m2 s−2 tenseur des contraintes sous-maille
τη s temps caractéristique de Kolmogorov
τλ s temps caractéristique de dissipation
ξ − variable aléatoire comprise entre −1 et 1
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Introduction

Contexte et origine de cette recherche

Le travail de cette thèse se situe dans le domaine de l’étude du mélange et de la disper-
sion par le mouvement turbulent. La compréhension des processus de mélange dans un
écoulement turbulent est nécessaire pour de nombreuses applications pratiques telles que
les phénomènes de dispersion d’un polluant dans l’atmosphère ou dans l’océan, la chimie et
la combustion, etc. Pour ce faire, il nous faut donc d’abord bien connâıtre le mouvement
turbulent du fluide. On sait que le mouvement de la turbulence présente un proces-
sus aléatoire en déséquilibre, ayant des structures à la fois ordonnées et désordonnées,
dont la gamme d’échelles spatio-temporelle peut être très large. La difficulté majeure
dans l’étude de la turbulence, est due à la non-linéarité des équations gouvernantes. Ces
équations ne peuvent pas être résolues de manière analytique, à cause du manque d’outils
mathématiques. Ainsi pour des besoins d’applications pratiques, on est amené à con-
struire des modèles physiques simplifiés. Sur le plan de la modélisation, il existe une
multitude de modèles pour des écoulements complexes. Cela montre la complexité de la
turbulence et la recherche dans ce domaine est en plein essor de développement. Pour
les problèmes de mélange ou de dispersion turbulent, la modélisation statistique classique
n’est plus satisfaisante, car le problème physique (mélange ou dispersion) est fortement
liée aux caractères instationnaires et aux tourbillons de la turbulence instantané.

Depuis une trentaine d’années, grâce au développement rapide de gros ordinateurs, un
nouvel outil d’étude a vu le jour: la simulation directe (DNS). Cette technique permet
d’obtenir une description complète et instantanée du mouvement turbulent. Néanmoins,
une turbulence réelle présente généralement un nombre de Reynolds très grand qui donne
une gamme d’échelles de tourbillons très étendue. Si L est l’échelle intégrale (la plus
grande), caractérise les structures ou tourbillons porteurs de l’énergie cinétique et l’autre
échelle η , dite de Kolmogorov (la plus petite), caractérise les structures dissipatives, c’est-
à-dire les structures qui assurent la dissipation par viscosité moléculaire. Le rapport de ces
deux échelles est directement lié à l’une des caractéristiques essentielles de la turbulence,
le nombre de Reynolds turbulent, ReL , basé sur l’échelle L :

L

η
= (ReL)3/4 (1)

Le nombre de noeuds pour la résolution complète de l’équation de Navier-Stokes est
environ égal à:

N =

(
L

η

)3

= (ReL)9/4 (2)

Cette méthode devient vite impossible à mettre en oeuvre dès que l’on augmente le
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nombre de Reynolds (Re).

Pour s’affranchir de cette limitation du nombre de Reynolds, une autre technique hy-
bride, appelée simulation des grandes échelles (SGE, LES en anglais), est ainsi développée.
En LES, le champ de vitesse est considéré suivant la taille des tourbillons à l’aide d’un
filtre. On résout directement les équations qui gouvernent les grosses structures. L’effet
des petites structures est pris en compte par un modèle, dit de sous-maille. Cette tech-
nique nous offre la possibilité de connâıtre en détail les grandes structures turbulentes
de la vitesse. Les actions des structures de sous-maille sont généralement modélisées à
travers une viscosité turbulente.

Cependant, pour des problèmes de mélange ou de dispersion d’une espèce dans un
milieu turbulent, une connaissance détaillée des grosses structures du champ de vitesse
turbulente n’est pas suffisante. Le mélange peut se produire à des échelles dont la taille
dépend de la diffusivité moléculaire de l’espèce, ou du nombre sans dimension de Schmidt
(Sc ). On sait que pour le mélange turbulent de différentes matières ainsi que la réaction
chimique, le nombre de Schmidt (Sc ) dans certains cas peut être très grand, l’influence
des petites structures sur la réaction peut être beaucoup plus importante que celle des
grandes structures. Dans cette situation, une LES classique n’est pas en mesure de bien
prendre en compte le phénomène physique. Des modèles physiques supplémentaires sont
alors nécessaires si l’on veut une prédiction correcte de mélange des espèces. En méthode
Eulériennes, on peut citer par exemple les modèles qui consistent à reconstruire la densité
de probabilité de sous-maille des espèces, à partir des quantités fournies par les grosses
structures.

Dans cette thèse, nous nous plaçons dans le cadre d’une approche mixte : méthode
Eulérienne pour le champ de vitesse des grandes échelles et Lagrangienne pour le champ
des espèces. Nous considérons le champ de vitesse turbulente comme un fluide porteur, le
mélange d’espèce est traité par le suivi Lagrangien des trajectoires des particules fluides
porteuses de concentration. A partir du champ de vitesse Eulérienne des grandes échelles,
fourni par LES en tout point du maillage numérique, un champ de vitesse Lagrangien
est reconstitué en tout point de la trajectoire d’une particule fluide par une méthode
d’interpolation. Dans le but de tenir compte de l’action des structures de sous-maille,
par analogie à la modélisation stochastique classique que l’on utilise en description statis-
tique, une fluctuation de vitesse en sous-maille est introduite en utilisant une équation
stochastique de Langevin. Cette modélisation sera ensuite testée dans le cadre de l’étude
de diffusion Lagrangienne d’un scalaire passif, dans une turbulence homogène isotrope, et
dans une turbulence inhomogène sans cisaillement.

Les objectifs de travail

Les objectifs de ce travail de recherche sont:

- La prise en compte du caractère aléatoire des fluctuations de sous-maille dans la
méthode de simulation des grandes échelles par la construction d’un modèle de sous-maille,
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physique, stochastique pour l’approche Lagrangienne de la dispersion des particules dans
l’écoulement turbulent;

- L’étude de l’influence sur le mélange, des corrélations de vitesse Lagrangienne et
des échelles intégrales temporelles dans un écoulement turbulent par les simulations
numériques directes et par les simulations des grandes échelles avec ou sans la modélisation
stochastique des fluctuations de vitesse de sous-maille.

- L’application de la simulation des grandes échelles couplées avec la modélisation
stochastique Lagrangienne de sous-maille à l’étude de la diffusion Lagrangienne de scalaire
passif dans le cas d’une turbulence homogène et une turbulence inhomogène.

- La prise en compte de l’effet du nombre de Schmidt (Sc) dans le processus de mélange
à travers un modèle d’échange entre les particules fluides porteuses de différentes concen-
trations.

Nous nous plaçons dans le cadre d’une turbulence, homogène isotrope ou inhomogène,
stationnaire ou non-stationnaire. Nous lançons les particules, et puis nous suivons ces
particules fluides dans leurs mouvements, c’est-à-dire nous calculons à chaque instant,
la position et la vitesse correspondante de la particule fluide par une méthode précise
d’interpolation. Nous évaluons ensuite, les quantités statistiques pertinentes telle que la
fonction de corrélation en deux temps de vitesse. Ces fonctions de corrélations, permettent
d’obtenir les temps de corrélation Lagrangiennes qui ont un rôle très important pour la
dispersion ou le mélange turbulent de scalaire passif avec ou sans réaction chimique. Nous
examinerons ensuite la modélisation stochastique de vitesse de sous-maille dans deux cas
de diffusion d’un scalaire passif:

• dans une turbulence homogène isotrope (l’expérience de Huq et Britter [4]);

• dans une turbulence inhomogène simple (couche de mélange sans cisaillement, l’expé-
rience de Zhang X.H. [1, 2]).

La construction de cette thèse

Dans cette thèse, tout d’abord, nous introduirons la notion de la turbulence, les
équations de base de Navier-Stokes, les méthodes de simulation numérique et la méthode
de suivi Lagrangien des particules marquées. On présentera ensuite des simulations
numériques réalisées. Et puis, nous discuterons les résultats obtenus et nous ferons une
comparaison avec des résultats existants de la littérature. A la fin, nous exposerons les
perspectives futures de ce travail.

• Dans le premier chapitre de ce rapport nous allons décrire les équations de bases,
la simulation directe (DNS) et les modèles de sous-maille pour les simulations des
grandes échelles (LES), les méthodes de suivi des particules fluides dans l’écoulement
turbulent.
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• Le deuxième chapitre est dédié à la simulation directe (DNS) et la simulation des
grandes échelles (LES) pour le suivi des particules fluides. Les corrélations de vitesse
et les échelles intégrales temporelles seront présentées.

• Afin d’améliorer la résolution de vitesse Lagrangienne en LES et bien suivre le
mouvement des particules, nous allons nous intéresser dans le troisième chapitre à
la modélisation stochastique de sous-maille. Le système d’équations qui résout la
cinématique des particules fluides dans l’écoulement selon les hypothèses données
pour la turbulence sera proposé en suivant une analogie avec la théorie du mouve-
ment brownien. Nous allons présenter le modèle classique de Langevin et différents
types de variantes.

• Le quatrième chapitre permet d’approfondir les corrélations et les échelles intégrales.
Nous allons faire des comparaisons des résultats de la DNS, la LES et la LES couplée
avec le modèle stochastique Lagrangien de sous-maille. Nous comparons les résultats
pour les différents modèles de sous-maille, modèle de Chollet-Lesieur et celui de Cui-
Shao.

• Nous recherchons la diffusion Lagrangienne de scalaire passif dans une turbulence
homogène et isotrope et une turbulence inhomogène dans le cinquième chapitre, et
nous comparons les résultats avec les expériences de Huq [4] et de Zhang [1, 2].

• A la fin, nous présentons une conclusion de ce travail de recherche et discutons les
voies de recherche à venir.
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Chapitre 1

Equations de base et méthode

numérique

1.1 Notions principales

La turbulence est un phénomène qui existe dans la nature, par exemple dans le mou-
vement de l’air sur les surfaces des objets volants, dans le processus de transport de
la matière et de la quantité de chaleur. Mais la complexité des phénomènes liés à la
turbulence fait de leur mâıtrise totale un objectif lointain.

Compte tenu du développement scientifique et technologique, la recherche scientifique
sur la turbulence devient une discipline importante. Et, pour répondre aux besoins
de l’industrie, diverses méthodes et techniques de recherche (théoriques, numériques,
expérimentales) ont été développées. On peut citer par exemple la simulation numérique
directe par ordinateurs qui fournit les détails de la turbulence; les mesures directes dans
les écoulements turbulents par l’anémométrie à fil chaud, qui fournit les fluctuations de
vitesse et les fluctuations de température en un point; la méthode de PIV combinée avec
l’analyse d’images fournissant des cartes instantanées des vecteurs de vitesse dans tout
un plan du champ turbulent. Sur le plan de la modélisation statistique, il existe une
multitude de modèles pour des écoulements complexes. Cela montre la complexité de la
turbulence et que la recherche dans ce domaine est en plein essor de développement.
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1.2 Equations de base

Hypothèse de milieu continu

On se situe dans le cadre d’un milieu continu macroscopique. C’est-à-dire que les
échelles spatio-temporelles de la turbulence sont plus grandes que celles de mouvement
aléatoire des molécules. Dans notre recherche en turbulence, on considère le mouvement
d’une particule fluide (un ensemble de molécules) et non pas seulement une molécule
particulière.

1.2.1 Turbulence homogène et turbulence isotrope

- Un champ turbulent est dit homogène si toutes les corrélations statistiques sont
invariantes par translation:

〈ui(x1, t)uj(x2, t) · · · uk(xn, t)〉 = 〈ui(x1 + L, t)uj(x2 + L, t) · · · uk(xn + L, t)〉 (1.1)

- Un champ turbulent est dit isotrope si ses corrélations ne dépendent plus de la
direction (invariance par rotation par rapport à un axe et par symétrie par rapport à un
plan). Dans ce cas, on a également:

< u2
1 > = < u2

2 > = < u2
3 > =

2

3
k (1.2)

où k est l’énergie cinétique turbulente.

1.2.2 Equations dans l’espace physique

Si la turbulence est incompressible, on peut écrire:

∂ui

∂xi

= 0 (1.3)

Les écoulements turbulents de fluides Newtonien peuvent plus généralement être décrits
par les équations de Navier-Stokes:
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



∂ui

∂t
+ uj

∂ui

∂xj

= −1

ρ

∂p

∂xi

+ ν
∂2ui

∂xj∂xj

∂ui

∂xi

= 0

(1.4)

où ui est la vitesse dans la direction i , p la pression stationnaire, ρ la masse volumique
et ν la viscosité cinématique.

Comme on se focalise seulement sur la situation incompressible dans ce travail, les
équations de Navier-Stokes peuvent donc être ré-écrites sous la forme:

∂ui

∂t
+
∂(uiuj)

∂xj

= − 1

ρ

∂p

∂xi

+ ν
∂2ui

∂xj∂xj

(1.5)

Décomposition de Reynolds

Dans la description statistique de la turbulence, on cherche, d’une part, à décrire
l’évolution des champs moyens et fluctuants, et d’autre part, à mettre en évidence les
termes d’interaction entre ces deux champs.

La décomposition de Reynolds est:

ui(x, t) = 〈ui(x, t) 〉 + u
′

i(x, t) (1.6)

où ui est la vitesse totale en direction i , et 〈ui 〉 la moyenne de vitesse, u
′

i la fluctuation.

Dans ce travail, on reste dans des turbulences simples, de type homogène ou inho-
mogène sans cisaillement moyen, et on n’étudie que les caractères de fluctuation turbu-
lente. La vitesse moyenne est ainsi considérée comme nulle en tous moments. Dans la
suite, on ne considère que la fluctuation de vitesse.

〈ui(x, t) 〉 = 0 ⇒ ui(x, t) = u
′

i(x, t)

1.2.3 Equations dans l’espace spectral

Parmi les méthodes numériques employées pour la résolution de la partie spatiale des
équations aux dérivées partielles, les méthodes Différences Finies (DF) et les méthodes
Elément Finis (EF), ”méthodes locales”, utilisent des informations locales dans l’espace
physique; en revanche, les méthodes spectrales sont des ”méthodes globales” dans l’espace
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spectral, au sens où elles utilisent pour la plupart, des polynômes d’ordre élevé ou des
séries de Fourier.

Dans les contextes adaptés, les méthodes spectrales présentent une précision inégalée
par les méthodes locales, à nombre de points équivalent. De plus, lors de calculs sur des
grands domaines dans le cas ou le nombre de Reynolds est élevé, les méthodes spectrales
ont l’avantage de permettre l’utilisation d’un maillage plus grossier. Mais ces méthodes
spectrales ne sont pas toujours valables et adaptées, surtout pour les cas de domaines
irréguliers ou de frontières compliquées (parois, etc.).

Dans ce travail, le domaine physique pour nos simulations numériques se limite à une
bôıte cubique, et les conditions aux limites sont périodiques, c’est-à-dire il n’y a pas de
frontière réelle. De plus, nous voulons utiliser les simulations numériques directes qui
demandent une précision élevée. La méthode spectrale est bien adaptée à ce type de
problème et sera la méthode numérique choisie pour cette thèse.

Transformée de Fourier

Les transformées de Fourier sont très fréquemment utilisées en turbulence, et elles
permettent d’analyser la turbulence en terme de différentes échelles. On les appelle en
général ”analyse spectrale”. En effet, elles sont utiles tant du point de vue de l’algorithme
de résolution (dans le cas de la simulation numérique spectrale), que de l’analyse physique
des champs turbulents.

On rappelle ici la définition de la transformée de Fourier en trois dimensions:

ûi(k, t) =

(
1

2π

)3 ∫ +∞

−∞

ui(x, t) e
−i(x·k) dx (1.7)

ui(x, t) =

∫ +∞

−∞

ûi(k, t) e
i(x·k) dk (1.8)

où ui(x, t) est la vitesse dans l’espace physique, et ûi(k, t) son correspondant dans
l’espace spectral.

On applique la Transformée de Fourier à l’équation de conservation de masse:

ki ui(k) = 0 (1.9)

et à l’équation de Navier-Stokes:

(
∂

∂t
+ 2νk2

)
ûi(k) = Ti(k) (1.10)
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où le terme non-linéaire Ti(k) est de la forme :

Ti(k) = Mijm(k)

∫ ∫
ûj(p)ûm(q) δ(k-p-q)d3p d3q (1.11)

avec

Mijm(k) = − i

2
[kmPij(k) + kjPim(k)] (1.12)

où δ est le symbole de Kronecker et Pij(k) est l’opérateur de projection sur le plan
orthogonal au vecteur k .

Pij(k) = δij −
kikj

k2
(1.13)

Transformée de Fourier en forme discrète

Dans la simulation numérique, on utilise, en fait, la transformée de Fourier en forme
discrète. Le nombre d’onde ki dans l’espace spectral est défini par:

ki =
2π

L
i (1.14)

où L est la longueur de la bôıte, et i un nombre entier tel que:

−N
2

≤ i ≤ N

2
− 1 (1.15)

N est le nombre de mailles dans une direction, et les valeurs minimale et maximale des
nombres d’onde sont:

kmin =
2π

L
, kmax =

2π

L

N

2
(1.16)

Le code JMFFT

Dans nos simulations, nous avons utilisé la transformée de Fourier rapide (FFT pour
Fast Fourier Transform) dans la résolution complète des équations de la mécanique des
fluides. Le code JMFFT, version 8.0, est développé par l’IDRIS. Il est bien compatible
avec le calculateur NEC SX5.
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1.3 Méthodes de simulation numérique

1.3.1 Introduction

La mécanique des fluides numérique, c’est-à-dire l’étude des écoulements de fluide par
la simulation numérique, est une discipline en plein essor. La qualité des informations
fournies par la simulation numérique est subordonnée au niveau de résolution choisi: pour
obtenir la meilleure précision possible, la simulation doit tenir compte de toutes les échelles
spatio-temporelles qui contribuent à la dynamique de l’écoulement.

La simulation numérique, directe ou faisant appel à l’utilisation d’un modèle statis-
tique, prend son essor au début des années 1960. Cette évolution est directement liée au
progrès de l’informatique et des gros calculateurs scientifiques. Dans les années 70, les gros
ordinateurs permettaient déjà de simuler sans modèle statistique (simulation directe), les
mouvements de la turbulence isotrope homogène pour des petits nombres de Reynolds.

En complément de l’expérimentation de soufflerie, la simulation numérique est dev-
enue une méthode très pratique. Elle permet aussi de valider les modèles de turbulence
employés pour la simulation des écoulements turbulents complexes: ces simulations con-
stituent des expériences numériques de référence. La simulation numérique peut également
résoudre des problèmes dont les conditions limites ou les conditions initiales ne peuvent
pas, ou difficilement, être reproduites par les expériences de soufflerie.

Suivant le type de modèle utilisé, on peut classer les simulations numériques en 3
catégories:

• RANS (Simulation utilisant les équations moyennées, au sens de décomposition de
Reynolds, Reynolds average Navier-Stokes en anglais)

Cette méthode utilise des modèles statistiques pour fermer les termes inconnus des
équations de Navier-Stokes moyennées. Elle n’est pas universelle, elle a besoin
d’informations sur la configuration géométrique de l’écoulement, c’est-à-dire que
l’on doit développer les modèles différents pour des cas variés. Il faut ainsi souvent
corriger les coefficients des modèles en fonction du cas physique considéré.

• DNS(Simulation Numérique Directe, Direct Numerical Simulation (DNS) en anglais)

Cette simulation n’a besoin d’aucun modèle, elle résout complètement l’équation
de Navier-Stokes. Cette technique, relativement récente, est en plein essor de
développement. Elle nous offre une résolution précise, qui nous permet d’obtenir
tous les détails du champ de vitesse. Mais elle est limitée aux nombres de Reynolds
petits.

• LES(Simulation des Grandes Echelles, Large Eddy Simulation (LES) en anglais)

Cette technique, se propose de ne calculer directement que les grandes échelles
de l’écoulement, et l’action des petites échelles doit être modélisée. Elle offre la
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possibilité de connâıtre en détail les grandes structures turbulentes de la vitesse.
Elle permet d’atteindre les écoulements, turbulents à grand nombre de Reynolds.
Mais elle ne permet pas de traiter des phénomènes qui se passent dans les petites
échelles non-simulées.

1.3.2 Simulation numérique directe : DNS

L’ambition de la DNS est de calculer toutes les échelles constituant le spectre de
l’énergie cinétique turbulente, et elle consiste à résoudre aussi précisément que possible
les équations complètes de la mécanique des fluides. L’avantage de la DNS est l’obtention
en détail de toutes les informations de la turbulence. En même temps, la DNS permet de
comprendre la dynamique de la turbulence et d’évaluer beaucoup de quantités inaccessi-
bles expérimentalement: par exemple, la pression fluctuante.

La résolution des équations de Navier-Stokes implique, si l’on désire assurer une qualité
maximale du résultat, de prendre en compte la dynamique de toutes les échelles spatio-
temporelles de la solution. Pour représenter numériquement la totalité de ces échelles,
spatiale et temporelle, il est nécessaire que les discrétisations soient suffisamment fines,
c’est-à-dire que les pas de discrétisation en espace △x et en temps △t de la simulation
soient respectivement plus petits que la longueur caractéristique et le temps caractéristique
associés à la plus petite échelle dynamiquement active de la solution exacte.

A mesure que se développe la capacité de l’ordinateur, la DNS devient alors un outil
indispensable dans la recherche de la turbulence. Aujourd’hui, on est capable en DNS,
d’atteindre un nombre de Reynolds basé sur l’échelle dissipative de Taylor de l’ordre de
1200. Donzis [3] a déjà fait la simulation directe en cube de 10243 , pour un nombre de
Reynolds Reλ = 390 . Kaneda [5] a fait la DNS pour une turbulence homogène et isotrope
stationnaire dans une bôıte cubique, avec un nombre de noeuds de 20483 et 40963 , et le
nombre de Reynolds Reλ atteint 1200 . Néanmoins, la plupart des écoulements industriels
ont un nombre de Reynolds (Re ≥ 105 ), hors d’atteinte des capacités informatiques
actuelles. La DNS n’est pas ainsi toujours capable de bien réaliser l’objectif fixé.

La condition physique de précision en DNS

Pour bien assurer la précision de simulation DNS, il faut bien simuler le comportement
des échelles de taille différente, en général au moins jusqu’à l’échelle de Kolmogorov η :

η =

(
ν3

ǫ

)1/4

(1.17)

où ν est la viscosité du fluide, et ǫ le taux de dissipation de la turbulence.
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Eswaran [6] nous donne une condition pour assurer la précision de la résolution en
DNS:

η kmax ≥ 1 (1.18)

Dans ce travail, toutes les simulations DNS sont bien en accord avec ce critère.

Grandeurs caractéristiques dans l’espace spectral

L’énergie cinétique de la turbulence est calculée dans l’espace spectral:

q2 =

∫ ∞

0

E(k) dk (1.19)

où E(k) (le spectre d’énergie) est l’énergie moyenne par unité de masse dans une bande
de fréquence spatiale [k, k+ δk] . Selon la théorie de Kolmogorov [7] pour une turbulence
isotrope stationnaire, on trouve alors:

E(k) = Ck ǫ
2/3 k−5/3 (1.20)

où Ck est une constante, elle a une valeur de 1.4 ∼ 1.6 .

Le taux de dissipation d’énergie ǫ dans l’espace spectral peut être calculé sous la
forme:

ǫ = 2ν

∫ ∞

0

k2E(k) dk (1.21)

Méthode pseudo spectrale

La méthode pseudo-spectrale consiste à résoudre les équations de Navier-Stokes dans
l’espace spectral en évaluant le terme non-linéaire dans l’espace physique. Elle est plus
utilisée pour des écoulements turbulents dont le domaine présente des conditions limites
périodiques. Pour des écoulements simples tels que la turbulence homogène isotrope, cette
méthode est parfaitement adaptée.

L’objectif de mon travail consiste à rechercher des caractéristiques fondamentales de
la turbulence. On a choisi un cube de turbulence avec une condition limite périodique
dans les trois directions. En utilisant la transformée de Fourier rapide (FFT pour Fast
Fourier Transform), le terme non-linéaire uiuj est calculé dans l’espace physique.

32



CHAPITRE 1. EQUATIONS DE BASE ET MÉTHODE NUMÉRIQUE

1.3.3 Simulation des grandes échelles : LES

Il est bien connu que dans la pratique, par exemple pour des problèmes de prédiction
environnementale, la résolution complète et directe des équations gouvernant la mécanique
des fluides est impossible, à cause de la très large gamme d’échelles spatiales générée par la
turbulence à grand nombre de Reynolds. Nous avons donc besoin de méthodes numériques
performantes et de modèles physiques adéquats. Au Laboratoire de Mécanique des Flu-
ide et d’Acoustique de l’Ecole Centrale de Lyon (LMFA, UMR CNRS 5509), depuis
longtemps, des recherches sur le phénomène de la turbulence et de la dispersion atmo-
sphérique sont entreprises.

La technique de la simulation numérique des grandes échelles est basée sur la décomposition
des champs dynamiques instantanés de l’écoulement en deux parties par les structures
tourbillonnaires de différentes tailles. Cette méthode nous demande de séparer les grandes
échelles en les isolant par un filtrage des petites échelles.

Cette méthode se propose de ne calculer directement que les grandes échelles de
l’écoulement, et l’action des petites échelles doit être modélisée. On appelle souvent
les champs obtenus: ”le champ résolu” et ”le champ modélisé” respectivement. Les plus
petites échelles, qui a priori ont un comportement se rapprochant de l’isotropie, sont
modélisées, ce qui pose par conséquent un problème de fermeture à résoudre.

On considère néanmoins que cette méthode est largement plus précise que les modèles
statistiques basés sur la décomposition de Reynolds (RANS). En effet, on considère que
l’essentiel de la dynamique du champ est pris en compte au niveau des tourbillons qui sont
résolus et que les petites échelles peuvent s’accommoder d’une description plus sommaire.

On sait que la dynamique du champ turbulent est essentiellement gouvernée par
les grands tourbillons, les petites échelles s’adaptant au flux d’énergie qui provient des
grandes. Une fois les petites échelles modélisées, la simulation des grandes échelles
s’affranchit en partie seulement, de la limitation en nombre de Reynolds. La plupart
des modèles de sous-maille sont d’ailleurs basés sur un concept de zone inertielle infinie,
ils supposent un nombre de Reynolds tendant vers l’infini.

La LES est une technique récente. Elle permet de capturer la dynamique des structures
des grandes échelles en prenant en compte les petits tourbillons par un modèle. Elle
commence à être utilisée pour des problèmes industriels. Par exemple, elle permet de
simuler la pression sur les ailes d’avion. Mais concernant le mélange ou la dispersion,
toute la gamme d’échelles de la turbulence peut avoir son importance. Selon le nombre de
Schmidt des constituants, le mélange turbulent peut avoir lieu dans de grandes ou dans de
petites échelles. Si le nombre de Schmidt est grand, le phénomène se passe essentiellement
dans des petites échelles, ce qui est ignoré par la LES. Ce manque de petites échelles est
traduit, en outre, par une mauvaise qualité de la corrélation (Eulérienne et Lagrangienne)
en deux temps en simulation des grandes échelles.
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La méthode de filtrage

La première étape à définir pour la LES est le filtrage, qui sépare les échelles que l’on
résout explicitement soit dans l’espace physique, soit dans l’espace spectral, de celles qui
doivent être modélisées.

u(x, t) = u<(x, t) + u>(x, t) (1.22)

où, x repère un point dans l’espace physique; u< est la variable de grandes échelles; u>

pour les petites échelles. Le champ filtré est défini par un produit de convolution dans
l’espace physique par l’équation 1.23:

u<(x, t) =

∫
u(x′)G(x-x′)dx′ (1.23)

G(x-x′) représente la fonction filtre. De façon générale, il y a trois filtrages spatiaux
(Sagaut [8]): le filtre de bôıte, le filtre Gausien et le filtre porte (Top-Hat en anglais). Le
filtre dépend de méthode numérique utilisée. Dans l’espace spectral, le filtrage est donné
par l’équation (1.24):

û(k, t) = û(k, t)Ĝ(k) (1.24)

où k est le vecteur d’onde.

Nous ne considérons que le filtre porte dans l’espace spectral, puisque la méthode
numérique choisie est de type spectrale dans cette thèse. La forme correspondante de
vitesse des grandes échelles est donc :

û<(k, t) =





û(k, t) si | k | ≤ kc

0 sinon.
(1.25)

où kc est le nombre d’onde de coupure, il est définie par:

kc =
π

△
où △ signifie la taille de filtre dans l’espace physique, et la vitesse de la partie des petites
échelles est fournie par:

û>(k, t) = û(k, t) − û<(k, t) (1.26)

En LES, on ne résout que l’équation de Navier-Stokes en grandes échelles. Ainsi en
écoulement incompressible, on résout les équations suivantes:
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



∂u<
i

∂xi

= 0

∂u<
i

∂t
+
∂u<

i u
<
j

∂xj

= −1

ρ

∂p<

∂xi

+ ν
∂2u<

i

∂xj∂xj

− ∂τij
∂xj

(1.27)

où τij est le tenseur de tension de sous-maille:

τij = (uiuj)
< − u<

i u
<
j (1.28)

L’équation de Navier-Stockes est filtrée dans l’espace spectral terme par terme, et l’équation
de la fluctuation de vitesse des grandes échelles devient alors:

(
∂

∂t
+ 2νk2

)
û<(k, t) = Ĝ(k)Ti(k, t) (1.29)

où le terme non-linéaire filtré Ĝ(k)Ti(k, t) s’écrit :

Ĝ(k)Ti(k) = Mijm(k)

∫ ∫
Ĝ(k) ûj(p)ûm(q) δ(k-p-q)d3p d3q (1.30)

Le tenseur de sous-maille

Dans l’espace spectral, pour un filtre droit ayant une coupure à kc et en l’absence de
gradients moyens, l’équation de la vitesse des grandes échelles s’écrit en deux parties :

∂û<(k, t)

∂t
= − ikmPij(k)

∫

p≤kc et q≤kc

ûj(p, t) ûm(q, t) δ(−k + p + q) d 3p d 3q

− νk2û<
i (k, t) + T>

i (k, t)

(1.31)

où le terme de sous-maille T>
i (k, t) , est donné par:

T>
i (k, t) = −ikmPij(k)

∫

p>kc ou q>kc

ûj(p, t) ûm(q, t) δ(−k + p + q) d 3p d 3q (1.32)

le ”ou” figurant dans la définition des bornes de l’intégrale, étant inclusif : c’est-à-dire
signifiant p ou q supérieur à kc , ou les deux supérieurs à kc . Dans le cas où un seul
nombre d’onde du couple p et q est supérieur à kc on aura la contribution du terme
croisé, qui met en jeu l’interaction entre les grandes et les petites échelles. Dans les cas où
les deux seront supérieurs à kc on aura la contribution du terme dit de vraie sous-maille,
qui ne contient que les actions des petites échelles.
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Le concept de viscosité turbulente et les modèles de sous-maille

Afin de modéliser les termes de sous-maille, la quasi-totalité des modèles existants fait
appel au concept de viscosité turbulente. Les modèles se différencient en fait essentielle-
ment par la manière de formuler cette viscosité turbulente, ou par la manière de compléter
cette viscosité par un terme de nature différente.

Smagorinsky [9] est l’un des premiers qui a proposé un modèle à ce sujet. Dans les
années suivantes, beaucoup de modèles ont été développés pour fermer cette équation.
Dans l’équation de Navier-Stokes pour les grandes échelles (1.31), on introduit le concept
de viscosité turbulente qui modélise le terme de sous-maille τij :

τij = −2νtS
<
ij (1.33)

où S<
ij est le tenseur de déformation des échelles résolues :

S<
ij =

1

2
(
∂u<

i

∂xj

+
∂u<

j

∂xi

) (1.34)

Dans l’espace spectral, cela consiste à remplacer T>
i (k, t) par:

T>
i (k, t) = − νt k

2 û<
i (k, t) (1.35)

Notons qu’il s’agit ici d’une hypothèse de modélisation, le terme original donné par
l’équation (1.31) n’ayant par exemple aucune raison d’être colinéaire à la fluctuation de
vitesse. Il reste alors à exprimer le coefficient νt .

Afin d’analyser l’influence du modèle de sous-maille utilisé en LES, deux modèles de
sous-maille sont retenus dans cette thèse: le modèle de Chollet-Lesieur [10] dans l’espace
spectral et celui de Cui-Shao [11] dans l’espace physique. Ils sont utilisés séparément
dans ce travail. Nous comparons ensuite les résultats qui viennent de ces deux modèles
de sous-maille.

• Modèles de Chollet et Lesieur

Le modèle de sous-maille dans l’espace spectral le plus classique est celui proposé
par Chollet et Lesieur (1981) [10] [12]. Ce modèle a été trouvé à partir des théories
de fermeture en deux points et des travaux de Kraichnan (1976). Ce modèle, basé sur
les résultats de l’analyse canonique (zone inertielle du spectre avec une pente en −5/3 ,
filtre porte, pas d’effets associés à un spectre de type production), donne une expression
de la viscosité effective en fonction du nombre d’onde considéré et du nombre d’onde
de coupure. Il permet de rendre compte des effets locaux à la coupure, c’est-à-dire de
l’augmentation du transfert d’énergie vers les échelles sous-maille. Le coefficient νt peut
être écrit:
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νt = 0.267

√
E(kc)

kc

f

(
kc

kη

)
g

(
k

kc

)
(1.36)

où kc est le nombre d’onde de coupure. f

(
kc

kη

)
est une correction pour tenir compte

de l’effet du nombre de Reynolds qui est bas dans cette zone:

f

(
kc

kη

)
= 1 −

(
kc

kη

)4/3


1 +

1

a
ln




1 + a

(
kc

kη

)−4/3

1 + a





 (1.37)

où a est une constante, qui est égale à
0.355

√
4.5

2
, et kη le nombre d’onde de Kolmogorov

qui est estimé en utilisant:

kη =
π

η
(1.38)

g

(
k

kc

)
représente l’effet de ”cusp” (accumulation d’énergie quand le nombre d’onde

s’approche de la coupure, [12]):

g

(
k

kc

)
= 1 + 1.7693

(
k

kc

)0.372

(1.39)

• Modèle de Cui-Shao

Le modèle de Cui-Shao [11], développé en collaboration entre l’Université de Tsinghua
et le LMFA, est ensuite choisi dans ce travail. Ce modèle propose:

νt = − Sk(∆)

8
∆
√
Dll(∆) (1.40)

où le paramètre ∆ est égale à la taille de maille, et Sk est le Skewness (coefficient de
dissymétrie), défini par:

Sk(∆) =
Dlll(∆)

Dll(∆) 3/2
(1.41)

Dlll(∆) est la fonction de structure Eulérienne d’ordre 3, et Dll(∆) celle d’ordre 2:
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Dll(∆) = 〈 (ui(x+ ∆) − ui(x))
2 〉 (1.42)

Dlll(∆) = 〈 (ui(x+ ∆) − ui(x))
3 〉 (1.43)

Par rapport au modèle de sous-maille de Chollet-Lesieur, qui est local dans l’espace
spectral, mais globalement uniforme dans tout le domaine de la turbulence, le modèle
de Cui-Shao par construction, comprend les informations locales à la fois dans l’espace
spectral et dans l’espace physique. On peut espérer ainsi qu’il est plus adapté à une
turbulence inhomogène que celui de Chollet-Lesieur, car il garde un caractère local dans
l’espace physique.

1.4 Description Eulérienne et Lagrangienne

1.4.1 Introduction

En général, il y a deux approches pour étudier le champ turbulent: l’approche Eulérienne
et l’approche Lagrangienne. La première consiste à résoudre les équations qui gouvernent
la turbulence en des points fixés, et s’applique plutôt aux cas ou l’on s’intéresse aux
propriétés du champ liées aux positions spatiales; la second concerne l’analyse de la tur-
bulence le long des trajectoires des particules fluides, et s’adapte mieux aux processus
associés à l’évolution des particules de fluide avec le temps.

1.4.2 Description Eulérienne

Dans ce travail, on résout l’équation de Navier-Stokes par les simulations DNS et LES
dans le cadre Eulérien. On obtient les informations sur le champ turbulent: la vitesse en
des points fixés, l’énergie et la dissipation en statistique moyenne, etc. Dans ce paragraphe
on va considérer certaines grandeurs Eulériennes caractéristiques du régime turbulent.

L’énergie cinétique de la turbulence

L’énergie cinétique moyenne de la turbulence est dans l’espace physique:

q2 =
1

2
< ui ui > (1.44)

et s’exprime dans l’espace spectral:
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q2 =

∫ ∞

0

E(k) dk (1.45)

En LES, on résout les équations de Navier-Stokes jusqu’à l’échelle de coupure ∆

( kc =
π

∆
). Et si le nombre d’onde de coupure kc est suffisamment petit, l’essentiel de

l’énergie de la turbulence se trouve dans les grandes échelles contenues dans le gamme
k ≤ kc . On approxime cette grandeur caractéristique jusqu’à kc par:

q2 =

∫ kc

0

E(k) dk (1.46)

Les écarts types de la vitesse

L’écart type de vitesse est donné par l’exprssion:

σui
=
√
〈ui

2〉 (1.47)

où 〈 〉 indique la moyenne d’ensemble.

Pour un écoulement homogène isotrope statistiquement stationnaire, les écarts types
de vitesse des trois directions (x, y, z) sont égaux:

σu = σv = σw (1.48)

Pour une turbulence homogène isotrope, les écarts types de la vitesse Eulérienne sont
égaux à ceux de la vitesse Lagrangienne, et on peut noter:

σL = σE (1.49)

La dissipation d’énergie de la turbulence ǫ

Le taux de la dissipation d’énergie ǫ dans l’espace spectral peut être calculé sous la
forme:

ǫ =

∫ ∞

0

2νk2E(k) dk (1.50)

En DNS, on fait le calcul jusqu’au nombre d’onde kmax , normalement kmax ≥ kη , et
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on peut dire que l’échelle de simulation est suffisamment petite et pour que la dissipation
d’énergie turbulente soit bien calculée par l’intégration dans l’espace spectral.

Cependant, dans le cas de la LES, en effet, on n’a que les grandes échelles, les spectres
se trouvent dans un intervalle de 0 à kc , et kc se trouve normalement dans la zone
d’inertie, alors que la dissipation se situe dans la zone des petites échelles. L’équation
(1.50) n’est plus valable et l’intégration n’est faite que jusqu’à kc .

Avec l’hypothèse de grand nombre de Reynolds, on peut approximer la dissipation
turbulente ǫ , en LES, par le flux d’énergie dans la zone inertielle ǫf , qui est calculé par:

ǫf =

∫ Kc

0

2(ν + νt)k
2E(k) dk (1.51)

En considérant l’effet de croissance de νt au voisinage du nombre d’onde de coupure
(effet de ’cusp’), on calcule en effet, la dissipation d’énergie turbulente par la forme ci-
dessous:

ǫ =

∫ Kc

0

2(ν + νt(k))k
2E(k) dk (1.52)

où νt(k) est défini par:

νt(k) = νt

(
1 + 1.7693

(
k

kc

)3.742
)

(1.53)

Les échelles et nombres de Reynolds

L’échelle intégrale Λ est définie comme la taille moyenne des structures dont l’énergie
est transmise sans dissipation appréciable. Monin et Yaglom [13] introduisent par:

Λ =
π

2

∫ ∞

0

k−1E(k) dk
∫ ∞

0

E(k) dk

(1.54)

Le temps de retournement, ou ’eddy turnover time’ en terme anglo-saxon, basé sur
cette échelle est défini par:

TΛ =
Λ

σu

(1.55)

40



CHAPITRE 1. EQUATIONS DE BASE ET MÉTHODE NUMÉRIQUE

Le nombre de Reynolds correspondant est alors:

ReΛ =
Λσu

ν
(1.56)

où σu est l’écart type de vitesse.

On connâıt une relation, en turbulence homogène isotrope, entre l’échelle de Taylor λ
et la dissipation d’énergie ǫ :

ǫ = 15 ν
σ2

u

λ2
(1.57)

et nous avons donc:

λ = σu

√
15ν

ǫ
(1.58)

Le temps caractéristique basé sur l’échelle λ est alors:

Tλ =
λ

σu

(1.59)

On peut en même temps obtenir le nombre de Reynolds basé l’échelle de Taylor:

Reλ =
λσu

ν
(1.60)

Il y a une relation entre les deux nombres de Reynolds ReΛ et Reλ (Hinze [14] et
Lesieur [15]):

Reλ = 4Re
1

2

Λ (1.61)

Dans nos simulations numériques directe (DNS), on a calculé le nombre de Reynolds
de Taylor Reλ par les deux approches: correspondant aux équations (1.61) et(1.60). Les
résultats sont très proches. Quand il s’agit de LES, seul le nombre de Reynolds basé sur
l’échelle intégrale est employé et (1.61) est utilisée pour Reλ .

1.4.3 Description Lagrangienne

Dans certaines situations, la description Lagrangienne est plus adaptée que la de-
scription Eulérienne, par exemple dans l’atmosphère et dans l’océan, pour le transport

41
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turbulent de quantité de masse et chaleur. Dans les problèmes d’environnement (disper-
sion des polluants, Hinze [14], Bernard [16], Thomson [17]).

Un des objectifs principaux de ce travail est d’étudier respectivement l’influence des
échelles de sous-maille sur la corrélation Lagrangienne de vitesse, sur l’échelle intégrale
temporelle Lagrangienne, sur le mélange turbulent, sur la diffusion et sur la dispersion de
scalaire passif. La méthode de suivi Lagrangien des particules est naturellement choisie
pour cet objectif.

Le suivi Lagrangien d’éléments fluides permet d’accéder aux statistiques Lagrangien-
nes de la turbulence. L’équation qui détermine le mouvement des éléments fluides fait
intervenir la vitesse de ces éléments. Le caractère aléatoire de mouvement des particules
fluides nous oblige à utiliser une description statistique. On ”marquera” un ensemble de
particules fluides indépendantes, et on fera une moyenne statistique des quantités statis-
tiques sur cet ensemble.

Généralement, on peut écrire les équations qui contrôlent le mouvement d’une partic-
ule:





dXi(t)

dt
= vi(t)

X(t0) = X0

(1.62)

où X(t) est la position de particule à l’instant t , vi(t) la vitesse de cette particule, et
X0 la position initiale de particule à l’instant initial t0 .

Dans un écoulement turbulent, la vitesse d’une particule fluide peut être décomposée
en deux parties: la vitesse des grandes échelles et des petites échelles. La vitesse de la
particule fluide dans la direction xi peut être ainsi écrite sous la forme suivante:

vi(t) = v<
i (t) + v>

i (t) (1.63)

Dans ce qui suit une hypothèse essentielle est posée pour les vitesses Eulérienne et
Lagrangienne: à un l’instant t donné, la vitesse Lagrangienne des grandes échelles, v<

i (t) ,
est égale à la vitesse Eulérienne du fluide à la même position de la particule fluide xp(t) :

v<
i (t) = u<

i (xp(t), t) (1.64)

La vitesse Eulérienne est résolue par la LES ou la DNS, et la vitesse Lagrangienne
est obtenue par un procédé d’interpolation que l’on va introduire dans le paragraphe
suivant. En LES, on n’a que le champ des vitesses des grandes échelles, c’est-à-dire qu’on
ne connâıt pas la partie de la vitesse marquée par les petites échelles. On développe alors
un modèle stochastique de sous-maille pour modéliser la vitesse Lagrangienne des petites
échelles, v>

i que nous présenterons dans le Chapitre 3.
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Influence de la méthode d’interpolation

Dans les simulations numériques présentées plus loin, on va suivre toutes les particules
pas à pas, et évaluer les grandeurs Lagrangiennes. Pour le suivi Lagrangien des particules,
il faut alors connâıtre la vitesse en tous points d’espace. Or, on ne connâıt pas la vitesse
des grandes échelles en des points qui ne sont pas sur le maillage numérique. Des schémas
numériques précis pour cette interpolation spatiale sont alors nécessaires (figure 1.1).

Figure 1.1: Mouvement d’une particule. Une méthode d’interpolation précise est obliga-

toirement utilisée.

Choi [18] a étudié différentes méthodes d’interpolation pour le suivi des particules
dans une turbulence inhomogène (écoulement de canal). Comme d’autres auteurs, il a
utilisé du polynôme de Chebyshev pour la direction d’inhomogénéité (direction vertical de
paroi), et il a comparé cinq schémas d’interpolation pour les deux directions homogènes:
le schéma linaire, le schéma TS 13 utilisé par Yeung et Pope [19], le polynôme de Lagrange
d’ordre 6 utilisé par Kontomaris [20], le schéma de Hermite utilisé par Balachandar [21]
et l’interpolation directe dans l’espace spectral.

Dans le tableau (1.1), Choi [18] montre les erreurs moyennes et le temps de calcul.

LN LG6 HM SPE
Erreur 0.458 0.186 0.042 0

CPU Time 0.033 0.120 0.208 24.4

Tableau 1.1: erreur de la rms de position de particules.

’LN’ indique le schéma de linaire, ’LG6’ le polynôme de Lagrange d’ordre 6, ’HM’ le
polynôme de Hermite, et ’SPE’ l’interpolation directe dans l’espace spectral. La ligne

’Erreur’, rms (root-mean-squared) est l’erreur de la position des particules, égale à
|∆l|
δ

au temps 2TL , ( δ est la épaisseur de la couche limite), où l’on a:
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|∆l| =

√√√√ 1

N

N∑

n=1

(lni − lne )2 (1.65)

Ici lni est la position obtenue par interpolation, et lne est la valeur exacte (interpolation
directe dans l’espace spectral).

Ce travail de recherche est consacré plutôt à la turbulence homogène, de sorte que
l’on peut donc utiliser le même schéma pour les trois directions. Or pour avoir une
bonne statistique, on doit mettre un grand nombre de particules dans tout le domaine
de la turbulence. En considérant la précision et le temps de calcul, nous avons choisi un
schéma utilisant des polynômes de Lagrange d’ordre huit dans chaque direction. Cette
technique est facile à implanter dans les codes numériques et demande peu de ressource
informatique.

1.5 Condition de simulation numérique

1.5.1 Domaine de simulation

Le domaine correspondant à notre simulation se limite à une bôıte cubique. La
longueur L est égale à 32.0 cm . ( figure 1.2)

Figure 1.2: Le domaine et la maille de simulation.
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1.5.2 Cas de simulation

Dans ce travail de recherche, nous avons fait des simulations DNS et LES pour trois
nombres de Reynolds (tableau 1.2). Les résultats de DNS permettent d’être des références
pour les simulations en LES, ainsi que pour la LES couplée avec un modèle stochastique,
développé dans la suite. Les LES sont réalisées avec différents nombres de mailles pour la
turbulence homogène isotrope statistiquement stationnaire. Cela nous permet d’étudier
l’influence de la résolution spatiale en LES.

Cas de simulation Notations Reλ Simulation et Nombre de Mailles

Cas A A1 65 DNS 1283 LES 643 LES 323

(Turbulence homogène isotrope A2 94 DNS 2563 LES 643 LES 323

et stationnaire) A3 135 DNS 2563 LES 643 LES 323

Cas B B1 65 - LES 643 -
(Turbulence homogène isotrope B2 94 DNS 2563 LES 643 -

en décroissance) B3 135 - LES 643 -

Cas C C1 65 - LES 643 -
(Turbulence inhomogène C2 94 - LES 643 -

en décroissance) C3 135 - LES 643 -

Tableau 1.2: Cas de simulation.

1.5.3 Schéma numérique

- Le schéma numérique utilisé pour obtenir la solution des équations différentielles
discrétisées de Navier-Stokes en temps est un schéma de Runge-Kutta du 2ème ordre.





ũn+1 = un + F n ∆t

un+1 =
un + ũn+1

2
+ F̃ n+1 ∆t

(1.66)

où F est le terme spatial.

- Pour suivre des particules fluides et obtenir précisément la position des particules,
le schéma du 4ème ordre de Runge-Kutta en temps est utilisé dans la simulation.

Xn+1 = Xn +
∆t

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4) (1.67)

où un et un+1 sont respectivement les vitesses à l’instant t et t+△t , et △t l’intervalle
de temps.
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



k1 = v(tn, Xn)

k2 = v(tn +
1

2
∆t,Xn +

1

2
∆t k1)

k3 = v(tn +
1

2
∆t,Xn +

1

2
∆t k2)

k4 = v(tn + ∆t,Xn + ∆t k3)

(1.68)

Normalement, la condition de CFL, qui assure un pas de temps suffisamment petit,
écrit:

|ũ|max
∆t

∆X
= 0.1 < 1 (1.69)

où |ũ|max = max(|u|max, |v|max, |w|max) .

Pour l’évolution de la turbulence, la condition de CFL est déjà suffisante. Afin de bien
obtenir la trajectoire des particules dans notre travail de recherche, nous avons utilisé
un intervalle de temps ∆t constant, plus petit que celui qui intervient dans la condition
CFL.

1.5.4 Conditions aux limites

Dans les trois dimensions de l’espace physique, nous avons utilisé les conditions aux
limites périodiques pour la vitesse Eulérienne et le mouvement des particules fluides.

1.5.5 Conditions initiales en temps

Pour la simulation directe ou la simulation des grandes échelles, nous avons d’abord
généré une turbulence par un processus aléatoire de Rogallo [22]. Les détails sont présentés
dans la section suivante. Avec cette méthode de génération, le champ de vitesse ne possède
pas de transfert l’énergie entre les différentes échelles au début du calcul. Nous avons
donc attendu le développement de la turbulence pour commencer à lancer des particules
de fluides dans tout le domaine.

Dans cette thèse, on utilise la méthode de Rogallo avec un spectre d’énergie cinétique
turbulente qui vient de l’expérience de Comte-Bellot de 1966 à 42 maille ( [23], figure 1.3).
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Figure 1.3: Spectre d’énergie initial. Expérience de Comte-Bellot.

Génération d’une turbulence homogène et isotrope

Pour les simulations habituelles de turbulence homogène, le champ de vitesse est
défini par un processus de génération aléatoire respectant les conditions d’isotropie et
d’incompressibilité du champ fluctuant, à partir de la seule donnée du spectre d’énergie
E(k) (k est le module de k ) de la turbulence. Le champ de vitesse est défini aussi bien
dans l’espace physique sous la forme u(x, t) , que dans l’espace spectral sous la forme
û(k, t) par utilisation de la transformée de Fourier.

La relation d’incompressibilité:

div u = 0 (1.70)

se traduit dans l’espace spectral par:

k · û = 0 (1.71)

Le mode de génération aléatoire utilisé emprunté à Rogallo [22], consiste à créer un
champ de vitesse dans l’espace spectral, dans le plan perpendiculaire au vecteur d’onde
(k1, k2, k3), pour chaque vecteur k :

û(k, t) = ûi ei = α(k) e
′

1 + β(k) e
′

2 (1.72)

où ei est une base orthonormée de l’espace spectral, (e
′

1, e
′

2) est une base du plan per-
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pendiculaire au vecteur d’onde k . α(k) et β(k) sont des nombres aléatoires vérifiant la
contrainte:

∫
û · û∗ dA(k) =

∫
(α · α∗ + β · β∗) dA(k) (1.73)

où le symbole ∗ indique le conjugué du vecteur ou scalaire considéré, A(k) est la surface
d’une sphère dont le rayon est k . Le spectre E(k) de la turbulence est une donnée et les
formes de α(k) et β(k) sont choisies telles que:





α(k) =

(
E(k)

4πk2

) 1

2

eiθ1 cos(φ)

β(k) =

(
E(k)

4πk2

) 1

2

eiθ2 sin(φ)

(1.74)

où θ1 , θ2 et φ sont des nombres aléatoires uniformément distribués dans l’intervalle
[0, 2π] .

Il suffit alors d’exprimer cette relation dans la base orthonormée (ei) . A cet effet, il
suffit de déterminer la base (e

′

i) en fonction de (ei) sachant que la troisième composante

de cette base e3 est
k

k
.

Ce qui conduit à:





e
′

1 =
1

(k2
1 + k2

2)
1

2

(k2 · e1 − k1 · e2)

e
′

2 =
1

k(k2
1 + k2

2)
1

2

(k1k3 · e1 + k2k3 · e2 − (k2
1 + k2

2) · e3)

(1.75)

Le champ û(k, t = 0) est alors:

û =
αkk2 + βk1k3

k(k2
1 + k2

2)
1

2

· e1 +
βk2k3 − αkk1

k(k2
1 + k2

2)
1

2

· e2 +
β(k2

1 + k2
2)

1

2

k
· e3 (1.76)

Ce champ ainsi construit ne possède pas de corrélations d’ordre 3. Il est homogène
et isotrope. Pour avoir un écoulement proche de la réalité, il est nécessaire de laisser
décrôıtre la turbulence isotrope ainsi générée pendant un certain temps, de sorte que
l’équilibre spectral (ou la cascade d’énergie) soit bien atteint. On peut alors utiliser ce
champ d’équilibre comme condition initiale pour des cas d’étude pratique.
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Génération d’une turbulence inhomogène

Nous avons choisi une situation où le transport par la turbulence joue un rôle prédominant:
la couche de mélange turbulente sans cisaillement. La couche de mélange sans cisaille-
ment est composée de deux turbulences distinctes, d’échelle et de niveaux turbulents
différents, sans gradient moyen (figure 1.4). Dans la thèse de Shao [24], la propriétée de
cette couche de mélange et sa différence avec la couche de mélange usuelle de cisaillement
sont détaillées.

La méthode de Rogallo [22] pour la génération d’une turbulence ne permet pas d’obtenir
une turbulence inhomogène. Pour avoir un champ turbulent spatialement inhomogène, il
faut donc combiner des champs homogènes de caractéristiques différentes, tout en respec-
tant la condition d’incompressibilité au voisinage de la frontière des deux champs (figure
1.5).

Pour aborder ce type de situation en simulation numérique, il est nécessaire de résoudre
les équation de la fluctuation turbulente dans un domaine de calcul, appelé ”boite de
turbulence”, comprenant deux champs quasi-homogènes situés côte à côte (la figure 1.4).
Ces deux champs présentent des niveaux d’énergie différents, et des échelles spatiales
différentes.

Figure 1.4: Génération le champ de vitesse initiale pour le cas d’inhomogénéité.

Une technique de génération de la condition initiale pour ce type de champ turbu-
lent est proposée dans la thèse de Shao [24]. Les champs sont obtenues en tronquant
deux champs initialement homogènes et en les juxtaposant côte à côte (la figure 1.5).
L’incompressibilité au voisinage de la frontière entre les deux champs est alors assurée en
annulant les composantes des modes de Fourier de la fluctuation de vitesse situés hors

des plans perpendiculaires aux vecteurs d’onde
−→
k . Il suffit alors de laisser la turbulence

ainsi créée évoluer librement.
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Figure 1.5: Génération d’une turbulence inhomogène sans cisaillement.

1.5.6 Forçage pour le maintien d’une turbulence statistique-

ment stationnaire

Afin d’obtenir une turbulence homogène isotrope et stationnaire, une méthode de
forçage dite déterministe est utilisée. Elle consiste à ”figer” le niveau d’énergie dans
une bande de nombre d’onde correspondant aux grandes échelles, par un réajustement à
chaque pas de temps. Les spectres d’énergie cinétique à différents instants sont tracés sur
la figure (1.6). On constate qu’avec un forçage extérieur en grandes échelles, le caractère
’statistiquement stationnaire’ de la turbulence est bien satisfait dans notre simulation
numérique.
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Figure 1.6: Le spectre d’énergie avec le forçage extérieur. DNS 2563 . Reλ = 94 .

On illustre des spectres d’énergie dans les cas de nombres de Reynolds différents sur
la figure (1.7).
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Figure 1.7: Le spectre d’énergie avec le forçage extérieur aux cas de nombres de Reynolds

différents.

1.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons exposé les problèmes et les questions que nous cherchons
à résoudre, ainsi que les méthodes et les techniques que nous avons utilisées:

- La turbulence sans vitesse moyenne générée dans une bôıte cubique avec les condi-
tions aux limites périodiques.

- Les équations de Navier-Stokes dans l’espace spectral.

- Les simulations numériques directes et les simulations numériques des grandes échelles.

- La description Eulérienne pour le champ de vitesse et la description Lagrangienne
pour les particules fluides.

- La méthode d’interpolation utilisée pour obtenir la vitesse Lagrangienne des partic-
ules fluides.
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Chapitre 2

Etude des quantités statistiques

importantes pour le mélange

turbulent

2.1 Introduction

On rappelle ici que l’objectif de ce travail est d’étudier la diffusion ou la disper-
sion Lagrangienne d’espèces dans une turbulence, par la simulation des grandes échelles.
Dans l’approche Lagrangienne de la diffusion ou dispersion, on sait que les temps de
décorrélation de vitesse ou de scalaire jouent un rôle crucial. Ces temps sont liés aux
quantités statistiques telles que les corrélations de vitesse Eulériennes et Lagrangiennes,
les échelles intégrales temporelles.

Ces quantités seront examinées en DNS et en LES. D’abord, nous allons donner les
définitions et les formulations de ces grandeurs caractéristiques. Après avoir discuté des
paramètres dans les simulations numériques, nous présentons les résultats obtenus en LES
et en DNS. Les résultats numériques seront comparés, quand c’est possible, aux résultas
issues des théories classiques de Inoue ( [25, 26]), de Kaneda ( [5, 27–29]) et de Yeung
( [19,30–33]). En comparant les résultats de DNS à ceux de LES, on espère faire ressortir
l’influence de la LES, c’est-à-dire, le manque de l’influence des fluctuations des petites
échelles de sous-maille sur ces grandeurs caractéristiques.

On étudiera les corrélations de vitesse Eulérienne et Lagrangienne, en un-point en deux
temps et en deux-points en deux-temps, et en différentes échelles. En suite, nous ferons une
comparaison des corrélations de vitesse dans des turbulences stationnaire et instationnaire.
A la fin, nous examinerons les relations entre les différentes échelles intégrales temporelles.

Nous nous limiterons à deux cas de turbulence homogène et isotrope: l’une est statis-
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tiquement stationnaire, l’autre est en décroissance.

2.2 Quantités statistiques

Nous donnons ici, les définitions de différentes corrélations et de différentes échelles,
spatiales et temporelles, Eulérienne et Lagrangienne.

2.2.1 Corrélations de vitesse

La corrélation de vitesse est définie sous la forme ci-dessous (Monin & Yaglom [13],
Oesterlé [34]):

Ruiuj
= 〈ui uj〉 (2.1)

où ui est la composante de la vitesse dans la direction i , et 〈 〉 signifie la moyenne
d’ensemble. On peut normaliser cette corrélation de vitesse par l’intensité de vitesse
correspondante, ce qui fournit le coefficient de corrélation:

Ruiuj
=

〈ui uj〉√
〈u2

i 〉 〈u2
j〉

(2.2)

Si la turbulence est homogène isotrope, 〈u2
i 〉 = 〈u2

j〉 , on peut donc écrire:

Ruiuj
=

〈ui uj〉
〈u2

i 〉
(2.3)

Corrélation en un-point et en deux-temps

En turbulence homogène isotrope, on ne considérera que les fonctions de corrélation
de vitesse Eulérienne et Lagrangienne dans la direction x .

• Eulérienne:

La fonction de corrélation Eulérienne en un-point (fixée dans l’écoulement dans l’espace
physique) et en deux-temps est définie par:

RE(t0, τ) =
〈u(t0)u(t0 + τ)〉√

〈u(t0)2〉
√
〈u(t0 + τ)2〉

(2.4)
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Ici u(t0) est la vitesse Eulérienne à l’instant initial t0 , u(t0 + τ) est la vitesse Eulérienne
(un même point) à l’instant t = t0 + τ , et τ est l’intervalle de temps.

Dans l’écoulement homogène isotrope statistiquement stationnaire, RE(t0, τ) ne dépend
que de l’intervalle de temps τ , et ne dépend plus du temps corrélation initial ( t0 ). On
peut donc simplifier en écrivant RE(τ) = RE(0, τ) , soit encore:

RE(τ) =
〈u(0)u(τ)〉√

〈u(0)2〉
√
〈u(τ)2〉

(2.5)

• Lagrangienne:

La corrélation de la vitesse Lagrangienne en un-point (position instantanée sur la
trajectoire de la particule fluide) et en deux-temps peut être écrite sous la forme:

RL(t0, τ) =
〈 v(t0) v(t0 + τ)〉√

〈v(t0)2〉
√
〈v(t0 + τ)2〉

(2.6)

où v(t0) est la vitesse Lagrangienne d’un élément fluide à l’instant initial t0 , v(t0+τ) est
la vitesse Lagrangienne sur la trajectoire de ce même élément fluide à l’instant t = t0 +τ .

Dans l’écoulement homogène isotrope stationnaire, comme RE(t0, τ) , RL(t0, τ) ne
dépend que de l’intervalle du temps τ . Comme dans le cas Eulérien, elle peut ainsi se
simplifier selon RL(τ) = RL(0, τ) , soit:

RL(τ) =
〈 v(0) v(τ)〉√

〈v(0)2〉
√
〈v(τ)2〉

(2.7)

Corrélation en deux-points en deux-temps

Dans ce paragraphe, on va définir la corrélation de vitesse, Eulérienne et Lagrangienne,
en deux-points et en deux-temps.

• Eulérienne:

Dans cette situation, ”deux points” représentent deux positions différentes fixées dans
l’écoulement turbulent.

RE(x0, t0; r, τ) =
〈u(x0, t0)u(x0 + r, t0 + τ)〉√

〈u(x0, t0)2〉
√
〈u(x0 + r, t0 + τ)2〉

(2.8)

Dans l’écoulement homogène isotrope stationnaire, RE(x0, t0; r, τ) ne dépend que de
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l’intervalle de temps τ et de la distance spatiale de deux points fixées r . On peut donc
noter simplement RE(r, τ) = RE(x0, t0; r, τ) = RE(0, 0; r, τ) , soit:

RE(r, τ) =
〈u(0, 0)u(r, τ)〉√

〈u(0, 0)2〉
√
〈u(r, τ)2〉

(2.9)

• Lagrangienne:

Dans ce cadre, ”deux points” signifient les deux positions différentes initiales sur deux
trajectoires.

RL(x0, t0; r, τ) =
〈 v(x0, t0) v(x0 + r; t0 + τ)〉√

〈v(x0, t0)2〉
√

〈v(x0 + r; t0 + τ)2〉
(2.10)

Dans l’écoulement homogène isotrope stationnaire, RL(x0, t0; r, τ) ne dépend que de
l’intervalle de temps et de la distance spatiale initiale entre les deux particules. Cette
corrélation ne dépend pas du temps initial t0 de lancer des particules, ni de la position
initiale x0 . On peut écrire RL(r, τ) = RL(x0, t0; r, τ) , soit:

RL(r, τ) =
〈 v(0, 0) v(r, τ)〉√

〈v(0, 0)2〉
√
〈v(r, τ)2〉

(2.11)

2.2.2 Echelles intégrales temporelles

Nous savons que les échelles intégrales temporelles ont une importance fondamentale
dans la modélisation statistique de la dispersion, du mélange turbulent de scalaire ou de
la réaction chimique entre différentes espèces. Dans ce paragraphe, on va définir quatre
échelles intégrales temporelles: Eulérienne, Lagrangienne, de retournement des grandes
échelles et caractéristique en détail de la turbulence. Dans la section suivante, on va
étudier en détail ces quatre temps et chercher les relations entre eux.

L’échelle intégrale temporelle Eulérienne

Après avoir intégré la courbe de corrélation temporelle de vitesse Eulérienne, nous
obtenons l’échelle intégrale temporelle Eulérienne:

TE =

∫ ∞

0

RE(τ) dτ (2.12)

55



2.3. CHOIX DES PARAMÈTRES DE CALCUL

L’échelle intégrale temporelle Lagrangienne

Comme l’échelle Eulérienne, on peut définir l’échelle intégrale temporelle Lagrangienne
par l’intégration de la corrélation de vitesse Lagrangienne:

TL =

∫ ∞

0

RL(τ) dτ (2.13)

L’échelle temporelle de retournement des grandes échelles

Cette échelle temporelle (eddy turn-over time en anglais) signifie le temps de retourne-
ment des grandes échelles, qu’il s’écrit sous la forme:

TΛ =
Λ

σu

(2.14)

où Λ est l’échelle intégrale de longueur ( Monin & Yaglom [13]), σu l’intensité des
fluctuations de vitesse.

L’échelle de temps caractéristique de la turbulence

Nous connaissons aussi un temps caractéristique de la turbulence qui est obtenu à par-
tir du déclin de l’énergie cinétique de la turbulence sous l’effet de la dissipation d’énergie,
il écrit:

T =
k

ǫ
(2.15)

2.3 Choix des paramètres de calcul

2.3.1 Choix de la densité et de la distribution des particules

initiales

La première question est de savoir combien de particules nous devons en même temps
lancer dans l’écoulement pour bien tracer la corrélation de vitesse Lagrangienne. Par
ailleurs, quelle est la nature de la distribution initiale des particules?

En fait, dans un écoulement homogène, pour avoir une statistique d’ensemble parfaite,
if faut lancer chaque fois une particule particulière à une position spatiale initiale différente
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et à un instant initial différent (figure (2.1)). Cependant, le coût en terme de simulation
numérique est trop lourd pour obtenir un résultat acceptable. On met plutôt partout, en
même temps, un grand nombre de particules dans le domaine d’écoulement. Nous avons
ainsi essayé de lancer respectivement des nombre de particules de 83 , de 163 et de 323 .

Figure 2.1: Lancement d’une particule à un instant différent et une position spatiale

différente.
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Figure 2.2: Corrélation de vitesse Lagrangienne pour les différents nombres de particules

lancées. Cas A2 , LES 643 . Modèle de Cui-Shao. (1 réalisation)

Sur la figure (2.2), nous traçons la moyenne de la corrélation de vitesse Lagrangienne
de toutes les particules dans le domaine. Nous avons constaté que le lissage de la courbe
est liée directement au nombre de particules suivies Np . La différence est importante.
Pour le cas où le nombre de particules est égale à 83 = 512 , les irrégularités de cette
courbe sont beaucoup plus fortes que pour les deux autres. Le nombre de particules n’est
ainsi pas suffisant pour obtenir une corrélation acceptable.

En outre, par rapport au cas de Np = 323 = 32768 , la courbe de Np = 163 = 4096
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n’est pas parfaitement lisse, mais elle est plus acceptable. On sait que si le nombre de
particule continue à augmenter, la courbe deviendra de plus en plus lisse. Néanmoins, plus
les particules sont nombreuses dans l’écoulement, plus la distance entre deux particules
est petite. Les particules se trouvant plus proches, la corrélation ou la similarité entre
leurs mouvements sont plus fortes, ce qui ne satisfait plus notre hypothèse d’indépendance
des particules. C’est la raison pour laquelle le nombre des particules lancées ne soit pas
être non plus trop grand.

Par ailleurs, on doit tenir compte des statistiques moyennes en temps. Sur les figures
(2.3), les réalisations 1 , 2 et 3 représentent respectivement trois réalisations indépendantes,
à trois périodes différentes, sans moyenne statistique. Les courbes moyennées sur 10
réalisations à différentes périodes sont tracées sur les mêmes figures. On constate que les
fluctuations d’énergie cinétique et du taux de dissipation sont importantes à des périodes
différentes. Après avoir fait la moyenne temporelle, l’énergie et la dissipation peuvent être
considérées comme deux constantes. Dans ce contexte, la recherche de la corrélation de
vitesse est alors plus fiable.
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Figure 2.3: Energie cinétique de la turbulence à différentes périodes. Cas A2 , LES 643 .

Modèle de Cui-Shao.

Il revient enfin des points suivants de la courbe de corrélation de vitesse Lagrangienne
(moyennes en 10 réalisations) de la figure (2.4):

1. Comme attendu, la courbe de Np = 83 n’est pas aussi lisse que les courbes
correspondant à Np = 163 et de Np = 323 car le nombre de particules n’est pas suffisant.

2. De plus, au niveau de la précision statistique, les cas Np = 163 et Np = 323 sont
au même niveau, car il n’y a pas de différence importante entre les deux courbes.

3. Si on augmente le nombre de particules d’un facteur 8 , le temps de calcul corre-
spondant augmentera presque 8 fois.

Donc, 10 fois le cas de 163 particules suivies suffisent pour obtenir des résultats
moyens acceptables.

58
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Figure 2.4: Corrélation de vitesse Lagrangienne pour les différents nombres de particules.

On fait la moyenne sur 10 à rélisations. Cas A2 , LES 643 . Modèle de Cui-Shao.

2.3.2 Choix du temps initial t = t0 pour suivre des particules

A l’instant t = t0 , on place les particules dans l’écoulement. A partir de ce moment
jusqu’au moment de t = t0 + τ , on suit chaque particule et on obtient sa position
et sa vitesse Lagrangienne. En même temps, on peut calculer les grandeurs comme la
corrélation de vitesse, le déplacement des particules, etc.

Un certain nombre de questions demeurent toujours posées: comment choisir le temps
initial t0 ? Quelle est l’influence de t0 sur les statistiques?

Comme la turbulence initiale est générée par un processus de Rogallo [22], le champ
de vitesse ne possède pas de transfert l’énergie entre les différentes échelles au début.
Nous devons donc attendre que la turbulence devienne statistiquement stationnaire, pour
commencer à lancer des particules fluides dans tout le domaine.

Les évolutions temporelles de l’énergie cinétique et la dissipation d’énergie pour une
turbulence homogène isotrope et stationnaire sont données sur la figure (2.5). Au début de
la génération d’écoulement, l’énergie cinétique et la dissipation de la turbulence décroissent
graduellement ( t ≤ 0.5 second).

Nous avons aussi tracé l’énergie dans l’espace spectral sur la figure (2.6). Il ressort que
l’énergie des grandes échelle est toujours stable grâce au forçage. Par contre, aux temps
courts ( t ≤ 0.5 s), l’énergie des petites échelles n’est pas stable. Toutefois, pour t ≥ 0.5 s,
la stabilité de l’énergie des petites échelles est rétablie.

On attend donc 0.5 second pour que l’énergie et la dissipation soient assez stables.
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Figure 2.5: L’énergie et la dissipation de la turbulence. Résultat de DNS 2563 , Cas A2 .
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Figure 2.6: Stabilité de l’énergie cinétique pour t ≥ 0.5s . Cas A2 , DNS 1283 .
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Cette turbulence est ensuite utilisée pour commencer à lancer les particules des fluides
et pour traiter le problème de suivi Lagrangien. On peut dire alors que la condition
d’obtention d’une turbulence homogène isotrope et stationnaire est bien satisfaite dans
notre simulation numérique ( t ≥ 0.5s ).

2.4 Corrélation de vitesse dans une turbulence ho-

mogène isotrope et stationnaire

2.4.1 Corrélation en un-point en deux-temps

Influence de l’intervalle de temps

Nous avons utilisé un intervalle de temps constant en DNS et LES défini par:

dt =
0.0128

N
(s) (2.16)

où N est le nombre de maille dans une direction. Par exemple, N = 64 pour la LES,
fournit dt = 0.0002(s) , qui est 5 fois plus petit que celui vient de la condition CFL.

Pour bien suivre des particules et faire des statistiques, il faut que l’intervalle de temps
soit assez petit. Nous avons comparé les corrélations dans deux conditions: un intervalle
de temps égale à dt et un intervalle égal à 2dt .

Nous avons tracé la fonction de corrélation de vitesse Lagrangienne sur les figures (2.7
et 2.8), la première pour le modèle de sous-maille de Chollet-Lesieur, et la deuxième pour
celui de Cui-Shao. La figure de gauche est pour un temps long, et la droite pour un
temps court. Cela montre qu’il y a des différences entre ces deux modèles de sous-maille.
Pour le modèle de Chollet-Lesieur, la différence apparâıt à partir du temps initial, et pour
le modèle de Cui-Shao, la différence commence après 2 échelles intégrales temporelles
Lagrangiennes TL .

Nous avons calculé le temps intégral Lagrangien TL dans tous les cas. La DNS (Reλ =
94 ) fournit TL = 0.129(s) . Les autres valeurs de TL obtenues par les LES sont affichées
dans le tableau (2.1). Pour le cas de l’intervalle de temps égale à 2dt , et avec n’importe que
modèle de sous-maille, l’échelle intégrale temporelle Lagrangienne est toujours supérieure
à celle de l’intervalle de temps égal à dt .
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Figure 2.7: Corrélation de vitesse Lagrangienne pour les différents intervalles de temps.

Cas A2 , LES 643 , modèle de Chollet-Lesieur.
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Figure 2.8: Corrélation de vitesse Lagrangienne pour les différents intervalles de temps.

Cas A2 , LES 643 , modèle de Cui-Shao.

TL (CH-L) TL (C-SH)
LES (dt) 0.181(s) 0.165(s)

LES (2 dt) 0.188(s) 0.175(s)

Tableau 2.1: Echelle intégrale temporelle Lagrangienne pour les différents d’intervalles de

temps. LES 643 , Cas A2 .
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Figure 2.9: Corrélation de la vitesse pour des cas de résolution numérique différents. Cas

A2 , modèle de Chollet-Lesieur. La figure de gauche concerne le point de vu Eulérien, et

celle de droite le point de vu Lagrangien.

Influence de la résolution numérique spatiale en LES

Sur la figure 2.9, nous présentons les corrélations Lagrangiennes en 2-temps, obtenues
par simulation directe et par simulation des grandes échelles. Nous constatons une
différence nette du comportement Eulérien et Lagrangien, pour des temps courts et long
des temps longs, entre la DNS et la LES. La différence s’accrôıt quand la résolution en LES
diminue. Cela montre qu’en LES les échelles temporelles intégrales augmentent quand la
résolution numérique diminue. Ce résultat est concordant avec une étude récente de He
et Rubinstein ( [35,36]).

En LES, la décroissance plus lente des corrélations peut s’expliquer par le fait qu’il
y a plus de petites échelles non-résolues quand la résolution diminue. Les actions des
échelles de sous-maille sont modélisées uniquement par une viscosité turbulente. Or les
petites échelles ont aussi une action chaotique et destructrice des cohérences spatiales
et temporelles des structures des grandes échelles. Une viscosité de sous-maille traduit
mal cette action destructrice des échelles de sous-maille. Dans l’approche Eulérienne de
dispersion ou de diffusion d’espèce, on emploie une diffusivité turbulente afin de combler
le manque des actions de petites échelles de vitesses.

Par contre, dans l’approche Lagrangienne, les particules fluides porteuses de concen-
tration d’espèces sont broyées uniquement par l’action du champ de vitesses des grandes
échelles. Le taux de mélange d’espèces étant conditionné par les échelles de temps des
vitesses du champ porteur, le manque de petites structures de vitesse pourrait impli-
quer un taux de mélange insuffisant. C’est pour cette raison que, nous introduirons au
prochain chapitre, une fluctuation de vitesse par un modèle stochastique pour l’approche
Lagrangienne de la dispersion turbulente.
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Influence des modèles de sous-maille

Dans ce paragraphe, on va comparer les deux modèles de sous-maille utilisés ici: le
modèle de Chollet-Lesieur [10, 12] qui est le plus classique dans l’espace spectral, et le
modèle de Cui-Shao [11], qui est développé récemment au laboratoire de mécanique des
fluides et d’acoustique de l’Ecole Centrale de Lyon et à l’Université de Tsinghua en chine.
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Figure 2.10: Comparaison les deux modèles de sous-maille. La figure de gauche concerne

la corrélation de vitesse Eulérienne, et celle de droite la corrélation Lagrangienne. Cas

A1 , LES 643 , Reλ = 65 .
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Figure 2.11: Comparaison les deux modèles de sous-maille. Cas A2 , LES 643 , Reλ = 94 .

Sur les figures (2.10, 2.11, 2.12), les corrélations de vitesse Eulérienne et Lagrangienne
sont tracées. Les nombres de Reynolds sont respectivement Reλ = 6 5, 94 et 135. Les
LES sont effectuées avec des maillages de 643 sans le modèle stochastique Lagrangien de
sous-maille. CH-L indique la simulation avec le modèle de Chollet-Lesieur [10], et C-SH
pour celui de Cui-Shao [11].
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Figure 2.12: Comparaison les deux modèles de sous-maille. Cas A3 , LES 643 , Reλ =

135 .

Deux constats peuvent être faits. D’une part, dans les trois cas de nombres de Reynolds
différents, la corrélation de vitesse Eulérienne obtenue avec le modèle de sous-maille de
Cui-Shao est plus proche du résultat de la DNS en temps long, par rapport à calcul
avec le modèle de Chollet-Lesieur. En revanche, en temps courts, il n’y a quasiment
pas de différences entre les deux modèles de sous-maille. Notons que dans le modèle de
Chollet-Lesieur, une prise en compte du nombre de Reynolds est employée tandis que le
modèle de Cui-Shao est développé uniquement pour un grand nombre de Reynolds. Pour
la corrélation de vitesse Lagrangienne, il n’y a pas de différence notable entre les deux
modèles de sous-maille.

Comparaison entre les corrélations Eulérienne et Lagrangienne

Nous avons tracé les corrélations de vitesse Eulérienne et Lagrangienne obtenues par
la DNS sur la même figure (2.13), et on peut considérer les résultats comme pouvant
servir de référence.

Il apparâıt à une grande différence entre les deux corrélations de vitesse Eulérienne
et Lagrangienne. Au temps court ( t ≤ 0.04s , c’est-à-dire t ≤ 0.3TL ), le déclin de
la corrélation de vitesse Lagrangienne est un peu plus lent que celui de la corrélation
Eulérienne. Mais par contre, aux temps longs ( 0.3TL ≤ t ≤ 4TL ), la décroissance de la
corrélation Lagrangienne est beaucoup plus rapide que celle da la corrélation Eulérienne.
Ces résultats sont en accord avec les résultats de Kaneda [5,27–29,37] et Yeung [19,30–33].
A partir de 4TL , les deux corrélations sont stables, mais la valeur Lagrangienne est près
de 0 , alors que la valeur Eulérienne est d’environ 0.05 .
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Figure 2.13: Corrélation de la vitesse Eulérienne et Lagrangienne en turbulence homogène

isotrope stationnaire. La figure de gauche concerne les temps longs, et celle de droite les

temps courts. Reλ = 94. TL = 0.129(s) . TE = 0.190(s) .

Comparaison entre la corrélation Lagrangienne simulée avec un modèle clas-

sique

Il existe un modèle de la fonction de corrélation Lagrangienne qui s’écrit (Inoue [25,
26]):

RL(τ) = e−τ/TL (2.17)
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Figure 2.14: Corrélation de la vitesse Lagrangienne en turbulence homogène isotrope

stationnaire. La figure de gauche concerne les temps longs, et celle de droite les temps

courts. Reλ = 94.
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Nous cherchons à analyser plus précisément les comportements de la corrélation RL .
Selon les analyses de Kaneda [5,27–29] et Hinze [14], la corrélation Lagrangienne de vitesse
présente deux comportements distincts pour les temps courts et pour les temps longs. On
a donc tracé, sur la figure (2.14), à gauche pour les temps longs et à droite pour les temps
courts, la corrélation de vitesse Lagrangienne obtenue par la DNS et la courbe modélisée
par la fonction exponentielle (équation 2.17).

A temps long, le modèle exponentiel est cohérent avec le résultat de simulation DNS.
Néanmoins, la figure de droite nous montre qu’il y a une grande différence pour la
corrélation temporelle de la vitesse Lagrangienne en temps court (intérieur de 0.5TL ). La

pente de la courbe exponentielle au début est − 1

TL

, alors que celle de la corrélation La-

grangienne est nulle en théorie (Gence [38]) ce que retrouve notre simulation numérique.
On peut dire, à temps court, que la corrélation Lagrangienne n’est pas cohérente avec cette
valeur modélisée par la fonction exponentielle. Pour la corrélation de vitesse Lagrangienne
à temps court, Kaneda [37] nous donne un autre modèle:

RL(τ) = e−
π
4

α2 τ2

(2.18)

Kaneda [37] a proposé une valeur de 0.7 ∼ 0.9 pour la constante α . Dans notre sim-
ulation numérique, la constante de Kolmogorov K0 est 1.52 pour un nombre de Reynolds
Reλ = 94 , et α est égale à 0.9. La comparaison entre ce modèle et notre simulation
numérique est montrée sur la figure (2.15).
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Figure 2.15: Corrélation de la vitesse Lagrangienne en turbulence homogène isotrope

stationnaire en temps court. Reλ = 94. T = Tλ . c = −π
4
α2 .

Nos résultats sont ainsi cohérents avec les analyses de Kaneda [27,28,37] et Hinze [14]
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pour les temps courts et les temps longs.

2.4.2 Corrélation en deux-points en deux-temps

Dans ce paragraphe, on analyse clairement la fonction de corrélation de vitesse, Eulérienne
et Lagrangienne, en deux-points et en deux-temps.

• Eulérienne:
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Figure 2.16: Corrélation de vitesse Eulérienne en deux-points en deux temps. Cas A2 ,

LES 643 , modèle de Chollet-Lesieur. M représente la taille de maille. 1M = 1△ =
L

N
,

où L est la longueur du domaine de simulation, et N nombre de maille dans une direction.

La figure de droite est normalisée par la valeur maximum dans la direction y et par le

temps intégral dans la direction x .

On note ici △ la taille de grille dans la simulation numérique, et △ =
L

N
, L étant

la longueur de la bôıte cubique, et N nombre de maille dans une direction. On a calculé
la corrélation de vitesse en deux-temps et en deux points fixés ( la distance entre eux est
1△ , 2△ ... jusqu’à 7△ ). Les courbes sont tracées sur les deux figures pour les différents
modèles de sous-maille: la figure (2.16) pour le modèle de Chollet-Lesieur et la figure
(2.17) pour modèle de Cui-Shao. Les figures de droite sont normalisées par les valeurs
maximums pour les corrélations et par les échelles intégrales temporelles Eulérienne TE

pour le temps.

On constate, d’abord, que pour les deux modèles de sous-maille, il n’y a pas de grande
différence dans les corrélations Eulériennes en deux-points en deux-temps. En outre,
on trouve que les valeurs initiales des corrélations de vitesse Eulérienne diminuent si la
distance entre les deux points augmente. La différence entre les courbes de corrélation
Eulérienne, pour deux points fixés, sont importantes pour les temps courts ( t ≤ 0.5s ).
Cependant, après 0.5s , toutes les courbes de corrélation sont quasi identiques, ce qui

68
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Figure 2.17: Corrélation de vitesse Eulérienne en deux-points en deux temps. Cas A2 ,

LES 643 , modèle de Cui-Shao.

montre que l’influence de la distance initiale différente disparâıt aux temps longs. Après
avoir été normalisées par le temps intégral dans la direction x et par les valeurs maximums
dans la direction y , toutes les courbes de corrélations ont la même forme. Nos résultats
concordent avec les résultats récents de He [35,36].

De plus, on a trouvé que, la corrélation de vitesse Eulérienne en ’deux points’ en deux
temps n’est pas négligeable quand la distance initiale entre ces ’deux points fixés’ est
inférieure à 7 mailles (figure 2.16, 2.17). C’est la raison pour laquelle la corrélation de
vitesse Eulérienne en un-point n’est pas nulle aux temps longs (figure 2.13). Ces résultats,
en comparant les résultats DNS et LES sont en accord avec les analyses de G.W. He & R.
Rubinstein [35] sur l’influence des modèles de sous-maille en LES sur les décorrélations en
deux temps. On propose alors de faire la moyenne pour la corrélation de vitesse Eulérienne
sur les points plus lointains (10 mailles par exemple).

• Lagrangienne:

On a tracé aussi les corrélations Lagrangiennes en deux-points et en deux temps. Il
ressort que, sur la figure (2.18, 2.19), quand la distance initiale des ’deux particules’ est
supérieure à la longueur de trois mailles, les corrélations de la vitesse entre ces ’deux partic-
ules’ sont faibles. Cela implique que toutes les particules dans la bôıte sont indépendantes,
et notre choix de la densité de particules ( 163 , la distance initiale entre les deux particules
est égale à 4 mailles de grille) pour le suivi Lagrangien dans la simulation LES de 643 est
raisonnable.

De plus, pour les deux modèles de sous-maille, les courbes de corrélation de vitesse
Lagrangienne sont confondues, après la normalisation. Après deux échelles intégrale tem-
porelle Lagrangienne TL , les corrélations sont voisines de zéro. Ces corrélations Lagrang-
iennes sont ainsi différentes de corrélations Eulériennes.
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Figure 2.18: Corrélation de vitesse Lagrangienne en deux points en deux temps. Cas A2 ,

LES 643 , modèle de Chollet-Lesieur. M représente la taille de maille de simulation.
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Figure 2.19: Corrélation de vitesse Lagrangienne en deux points en deux temps. Cas A2 ,

LES 643 , modèle de Cui-Shao.
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2.4.3 Corrélations entre des échelles spatiales différentes

Après avoir analysé, par la DNS pour Reλ = 94 , la corrélation de vitesse en deux
points différents, nous allons faire une analyse de la corrélation de vitesse Eulérienne pour
différentes échelles. D’abord, on filtre le champ de vitesse à chaque instant par la méthode
de ’narrow-band’ dans l’espace spectral (Comte-Bellot [39]).

˜̂u(ki, t) = û(k, t)Gnb(ki) (2.19)

où la fonction de filtrage de Comte-Bellot Gnb(ki) , ki nombre d’onde, est telle que :

Gnb(ki) =





1 si k ∈ (ki, ki + dk)

0 sinon.
(2.20)

La corrélation de vitesse temporelle Eulérienne pour différents nombres d’onde (autrement
dit pour différentes échelles) s’écrit:

RNB
E (ki, t0, τ) =

〈ũ(ki, t0)ũ(ki, t0 + τ)〉√
〈ũ(ki, t0)2〉

√
〈ũ(ki, t0 + τ)2〉

(2.21)

Dans l’espace spectral, on a:

ki =
2π

L
i

où L est la longueur de la bôıte, L = 32 cm, et i un nombre entier:

−N
2

≤ i ≤ N

2
− 1 (2.22)

où N est le nombre de mailles dans une direction,

Nous avons choisi 4 nombres d’onde (note ici K1 , K2 , K3 et K4 ) qui représentent
les échelles spatiales différentes pour rechercher les corrélations Eulériennes en différentes
échelles:
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Figure 2.20: Corrélation de vitesse Eulérienne par le filtre ’Narrow-Band’. Reλ = 94 .

On a tracé ces quatre corrélations de vitesse Eulérienne filtrées pour les différents
nombres d’onde sur la figure (2.20). La partie droite représente les temps courts. Ici,
’Total’ signifie la corrélation mettent en jeu toutes échelles, c’est-à-dire qui correspond à
aucun filtrage ’Narrow-Band’.

Pour k1 , le nombre d’onde le plus petit, l’échelle est la plus grande. La courbe de k1

représente la corrélation des grandes structures. La décroissance de la corrélation de k1

est très lente.

On voit aussi sur ces figures, avec l’augmentation du nombre d’onde k , c’est-à-dire
avec la diminution de l’échelle spatiale, que les corrélations de vitesse Eulérienne diminuent
plus vite. Pour k4 , le temps de décorrélation est vers 0.01 seconde.

Afin de mieux comprendre les corrélations et les temps pour différentes échelles, on doit
faire une normalisation. On a trouvé deux approches, utilisées par différents chercheurs,
pour déterminer le temps caractéristique pour différentes échelles.

72
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Méthode utilisée par He [35,36] et Squires [40].

Une relation classique entre l’échelle et le nombre d’onde dans l’espace spectral est:

∆i ∼
1

ki

(2.23)

Les échelles intégrales temporelles pour les nombres d’onde différentes peuvent ainsi
s’écrire:

Tki
=

1

σu ki

(2.24)

où σu est l’écart type de vitesse. Dans notre simulation numérique, σu = 17.8 (cm/s), et
on peut donc normaliser les corrélations Eulériennes en différentes échelles par les temps
Tki

, soit:

t∗ki
=

t

Tki

(2.25)

Nous avons calculé ces temps caractéristiques qui apparaissent dans le Tableau 2.2.

k1 = 0.393 Tk1
= 0.143(s)

k2 = 0.982 Tk2
= 0.0572(s)

k3 = 3.53 Tk3
= 0.0159(s)

k4 = 15.7 Tk4
= 0.003575(s)

Tableau 2.2: Echelles temporelles correspondant à des nombres d’onde différents.

Méthode utilisée par Comte-Bellot et Corrsin [39].

Comte-Bellot et Corrsin ont défini le temps caractéristique associé aux différentes
échelles (différents nombres d’ondes) en faisant intervenir quatre temps:

Tk =

[
1

TC(k)
+

1

TR(k)
+

1

TS(k)
+

1

TD(k)

]−1

(2.26)

Ici TC , TR , TS et TD représentent respectivement le temps de convection, de rotation,
de déformation et de diffusion. (Gotoh [41] utilise seulement le temps de déformation
pour l’échelle temporelle Lagrangienne.) Ils sont définis explicitement par:
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TC(k) =

[
k2

∫ k

0

E(p) dp

]− 1

2

(2.27)

TR(k) =

[ ∫ k

0

p2E(p) dp

]− 1

2

(2.28)

TS(k) =

[ ∫ k

0

p2E(p) dp

]− 1

2

(2.29)

TD(k) =

[
k4

∫ ∞

k

p−2E(p) dp

]− 1

2

(2.30)

où E(p) est le spectre d’énergie. Les temps caractéristiques apparaissent dans le Tableau
2.3.

k1 = 0.393 Tk1
= 0.078(s)

k2 = 0.982 Tk2
= 0.021(s)

k3 = 3.53 Tk3
= 0.0065(s)

k4 = 15.7 Tk4
= 0.0021(s)

Tableau 2.3: Echelles temporelles correspondant à des nombres d’onde différents.

On constate alors que les échelles intégrales temporelles par la méthode de Comte-
Bellot sont environ la moitié de ceux proposés par He et Squires. Cette différence n’a
pas d’influence sur la normalisation. Nous avons donc choisi la méthode citée dans les
travaux de He [35,36] et de Squires [40].

Sur la figure (2.21), on a tracé les corrélations Eulériennes pour les différentes échelles
après normalisation du temps par les temps caractéristiques. Il ressort que les courbes
correspondant aux petites échelles (grandes nombres d’ondes) de k3 et k4 sont voisines.
Nous avons comparé notre résultat avec le travail de Squires [40] (figure 2.22). Pour
les nombre d’ondes k ≥ 7 , toutes les corrélations Eulériennes en différentes échelles se
superposent sur une même courbe après la normalisation.

2.5 Corrélation de vitesse dans un écoulement non-

stationnaire

Dans ce paragraphe, on considère une turbulence homogène isotrope et décroissante.
On va étudier l’influence du choix de temps initial t0 pour la corrélation de vitesse dans
un écoulement non-stationnaire et faire une comparaison avec le cas stationnaire.
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Figure 2.21: Corrélation de vitesse Eulérienne par le filtre ’Narrow-Band’ et normalisée

par l’échelle temporelle. Reλ = 94 .

Figure 2.22: Corrélation de vitesse Eulérienne obtenue par la DNS de Squires. Reλ = 43 .

Nombre d’onde: k = 2 + 5n , et n = 1, 2, ...11.
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Figure 2.23: Décroissance de l’énergie cinétique pour une turbulence non-stationnaire.

Reλ = 65 .

Sur la figure (2.23), est tracée l’évolution temporelle de l’énergie cinétique turbulente,
dont le déclin suit bien une loi en puissance:

k(t) = k(0) t−n (2.31)

L’exposant n est égal à −1.3 , qui est très proche du résultat de l’expérience de
Comte-Bellot [23,39].

Les spectres d’énergie cinétique turbulente, pour différents instants correspondants
aux différentes section de mesure dans l’expérience de Comte-Bellot, sont tracés sur la
figure (2.24). Les spectres d’énergie pour un nombre de Reynolds Reλ = 94 sont tracés
sur la figure (2.25). Les résultats de simulation sont obtenus par LES avec un maillage
en 643 et par DNS en 1283 . Nous pouvons constater que les résultats de simulation se
comparent bien avec l’expérience pour un maillage grossier ( 643 ), ainsi notre simulation
numérique a bien reproduit une turbulence décroissante réelle.

2.5.1 Influence du temps initial sur les corrélations de vitesse

dans une turbulence non-stationnaire

Sur la figure (2.26), on a tracé l’énergie cinétique d’une écoulement turbulent ho-
mogène isotrope statistiquement non-stationnaire. Les questions qui se posent sont alors
les suivantes: à moment lance-t-on les particules pour le suivi Lagrangien? Est-ce qu’il y
a une influence du temps initial sur la corrélation?
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Figure 2.24: Comparaison le spectre d’énergie dans une turbulence homogène en

décroissance. Modèle de Chollet-Lesieur. Reλ = 65 .

10
−1

10
0

10
1

10
2

k (cm
−1

)

10
−4

10
−2

10
0

10
2

10
4

E
(k

)

t=0(s)
t=0.32(s)
t=0.57(s)
t=0.91(s)
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décroissance. Résultats de DNS 2563 . Reλ = 94 .
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0 0.5 1 1.5 2
t(s)

0

200

400

600

800

E
ne

rg
ie

Figure 2.26: Evolution d’énergie cinétique dans une turbulence homogène isotrope et

statistiquement non-stationnaire. Reλ = 94 .
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Figure 2.27: Corrélation de vitesse pour la turbulence homogène isotrope non-stationnaire.

Résultat de LES avec le modèle de sous-maille de Cui-Shao. Reλ = 94 .
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La figure (2.27) montre l’influence de la condition initiale sur les corrélations de
vitesse Eulérienne et Lagrangienne. La figure de gauche concerne la corrélation de vitesse
Eulérienne et celle de droite la corrélation Lagrangienne. Nous avons choisi deux temps
initiaux différents pour étudier leur influence.

Dans le cas t0 = 0.1 (s), les particules sont lâchées dès le début de la génération de la
turbulence. Dans l’autre cas où t0 = 0.3 (s), les particules sont lâchées après un temps
de retournement initial. On voit que les deux courbes, Eulériennes ou Lagrangiennes,
s’écartent rapidement. Ce qui montre que l’instant initial t0 , où on lâche les particules,
joue un rôle dans la corrélation de vitesse.

2.5.2 Comparaison entre les corrélations de vitesse obtenues

dans une turbulence stationnaire et dans une turbulence

non-stationnaire
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Figure 2.28: Energie cinétique pour les turbulences stationnaire et non-stationnaire. LES

643 , Reλ = 94 .

Sur la figure (2.28), nous avons tracé l’évolution de l’énergie cinétique pour une turbu-
lence homogène isotrope et statistiquement stationnaire avec un forçage extérieur, et pour
une turbulence décroissante sans le forçage extérieur, après t0 = 0.5 (s). Les résultats des
corrélations de vitesse présentés ci-après, correspondent au temps t0 = 0.5(s) pour le cas
non-stationnaire.

Nous avons comparé la corrélation de vitesse Lagrangienne pour la turbulence sta-
tionnaire et non-stationnaire pour les calcul en DNS (figure 2.29). Nous avons tracé aussi
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Figure 2.29: Corrélation de vitesse Lagrangienne pour des turbulences homogènes

isotropes stationnaire et non-stationnaire. Résultat de DNS. Reλ = 94 .

les corrélations de vitesse Eulérienne et Lagrangienne pour les calcul en LES (figure 2.30,
2.31).
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Figure 2.30: Corrélation de vitesse pour la turbulence homogène isotrope stationnaire et

non-stationnaire. Résultat de LES avec le modèle de sous-maille de Cui-Shao. Reλ = 94 .

Nous trouvons que la corrélation de vitesse dans la turbulence statistiquement station-
naire décrôıt plus vite que dans la turbulence non-stationnaire. Cela reflète le fait que dans
la turbulence en décroissance, les échelles intégrales en temps et en espace augmentent
progressivement.
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Figure 2.31: Corrélation de vitesse pour la turbulence homogène isotrope stationnaire et

non-stationnaire. Résultat de LES avec le modèle de sous-maille de Cui-Shao. Reλ = 65 .

2.6 Echelles intégrales temporelles dans une turbu-

lence stationnaire

Sur la figure (2.32), on trace l’évolution des échelles intégrales temporelles Eulérienne
(à gauche) et Lagrangienne (à droite) dans une turbulence homogène isotrope et statis-
tiquement stationnaire. On trouve que l’échelle de temps Lagrangienne devient constante
après 0.5 seconde, et par contre, que l’échelle de temps Eulérienne augmente constam-
ment. Par rapport au modèle de sous-maille de Chollet-Lesieur, l’échelle intégrale tem-
porelle Lagrangienne en temps long issue du modèle de sous-maille de Cui-Shao est plus
proche de celle de la DNS.
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Figure 2.32: Echelle intégrale temporelle. La figure de gauche concerne le temps Eulérien,

et celle de droite le temps Lagrangien. Cas A2 , LES 643 .
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Relation entre les échelles intégrales temporelles différentes

Nous avons affiché les quatre échelles intégrales temporelles, définies au début de ce
chapitre, sur les tableaux (2.4,2.5,2.6).

DNS LES (CH-L) LES (C-SH)
TE 0.250 0.374 0.313
TL 0.129 0.163 0.163
TΛ 0.204 0.219 0.217
T 0.457 0.440 0.441

Tableau 2.4: Les échelles intégrales temporelles. Reλ = 65 .

DNS LES (CH-L) LES (C-SH)
TE 0.243 0.314 0.319
TL 0.121 0.156 0.154
TΛ 0.190 0.210 0.208
T 0.460 0.434 0.437

Tableau 2.5: Les échelles intégrales temporelles. Reλ = 94 .

DNS LES (CH-L) LES (C-SH)
TE 0.272 0.377 0.354
TL 0.126 0.161 0.164
TΛ 0.178 0.211 0.209
T 0.462 0.428 0.423

Tableau 2.6: Les échelles intégrales temporelles. Reλ = 135 .

Yeung [31] donne une relation entre l’échelle de temps Lagrangienne TL et l’échelle de
temps des gros tourbillons TΛ basée sur les résultats des simulations DNS (Reλ = 38 ∼
135 ):

TL

TΛ

= 0.72 (2.32)

On donne la valeur de ce rapport obtenue dans notre simulation numérique dans le
tableau (2.7).

On constate que les échelles de temps intégrales obtenues en LES sont plus grandes
qu’en DNS, en concordance avec les constatations faites sur les corrélations de vitesses au
paragraphe 2.4.1. Son influence dans la diffusion ou dispersion Lagrangienne sera claire-
ment mise en lumière dans le chapitre où l’on simule deux cas de dispersion Lagrangienne
d’un scalaire, dans une turbulence homogène et dans une turbulence inhomogène.

82
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DNS LES (CH-L) LES (C-SH)
Reλ = 65 0.632 0.744 0.745
Reλ = 94 0.637 0.743 0.740
Reλ = 135 0.708 0.763 0.785

Tableau 2.7: Rapport entre l’échelle de temps Lagrangienne et l’échelle temporelle des

gros tourbillons.

2.7 Conclusion

Nous avons d’abord développé une technique précise, fondée sur une interpolation
avec des polynômes de Lagrange de degré 7 , de suivi des particules dans un écoulement
turbulent. Ensuite nous avons effectué une série de simulations numériques directes et
de simulations des grandes échelles. Les situations physiques concernent le cas de la
turbulence homogène en décroissance et le cas de la turbulence maintenue statistiquement
stationnaire.

Nous avons jusqu’à présent caractérisé systématiquement les grandeurs importantes
pour la diffusion de scalaire et le mélange turbulent avec ou sans réactions chimiques telles
que les corrélations de vitesse Eulérienne et Lagrangienne, les échelles intégrales tem-
porelles associées aux différentes tailles de structures turbulentes en des points différents
et en des temps différents dans le cadre d’une turbulence homogène isotrope, par la sim-
ulation directe et par la simulation des grandes échelles. Nous avons constaté que:

- Le champ de vitesse est bien simulé par la DNS et la LES compte tenu d’une com-
paraison avec les résultats de l’expérience (Comte-Bellot [23,39]).

- Les corrélations de vitesse obtenues en DNS sont en bon accord avec l’analyse
théorique (Kaneda [5, 27–29] et Hinze [14]) .

- En LES, différents modèles de sous-maille, Chollet & Lesieur [10,12] et Cui & Shao
[11], donnent les corrélations de vitesses quasi identiques.

- La corrélation de vitesse Eulérienne n’est pas identique à la corrélation Lagrangienne,
pour des temps courts et des temps longs.

- Les relations entre les échelles intégrales temporelles sont cohérentes avec les résultats
antérieurs (Yeung [19,31,32,42]).

- Il y a des différences importantes sur les corrélations de vitesse et sur les échelles de
temps intégrales, entre la simulation DNS et la LES. En LES, ces différences vont per-
turber de manière significative, la dispersion ou diffusion Lagrangienne d’espèces, comme
nous verrons dans le dernier chapitre de cette thèse.
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2.7. CONCLUSION

Le temps de calcul

Pour avoir une bonne statistique, dans le cas de la turbulence stationnaire, les résultats
sont moyennés en temps, sur des intervalles suffisamment grands. Ce qui induit un coût
de calcul assez élevé. Sur la machine vectorielle de l’IDRIS, les simulations directes du
cas de la turbulence forcée ont été réalisées, en utilisant un maillage comportant 2563

points pour Reλ = 94 et 135 . Sur le calculateur Mercure de LMFA, la DNS correspond
à 1283 points pour le cas Reλ = 65 . De plus, plusieurs simulations des grandes échelles
sont effectuées avec des maillages plus petits ( 323 et 643 ).

Les temps de calcul sont affichés sur le tableau (2.8).

Champ de vitesse Nombre des particules Calculateur Temps de calcul (Heure)
LES 643 163 × 10 Mercure de LMFA 50

DNS 1283 163 × 10 Mercure de LMFA 600
DNS 2563 163 × 10 NEC-SX5 d’IDRIS 500

Tableau 2.8: Temps de calcul.
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Chapitre 3

Modèle stochastique de Langevin

3.1 Introduction

Nous avons rappelé que l’approche Lagrangienne est naturelle et plus adaptée pour
traiter les problèmes de dispersion et de diffusion d’un scalaire et de mélange turbulent.
Dans ce travail, la méthode Lagrangienne est adoptée pour permettre d’observer les tra-
jectoires des particules fluides (ensembles de molécules), et mieux connâıtre le processus
de mélange turbulent ou de dispersion de scalaire dans un écoulement turbulent.

Nous avons vu dans le chapitre précédent que les champs de vitesse Lagrangienne,
interpolés à l’aide des champs Eulérien obtenus en simulation des grandes échelles, ont
des corrélations des vitesses spatio-temporelles surestimées. A cause de l’absence des
fluctuations de vitesse de sous-maille dans une LES, seule l’action dissipative des petits
tourbillons est modélisé à travers une viscosité turbulente. Mais les petites structures
jouent aussi un rôle important dans la destruction des cohérences spatiales et temporelles
des gros tourbillons. On peut déjà anticiper que, dans le cas de la dispersion Lagrangienne,
le manque de vitesse Lagrangienne de sous-maille induise une dispersion insuffisante. Il
se pose alors la question de reconstituer le plus fidèlement possible les actions du champ
de vitesse Lagrangienne dans une LES.

Le manque d’effet de ”destruction de cohérence” sur le champ Eulérien peut être par-
tiellement comblé dans une LES, lorsqu’un modèle de sous-maille de type ”backscatter
stochastique”, est utilisé en complément d’un modèle à viscosité turbulente, comme l’a re-
marqué J.P Bertoglio en 1986 [43]. Rappelons que les modèles de sous-maille ”backscatter
stochastique” introduisent une force aléatoire ayant un certain temps de mémoire.

Par analogie avec la modélisation stochastique classique pour la dispersion turbulente,
dans le cadre de modélisation statistique de la turbulence, nous allons reconstituer les
vitesses Lagrangiennes de sous-maille, à l’aide d’un modèle stochastique de type Langevin.
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3.2. LE MOUVEMENT BROWNIEN

Nous allons d’abord rappeler l’équation classique de Langevin, et décrire quelques
applications en modélisation stochastique de la turbulente. Ensuite nous introduiront
une modélisation stochastique pour le champ de vitesse Lagrangienne de sous-maille.

3.2 Le mouvement brownien

On peut écrire les équations qui contrôlent le mouvement d’une particule:





dX(X0, t)

dt
= v(X0, t)

X(t0) = X0

(3.1)

où x(x0, t) est la position de particule à l’instant t , qui vient de sa position initiale x0

à l’instant initial t0 ; v(x0, t) est la vitesse de cette particule qui se trouve à la position
x(t) à l’instant t .

Nous allons raisonner en analogie avec le modèle de déplacement microscopique d’une
molécule suivant la théorie du mouvement brownien. Lorsqu’une particule de taille micro-
scopique (suffisamment grande pour être suivie au microscope mais suffisamment petite
pour avoir une trajectoire sensible au choc de chaque molécule) est mise dans un fluide,
elle bouge très irrégulièrement. On ne peut pas décrire exactement ce mouvement. C’est-
à-dire que l’on ne connâıt pas exactement la position et la vitesse de la particule à l’instant
t . Il faudrait connâıtre le déplacement de chaque molécule, les caractéristiques exactes
des chocs moléculaires, les conditions initiales et les conditions aux limites du domaine
d’étude; il faudrait en quelque sorte un arrêt sur image au niveau moléculaire. Mais cette
trajectoire est aussi chaotique que l’agitation moléculaire et on peut espérer avoir 1010

collisions par seconde dans un gaz dans des conditions normales de température et de
pression. Il est donc impossible de connâıtre exactement la trajectoire réelle d’une par-
ticule immergée dans un écoulement. Les outils statistiques sont alors nécessaires pour
caractériser quelques propriétés de sa trajectoire afin de la modéliser.

3.3 Introduction de l’équation de Langevin

Wiener [44] a construit un processus stochastique pour représenter la position d’une
particule soumise au mouvement brownien. Langevin [45] a conçu un modèle en ten-
ant compte des effets d’inertie des particules. Pour simplifier, on le considère sur une
dimension. L’équation générale du mouvement d’une particule est donnée par la loi de
Newton:
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m
dv

dt
= −mµv + f(t) (3.2)

où m est la masse de particule, et v la vitesse Lagrangienne. Cette équation est appelée
aussi Equation de Langevin, et f(t) est aléatoire et suit une loi de probabilité gaussienne.

Nous pouvons voir que, dans l’équation (3.2), le mouvement de la particule est dominé
par deux forces caractérisant toutes les deux l’effet du fluide sur la particule. L’un est
la force de frottement visqueux −mµv , caractérisée par le coefficient de frottement, et
l’autre la force fluctuante f(t) , qui représente les impacts incessants des molécules du
fluide sur cette particule dont l’effet moyen est représenté par le frottement. La force
fluctuante est supposée indépendante de la vitesse de la particule, elle est donc une force
extérieure, appelée force de Langevin.

C’est le premier exemple d’une équation différentielle stochastique. La force de frotte-
ment et la force fluctuante représentent deux conséquences du même phénomène physique,
les collisions de la particule avec les molécules du fluide.

La plupart des modèles utilisés supposent que la position de la particule fluide évolue
de façon markovienne, c’est-à-dire que la position future ne dépend que de son état présent
et non de ses états antérieurs. Les variations de la vitesse à deux instants successifs sont
alors décorrélées, et cela suppose que le temps intégral de l’accélération Ta est beaucoup
plus petit que le temps intégral Tv de la vitesse:

Ta ≪ Tv

Monin et Yaglom [13] montrent que le rapport entre les deux échelles de temps est
une fonction du nombre de Reynolds:

Ta = Re
−1/2
L Tv (3.3)

La condition Ta ≪ Tv n’est ainsi vérifiée que pour un nombre de Reynolds assez
grand.

3.4 Rappel sur l’équation de Langevin classique

On considère des sources Si lâchant des particules fluides. On fait l’hypothèse que
chaque particule suivie est constituée d’un ensemble indissociable de n molécules. Ceci
revient à supprimer l’effet de la diffusivité moléculaire. Ces particules sont injectées de
façon passive, c’est-à-dire sans rajout de quantité de mouvement. On observe le mouve-
ment de toutes les particules en même temps, et en suite, on fait une statistique (moyenne
d’ensemble) sur ces particules.
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Afin de déterminer les coefficients intervenant dans l’équation de Langevin (3.2), on
va se positionner dans le cas le plus simple: une turbulence homogène isotrope et statis-
tiquement stationnaire sans vitesse moyenne.





ui(x, y, z, t) = 〈ui(x, y, z, t) 〉 + u
′

i(x, y, z, t)

〈ui(x, y, z, t) 〉 = 0
(3.4)

où l’on a fait la décomposition du champ de vitesse de particule ui en sa moyenne 〈ui 〉
et sa fluctuation u

′

i .

Par analogie avec les travaux de Langevin, on développe une méthode pour rechercher
les variations de vitesse des particules avec le temps. Cette approche caractérisant la
trajectoire aléatoire d’une particule dans un écoulement turbulent est issue d’une analo-
gie avec le modèle de déplacement microscopique d’une molécule suivant la théorie du
mouvement brownien. On peut écrire une équation de Langevin classique sous la forme:





dvi(t|X0, t0)

dt
= avi(t|X0, t0) + fi

〈fi〉 = 0

(3.5)

On considère qu’il y a deux forces qui contrôlent le mouvement de la particule, l’un
est la force d’amortissement qui est proportionnelle à la vitesse de la particule, l’autre est
la force aléatoire qui est nulle en moyenne. La difficulté est de comprendre cette force
aléatoire.

3.5 Modèle stochastique à une particule en turbu-

lence homogène isotrope

3.5.1 Approche discrète

On suppose dans ce paragraphe que la turbulence est homogène, isotrope et statis-
tiquement stationnaire. On se limite ici à l’analyse du cas idéal de la dispersion turbulente
tridimensionnelle. Dans la suite, les variables Eulériennes seront indicées par la lettre E

et les variables Lagrangiennes par la lettre L .

La particule issue de la source sera convectée par le champ fluctuant dans les trois
directions. Elle sera déterminée par sa position Xi(t|X0, t0) et sa vitesse vi(t|X0, t0) . On
s’intéresse dès lors à la détermination du modèle qui va nous donner le champ fluctuant.
Dans un écoulement où le nombre de Reynolds est suffisamment grand, on pourra faire
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l’hypothèse que le processus aléatoire donnant la position et la vitesse (Xi, vi) de la
particule fluide des petites échelles dans l’espace des phases est markovien.

La turbulence étant supposée homogène isotrope et statistiquement stationnaire, le
champ Lagrangien de vitesse turbulente v vérifie les hypothèses suivantes:

- (H1) vL(t|X0, t0) est une fonction aléatoire gaussienne,

- (H2) 〈 v2
L(t|X0, t0) 〉 = σ2

L est constante,

- (H3) TL est constante.

On a introduit l’échelle intégrale temporelle Lagrangienne de la vitesse TL issue de la
fonction de corrélation temporelle Lagrangienne de la vitesse RL(t) . L’hypothèse (H1)
est vérifiée expérimentalement; les autres sont des conséquences directes des hypothèses
d’homogénéité et de stationnarité de la turbulence.

Lumley [46] a montré qu’en turbulence homogène isotrope statistiquement station-
naire, les écarts types des fluctuations des champs de vitesse Lagrangien et Eulérien
étaient égaux. Nous pouvons écrire:

σE = σL = σ (3.6)

On peut écrire encore l’égalité résultat de l’isotropie:

σu = σv = σw = σ (3.7)

En retenant dans un premier temps que les trois hypothèses (H1, H2 et H3), il vient
les propositions: α , β , γ suivantes:

• α . Le processus a la même structure locale qu’un processus à incrémentation
indépendantes. Le processus markovien (Xi, vi ) (Taylor [47]) peut alors être décrit par
l’équation de Langevin sous forme discrétisée:

vn+1
i = a vn

i + b ξn+1 (3.8)

où vn
i est la vitesse de la particule Lagrangienne à l’instant n∆t , vn+1

i sa vitesse à
l’instant (n + 1)∆t , et {ξn} un ensemble de variables aléatoires suivant la loi normale,
sont tells que:

〈 ξn 〉 = 0 (3.9)

〈 (ξn)2 〉 = 1 (3.10)
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〈 ξn ξm 〉 = δnm (3.11)

En fait, dans l’équation de Langevin sous forme discrète, on écrit la vitesse de la
particule Lagrangienne vn+1 sous la forme d’une somme d’une partie linéaire déterministe
a vn (qui conservera la gaussiennité) et d’un processus de Wiener b ξn+1 où les ξn sont
des variables aléatoires suivant la loi normale, non corrélée entre elles (l’effet de mémoire
a déjà été introduit dans la partie déterministe).

Il reste deux paramètres a et b à déterminer.

• β . En multipliant l’équation (3.8) par vn+p et en moyennant cette nouvelle égalité,
on obtient :

〈vn+1
i vn+p

i 〉 = a 〈vn
i v

n+p
i 〉 = ... = ap+1 〈(vn

i )2〉 (3.12)

soit, en utilisant hypothèse (H2) :

〈vn
i v

n+p
i 〉 = ap σ2

v

En sommant ces termes sur p , on trouve, compte tenu de l’hypothèse H3, la valeur
de a :

a = 1 − ∆t

TL

où ∆t est l’intervalle de temps, TL l’échelle de temps intégral Lagrangienne et σv l’écart
type des fluctuations de vitesse de particule marquée (Lamb [48]). Dans ce qui suit, on
va s’intéresse au choix de ces paramètres.

• γ . Si maintenant on élève l’équation (3.8) au carré et l’on moyenne cette nouvelle
expression, on obtient:

b2 = (1 − a2)σ2
v

soit:

b = σv

√
∆t

TL

(
2 − ∆t

TL

)

La formulation discrète du système final d’équations donnant la position de la particule
s’écrit alors:
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



Xn+1
i =

vn
i + vn+1

i

2
∆t

vn+1
i =

(
1 − ∆t

TL

)
vn

i + σv

√
∆t

TL

(
2 − ∆t

TL

)
ξn+1

(3.13)

En faisant tendre ∆t vers 0, on trouve l’équivalence continue de ce modèle discret,
ce qui est une vérification de la consistance du schéma discret par rapport au problème
continu:





dXi

dt
= vi

dvi = − vi

TL

dt + σvi

√
2

TL

lim
∆t→0

ξn+1

√
∆t

∆t

(3.14)

On trouve dans la littérature que:

d ξ(t) = lim
∆t→0

ξn+1

√
∆t

∆t

est une variable aléatoire suivant une loi gaussienne centrée, telle que:

〈 d ξ(t) d ξ(t′) 〉 = δ(t− t
′

) dt

au sens des distributions. L’évolution de la vitesse est alors donnée par l’équation:

dvi = − vi

TL

dt + σvi

√
2

TL

dξ (3.15)

On trouve bien, moyennant les hypothèses (H1), (H2) et (H3), que l’évolution de la
vitesse Lagrangienne est régie par une équation de Langevin.

3.5.2 Equation de Fokker-Planck

Afin de vérifier que le modèle stochastique Lagrangien à une particule et une échelle de
temps est bien cohérent avec l’approche Eulérienne classique donnant l’équation d’évolution
de la concentration moyenne, il est intéressant de revenir sur le passage de l’un à l’autre.
Pour ce faire, il faut trouver une équation d’évolution de la fonction de distribution de
probabilité (d.d.p.) Lagrangienne à l’aide des informations que nous possédons sur la
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variable aléatoire modélisant la position du point, représentant la position et la vitesse de
la particule fluide dans l’espace des phases (X,v) .

Pope [49] décrit les méthodes de d.d.p. pour calculer les propriétés de la turbu-
lence dans les écoulements réactifs. Nous présentons ici l’équation de Fokker-Planck pour
obtenir une description statistique de la couple ”position-vitesse” Lagrangienne d’une
particule.

On peut définir le vecteur position instantanée du point dans l’espace des phases par:

x̃ = (Xi, vi) i = 1, 2, 3 (3.16)

où xi et vi sont respectivement la position et la vitesse de particule fluide.

Si on pose PL(x̃; t|x̃0; t0) pour la d.d.p. Lagrangienne associée à l’événement consistant
en ce que le point se trouve en x̃ à l’instant t sachant qu’il était initialement en x̃0 ,
il est possible de démontrer que cette fonction satisfait l’équation de Fokker-Planck si la
vitesse de ce point est régie par une évolution Markovienne (Gence [38], Michelot [50]):

∂PL

∂t
(x̃; t) = −∂(Di(x̃; t)PL)

∂x̃i

+
1

2

∂2(Dij(x̃; t)PL)

∂x̃i∂x̃j

(3.17)

i = 1, 2; j = 1, 2

où x̃i est la composante i de x̃ dans l’espace des phases.

Nous présentons ici une variable aléatoire ξi(t) = fi(x̃) qui suit un processus de
Markov. Les équations Lagrangiennes couplées aux variables aléatoires ξi(t) peuvent
s’exprimer par:





dξi
dt

= hi(x̃, t) + gij(x̃, t) ηj(t)

〈 ηi(t
′

) ηj(t
′′

)〉 = δijδ(t
′ − t

′′

)

(3.18)

On trouve alors pour équation (3.15) les tenseurs Di(x̃; t) et Dij(x̃; t) associés à
l’équation de Fokker-Planck (3.17) (voir les détails dans la thèse de Michelot [50]), soit:





hi(x̃, t) = − vi

TL

gij(x̃, t) = σv

√
2

TL

δij

(3.19)
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3.5.3 L’équation de Langevin en forme continue

Considérons une équation différentielle stochastique sur la vitesse de la forme:

dui = ai(Xi, ui, t) dt+ bi(Xi, ui, t) dζi (3.20)

où ζi est une incrémentation gaussienne centrée de variance dt .

Le critère de mélange parfait, à savoir qu’une espèce A mélangée de façon homogène
à un instant doit le rester, permet d’affirmer que la fonction de densité de distribution des
particules marquées dans l’espace des phases PL(x̃; t) et la fonction de densité de distri-
bution des particules fluides PE(x̃; t) vérifient la même équation d’évolution (l’équation
de Fokker-Planck 3.17).

En outre, Thomson [17,51] montre que b doit vérifier

b2i = C0 ǫ (3.21)

où C0 est la constante de Kolmogorov et ǫ la moyenne d’ensemble du taux de dissipation
de l’énergie cinétique turbulente. Cette égalité est nécessaire pour que le modèle soit
cohérent avec la théorie de la zone inertielle développée par Kolmogorov.

Dans le cas d’une turbulence homogène isotrope statistiquement stationnaire, les par-
ticules se déplacent conformément à cette approche indépendamment les unes des autres.
Ce modèle sera ainsi appelé modèle à une particule, et le système d’équation sera donc:





dvi = −C0 ǫ

2σvi

vi dt+
√
C0 ǫ dζ

dXi

dt
= vi

(3.22)

On retrouve bien l’équation de Langevin pour la vitesse.

3.5.4 Le modèle de TL et le paramètre C0

Dans l’équation de Langevin, il faut faire attention à l’échelle intégrale temporelle
Lagrangienne TL . Ce paramètre est très important pour bien prévoir le mouvement des
particules. La définition de ce paramètre est:

TL =

∫ ∞

0

RL(t) dt (3.23)
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On ne peut pas obtenir cette valeur par intégration de la fonction de corrélation
Lagrangienne pendant la simulation numérique, surtout pour le temps court. Il faut
toutefois modéliser ce paramètre important pour résoudre l’équation de Langevin. Dans
le chapitre 5 , on va montrer que ce paramètre joue encore un rôle important dans le
mélange turbulent et la dispersion d’un scalaire.

En effet, pour une turbulence homogène isotrope et statistiquement stationnaire, on
a un modèle classique pour ce temps Lagrangien:

TL =
2σ2

v

C0 ǫ
(3.24)

où C0 est une constante, σv l’écart type de vitesse, et ǫ la moyenne d’ensemble du taux
de dissipation de l’énergie cinétique turbulente.

La constante C0 varie en fait de 2.0 à 10.0 selon des travaux différents. Par exemple:
C0 = 2.0 ∼ 3.0 dans la thèse de Michelot [50]; Sawford [52], en utilisant les résultats
des simulations numériques de Yeung [33], trouve que C0 doit être égale à 7; Monin
& Yaglom [13] proposent une valeur de 2.1; Yeung utilise C0 est égale à 6.5 dans son
étude [31]. Une comparaison menée par Du [53] entre les courbes de dispersion verticale
d’une source ponctuelle dans une turbulence de grille obtenues par le modèle à deux
échelles de temps de Sawford [52] et des mesures expérimentales conduit à préférer une
valeur de 3.0 ± 0.5 . Il trouve qu’il y a une influence du nombre de Reynolds Reλ sur
cette constante C0 .

De plus, Sawford [54] a proposé une formule pour modifier ce paramètre:

C0 =
C̃0

1 + 1.75 C̃0
2
Re−1.64

λ

(3.25)

où C̃0 = 6.0 .

deux vérifications de C0

Nous reviendrons sur le problème posé par cette ’constante’ car, si c’est l’unique
paramètre du modèle stochastique à une particule et une échelle de temps, sa valeur
exacte en est d’autant plus importante pour la justesse des résultats statistiques obtenus
par simulation numérique. Nous avons vérifié la valeur de cette constante par deux ap-
proches:

1. On peut déterminer cette constante C0 par les résultats statistiques de la simulation
DNS.

C0 =
2σ2

u

TL ǫ
=

4

3TL

k

ǫ
(3.26)
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Dans les trois tableaux ci-dessous (Tableau 3.1, 3.2 et 3.3), on montre les valeurs
caractéristiques de l’énergie cinétique et la dissipation. L’échelle intégrale temporelle vient
de l’intégration de la fonction de corrélation de vitesse Lagrangienne (équation 3.23) en
DNS.

Reλ = 65 k ǫ TL C0

DNS 1283 430 940 0.133 4.59

Tableau 3.1: calcul le paramètre C0 . Reλ = 65 .

Reλ = 94 k ǫ TL C0

DNS 2563 460 1000 0.129 4.75

Tableau 3.2: calcul le paramètre C0 . Reλ = 94 .

Reλ = 135 k ǫ TL C0

DNS 2563 480 1040 0.134 4.59

Tableau 3.3: calcul le paramètre C0 . Reλ = 135

2. On peut aussi déterminer C0 par la fonction de structure Lagrangienne aux temps
courts.

On utilise la fonction de structure temporelle Lagrangienne qui peut par ailleurs être
écrite: (Monin et Yaglom [13]):

DL
ij(t0, τ) = 〈(vi(t0 + τ) − vi(τ))

2〉 (3.27)

où t0 est le temps initial, τ l’intervalle de temps, et vi la vitesse de la particule Lagrang-
ienne.

En effet, pour un intervalle de temps τ tel que
1

τ
soit une fréquence située dans la

zone inertielle, la fonction de structure temporelle Lagrangienne est égale à (Monin et
Yaglom [13], Sawford [54]):

DL
ij(τ) = C0 ǫ(τ) δij tη ≤ τ ≤ TL (3.28)

où tη et TL sont respectivement l’échelle de temps de Kolmogorov et l’échelle intégrale
temporelle Lagrangienne.

Dans les figures (3.1, 3.2, 3.3), on peut voir clairement que le modèle (Equation 3.28)
décrit convenablement la fonction de structure Lagrangienne aux temps courts avec la
constante C0 valeur 3.6 ∼ 4.3 , qui est proche des résultats de DNS. Dans la suite, on
fixe cette constante C0 à une valeur de 4.5 dans le modèle donnant l’échelle de temps
Lagrangienne TL (Equation 3.57).
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Figure 3.1: La fonction de structure Lagrangienne aux temps courts. Reλ = 65 .
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Figure 3.2: La fonction de structure Lagrangienne aux temps courts. Reλ = 94 .
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Figure 3.3: La fonction de structure Lagrangienne aux temps courts. Reλ = 135 .

3.5.5 Effets de non-stationnarité de la turbulence

Pour la turbulence homogène isotrope non-stationnaire, Thomson propose un terme
d’évolution de la variance de la vitesse dans l’expression du paramètre ai intervenant dans
la partie déterministe du modèle stochastique à une particule et une échelle de temps. Il
écrit:

ai(t) = − 1

TLi
(t)

+
1

2σv2

i
(t)

dσv2

i
(t)

dt
(3.29)

où TLi
est modélisée par

2σv2

i
(t)

C0ǫ
.

Le système d’équation d’évolution de la vitesse peut alors s’écrire sous la forme:





dXi = vi dt

dvi =

(
− 1

TLi
(t)

+
1

2σv2

i
(t)

dσv2

i
(t)

dt

)
vi dt+

√
C0ǫ dζi

(3.30)

Dans la turbulence homogène isotrope, il n’y a pas de direction privilégiée, on a donc:

σv1
= σv2

= σv3
=

√
2

3
k (3.31)
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où k est l’énergie cinétique turbulente, k =
1

2
〈uiui〉 . En outre, l’échelle de temps

Lagrangienne est identique pour chaque composante de la vitesse des particules, et sont:

TL =
4

3

k

C0ǫ
(3.32)

On peut ainsi exprimer l’équation (3.30) en termes d’énergie cinétique turbulente k
et de taux de dissipation de l’énergie ǫ :





dXi = vi dt

dvi =

(
1

2k

dk

dt
− 3C0ǫ

4k

)
vi dt+

√
C0ǫ dζi

(3.33)

3.6 Modèle stochastique en turbulence inhomogène

3.6.1 Etat de l’art avant 1987

Avant la présentation par Thomson [51] d’une étude générale rigoureuse du modèle
à une particule et une échelle de temps, les formulations stochastiques Lagrangiennes en
turbulence inhomogène se sont principalement inspirées du modèle obtenu en turbulence
homogène isotrope statistiquement stationnaire, et se sont limitées à des écoulements
statistiquement stationnaires. On présente ici les différentes voies proposées avant 1987.

• Extension au cas inhomogène en rendant TL et σu fonctions de la position dans le
modèle obtenu en turbulence homogène isotrope statistiquement stationnaire: Hall [55],
Reid [56], et Durbin [57]

un+1
i =

(
1 − △t

TL

)
un

i + σui

√
2
△t
TL

χn+1 (3.34)

avec χn variable gaussienne de variance △t .

• Extension au cas inhomogène en rendant TL et σu fonctions de la position dans
le modèle obtenu en turbulence homogène isotrope statistiquement stationnaire et en y
rajoutant des termes déterministes:

Suite au travail de Wilson [58], Legg [59] montrent à partir des équations de Navier-
Stokes que, si l’on souhaite tenir compte des variations verticales de σw dans le cas d’une
couche limite, il faut incorporer directement dans le modèle un terme déterministe où
intervient explicitement le gradient de la variance de la vitesse.
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• Extension au cas inhomogène en rendant TL et σu fonctions de la position dans
le modèle obtenu en turbulence homogène isotrope statistiquement stationnaire et en
couplant les déplacements dans les différentes directions:

Ley [60], [61] propose, dans le cas d’une couche limite, une formulation stochastique
bidimensionnelles suivant les directions (x’x) et (z’z). La partie aléatoire de l’équation
donnant la vitesse longitudinale est corrélée à la partie aléatoire portant sur la vitesse ver-
ticale, et l’échelle de temps intégrale est fonction de la côté. Compte tenue des variations
de σw avec z , ils arrivent à la même conclusion de Legg [59].

• Extension au cas inhomogène en supposant que la variable aléatoire, intervenant
dans l’équation stochastique dévolution de la vitesse, suit une loi gaussienne centrée de
variance △t :

Van Dop [62] propose un modèle dans le cas d’une couche limite où la forme de la
partie aléatoire est supposée connue. Il montre, en étudiant 〈w〉 et 〈w2〉 proche de la
source, que pour des temps petits, l’équation de Langevin donnant l’évolution de la vitesse
doit s’écrire:

dw =

(
− w

τL(z, t)
+ a(z, t)

)
dt+ b(z, t) dζ(t) (3.35)

3.6.2 Modèle de Thomson (1987)

Aucune hypothèse n’est faite ici sur la nature de la turbulence. Par conséquent, aucune
direction n’est privilégiée et la formulation est donc tridimensionnelle.

Le nombre de Reynolds sera toutefois suffisamment grand pour pouvoir faire l’hypothèse
que le processus aléatoire donnant la position (X,v) du point dans l’espace des phases
est markovien.

On suppose de plus que:

• X et v sont des fonctions continues du temps avec

dX

dt
= v (3.36)

• le processus a la même structure locale qu’un processus à incrémentations indépendantes.

ce processus peut alors être décrit par le système d’équations stochastiques:




dXi = vi dt

dvi = ai(X,v, t)dt+ bij(X,v, t)dζj

(3.37)
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où le vecteur a et le tenseur b sont fonctions de X , v et t , et les incrémentations dζj
suivent une loi gaussienne centrée de variance dt et vérifient

〈 dζi dζj〉 = δij(t) dt (3.38)

La suite de raisonnement de Thomson s’appuie sur le critère simple du mélange parfait,
à savoir qu’un mélange initialement homogène doit le rester. Il est important de noter
que ce critère ne fait aucune hypothèse sur la turbulence, en particulier concernant la
stationnarité.

Choix des paramètres a et b

Pour déterminer b , on considère la fonction de structure Lagrangienne:

Dij = 〈 (ui(t+ τ) − ui(t))(uj(t+ τ) − uj(t))〉 (3.39)

Pour τ tel que 1
τ

soit une fréquence située dans la zone inertielle, on sait que:

Dij = δij C0 ǫ τ (3.40)

où C0 est la constante de Kolmogorov et ǫ la moyenne d’ensemble du taux de dissipation
de l’énergie cinétique turbulente.

L’équation différentielle

dvi = ai(X,v, t)dt+ bij(X,v, t)dζj (3.41)

issue de (3.37) conduit pour le modèle à:

Dmodel
ij = 2 〈Bij〉 +O(τ 2) (3.42)

où B et le tenseur
1

2
btb .

Or le modèle de fonction de structure Lagrangienne Dmodel
ij est égal à la forme prise

par la fonction de structure exacte dans la zone inertielle. Il doit donc y avoir égalité
entre (3.40) et (3.42), ce qui conduit à:

2 〈Bij〉 = δij C0 ǫ (3.43)

Thomson conclut qu’en l’absence de données ou d’une théorie permettant d’obtenir la
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fonction B , on prendra le modèle le plus simple possible. On choisit ainsi pour b :

bij = δij
√
C0 ǫ (3.44)

Pour le paramètre ai , il vient:

ai =
3vi

2k

(
1

3

dk

dt
− C0 ǫ

2

)
(3.45)

où k est l’énergie cinétique turbulente, et k =
1

2
uiui .

Le système d’équations pour la vitesse et la position dans une turbulence inhomogène
décrit ainsi:





dXi = vi dt

dvi =
3vi

2k

(
1

3

dk

dt
− C0ǫ

2

)
dt+

√
C0ǫ dζi

(3.46)

3.6.3 Modèles différents

Pour le champ inhomogène, il n’a y pas de modèle dominant. Plusieurs modèles sont
proposés par différents auteurs.

1. Iiopoulos [63] a utilisé une formulation modifiée de la dissipation d’énergie turbu-
lente ǫ̃ pour un écoulement inhomogène.

ǫ̃ =


∂ui

∂xj

∂ui

∂xj

− 2

(
∂
√
k

∂xj

)2

 (3.47)

où l’inhomogénéité est dans la direction j .

2. Oesterlé [34] nous propose plusieurs modèles pour l’échelle temporelle Lagrangienne
TL dans le cas inhomogène, par exemple:

TL
ij = CL

〈ui uj 〉
ǫ

(3.48)

TL
ij = CL

〈u2
i 〉 + 〈u2

j 〉
2 ǫ

(3.49)
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où la constante CL est égale à 0.2 ∼ 0.24 .

3.7 Application du modèle stochastique aux vitesses

de sous-maille

A la lumière des précédentes modélisations stochastiques d’un champ turbulent, ad-
mettant que le champ de vitesse de sous-maille est un processus de Markov, nous allons
appliquer cette méthode pour modéliser le champ Lagrangien des vitesses de sous-maille.

D’abord, on va présenter une relation entre la vitesse Lagrangienne d’une particule
vi(t|X0, t0) et la vitesse Eulérienne ui(X(t|X0, t0), t) , qui est la valeur instantanée dans
un écoulement turbulent, et est solution de l’équation de Navier-Stokes.

Le raisonnement de Van Dop [62] consiste à rappeler qu’au temps initial t0 et à la
position initiale xi0 de l’endroit où se situe la particule, il y a une égalité exacte entre la
vitesse Eulérienne et la vitesse Lagrangienne et le même pour les accélérations:

vi(t0) = ui(xi0, t0) (3.50)

(
dvi

dt

)

t0

=

(
dui

dt

)

(xi0,t0)

(3.51)

vi(t|X0, t0) = ui(X(t|X0, t0), t) (3.52)

En LES, on filtre le champ de vitesse en séparant les échelles spatiales:

ui(x, y, z, t) = u<
i (x, y, z, t) + u>

i (x, y, z, t) (3.53)

On peut aussi séparer la vitesse des particules Lagrangienne, comme en description
Eulérienne, en deux parties: celle des grandes échelles et celle des petites échelles:

vi(t|X0, t0) = v<
i (t|X0, t0) + v>

i (t|X0, t0) (3.54)

On fait l’hypothèse que les deux champs de vitesses des grandes échelles, Eulérien et
Lagrangien, sont les mêmes, soit:

v<
i (t|X0, t0) = u<

i (X(t|X0, t0), t) (3.55)
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La vitesse Lagrangienne des petites échelles v>
i (t|X0, t0) doit être déterminée. On

va appliquer les équations de Langevin et le modèle à une particule aux fluctuations de
vitesse des petites échelles.

3.7.1 Formulation du modèle

Selon les équations de Langevin en formulation discrète, on peut écrire le mouvement
et la vitesse des petites échelles des particules sous la forme:





X>
i

n+1
=
v>

i
n + v>

i
n+1

2
∆t

v>
i

n+1
=

(
1 − ∆t

T>
L

)
v>

i
n

+ σv>

√
∆t

T>
L

(
2 − ∆t

T>
L

)
ξn+1

(3.56)

où v>
i

n et v>
i

n+1 sont respectivement la vitesse de particule Lagrangienne des petites
échelles à l’instant n∆t et à l’instant prochain (n+1)∆t . L’échelle de temps Lagrangienne
de sous-maille est donnée par:

T>
L =

2σ2
v>

C0 ǫ>
(3.57)

où σ>
u est l’écart type de vitesse des petites échelles, et ǫ> la dissipation réalisée dans la

zone des petites échelles.

3.7.2 Détermination des grandeurs de sous-maille

Energie moyenne des petites échelles Esg

Evaluation globale dans l’espace spectral

Pour déterminer le paramètre σv> , on peut d’abord calculer l’énergie résiduelle de
sous-maille Esg (en anglais, c’est subgrid energy). Naturellement, dans la simulation des
grandes échelles, l’énergie totale peut être décomposée en deux parties: l’une pour les
grandes échelles, et l’autre pour les petites ( figure 3.4).

Etotale = Egrande + Esg (3.58)

Selon la loi de Kolmogorov de 1941 ( Lesieur [15]), le spectre de l’énergie cinétique
d’une turbulence homogène isotrope à grand nombre de Reynolds, décrôıt en suivant une
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Figure 3.4: Décomposition d’énergie cinétique de la turbulence.

loi de k−5/3 jusqu’à la fin. On peut écrire celui-ci sous la forme:

E(k) = Ck ǫ
2/3 k−5/3 (3.59)

On peut alors approximer l’énergie résiduelle de sous-maille sous la forme:

Esg =

∫ ∞

kc

Ck ǫ
2/3 k−5/3dk (3.60)

Esg =
3

2
E(kc) kc (3.61)

où kc est le nombre d’onde de coupure.

En réalité, dans la zone des plus petites échelles, le spectre décrôıt plus vite que la pente
en −5/3 ( figure 3.5). On a en fait approximé le calcul jusqu’à l’échelle de Kolmogorov
en écrivant:

Esg =

∫ kη

kc

Ck ǫ
2/3 k−5/3dk (3.62)

où kη est le nombre d’onde de Kolmogorov, et η l’échelle de Kolmogorov :
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Figure 3.5: Représentation des zones d’interaction entre échelles résolues et échelles sous-

maille.

kη =
π

η
(3.63)

Enfin, on dispose de l’énergie de sous-maille, qui est une valeur statistique moyenne
dans tous les domaines:

Esg =
3

2
[E(kc) kc − E(kη) kη]

=
3

2
Ck ǫ (k

−2/3
c − k−2/3

η )

(3.64)

On rappelle que l’énergie de sous-maille Esg évaluée de cette façon est une valeur
moyenne statistique uniforme dans tout le domaine physique. Elle est adaptée à des
méthodes numériques spectrales.

Evaluation locale de l’énergie de sous-maille dans l’espace physique

Dans la pratique, les LES sont souvent réalisées dans l’espace physique. Nous ne
disposons pas en général d’informations spectrales. De plus, dans le but d’utiliser une
information locale, c.à.d dépendant de la position spatiale, nous employons une méthode
d’évaluation de l’énergie de sous-maille, indépendante du modèle de sous-maille utilisé
pour la résolution du champ Eulérien en LES. Une équation de transport de l’énergie de
sous-maille est alors utilisée.

Une équation dynamique pour l’énergie cinétique de sous-maille Esg peut décrire:
(Sagaut [8]):
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∂Esg

∂t
+
∂(u<

j Esg)

∂xj

= −τijS<
ij − C1

(Esg)
3/2

△ + C2
∂

∂xj

(
△
√
Esg

∂Esg

∂xj

)
+ ν

∂2Esg

∂xj∂xj

(3.65)

où C1 = 1.0 et C2 = 0.1 sont deux constantes positives pour l’écoulement homogène
isotrope (Yoshizawa [64], Horiuti [65] et Deardorff [66]). u<

j est la composante de la
vitesse associée aux grandes échelles. Dans ce travail, la taille de filtre est telle que
△x = △y = △z = △ , où

△ =
L

N

L est la longueur de bôıte et N le nombre de discrétisation dans une direction.

Le tenseur de sous-maille τij prend la forme:

τij = (uiuj)
< − u<

i u
<
j (3.66)

Un modèle de calcul de τij s’écrit:

τij = −2νtS
<
ij (3.67)

Le tenseur des déformations locales pour les grandes échelles, S<
ij , est de la forme:

S<
ij =

1

2

(
∂u<

i

∂xj

+
∂u<

j

∂xi

)
(3.68)

Les différents termes dans l’équation (3.65) représentent respectivement: l’évolution
de l’énergie de sous-maille en temps; l’advection par les modes résolus; la production
par les modes résolus; la dissipation turbulente; la diffusion turbulente et la dissipation
visqueuse.

On utilise le schéma de Runge-Kutta en l’ordre 2 en temps, et dans l’espace spectral
pour la partie spatiale.

Deardorff [67] a développé un autre modèle pour résoudre l’équation d’évolution de
l’énergie de sous-maille en 1980 . Nous avons comparé les deux modèles. La différence des
résultats obtenus par les deux méthodes est négligeable. Dans la suite, l’équation (3.65)
est retenues pour l’évaluation de l’énergie de sous-maille dans toutes les simulations en
LES.
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Dissipation d’énergie dans le domaine des petites échelles

La dissipation de l’énergie de sous-maille est proposée par le modèle ci-dessous (Dear-
dorff [67], Sagaut [8]):

ǫ> = Cǫ
Esg

3

2

∆
(3.69)

où Esm est l’énergie de sous-maille. La constante Cǫ , pour le cas d’une turbulence
homogène, est telle que Cǫ = 0.7 dans l’étude de Deardorff [67], et Cǫ = 1.0 dans la
recherche de Sagaut [8]. Dans ce travail, on utilise le paramètre de Sagaut, c’est-à-dire

Cǫ = 1.0 dans la suite. ∆ est la taille de maille, ∆ =
L

N
, L est la longueur de la bôıte,

et N est le nombre de maille dans une direction.

Puisque Esg =
3

2
σ2

v> , la dissipation de sous-maille est donc ainsi:

ǫ> = Cǫ

(
3

2
σ2

v>

)3/2

∆

= 1.84
σ3

v>

∆

(3.70)

3.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté:

- Le mouvement des particules des fluides et l’équation de Langevin.

- Le modèle stochastique de l’équation de Langevin à une particule et à une échelle de
temps.

- Le modèle d’échelle intégrale temporelle Lagrangienne TL et la détermination de la
constante C0 .

- L’application du modèle stochastique à l’échelle de sous-maille, la modélisation
stochastique du champ Lagrangien de vitesse de sous-maille, et le choix des paramètres.

107



Chapitre 4

LES couplée avec le modèle

stochastique Lagrangien de

sous-maille

Nous avons présenté dans le chapitre précédent le modèle stochastique Lagrangien de
sous-maille, et le choix des paramètres. Dans ce chapitre, nous utiliserons la Simulation
des Grandes Echelles pour simuler les champs de vitesse Eulérienne. Le champ Lagrang-
ien complet est ensuite reconstitué avec le modèle stochastique de sous-maille. Nous
comparerons les résultats avec la Simulation Numérique Directe. Nous caractériserons
l’influence de ce modèle stochastique Lagrangien en LES, à partir des grandeurs car-
actéristiques de la turbulence telles que:

• La corrélation de la vitesse en un-point en deux-temps.

• L’échelle intégrale temporelle.

• La fonction de structure Lagrangienne à temps court.

• Le déplacement moyen et la dispersion des particules.

4.1 Conditions de Calcul

Pour analyser l’influence du modèle stochastique Lagrangien de sous-maille, nous nous
plaçons dans les mêmes situations physiques que celles du chapitre 2. Nous avons réalisé
les simulations LES dans un écoulement homogène isotrope statistiquement stationnaire,
ainsi que dans un écoulement homogène isotrope instationnaire. Les résultats sont ensuite
comparés à ceux de DNS.
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CHAPITRE 4. LES COUPLÉE AVEC LE MODÈLE STOCHASTIQUE LAGRANGIEN DE SOUS-MAILLE

4.2 Influence du modèle de sous-maille sur les corrélations

de la vitesse en un-point et en deux-temps

On discute ici des corrélations de la vitesse Lagrangienne en un-point en deux-temps.
L’importance de cette quantité sur le mélange Lagrangien a été discutée auparavant dans
le chapitre 2.

4.2.1 Cas de turbulence homogène isotrope et statistiquement

stationnaire

A l’instant t = t0 , à cause de la méthode de création du champ turbulent initial qui
utilise les phases aléatoires, le transfert d’énergie entre différentes échelles n’est pas établi.
Afin d’écarter toute l’influence liée à la condition initiale de simulation, nous avons choisi
une turbulence statistiquement stationnaire par une action de forces dans les grandes
échelles.

Influence de l’évaluation du temps Lagrangien du modèle stochastique La-

grangien de sous-maille

Nous comparons le modèle stochastique Lagrangien de sous-maille avec deux approches
pour le calcul du temps caractéristique Lagrangien: l’approche locale (dynamique) et
l’approche où TL est statistiquement moyenné.

• Approche dynamique

Pour chaque particule, on utilise le temps Lagrangien lié à sa position spatiale instan-
tanée.

T>
L (x, y, z) =

4

3C0

k>(x, y, z)

ǫ>(x, y, z)
(4.1)

où k>(x, y, z) et ǫ>(x, y, z) sont l’énergie cinétique autour de la particule et la dissipation
locale des petites échelles.

• Approche où TL est statistiquement moyenné

Dans ce cas, on a la même valeur de l’échelle intégrale temporelle Lagrangienne pour
toutes les particules, dans tout l’espace.

T>
L =

4

3C0

〈 k> 〉
〈 ǫ> 〉 (4.2)
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Figure 4.1: Corrélation de la vitesse Lagrangienne. La figure de droite concerne les temps

courts. Cas A2 , LES 643 , modèle de sous-maille de Chollet-Lesieur. Reλ = 94 .

Sur la figure 4.1, les résultats de corrélation de vitesse Lagrangienne sont tracés pour
quatre simulations : DNS, LES sans le modèle Lagrangien de sous-maille, LES avec
le modèle stochastique Lagrangien de sous-maille avec deux méthodes d’évaluation du
temps caractéristique (T>

L ). Le modèle de sous-maille utilisé pour la résolution du champ
Eulérien est celui de Chollet-Lesieur.

En premier lieu, il apparâıt que la corrélation de vitesse Lagrangienne obtenue en LES,
est plus proche de celle de DNS, quand le modèle stochastique Lagrangien de sous-maille
est employé. L’apport du modèle Lagrangien de sous-maille est claire et net aux temps
courts (pour t/TL < 2 ). Notons aussi que l’utilisation de deux méthodes, ’dynamique’ ou
’statistiquement moyenné’, pour calculer le temps caractéristique du modèle Lagrangien
de sous-maille, T>

L , donne peu de différence sur le résultat. Le modèle de sous-maille
utilisé pour la résolution Eulérienne est celui de Chollet-Lesieur.
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Figure 4.2: Corrélation de la vitesse Lagrangienne. La figure de droite concerne les temps

courts. Cas A2 , LES 643 , modèle de sous-maille de Cui-Shao. Reλ = 94 .

110
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Quand le modèle de sous-maille de Cui-Shao est employé pour la résolution Eulérienne
en LES, l’amélioration du résultat avec le modèle Lagrangien de sous-maille est aussi
manifesté sur la figure (4.2). Par contre, il y a une différence entre l’utilisation du temps
’dynamique’ ou du temps ’statistiquement moyenné’. Le résultat avec l’emploi du temps
’dynamique’ est plus proche du résultat de DNS.

Dans la suite, on ne considère que le temps ’dynamique’ du modèle stochastique La-
grangien de sous-maille, pour les deux modèles de sous-maille, celui de Chollet-Lesieur et
celui de Cui-Shao.

Apport du modèle de sous-maille stochastique Lagrangien

Dans ce paragraphe, on va comparer l’apport de la modélisation stochastique Lagrang-
ienne de sous-maille, sur les corrélations de vitesse Lagrangienne. Les résultats de DNS
servent de référence pour examiner les résultats de LES. La turbulence homogène isotrope
et statistiquement stationnaire sera retenue.

Sur les figures (4.3, 4.4, 4.5, 4.6, 4.7, 4.8), nous avons tracé la corrélation de vitesse
Lagrangienne pour trois nombres de Reynolds Reλ = 65 , 94, 135, avec le modèle de
sous-maille de Chollet-Lesieur et celui de Cui-Shao. Les LES sont effectuées en maillages
643 . Les figures de gauche sont pour les temps longs, et celle de droite pour les temps
courts.
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Figure 4.3: Corrélation de vitesse Lagrangienne. La figure de gauche concerne les temps

longs, et celle de droite les temps courts. Cas A1 , LES 643 , modèle de Chollet-Lesieur.

Reλ = 65 .

Nous constatons qu’il y a une amélioration importante en ajoutant le modèle stochas-
tique Lagrangien de sous-maille. Les corrélations de vitesse Lagrangienne en deux-temps
obtenues avec la prise en compte des fluctuations de sous-maille par le modèle stochastique
sont plus proches du résultat de la DNS dans les trois cas avec des nombres de Reynolds
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Figure 4.4: Corrélation de vitesse Lagrangienne. Modèle de Cui-Shao. Reλ = 65 .
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Figure 4.5: Corrélation de vitesse Lagrangienne. Modèle de Chollet-Lesieur. Reλ = 94 .
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Figure 4.6: Corrélation de vitesse Lagrangienne. Modèle de Cui-Shao. Reλ = 94 .
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Figure 4.7: Corrélation de vitesse Lagrangienne. Modèle de Chollet-Lesieur. Reλ = 135 .

0 2 4 6 8 10
t/TL

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

R
uu

(t
/T

L)

DNS
LES
LES + Sto.

0 0.5 1 1.5 2
t/TL

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

R
uu

(t
/T

L)

DNS
LES
LES + Sto.

Figure 4.8: Corrélation de vitesse Lagrangienne. Modèle de Cui-Shao. Reλ = 135 .
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différents. A temps court t ≤ 2TL , cette amélioration est très significative quand on
compare au résultat de DNS.

Influence de la résolution numérique en LES

Dans ce paragraphe, on analyse et on compare l’influence du modèle stochastique
Lagrangien de sous-maille sur la corrélation de vitesse Lagrangienne pour des résolutions
numériques spatiales différentes.

Dans un premier temps, on présente les résultats de LES effectués avec un maillage
comportant 323 et les comparaisons avec les résultats de DNS. Les courbes de corrélation
de vitesse Lagrangienne sont tracées sur les figures (4.9, 4.10, 4.11) pour les trois nombres
de Reynolds considérés.
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Figure 4.9: Corrélation de vitesse Lagrangienne. La figure de gauche concerne le modèle

de sous-maille de Chollet-Lesieur, et celle de droite le modèle de Cui-Shao. Reλ = 65 .

Nous avons trouvé que, en LES avec un maillage de 323 , l’influence du modèle stochas-
tique de sous-maille sur la corrélation de vitesse Lagrangienne est importante, et il ap-
parâıt en particulier une nette amélioration aux temps courts. Avec l’augmentation du
nombre de Reynolds, l’amélioration est également plus importante.

De plus, les figures nous montrent que le résultat du modèle de sous-maille de Cui-Shao
est légèrement meilleurs que ceux du modèle de Chollet-Lesieur avec un maillage de 323 .
Notons que pour un maillage de 643 , les différences de deux différents modèles de sous-
maille, utilisés pour la résolution du champ Eulérien, sont petites. Cela signifie qu’avec
le modèle de Cui-Shao, les champs Lagrangiens reconstitués avec le modèle stochastique
Lagrangien de sous-maille, sont moins sensibles ou prennent mieux en compte l’effet de
résolution spatiale.

Dans un deuxième temps, une comparaison des corrélations de vitesse Lagrangienne
par LES entre deux maillages différents, 643 et 323 , effectuée avec le modèle stochastique
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Figure 4.10: Corrélation de vitesse Lagrangienne. La figure de gauche concerne le modèle

de sous-maille de Chollet-Lesieur, et celle de droite le modèle de Cui-Shao. Reλ = 94 .
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Figure 4.11: Corrélation de vitesse Lagrangienne. La figure de gauche concerne le modèle

de sous-maille de Chollet-Lesieur, et celle de droite le modèle de Cui-Shao. Reλ = 135 .
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Lagrangien de sous-maille. Les résultats sont présentés sur les figures (4.12, 4.13 et 4.14).
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Figure 4.12: Corrélation de vitesse Lagrangienne en résolution spatiale différentes. Reλ =

65 . La figure de gauche concerne le modèle de sous-maille de Chollet-Lesieur, et celle de

droite celui de Cui-Shao.
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Figure 4.13: Corrélation de vitesse Lagrangienne en résolution spatiale différentes. Reλ =

94 . La figure de gauche concerne le modèle de sous-maille de Chollet-Lesieur, et celle de

droite celui de Cui-Shao.

Nous avons trouvé que la résolution spatiale joue un rôle important. Si nous aug-
mentons la résolution spatiale, avec un maillage plus fin, les résultats sont plus proches
de ceux de la DNS. Avec le maillage 643 , le temps de calcul est 16 fois que celui du
maillage de 323 . Il faudra ainsi veiller à conserver un compromis entre précision et temps
de calcul.

De plus, la différence sur la corrélation de vitesse Lagrangienne est importante en 643

et en 323 avec le modèle de sous-maille de Chollet-Lesieur. Les résultats se dégradent en
résolution grossière. Par contre, le modèle de Cui-Shao donne dans les deux cas ( 323 et
643 ), des résultats comparables.
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Figure 4.14: Corrélation de vitesse Lagrangienne en résolution spatiale différentes. Reλ =

135 . La figure de gauche concerne le modèle de sous-maille de Chollet-Lesieur, et celle

de droite celui de Cui-Shao.

Influence du nombre de Reynolds Reλ

Dans ce paragraphe, nous examinons l’influence de nombre de Reynolds sur la corrélation
de vitesse. Bien que nous n’ayons pas une grande variation de ce nombre, à cause de la
limitation de résolution en DNS, une tendance qualificative peut être dégagée.

La figure (4.15) donne la corrélation de vitesse Eulérienne en DNS, la figure (4.16)
présente la corrélation Lagrangienne en DNS. Les figures (4.17 et 4.18) montrent les
corrélations de vitesse Lagrangienne en LES couplée avec le modèle stochastique La-
grangien.
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Figure 4.15: Corrélation de vitesse Eulérienne en DNS. La figure de droite correspond

aux temps courts.

Sur ces figures, nous avons constaté que, aussi bien en DNS qu’en LES, l’influence du
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Figure 4.16: Corrélation de vitesse Lagrangienne en DNS. La figure de droite correspond

aux temps courts.
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Figure 4.17: Corrélation de vitesse Lagrangienne en LES combinée avec le modèle stochas-

tique Lagrangien. Modèle de sous-maille de Chollet-Lesieur. La figure de droite corre-

spond aux temps courts.
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Figure 4.18: Corrélation de vitesse Lagrangienne en LES combinée avec le modèle stochas-

tique Lagrangien. Modèle de sous-maille de Cui-Shao. La figure de droite correspond aux

temps courts.

nombre de Reynolds sur la corrélation de vitesse Eulérienne et Lagrangienne, se manifeste
aux temps courts, t ≤ TE pour la corrélation Eulérienne et t ≤ TL pour la corrélation
Lagrangienne. Quand le nombre de Reynolds augmente, la décroissance de la corrélation
de vitesse Eulérienne et Lagrangienne, est plus rapide.

On a aussi trouvé que la différence, pour les trois nombres de Reynolds, sur les
corrélation de vitesse Lagrangienne n’est pas aussi importante que sur la corrélation de
vitesse Eulérienne. Ces résultats signifient que la corrélation Lagrangienne est moins
sensible au nombre de Reynolds que la corrélation Eulérienne.

4.2.2 Turbulence homogène isotrope en décroissance

Dans cette partie, nous considérons une turbulence homogène isotrope en décroissance.
Ainsi, on n’ajoute plus l’action de la force extérieure sur les grandes échelles de la turbu-
lence. Le champ de vitesse initial et le temps initial pour commencer à lancer les particules
sont commentés dans le chapitre 2.

Les résultats sont présentés sur les figures (4.19, 4.20). Comme dans une turbulence
homogène isotrope et statistiquement stationnaire, nous constatons que, si nous ajoutons
le modèle stochastique Lagrangien de sous-maille, les résultats sont plus proches de ceux
de la DNS. On peut dire que le modèle stochastique de Langevin fonctionne aussi bien
pour la turbulence statistiquement stationnaire que pour la turbulence en décroissance.
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Figure 4.19: Corrélation de vitesse Lagrangienne en LES. Cas B2 , LES 643 , Reλ = 94 .

Modèle de sous-maille de Cui-Shao.
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Figure 4.20: Corrélation de vitesse Lagrangienne dans la turbulence homogène isotrope

en décroissance en LES 643 . Modèle de Cui-Shao. La figure de gauche correspond à

Reλ = 65 , et celle de droite à Reλ = 135 .
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4.3 Echelle intégrale temporelle Lagrangienne TL

4.3.1 L’échelle TL en turbulence homogène isotrope statistique-

ment stationnaire

Dans le modèle stochastique Lagrangien de sous-maille, le paramètre constitué par
l’échelle intégrale temporelle Lagrangienne TL est très important pour bien prévoir les
mouvements des particules. Cette quantité a aussi une importance fondamentale dans la
modélisation de la dispersion de scalaire ou du mélange turbulent de différentes espèces
(Michelot [50], Yeung [32] et Reynolds [68]). L’échelle intégrale temporelle peut ainsi être
considérée comme une clé de la modélisation dans ce contexte!

Dans cette partie, on étudie le comportement de ce temps dans la turbulence homogène
isotrope et statistiquement stationnaire. On dispose de deux approches pour calculer
l’échelle intégrale temporelle Lagrangienne: l’une est consiste en l’intégration directe de
la courbe de corrélation de vitesse Lagrangienne, et l’autre résultat d’un modèle classique.

Calcul par l’intégration de la corrélation de vitesse
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Figure 4.21: Echelle intégrale temporelle Lagrangienne. Cas A2, Reλ = 94 . La figure de

gauche correspond au modèle de sous-maille de Chollet-Lesieur, et celle de droite à celui

de Cui-Shao.

Sur la figure (4.21), est tracée l’évolution de l’échelle intégrale temporelle Lagrangi-
enne. Avec le modèle de stochastique, il y a une amélioration dès le départ de la simu-
lation. Et, après 0.5 seconde ( 4TL ), le résultat de DNS est stable: TL = 0.121 s (par
l’intégration jusqu’à 4TL ) et TL = 0.129 s (jusqu’à 12TL ).
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Dans le tableau (4.1), les échelles intégrales temporelles obtenues par intégration de la
corrélation de vitesse Lagrangienne (jusqu’à 4TL ) dans les cas de nombres de Reynolds
différents sont données au travers trois simulations différentes: en DNS et en LES couplée
ou non avec le modèle stochastique Lagrangien.

TL (Reλ = 65) TL (Reλ = 94) TL (Reλ = 135)
DNS 0.129 0.121 0.126

LES 643 (CH-L) 0.163 0.156 0.161
LES 643 (C-SH) 0.163 0.154 0.164

LES 643 (CH-L+Sto.) 0.153 0.144 0.146
LSS 643 (C-SH+Sto.) 0.153 0.145 0.148

LES 323 (CH-L) 0.207 0.206 0.210
LES 323 (C-SH) 0.191 0.172 0.154

LES 323 (CH-L+Sto.) 0.180 0.177 0.180
LES 323 (C-SH+Sto.) 0.167 0.153 0.133

Tableau 4.1: Echelle intégrale temporelle Lagrangienne obtenue par intégration des

corrélations de vitesse dans une turbulence homogène isotrope et statistiquement sta-

tionnaire. ’CH-L’ modèle de sous-maille de Chollet-Lesieur; ’C-SH’ modèle de sous-maille

de Cui-Shao; ’Sto.’ indique le modèle stochastique Lagrangien de sous-maille.

Calcul par le modèle classique

Les résultats issus du modèle classique qui fournit:

TL =
4

3C0

k

ǫ
(4.3)

sont donnés sur les tableaux (4.2, 4.3 et 4.4), en comparant au temps Lagrangien obtenu
par intégration des corrélations de vitesse.

Reλ = 65 TL (M) k ǫ
DNS 0.136 430 940

LES 643 (CH-L) 0.130 405 920
LES 643 (C-SH) 0.131 410 930

LES 643 (CH-L+Sto.) 0.138 430 920
LES 643 (C-SH+Sto.) 0.139 435 930

Tableau 4.2: Echelle intégrale temporelle issue du modèle dans une turbulence homogène

isotrope et stationnaire pour Reλ = 65 . TL(M) est la valeur modélisée par l’équation

(3.57); k représente l’énergie cinétique et ǫ est le taux de dissipation.

Les résultats font ressortir les points suivants:
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Reλ = 94 TL (M) k ǫ
DNS 0.136 460 1000

LES 643 (CH-L) 0.129 410 945
LES 643 (C-SH) 0.130 415 950

LES 643 (CH-L+Sto.) 0.143 455 945
LES 643 (C-SH+Sto.) 0.142 455 950

Tableau 4.3: Echelle intégrale temporelle obtenue par le modèle en turbulence homogène

isotrope et stationnaire pour Reλ = 94 .

Reλ = 135 TL (M) k ǫ
DNS 0.137 480 1040

LES 643 (CH-L) 0.127 415 970
LES 643 (C-SH) 0.125 415 980

LES 643 (CH-L+Sto.) 0.139 455 970
LES 643 (C-SH+Sto.) 0.136 450 980

Tableau 4.4: Echelle intégrale temporelle obtenue par le modèle en turbulence homogène

isotrope et stationnaire pour Reλ = 135 .

- En DNS, l’échelle intégrale temporelle Lagrangienne a des valeurs quasi identiques
quand elle est obtenue par intégration directe de la corrélation de vitesse (jusqu’à 10TL )
et par le modèle classique (tableau 4.5).

Reλ TL (I) TL (M)
65 0.133 0.136
94 0.129 0.136
135 0.134 0.137

Tableau 4.5: Echelle intégrale temporelle en turbulence homogène isotrope et stationnaire.

TL (I) indique le résultat de l’intégration de la corrélation; TL (M), celui du modèle.

- En LES sans modèle stochastique Lagrangien de sous-maille, le temps Lagrangien
n’est pas identique pour les deux approches. D’une part, le résultat obtenu par intégration
directe de la corrélation de vitesse a une grande valeur en LES par rapport à celle de
DNS puisque la LES ne tient pas compte du comportement des petites échelles, et la
décroissance de la corrélation des vitesses des grandes échelles est relativement plus lente
que celle des petites échelles. En ajoutant le modèle stochastique, le temps Lagrangien
est proche du résultat de DNS obtenu par intégration de la corrélation de vitesse. Il
y a environ 10% d’amélioration en LES 643 et 25% en LES 323 . L’effet du modèle
stochastique Lagrangien de sous-maille, en détruisant la corrélation des petites échelles,
est significatif. L’amélioration est plus importante quand la résolution numérique est
grossière ( 323 ).

Enfin, le résultat par le modèle classique de TL en LES, sans modèle stochastique de

123
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sous-maille, est un peu plus petit que celui issu de la DNS. Quand le modèle stochastique
est utilisé, le temps Lagrangien est un peu plus grand que celui de la DNS. Cela signifie
que la LES a bien simulée les grandeurs caractéristiques de la turbulence, et que nos
résultats sont fiables.

Relation enter TL et TΛ

Dans le tableau (4.6), on montre le rapport R =
TL

TΛ

entre les deux temps car-

actéristiques: le temps Lagrangien et le temps de vie des gros tourbillons. Quand le
modèle stochastique est utilisé dans la simulation, ce rapport est proche du résultat de la
DNS.

R (Reλ = 65) R (Reλ = 94) R (Reλ = 135)
DNS 0.632 0.637 0.708

LES 643 (CH-L) 0.744 0.743 0.763
LES 643 (C-SH) 0.745 0.740 0.785

LES 643 (CH-L+Sto.) 0.699 0.686 0.692
LES 643 (C-SH+Sto.) 0.705 0.697 0.708

Tableau 4.6: Rapport entre l’échelle de temps Lagrangienne et l’échelle temporelle des

grandes structures.

4.3.2 L’échelle TL dans une turbulence homogène isotrope en

décroissance

Dans le tableau (4.7), les échelles intégrales temporelles obtenues par intégration de la
corrélation de vitesse Lagrangienne (jusqu’à 4TL ) pour les différents nombres de Reynolds
sont données au travers trois simulations différentes: en DNS et en LES couplée ou non
avec le modèle stochastique Lagrangien.

TL (Reλ = 65) TL (Reλ = 94) TL (Reλ = 135)
DNS - 0.134 -

LES 643 (CH-L) 0.203 0.192 0.189
LES 643 (C-SH) 0.199 0.186 0.193

LES 643 (CH-L+Sto.) 0.186 0.175 0.170
LSS 643 (C-SH+Sto.) 0.183 0.169 0.173

Tableau 4.7: Echelle intégrale temporelle Lagrangienne obtenue par intégration de la

corrélation de vitesse en turbulence homogène isotrope en décroissance.
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CHAPITRE 4. LES COUPLÉE AVEC LE MODÈLE STOCHASTIQUE LAGRANGIEN DE SOUS-MAILLE

En ajoutant le modèle stochastique, le temps de décorrélation diminue. Par rapport
à la turbulence homogène isotrope et statistiquement stationnaire, les échelles intégrales
temporelles Lagrangiennes de la turbulence en décroissance sont plus grandes.

4.4 Fonction de structure temporelle Lagrangienne

Afin d’étudier l’influence du modèle stochastique de sous-maille sur le champ de vitesse
Lagrangien, nous avons examiné la fonction de structure temporelle Lagrangienne. Dans
le cadre Eulérienne, on peut définir la fonction de structure temporelle Eulérienne sous la
forme:

DE(τ) = 〈 (ui(t+ τ) − ui(t))
2 〉 (4.4)

De la même manière, on peut obtenir la fonction de structure temporelle Lagrangienne
sur trajectoire de particule par:

DL(τ) = 〈 (vi(t+ τ) − vi(t))
2 〉 (4.5)

où vi(t) est la vitesse Lagrangienne de la particule.

Sur les figures (4.22) et (4.23), les fonctions de structure temporelles Lagrangiennes,
pour deux nombres de Reynolds différents, sont tracées. Les figures de gauche correspon-
dent aux LES réalisées avec le modèle de sous-maille de Chollet-Lesieur, et celles de droite
avec celui de Cui-Shao. Nous avons comparé les résultats de DNS, LES et LES couplée
avec le modèle stochastique Lagrangien de sous-maille.
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Figure 4.22: Fonction de structure Lagrangienne. Reλ = 94 , TL = 0.129(s) . La figure

de gauche correspond au modèle de Chollet-Lesieur, et celle de droite à celui de Cui-Shao.
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Figure 4.23: Fonction de structure Lagrangienne. Reλ = 135 , TL = 0.134(s) . La figure

de gauche correspond au modèle de Chollet-Lesieur, et celle de droite à celui de Cui-Shao.

Nous pouvons constater qu’il y a une nette amélioration de la fonction de struc-
ture temporelle Lagrangienne pour les temps courts ( t ≤ TL ) pour les deux modèles de
sous-maille utilisés en résolution Lagrangienne. En temps long, le modèle stochastique
Lagrangien n’apporte pas d’amélioration. On peut aussi noter que dans le cas du modèle
de sous-maille de Cui-Shao, les fonctions de structure temporelles Lagrangiennes sont plus
proches de celles de la DNS.

4.5 Déplacement et dispersion des particules en tur-

bulence homogène isotrope statistiquement sta-

tionnaire

On étudie ici l’influence de la modélisation stochastique Lagrangienne de sous-maille
sur le déplacement moyen des particules.

Monin et Yaglom [13] nous donnent une définition du déplacement des particules.
Pour la particule p1 , par exemple, qui se trouve à X(t0) à l’instant initial t = t0 ,
l’accroissement de déplacement entre t et t + dt ( dt est un petit intervalle de temps)
est:

dY = X(t+ dt; t0, X(t0)) −X(t; t0, X(t0)) = V (t; t0, X(t0)) dt (4.6)

Le déplacement de cette particule peut être écrit sous la forme:
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Y (τ) =

∫ t=t0+τ

t=t0

dY =

∫ t=t0+τ

t=t0

V (t; t0, X(t0)) dt (4.7)

Le déplacement moyen de toutes les particules est:

Y (τ) =

∫ t=t0+τ

t=t0

〈V (t; t0, X(t0))〉L dt (4.8)

où 〈 〉 indique la moyenne Lagrangienne pour toutes les particules. Dans notre cas
statistiquement homogène, isotrope et stationnaire, 〈V (t; t0, X(t0))〉L = 0 , donc Y (τ)
reste nul.

On peut définir la dispersion des particules par:

X(t) = rms(X(t)) =
√
〈(X(t; t0, X(t0)) −X(t0))2〉L (4.9)

où X(t0) est la position initiale de la particule fluide à l’instant initial t0 , X(t; t0, X(t0))
est la position de la même particule à l’instant t .

La forme théorique classique pour le cas statistiquement stationnaire est (Monin &
Yaglom [13]):





X(t) = σv t ; (t≪ TL)

X(t) = σv

√
2TL t ; (t≫ TL)

(4.10)

où σv est l’écart type de la vitesse des particules, et TL l’échelle intégrale temporelle
Lagrangienne.

On présente la dispersion des particules à temps court sur la figure (4.24). Le résultat
de simulation numérique est en bon accord avec l’analyse théorique.

Sur les figures (4.25, 4.26), les résultats d’évolution de rms(X) sont tracés. La figure
(4.25) correspond au nombre de Reynolds Reλ = 94 , et la figure (4.26) à Reλ = 65 .
Nous pouvons constater qu’aussi bien pour les temps longs que pour les temps courts, la
dispersion des particules est reproduite avec fidélité par la simulation des grandes échelles.

Pour les temps courts, t ≤ TL , la courbe théorique est très proche des résultats de
simulation. En outre, la différence entre les deux simulations des grande échelles, sans ou
avec le modèle stochastique de Langevin, reste très petite.

Pour les temps longs, t ≥ 10TL , la dispersion des particules est progressivement
améliorée en ajoutant le modèle stochastique de sous-maille. Cette amélioration est plus
claire pour le cas où nombre de Reynolds Reλ est le plus grand.
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Figure 4.24: Dispersion des particules à terme court. Reλ = 94 , TL = 0.129(s) .
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Figure 4.25: rms(X) des particules. Reλ = 94 . La figure de droite correspond aux temps

courts.
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Figure 4.26: rms(X) des particules. Reλ = 65 . La figure de droite correspond aux temps

courts.

4.6 Conclusion

Les effets de l’introduction d’une vitesse Lagrangienne, fluctuante de sous-maille, re-
constituée à l’aide d’une équation de Langevin sont étudiés à travers des comparaisons
avec les résultats de DNS. L’influence du modèle de sous-maille utilisé pour la résolution
du champ Eulérien est aussi examinée.

Nous avons examiné en détail les corrélations de vitesse Eulérienne et Lagrangienne,
l’échelle intégrale temporelle Lagrangienne, la fonction de structure temporelle Lagrangi-
enne, le déplacement moyen et la dispersion des particules. Le résultat le plus marquant
est que cette modélisation stochastique permet de mieux reconstituer les corrélations en
temps du champ de vitesse Lagrangienne.

- En temps court, l’influence de modèle stochastique Lagrangien de sous-maille est
significative, et l’amélioration sur la corrélation de vitesse et sur la fonction de structure
temporelle Lagrangienne est sensible.

- En ajoutant le modèle stochastique Lagrangien de sous-maille, l’échelle intégrale
temporelle Lagrangienne TL obtenue par le modèle classique, est plus proche de celle
obtenue en DNS. Cette amélioration est importante.

- La dispersion des particules est progressivement améliorée en LES couplée avec le
modèle stochastique Lagrangien de sous-maille en temps long. Cette amélioration se
manifeste plus clairement quand le nombre de Reynolds augmente.
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Chapitre 5

Diffusion Lagrangienne d’un scalaire

passif

5.1 Introduction

Le travail effectué jusqu’ici a montré que, dans le cadre de la turbulence incompressible,
à l’aide d’une modélisation stochastique de la fluctuation Lagrangienne de sous-maille, on
peut améliorer la prédiction de la corrélation temporelle Lagrangienne par la simulation
des grandes échelles.

Dans la suite, nous concentrons notre attention sur le mélange turbulent et sur l’application
de ce modèle à la dispersion d’un scalaire passif. Pour un scalaire passif, par exemple la
concentration, la diffusion du scalaire est contrôlée par le champ turbulent, mais il n’y
a pas d’action du scalaire passif sur le champ de vitesse turbulent. Les domaines pos-
sibles d’application industrielle sont l’environnement pour la dispersion de polluants ou
l’industrie chimique où le processus de mélange turbulent doit être parfaitement contrôlé.

La modélisation de l’action des petites échelles non-simulées en LES sur le champ
Lagrangien de vitesse constitue en effet l’un des buts de cette étude. Habituellement, en
simulation des grandes échelles, dans l’approche Eulérienne de la diffusion, on utilise une
diffusivité turbulente pour tenir compte de l’effet de sous-maille du champ de vitesse. Or
cette modélisation rencontre beaucoup de difficultés quand on examine l’effet des petites
échelles dans le processus de mélange. Le problème est important pour la combustion et
plus généralement pour les réactions chimiques. Afin de tenir compte plus finement de
l’action de la sous-maille dans notre approche Lagrangienne de la diffusion, nous intro-
duisons une fluctuation du champ de vitesse Lagrangienne de sous-maille dont l’équation
est celle d’un processus stochastique de Langevin, tandis que les effets de sous-maille du
champ Eulérien de vitesse sont représentées par une viscosité turbulente.

Un des avantages de l’utilisation du modèle stochastique de suivi Lagrangien des
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particules est d’avoir la possibilité d’envisager de tenir compte de l’effet de la diffusion
moléculaire et des réactions chimiques de façon plus naturelle en prenant en compte le
contact et donc les échanges entre particules porteuse d’espèces. A travers un modèle
d’échange, il est alors possible de tenir compte de l’effet du nombre de Schmidt.

Dans ce chapitre, nous étudions la dispersion Lagrangienne d’un scalaire passif dans un
écoulement turbulent homogène et dans une turbulence inhomogène, et nous détaillons
le modèle de diffusion couplé avec l’approche stochastique Lagrangienne. Nous allons
comparer nos résultats de simulation numérique avec ceux issus de l’expérience (Huq et
Britter [4] et Zhang [2]). Un modèle de diffusion Lagrangienne est employé. La prise en
compte de l’effet du nombre de Schmidt est également étudiée.

5.2 Etude théorique

5.2.1 Equation de diffusion d’un scalaire

L’équation d’évolution d’un scalaire passif dans le cadre Eulérien s’écrit:

∂c

∂t
+ uj

∂c

∂xj

= κ
∂2c

∂xj ∂xj

(5.1)

où κ est le coefficient de diffusivité d’un scalaire. Le nombre de Schmidt, traduisant l’effet
relatif de la viscosité cinématique ( ν ) et de la diffusivité moléculaires (κ ), est défini par:

Sc =
ν

κ
(5.2)

La décomposition de Reynolds est adoptée dans ce qui suit:

c(x, t) = 〈 c(x, t) 〉 + c
′

(x, t) (5.3)

où 〈 c(x, t) 〉 est la moyenne de scalaire passif, et c
′

(x, t) la fluctuation.

5.2.2 Modèle de diffusion Lagrangien

Le modèle de suivi Lagrangien à une particule et une échelle de temps est décrit dans le
chapitre 3 . Il permet de suivre les trajectoires des particules fluides mais il est incapable
de représenter les phénomènes de diffusion des molécules et de réaction chimique.

Pour résoudre ce problème, nous avons choisi de coupler le suivi des particules à un
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modèle de diffusion de constituants réactifs. Ce type d’approche a été utilisé initialement
pour des problème de combustion ou de génie des procédés.

Curl [69] a proposé une approche envisageant l’interaction directe entre particules
suivies pour modéliser l’interaction des gouttelettes de deux espèces chimiques à l’état
liquide. Michelot [50] a utilisé cette approche dans le cas de mélange turbulent de scalaire
(la concentration). Il a pris un modèle stochastique à une particule et une échelle de
temps pour simuler les grandeurs turbulentes moyennes de l’écoulement, et il a validé
cette approche en comparaison avec des résultats expérimentaux d’une couche de mélange
se développant dans une turbulence de grille.

On considère un ensemble de Np particules dans une turbulence. A chaque instant,
les particules sont sélectionnées aléatoirement par paires (m,n) , et leurs concentrations
sont notées cm(t) et cn(t) .

Figure 5.1: Mélange aléatoire.

Le domaine d’étude est toujours découpé en bôıtes et les particules sélectionnées
aléatoirement par paire (figure 5.1). Chaque paire (m,n) participe maintenant à la
diffusion suivant le système d’équations d’évolution:





d cm(t)

dt
=

ψ

Tdif

(cn(t) − cm(t))

d cn(t)

dt
=

ψ

Tdif

(cm(t) − cn(t))

(5.4)

où ψ est une variable aléatoire équiprobable sur [0, 1] . (Hsu & Chen (1991) [70]). Tdif

est l’échelle caractéristique du temps de décroissance des fluctuations de scalaire.
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Le coefficient ψ

Michelot [50] a indiqué, dans sa thèse, que si l’on prend un nombre aléatoire ψ ,
suivant la loi normale proposée par Hus et Chen [70], les résultats d’évolution de la
concentration des particules ne sont pas corrects. Il a affirmé que ceci vient du caractère
doublement aléatoire de son modèle: l’un est le tirage aléatoire de la paire de particules
qui échange l’espèce, l’autre est l’échange aléatoire de matière dans l’équation d’évolution
de la concentration (Equation 5.10).

Avec une constante à la place de ψ , le modèle perd alors son défaut principal qui
était de ne jamais diffuser une distribution de Dirac initiale sur la concentration mais
simplement de la déplacer vers une distribution de Dirac de la valeur moyenne. Il a ainsi
été démontré que seule une constante permettrait la diffusion des distributions de Dirac (0
et 1) vers le bon résultat. Il a proposé de prendre la valeur de ψ = 0.5 . Il a alors démontré
que ce modèle est équivalent au modèle L.M.S.E. (Linear Mean Square Estimation) de
Dopazo [71].

Dans cette étude, nous imposons donc une valeur uniforme au coefficient ψ . Le choix
de la valeur de ψ sera discutée quand nous discuterons l’expérience de Huq et Britter [4]
en LES.

5.3 Etude de l’échelle intégrale temporelle de la dif-

fusion d’un scalaire

Il est difficile de bien évaluer une échelle intégrale temporelle Tdif pour la diffusion
d’un scalaire passif. Dans différentes turbulences, par exemple la turbulence homogène
isotrope et la turbulence de couche limite, le temps de diffusion du scalaire a des valeurs
différentes. La distribution du scalaire dans la même turbulence varie, suivant si on a à
faire avec une source de scalaire en un point, en une ligne, ou en un plan. Le temps de
diffusion du scalaire possède alors des valeurs différentes.

• Pope [49] propose de calculer l’échelle de temps caractéristique Tdif qui est associée

à la probabilité
△t
Tdif

du mélange parfait, soit:

cm(t+ △t) = cn(t+ △t) =
cm(t) + cn(t)

2
(5.5)

ou de non mélange

(
1 − △t

Tdif

)
, soit:
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5.3. ETUDE DE L’ÉCHELLE INTÉGRALE TEMPORELLE DE LA DIFFUSION D’UN SCALAIRE




cm(t+ △t) = cm(t)

cn(t+ △t) = cn(t)
(5.6)

Par analogie avec l’échelle de temps de décroissance des fluctuations de vitesse

Tu =
k

ǫ
(5.7)

où k est l’énergie cinétique de la turbulence, et ǫ la dissipation de l’énergie, on peut
également définir une échelle intégrale temporelle Tdif pour les fluctuations de scalaire:

Tdif =
〈φ2〉
〈χ〉 (5.8)

où 〈φ2〉 est défini comme la variance de la fluctuation de scalaire, et 〈χ〉 , le taux de
dissipation moyenne du scalaire.

• Spalding (1971) [72] considère que le temps caractéristique de décroissance des
fluctuation de scalaire Tdif est proportionnel à l’échelle de temps de décroissance des
fluctuations de vitesse Tu :

Tdif =
Tu

Cdif

(5.9)

et le modèle de diffusion s’écrit alors:





d cm(t)

dt
=
Cdif

2Tu

(cn(t) − cm(t))

d cn(t)

dt
=
Cdif

2Tu

(cm(t) − cn(t))

(5.10)

Ce modèle conduit à une densité de probabilité de concentration qui ne relaxe pas vers
une courbe gaussienne mais a l’avantage d’être continue en temps (Michelot [50]). Pope
(1985) [49] propose d’utiliser un coefficient de proportionnalité Cdif égal à 2 . Michelot
[50] trouve que Cdif = 2.25 en liant le temps caractéristique de la diffusion et la variance
de la concentration θ2 dans une turbulence homogène isotrope. Mais il n’a pas considéré
l’influence du nombre de Reynolds et du nombre de Schmidt. Nous allons déterminer
ce paramètre en nous basant sur les travaux de recherches antérieurs et par une étude
qualitative lorsque nous menons des simulations des grandes échelles pour reproduire
l’expérience de Huq et Britter [4].
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5.3.1 Travaux de recherches antérieurs

Relation entre les échelles intégrales temporelles Eulériennes

En effet, l’échelle de temps de décroissance des fluctuation de vitesse Tu et de scalaire
Tdif utilisées dans le modèle de diffusion de scalaire (équation 5.9, 5.10) par Michelot [50]
sont deux échelles Eulériennes, notée TE

u et TE
φ . On a une relation entre ces deux temps

caractéristiques Eulériens, qui écrit:

RE =
TE

φ

TE
u

=
〈φ2〉
〈χ〉

〈ǫ〉
k

(5.11)

Ce rapport est souvent discuté dans la littérature en mélange turbulent de scalaire,
comme par exemple par Eswaran [6], Fox [73], [74]. Nous rappelons ici les résultats
obtenus par des simulations numériques directes dans trois travaux de recherche récents:

1. Résultats de Donzis [3].

Les résultats de Donzis [3] pour cette relation Eulérienne sont donnés dans le tableau
(5.1). Il apparâıt que le rapport entre les deux temps Eulériens est une fonction des
nombres de Reynolds et de Schmidt. Avec l’augmentation de Reλ , ce rapport Eulérien
diminue; au contraire, avec la croissance de Sc , ce rapport Eulérien augmente.

Reλ Sc RE

8 8 1.26
8 512 3.38
8 1024 6.57
28 0.7 0.56
36 7 0.97
38 8 0.93

Tableau 5.1: Résultats de Donzis [3] par DNS.

L’auteur trace sur la figure (5.2) (RE)−1 en fonction de Reλ pour Sc = 1 . Il montre
que le rapport RE varie de 0.3 à 10 . Pour un grand nombre de Reynolds Reλ , ce
rapport a une valeur constante d’environ 0.6 .

2. Résultats de Watanabe [75].

Ils apparaissent, sur la figure (5.3), où ce rapport est de 2.0 ∼ 4.0 pour un nombre de
Schmidt petit et un nombre de Reynolds grand (Reλ ≥ 100 et Sc = 0.7 ∼ 1.0 ) obtenu
en DNS.

3. Formulation de Borgas [76] (2004).
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Figure 5.2: Résultat de DNS. Sc = 1 .

Figure 5.3: Résultat de DNS.

136



CHAPITRE 5. DIFFUSION LAGRANGIENNE D’UN SCALAIRE PASSIF

Borgas [76] a proposé récemment une formulation du rapport Eulérien RE sous la
forme:

RE = 0.61 + f(Reλ, Sc) (5.12)

où f est une fonction du nombre de Reynolds Reλ et du nombre de Schmidt Sc :

f(Reλ, Sc) =
10

Reλ

+
1

2

√
15B0

Ln(Sc)

Reλ

(5.13)

B0 est une constante ayant une valeur égale à 5.0 .

Relation entre les échelles intégrales temporelles Lagrangiennes

Yeung [31] a fait des simulations numériques directes pour le champ de vitesse et
de scalaire dans une turbulence homogène isotrope et statistiquement stationnaire. En-
suite, il a fait un suivi Lagrangien des particules. Il a calculé les corrélations de vitesse
Eulérienne et Lagrangienne, pour le champ de vitesse et de scalaire. Selon les résultats,
il nous a présenté une conclusion: ”la fluctuation de scalaire Lagrangienne n’est pas un
processus Markovien, et son échelle intégrale temporelle est supérieur à celle de la vitesse
Lagrangienne des particules dans une turbulence homogène isotrope stationnaire”. Nous
pouvons écrire:

TL
φ > TL

u

Dans les tableaux (5.2, 5.3, 5.4, et 5.5), le rapport Lagrangien RL =
TL

φ

TL
u

obtenu dans

la DNS de Yeung [31] est donné. Les nombres de Reynolds et de Schmidt sont différents.

Sc = 0.25 Sc = 0.5 Sc = 1.0
RE 2.826 2.254 1.843
RL 1.89 2.03 2.17

Tableau 5.2: Relation entre les échelles intégrales. Reλ = 40

Sc = 0.125 Sc = 0.25 Sc = 1.0
RE 3.740 3.253 2.548
RL 1.97 2.04 2.19

Tableau 5.3: Relation entre les échelles intégrales. Reλ = 90
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Sc = 0.125 Sc = 1.0
RE 3.188 2.447
RL 1.73 1.88

Tableau 5.4: Relation entre les échelles intégrales. Reλ = 130

Sc = 0.125 Sc = 1.0
RE 2.746 2.376
RL 2.22 2.33

Tableau 5.5: Relation entre les échelles intégrales. Reλ = 230

Le rapport, dans la simulation directe (DNS) de Yeung pour un nombre de Schmidt
petit, est à peu près égal à 2.0 . Plus le nombre de Reynolds Rλ est grand, plus TL

φ est
grand.

Pour la diffusion Lagrangienne de scalaire passif, il est plus raisonnable d’utiliser
l’échelle de temps Lagrangienne que l’échelle Eulérienne, notés respectivement TL

u et TE
u .

Dans la suite, nous n’exprimons plus le modèle avec l’échelle temporelle de la turbulence
en décroissance TE

u , mais avec l’échelle de temps intégrale Lagrangienne TL
u .

Nous constatons que, le coefficient, Cdif (RE ou RL ), n’a pas une valeur unique. En
fonction du nombre de Reynolds et du nombre de Schmidt, ce coefficient peut varier de
0.1 à 10 . Nous verrons dans le prochain paragraphe, à travers d’une étude qualitative,
comment déterminer ce coefficient. Dans la suite, ce coefficient sera tout simplement
nommé R .

5.4 Diffusion d’un scalaire passif dans une turbulence

homogène

Dans cette section, on applique le modèle de diffusion de scalaire en LES couplée
avec le modèle stochastique Lagrangien de sous-maille, qui est présenté dans le chapitre
3, dans le cas d’une turbulence homogène isotrope en décroissance. Nous allons tout
d’abord introduire l’expérience de Huq & Britter [4]. Après une étude qualitative pour
calibrer le coefficient du modèle de mélange, nous réalisons des simulations numériques en
nous plaçant dans la même condition que l’expérience de Huq et Britter. Nous présentons
les résultats en comparant avec ceux de l’expérience. Nous allons montrer l’amélioration
des résultats obtenue lorsque le modèle stochastique de sous-maille est utilisé.
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5.4.1 Expérience de Huq et Britter (1994)

Huq et Britter (1994) [4] ont fait l’expérience du mélange d’un scalaire passif (une
concentration) dans un écoulement turbulent homogène isotrope. La turbulence générée
par une grille est décroissante.

Deux valeurs du nombre de Schmidt Sc de 7 et 700 sont obtenues dans leur expérience.
La taille de la maille de grille M , la vitesse moyenne U de l’écoulement dans la direction
x et le nombre de Reynolds construit sur l’échelle de Taylor λ sont:





M = 0.64 cm

U = 7.7 cm

Reλ = 15

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
< c >

−10

−5

0
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10

z 
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m
)

Sc=7
Sc=700

Figure 5.4: Concentration moyenne dans l’expérience de Huq et Britter. T = 15TΛ .

Sur la figure (5.4), on présente la concentration moyenne pour un temps long dans
l’expérience de Huq et Britter, avec des nombres de Schmidt Sc différents. On peut
constater que l’effet du nombre de Schmidt est très faible.

Un des paramètres importants est l’épaisseur de la dispersion de scalaire H, qui est
défini dans le travail de Huq et Britter par:
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H =
∆C(
dc

dz

)

z=0

(5.14)

Nous donnons les épaisseurs correspondant à des positions d’observation différentes de
l’expérience de Huq et Britter dans le tableau (5.6). Nous allons calculer l’épaisseur de
dispersion du scalaire et normaliser nos résultats dans la direction z par ce paramètre.

Position réelle Temps réel Temps normalisé Epaisseur
x1 = 24(cm) T1 = 3.1(s) 4TΛ H1 = 2.0(cm)
x2 = 40(cm) T2 = 5.2(s) 7TΛ H2 = 2.4(cm)
x3 = 94(cm) T3 = 12.2(s) 15TΛ H3 = 4.2(cm)

Tableau 5.6: Epaisseur de la dispersion du scalaire dans l’expérience de Huq et Britter.

5.4.2 Etude qualitative

On se place dans une turbulence homogène dont la moitié est marquée par un scalaire
de concentration moyenne uniforme. Le nombre de Reynolds Reλ est égal à 10 .

Selon la revue des travaux de recherches du paragraphe précédent, on sait qu’il y a une
influence du nombre de Reynolds (Reλ ) et du nombre de Schmidt (Sc ) sur la relation
entre les deux temps de décorrélation. Dans cette partie, on va faire une étude qualitative
sur ce coefficient par la LES couplée avec le modèle stochastique Lagrangien de sous-
maille. On va analyser la moyenne du scalaire, la variance des fluctuations du scalaire et
la corrélation des fluctuations du scalaire quand le coefficient R varie.

Conditions de simulation

Tenant compte du faible nombre de Reynolds dans l’expérience, et afin de maximiser
l’effet de sous-maille, les simulations des grandes échelles que nous avons menées sont
réalisées sur un maillage en 323 .

Condition initiale

On met des particules dans tout le domaine de simulation. Les particules, qui se
trouvent dans la moitié supérieure du domaine (la direction z), ont une concentration
moyenne dont la valeur est 1 à l’instant initial. Les autres particules, dans la moitié
inférieure du domaine, ont une concentration égale à 0 à l’instant initial. Les valeurs
0 et 1 ont été choisies arbitrairement pour faciliter la statistique. On va ensuite suivre
l’évolution du mélange de toutes ces particules.
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Conditions aux limites

Les conditions aux limites pour le champ de vitesse sont encore périodiques dans les
trois dimensions. Pour éviter l’influence de la périodicité sur le mélange du scalaire, nous
avons suffisamment prolongé la hauteur de la bôıte. Cela assure que la dispersion du
scalaire n’atteindra pas les frontières de la bôıte dans la direction z. Dans la direction
inhomogène, que ce soit dans le cas de turbulence inhomogène ou dans le cas où le scalaire
se trouve initialement dans la moitié de la boite, la longueur de la boite numérique est
rallongée de 4 fois.

Intervalle de temps

Nous avons déjà vérifié, dans le chapitre 2 , pour le modèle de Cui-Shao aux temps
courts ( t/TL ≤ 4 ), que si l’intervalle de temps dt est augmenté à 2dt , la résolution
temporelle est suffisamment précise, et le temps de calcul est divisé par deux. L’intervalle
de temps est imposé par:

d̃t =
0.0256

N
(s) (5.15)

où N est le nombre de mailles dans une direction. Par exemple, N = 32 , d̃t = 0.0008(s) .
Nous veillons à ce que la condition de CFL soit toujours satisfaite.

Bôıte de mélange

Pour appliquer le modèle de diffusion, il est nécessaire de prendre des bôıtes de mélange
à l’intérieur desquelles on peut supposer que les particules fluides sont suffisamment
proches pour se mélanger. Il faut alors bien choisir la taille des bôıtes de mélange et
le nombre de particules dans chaque bôıte.

Cette hypothèse conditionne le fait que la taille de ces bôıtes ∆m doit être inférieure
à l’échelle de longueur caractéristique de l’écoulement (Pope [49]). Michelot [50] propose
de prendre comme échelle de longueur caractéristique la grandeur σu TL .

∆m < σu TL

où σu est l’écart type de la fluctuation de vitesse, et TL l’échelle intégrale temporelle
Lagrangienne.

C’est ce critère que nous adoptons dans la suite.
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Nombre de particules moyennes dans chaque bôıte

Une simulation numérique est limitée par la mémoire et la vitesse de l’ordinateur. Le
nombre de particules pour le cas du domaine considéré ici est beaucoup plus grand que
pour la source ponctuelle ou la source linéique.

D’une part, on doit s’attendre à lisser les profils en augmentant le nombre de particules
suivies, la précision statistique du modèle étant bien évidemment directement liée au
nombre de particules Np .

Il est important de noter qu’augmenter le nombre de particules lisse les courbes
en affinant la statistique, alors qu’augmenter la taille des segments les lisse par perte
d’information spatiale. La moyenne sera une grandeur d’autant moins locale que le seg-
ment sur lequel on la calcule sera conséquent. Il faudra veiller à conserver un compromis
entre précision et temps de calcul.

Modèle de sous-maille et modèle stochastique Lagrangien

Dans la résolution du champ Eulérien par LES, nous utilisons le modèle de Cui-
Shao [11] (équation 1.40) pour le champ de vitesse de la turbulence.

Pour étudier le mouvement des particules et le mélange turbulent, nous avons fait le
suivi Lagrangien des particules fluides avec et sans le modèle stochastique Lagrangien de
sous-maille (équation 3.56).

Dans le cas ou le modèle stochastique Lagrangien de sous-maille est utilisé, le temps
de corrélation caractéristique T>

L de sous-maille, est calculé avec l’équation de transport
de l’énergie de sous-maille. La constante C0 est fixée à 4.5 .

Schéma numérique en temps pour la résolution du modèle de mélange

On peut écrire l’équation de diffusion du scalaire (équation 5.4) sous la forme discrète
(schéma du 2ème ordre de Runge-Kutta). Ce schéma se décompose en deux étapes. La
première étape est sous la forme:





ci+1
m = cim +

△t
2Tdif

(cin − cim)

ci+1
n = cin +

△t
2Tdif

(cim − cin)

(5.16)

La seconde étape s’écrit :
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



ci+1
m = cim +

△t
2Tdif

(cin − cim) + (ci+1
n − ci+1

m )

2

ci+1
n = cin +

△t
2Tdif

(cim − cin) + (ci+1
m − ci+1

n )

2

(5.17)

Les quantités ¯ désignent les valeurs intermédiaire entre deux pas de temps successifs.

5.4.3 Résultats de l’étude qualitative

Profil de concentration moyenne

Le profil de la concentration moyenne pour les différentes positions en z 〈 c(z) 〉 est
évalué par l’expression :

〈 c(z) 〉 =
1

Np(z)

Np(z)∑

n=1

cn (5.18)

où Np(z) est le nombre des particules qui se trouvent dans ce plan.

Le résultat à l’instant t = 15Tλ , est tracé sur la figure (5.5). Les différences entre les
courbes obtenues avec différents R sont presque imperceptibles.
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Figure 5.5: Profil de la concentration moyenne. t = 15TΛ .
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Ecart-type des fluctuations du scalaire

L’écart-type des fluctuations du scalaire est défini par:

rms(c
′

)(z) =
√
〈 [ cn − 〈 c(z) 〉 ]2〉 (5.19)

Les résultats sont donnés sur la figures (5.6). Elle montre une comparaison de l’écart-
type des fluctuations du scalaire pour différentes valeurs de R . Nous avons trouvé quand
R augmente, que le maximum de cet écart type augmente. Par contre, l’épaisseur de la
couche de mélange diminue quand R s’accrôıt. Cela indique que, quand R est plus petit,
le temps de diffusion de scalaire est aussi plus court, le mélange et la dispersion sont donc
plus rapides.
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Figure 5.6: Rms des fluctuations du scalaire. t = 15TΛ .

Corrélation des fluctuations du scalaire

Comme pour la corrélation de vitesse Lagrangienne, on définit la corrélation Lagrang-
ienne des fluctuations du scalaire par:

Rc
′
c
′ (τ) =

〈c′t=t0
c
′

t=t0+τ 〉
rms(c

′

t=t0) rms(c
′

t=t0+τ )
(5.20)

Nous avons comparé les corrélations et les échelles intégrales temporelles Lagrangi-
ennes du scalaire passif pour différentes valeurs de RL . Les résultats sont tracés sur la
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figure (5.7). Il ressort que, quand R est plus petit, la décroissance de la corrélation des
fluctuations du scalaire est plus rapide, donc que la diffusion est plus forte.
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R
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R=2.0
R=4.0

Figure 5.7: Corrélation des fluctuations du scalaire.

Calibration du coefficient R

Dans la suite, les simulations que nous menons utilisent la relation Lagrangienne entre
les deux temps de décorrélation RL (ou R ) dans le modèle de diffusion de scalaire
(équation 5.4).

Dans le travail de Yeung [31], le coefficient R est autour d’une valeur de 2.0 dans les
cas de nombres de Schmidt petits. Nous avons donc choisi la même valeur R = 2.0 pour
le cas de Sc = 7 dans le modèle de diffusion de scalaire en LES.

Le coefficient R , pour le cas de Sc = 700 , est déterminé en comparant les recherches
antérieurs (par exemple Donzis [3]), les résultats de l’étude qualitative, aux résultats de
Huq et Britter à la section correspondant à t = 15Tλ . La valeur de R = 4.0 a été choisie
en LES.

Pour les points particuliers, où l’énergie cinétique est nulle k = 0 , le temps Lagrangien
TL obtenue par modèle classique est aussi nul. Le modèle de mélange Lagrangien n’est
plus valable dans ce cas-là. En effet, il n’y a que la dissipation autour de ces points, et
on considère que le mélange turbulent est parfait:

ci+1
m = ci+1

n =
cim + cin

2
(5.21)
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5.4.4 Résultats quantitatifs et analyse

Dans ce paragraphe, nous présentons les résultats des simulations numériques par LES,
couplée ou non avec le modèle stochastique de sous-maille. En comparant avec les données
de l’expérience de Huq et Britter, nous allons montrer l’influence du modèle stochastique
Lagrangien sur la dispersion du scalaire passif.

Champ de vitesse

Huq et Britter nous donnent une expression de l’évolution de l’énergie des fluctuations:

(
u

′

i

U

)2

= A
( x
M

− 4
)−1.4

(5.22)

où u
′

i est la composante de la fluctuation de vitesse, x la position d’observation, et la
constante A est égale respectivement à 0.07 pour u

′

et 0.05 pour w
′

.
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Figure 5.8: Energie de fluctuation.

On présente l’évolution d’énergie cinétique turbulente obtenue en LES sur la figure
(5.8). Le résultat de simulation numérique est en très bon accord avec l’expérience.

Evolution de l’épaisseur de diffusion H du scalaire en fonction du temps

On donne l’évolution de l’épaisseur de dispersion de scalaire, sur la figure (5.9), dans
le cas où Sc = 700 . Les résultats sont normalisés par la valeur à l’instant t = 4Tλ .
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Quand le temps s’écoule, l’épaisseur devient de plus en plus grande. Notre résultat est
cohérent avec les mesures de Huq et Britter. Quand le modèle stochastique est utilisé,
l’épaisseur de la dispersion augmente. A temps long, la modélisation stochastique amène
une amélioration importante, en accord avec les remarques effectuées, sur la quantité
rms(X(t)) , étudiée au chapitre 4 (figure 4.25).
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Figure 5.9: Epaisseur de dispersion de scalaire. Sc=700.

Influence du modèle stochastique

Sur les figures (5.10 et 5.11) sont tracés la concentration moyenne et l’écart-type des
fluctuations de la concentration, avec ou sans modèle stochastique Lagrangien de sous-
maille. Le rôle de la modélisation stochastique se manifeste aux bords de la couche de
mélange.
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Figure 5.10: Concentration moyenne. Sc=700. T = 4TΛ pour la figure de gauche,

T = 15Tλ pour celle de droite.
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Figure 5.11: Fluctuation de concentration. Sc=700. T = 4TΛ pour la figure de gauche,

T = 15Tλ pour celle de droite.

Concentration moyenne

On présente la concentration moyenne sur les figures (5.12, 5.13, 5.14 et 5.15). La
position spatiale en direction de z est normalisée par l’épaisseur de dispersion. Les trois
premières figures donnent la concentration moyenne pour des temps différents et pour le
cas du nombre de Schmidt de 700 . La figure (5.15) donne la concentration moyenne aux
temps longs, cas correspondant à Sc = 7 .
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Figure 5.12: Concentration moyenne. Sc=700. T = 4TΛ .

Nous constatons que, pour les deux nombres de Schmidt, il y a des améliorations
nettes de la prédiction numérique quand on ajoute le modèle stochastique Lagrangien de
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Figure 5.13: Concentration moyenne. Sc= 700. T = 7TΛ .
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Figure 5.14: Concentration moyenne. Sc=700. T = 15TΛ .
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Figure 5.15: Concentration moyenne. Sc=7. T = 15TΛ .

sous-maille à temps long. Et, à temps court, la différence entre les résultats avec ou sans
modèle stochastique est petite. De toute évidence, au regard de ces résultats, surtout aux
bords de la couche de mélange, l’apport du modèle stochastique Lagrangien de sous-maille
est indéniable.
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Figure 5.16: Comparaison de la concentration moyenne pour différents nombres de

Schmidt, à T = 15TΛ .

Nous avons aussi fait une comparaison de la concentration moyenne, en temps long,
pour des nombres de Schmidt Sc différents. Sur la figure (5.16) sont tracés les résultats
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de la simulation numérique avec ceux de l’expérience de Huq et Britter. D’abord nous
constatons que l’accord avec l’expérience est excellent. Ensuite, nous trouvons également
que, comme dans l’expérience, l’influence du nombre de Schmidt sur la concentration
moyenne normalisée est négligeable.
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Figure 5.17: Evolution temporelle de la concentration moyenne. Sc = 700 .

Nous avons tracé sur la figure (5.17), la concentration moyenne pour le cas du nombre
de Schmidt égal à 700 , à différents instants (T1 correspond à t = 4Tλ , T2 à t = 7Tλ

et T3 à t = 15Tλ ), Après avoir normalisé la position spatiale z par les épaisseurs de
dispersion correspondantes, toutes les courbes de concentration moyenne se rassemblent
et sont très proches des courbes de Huq et Britter.

Variance des fluctuations du scalaire

Les profils verticaux de la valeur rms des fluctuations de concentration, rapportés à
leur valeur maximum, dans les cas de nombres de Schmidt différents sont présentés sur
les figures (5.18, 5.19, 5.20, 5.21, 5.22 et 5.23).

On observe essentiellement que:

- Le modèle de mélange Lagrangien fonctionne bien, les profils verticaux de la fluctu-
ation de concentration sont en excellent accord avec les résultats expérimentaux.

- Il existe une amélioration en ajoutant le modèle stochastique Lagrangien de sous-
maille, surtout pour les temps longs.

- La différence entre les courbes correspondant à différents nombres de Schmidt (Sc =
700 et Sc = 7 ) est faible (la figure 5.22).
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Figure 5.18: Variance des fluctuations du scalaire. Sc = 700 . T = 4TΛ .
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Figure 5.19: Variance des fluctuations du scalaire. Sc = 700 . T = 7TΛ .
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Figure 5.20: Variance des fluctuations du scalaire. Sc = 700 . T = 15TΛ .
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Figure 5.21: Variance des fluctuations du scalaire. Sc = 7 . T = 15TΛ .
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Figure 5.22: Variance des fluctuations du scalaire pour différents nombres de Schmidt.

T = 15TΛ .
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Figure 5.23: Evolution de la variance des fluctuations du scalaire au cours du temps.

Sc = 700 .
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- Les résultats numériques et expérimentaux sont proches de la gaussienne (la figure
5.23), ce qui est en accord avec la théorie qui prévoit un développement du type.

√
c′2(z)√
c′2Max

= exp(−(
z

H
)2) (5.23)

La vérification de cette relation par les résultats expérimentaux et numériques, montre
que la fluctuation de scalaire se disperse suivant cette loi de similitude.

Skewness des fluctuations du scalaire

Dans la simulation numérique, on peut calculer directement le moment d’ordre 3 des
fluctuations de concentration avec notre modèle Lagrangien de mélange. La définition du
moment d’ordre 3 est la suivante:

skew(c
′

)(z) =
〈 [ cn − 〈 c(z) 〉 ]3〉
rms(c′(z))3

(5.24)

La figure (5.24) montre pour ce moment d’ordre 3, les résultats de la simulation
numérique et de l’expérience. Nous constatons que le résultat de simulation est cohérent
avec celui de l’expérience.
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Figure 5.24: Skewness. Sc = 700 .

155



5.4. DIFFUSION D’UN SCALAIRE PASSIF DANS UNE TURBULENCE HOMOGÈNE

Coefficient Is des fluctuations du scalaire

Il a été observé que l’influence du nombre de Schmidt est presque imperceptible sur
les profils de variance des fluctuations du scalaire. Afin de bien caractériser l’influence du
nombre de Schmidt sur la dispersion des fluctuations, dans le travail de Huq et Britter,
les auteurs ont a été défini une grandeur Is par:

Is(z) =
〈(c′)2(z)〉

〈 c(z) 〉 (〈 c 〉max − 〈 c(z) 〉) (5.25)

On présente cette grandeur sur la figure (5.25). Les résultats de simulation sont en
bon accord avec les mesures. Nous pouvons ainsi affirmer que l’utilisation du jeux de
coefficient, R = 2 pour le petit Schmidt et R = 4 pour le grand Schmidt, represente
bien l’effet de ce nombre sur la dispersion Lagrangienne.
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Figure 5.25: Coefficient Is du scalaire. Sc = 700 . T = 15TΛ .

Flux de masse

Le flux de masse vertical peut être écrit sous la forme:

flux(z) =
〈u′

(z) c
′

(z) 〉
rms(u′(z)) rms(c′(z))

(5.26)

Un avantage important de la modélisation stochastique du transport de sous-maille
des particules fluides est la détermination des flux de masse turbulents. Comme pour
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la variance ou les moments d’ordre supérieur à 2 du champ de concentration, les flux
de masse turbulents sont obtenus directement et sans modélisation supplémentaire, à la
différence des approches Eulériennes.

Les profils de flux de masse verticaux sont présentés sur les figures (5.26, 5.27, 5.28,
5.29, 5.30 et 5.31). Les valeurs sont normalisées par les épaisseurs correspondantes. Les
résultats de la simulation numérique en LES couplée avec le modèle stochastique de sous-
maille sont en bon accord avec les mesures. Les améliorations sont remarquables par
rapport à la LES sans modèle stochastique. Cela montre l’importance de l’apport de la
modélisation stochastique Lagrangienne de sous-maille.
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Figure 5.26: Flux de scalaire. Sc = 700 . T = 4TΛ .

5.5 Diffusion d’un scalaire passif dans une turbulence

inhomogène non cisaillée

Nous avons vu que la LES avec le nouveau modèle de sous-maille stochastique La-
grangien, nous permet de mieux prendre en compte, d’une part l’effet de décorrélation
temporelle dans le champ de vitesse inhomogène, d’autre part l’effet de mélange des fluctu-
ations de sous-maille sur la diffusion et la dispersion du scalaire passif dans une turbulence
homogène.

Dans ce paragraphe, afin d’examiner l’influence de l’inhomogénéité spatiale, nous al-
lons tester cette modélisation stochastique Lagrangienne de sous-maille, dans le cas d’une
turbulence inhomogène simple: la couche de mélange sans cisaillement.
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Figure 5.27: Flux de scalaire. Sc = 700 . T = 7TΛ .
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Figure 5.28: Flux de scalaire. Sc = 700 . T = 15TΛ .
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Figure 5.29: Flux de scalaire. Sc = 7 . T = 15TΛ .
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Figure 5.30: Flux de scalaire pour différents nombres de Schmidt à T = 15TΛ .
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Figure 5.31: Evolution du flux de scalaire en temps. Sc=700.

Warhaft [77,78] et Zhang [1,2] ont étudié la couche de mélange non cisaillée en essayant
de se placer dans une situation proche des hypothèses du problème théorique, à savoir
une seule direction d’inhomogénéité et l’absence de cisaillement moyen.

5.5.1 Caractéristiques de la turbulence inhomogène sans cisaille-

ment en décroissance

La turbulence inhomogène sans cisaillement, a fait l’objet de la thèse de L. Shao
(1992, [24]). Pour les détails de cet écoulement particulier, le lecteur peut se référer’ à ce
travail.

Les caractéristiques de cet écoulement inhomogène sont présentées, en terme de spec-
tres unidimensionnels, de corrélations Eulériennes et Lagrangiennes, et font ressortir
l’échelle intégrale temporelle Lagrangienne pour différentes positions dans la direction
z d’inhomogénéité.

Condition initiale

Spectres unidimensionnels

Nous avons étudié les spectres unidimensionnels, qui sont calculés de la manière suiv-
ante:
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Figure 5.32: Spectre de l’énergie au début de calcul. LES 643 .

Rapport de l’énergie cinétique
E1

E2

5.74

Ratio d’échelle intégrale longitudinale
Λ1

Λ2

1.25

Nombre de Reynolds initial des grandes échelles 65
Nombre de Reynolds initial des petites échelles 38

Tableau 5.7: Condition initiale de la simulation dans le cas de la turbulence inhomogène.

1. Calcul de la transformée de Fourier suivant x de ui(x, y, z) , le résultat est noté
ũi(kx, y, z) .

2. Calcul de Eij(kx, z) = 〈 ũi(kx, y, z) ũ
∗
j(kx, y, z)〉y , où 〈 〉y désigne la moyenne dans

la direction y .

Dans notre cas, nous nous intéressons surtout aux quantités diagonales Eii . L’étude
du comportement de Eii nous permet une meilleure compréhension de la dynamique du
processus de transport.

Sur les figures (5.33, 5.34 et 5.35), les spectres longitudinaux E11(kx, z) (spectres de
la composante u dans la direction X) sont tracés. La figure (5.33) donne les spectres
initiaux t = 0 (s), la figure (5.34), les spectres au cours de la simulation t = 0.5 (s), et
la figure (5.35), les spectres obtenus en fin de simulation ( t = 1.5 (s)) pour différentes
positions correspondant à z = 8 cm: milieu des grandes échelles, zone quasi-homogène;
z = 15.5 cm, couche de mélange du côté des grandes échelles; z = 16 cm, couche de
mélange du côté des petites échelles; z = 24 cm, milieu des petites échelles, zone quasi-
homogène, pour le cas correspondant à Reλ égal à 38 .
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Figure 5.33: Spectre E11(kx, z) pour différents z au début du calcul. t = 0 (s).
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Figure 5.34: Spectre E11(kx, z) pour différents z au cours du calcul. t = 0.5 (s).

162



CHAPITRE 5. DIFFUSION LAGRANGIENNE D’UN SCALAIRE PASSIF

10
−1

10
0

10
1

kx (cm
−1

)

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

10
1

10
2

E
11

(k
x ,z

) 
 (

cm
3 /s

2 )

z=8(cm)
z=15.5(cm)
z=16(cm)
z=24(cm)

Figure 5.35: Spectre E11(kx, z) pour différents z à la fin du calcul. t = 1.5 (s).

Sur les figures (5.34 et 5.35), l’augmentation du spectre pour z = 16 cm indique
l’effet du transport: au début du calcul, le spectre correspond au spectre en zône quasi-
homogène côté petites échelles, soit encore au champ de faible intensité. Quand le temps
s’écoule, ce spectre est clairement contaminé par les tourbillons venant de la partie des
grandes échelles. Le même genre de comportement peut aussi être observé sur le spectre
transversal (spectre de w), sur les figures (5.36), 5.37 et (5.38).
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Figure 5.36: Spectre E33(kx, z) pour différents z au début du calcul. t = 0 (s).

Ces résultats sont qualitativement en accord avec les résultats de la thèse de L. Shao.
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Figure 5.37: Spectre E33(kx, z) pour différents z au cours du calcul. t = 0.5 (s).
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Figure 5.38: Spectre E33(kx, z) pour différents z à la fin du calcul. t = 1.5 (s).

164



CHAPITRE 5. DIFFUSION LAGRANGIENNE D’UN SCALAIRE PASSIF

Corrélation de vitesse pour différentes coordonnées z

Les définitions de la corrélation de vitesse Eulérienne et Lagrangienne, pour différentes
coordonnées z, dans une turbulence inhomogène sont données par les formes ci-dessous:

RE
ij(z, τ) =

〈ui(x, y, z, t0)uj(x, y, z, t0 + τ)〉p√
〈ui(z, t0)2〉p

√
〈uj(z, t0 + τ)2〉p

(5.27)

RL
ij(z, τ) =

〈 vi(x0, y0, z0, t0) vj(x, y, z, t0 + τ)〉p√
〈vi(z0, t0)2〉p

√
〈vj(z, t0 + τ)2〉p

(5.28)

où 〈 〉p signifie la moyenne en plan (dans la direction X et Y), v(x0, y0, z0, t0) la vitesse
initiale de la particule, et v(x, y, z, t0 + τ) la vitesse instantanée.

Nous avons tout d’abord fait deux LES pour chacun des deux champs de turbu-
lence homogène correspondant respectivement au côté grandes échelles et au côté petites
échelles de la couche de mélange sans cisaillement. Puis, nous combinons les deux champs
homogènes, et nous réalisons une LES pour cette turbulence inhomogène.

Les corrélations de vitesse sont présentées sur les figures (5.39, 5.40, 5.41 et 5.42).

Nous constatons qu’aussi bien les corrélations Eulériennes que les corrélations La-
grangiennes, décroissent plus vite au milieu de la zone des grandes échelles qu’au milieu
de celle des petites échelles. Les corrélations des deux centres de zones quasi-homogènes
sont identiques, au bruit statistique près, à celles évaluées indépendamment dans chaque
turbulence homogène.

Les figures (5.39 et 5.41) donnent les corrélations de vitesse Eulérienne et Lagrangi-
enne, au milieu de la zone quasi-homogène. L’influence de l’inhomogénéité spatiale arrive
aux temps longs. Les figures (5.40 et 5.42) donnent les corrélations de vitesse dans la
couche de mélange. Elles montrent que l’interaction entre les échelles différentes accélère
la décorrélation de vitesse dès que la turbulence inhomogène évolue librement.

Sur la figure (5.43), sont présentées les corrélations de vitesse Lagrangienne aux po-
sitions z = 16 (cm) et z = 17 (cm). Il ressort que la décroissance de la corrélation de
vitesse Lagrangienne avec la modélisation stochastique Lagrangienne de sous-maille est
plus rapide que sans le modèle stochastique.

Temps intégral caractéristique Lagrangien TL dans la turbulence inhomogène

Dans la turbulence inhomogène, on calcule le temps caractéristique Lagrangien pour
les positions différentes en z. Après avoir intégré la corrélation de vitesse, on présente le
résultat sur la figure (5.44).
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Figure 5.39: Corrélation de vitesse Eulérienne dans une turbulence inhomogène. Reλ =

65 .
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Figure 5.40: Corrélation de vitesse Eulérienne dans une turbulence inhomogène. Reλ =

65 .
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Figure 5.41: Corrélation de vitesse Lagrangienne dans une turbulence inhomogène. Zone

quasi-homogène. Reλ = 65 .
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Figure 5.42: Corrélation de vitesse Lagrangienne dans une turbulence inhomogène. Zone

de couche de mélange. Reλ = 65 .

167



5.5. DIFFUSION D’UN SCALAIRE PASSIF DANS UNE TURBULENCE INHOMOGÈNE NON CISAILLÉE
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Figure 5.43: Corrélation de vitesse Lagrangienne dans une turbulence inhomogène. Reλ =

65 . La figure de gauche concerne la position z = 16 (cm), et celle de droite z = 17 (cm).
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Figure 5.44: Echelles intégrales temporelles Lagrangiennes pour les positions différentes

en z. Cas C1 , LES 643 . La zone correspondant aux petites valeurs de z est la zone des

grandes échelles, celle qui correspond aux grands z est la zone des petites échelles.
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On trouve qu’il y a différentes échelles intégrales temporelles Lagrangiennes pour des
positions différentes en z compte tenu de l’interaction entre les différentes échelles. Dans
la zone des grandes échelles (z petit), le temps Lagrangien a une valeur petite. Avec
l’augmentation de position z, le temps Lagrangien est de plus en plus grand. Dans la
zone quasi-homogène des petites échelles, le temps Lagrangien a une valeur maximale.

On approxime le temps intégral par:

TL ∼ Λ√
E

(5.29)

selon les données dans le tableau (5.1), on a donc:

TLgrande

TLpetite

∼ 1

2
< 1 (5.30)

Comme dans la turbulence homogène stationnaire, le temps Lagrangien obtenu dans
la turbulence inhomogène par une LES avec ce modèle stochastique est plus petit que
celui issu de la LES sans modèle stochastique.

5.5.2 L’expérience de Zhang (2003)

La couche de mélange sans cisaillement est constitué de deux champs turbulents ho-
mogènes mis côte à côte et ayant des caractéristiques différentes. L’un des deux champs
contient un scalaire passif dont la concentration moyenne est égale à 1 au début, l’autre
contient un scalaire initial ayant une concentration valant 0 . Ce cas a été étudié par
l’expérience de Zhang dans un tunnel à eau au LMFA [1]. Le nombre de Schmidt est
voisin de 106 . Notons qu’à l’heure actuelle, la simulation directe ne peut pas atteindre
un nombre de Schmidt assez élevé.

Les grilles utilisées pour générer la couche de mélange non cisaillée possèdent des car-
actéristiques géométriques différentes, ce qui permet de générer des écoulements possédant
des rapports d’énergie cinétique et d’échelle turbulente très différents. Cela va directement
influencer les caractéristiques turbulentes de la couche de mélange. Le rapport de maille
entre les deux parties de la grille de turbulence dans l’étude expérimentale de Zhang [1,2]
est deux, la maille de petite grille M1 = 2.5(cm) et de grande grille M2 = 5.0(cm) (figure
5.45).

Dans l’expérience de Zhang, il y a trois différentes positions d’observation. Nous les
avons données dans le tableau (5.8).

Les caractéristiques à l’instant t = T1 apparaissent dans le tableau ci-dessous (5.9):
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Figure 5.45: Dispositif expérimental.

Position réelle Temps réel Temps normalisé
x1 = 150(cm) T1 = 0.48(s) 3TΛ

x2 = 195(cm) T2 = 0.65(s) 4TΛ

x3 = 275(cm) T3 = 0.89(s) 6TΛ

Tableau 5.8: Trois positions d’observation dans l’expérience de Zhang.

5.5.3 Simulation numérique en LES

Dans cette partie, on va expliquer les simulations numériques par LES couplée avec
le modèle stochastique de sous-maille. Le modèle Lagrangien de diffusion de scalaire est
utilisé pour simuler la dispersion de scalaire dans cette turbulence inhomogène.

Compte tenu du faible nombre de Reynolds de l’expérience, et afin de maximiser l’effet
de sous-maille, le maillage pour la LES est de 323 .

Domaine de simulation

Sur la figure (5.46), on présente le domaine de simulation qui est une bôıte rectan-
gulaire. Les deux turbulences homogènes générées indépendantes sont mises côte à côte.
L’inhomogénéité se trouve seulement dans la direction z.

Nombre de Schmidt Sc 106

Vitesse moyenne U dans la direction x 300(cm/s)

Tableau 5.9: Paramètres de l’expérience de Zhang. t = T1
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Figure 5.46: Domaine de simulation.

Condition initiale

Comme dans le cas de la turbulence homogène, on met des particules dans tout le
domaine de simulation. Les moitiés des particules qui se trouvent dans le domaine des
grandes échelles possède un scalaire (la concentration par exemple) dont la valeur est
uniforme et égale à 1 initialement. Dans le zone de turbulence à petites échelles, le
scalaire a une valeur uniforme et égale à 0 au début.

Coefficient de l’échelle temporelle de diffusion de scalaire

Comme dans le paragraphe précédant, la relation entre les deux échelles temporelles
Lagrangienne dans le modèle de mélange, celle de vitesse Lagrangienne TL

u et celle de
scalaire TL

φ , est utilisée pour l’évaluation du coefficient du modèle de mélange. Nous

savons que le rapport R =
TL

φ

TL
u

diminue quand le nombre de Reynolds de la turbulence

augmente; par contre, il s’accrôıt quand le nombre de Schmidt augmente. Un rapport
de R = 4 , utilisé dans la simulation numérique de l’expérience de Huq et Britter pour
Reλ = 15 et Sc = 700 , donne des résultats très satisfaisants. Dans l’expérience de
Zhang, le nombre de Reynolds est Reλ = 25 , valeur du même ordre de grandeur que
celui de l’expérience de Huq et Britter. En revanche, le nombre de Schmidt est très élevé,
Sc = 106 . Nous employons la valeur de R = 4 pour le modèle de mélange Lagrangien.
L’utilisation de cette valeur de 4 , déterminé dans le cas d’un nombre de Schmidt valant
700 , alors que le cas actuel correspond à un nombre de Schmidt de 106 , est donc un test
sévère pour le modèle.

171
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Champ de vitesse

Afin de comparer les résultats de simulation numérique avec les mesures de Zhang, on
garde les mêmes rapports d’énergie cinétique et d’échelle intégrale de la turbulence entre
les grandes échelles et les petites échelles (tableau 5.10). Nous avons aussi généré cette
turbulence inhomogène pour que les deux nombres de Reynolds, côté grandes échelles et
côté petites échelles, soient les même que dans l’expérience de Zhang.

Expérience Simulation

Rapport de l’énergie
k2

k1

2.48 2.46

Rapport de longueur intégrale
Λ2

Λ1

1.27 1.24

Nombre de Reynolds des petites échelles Reλ1 21 21.8
Nombre de Reynolds des grandes échelles Reλ2 26 28.2

Tableau 5.10: Comparaison des paramètres importants entre l’expérience et simulation

numérique.

5.5.4 Résultats et confrontation à l’expérience de Zhang X.H.

[1, 2]

Dans cette partie, nous présentons les résultats de simulation numérique, pour une
LES couplée ou non avec le modèle stochastique Lagrangien de sous-maille.

On présente la rms de la vitesse verticale au début du mélange turbulent pour les
différentes positions en z sur la figure (5.47). Cette rms dans la zone des grandes échelles
est environ 1.5 fois supérieure à celle de la zone des petites échelles.

Nous donnons les échelles intégrales temporelles Lagrangienne, obtenues par le modèle
au début de la simulation, pour des positions différentes en z sur la figure (5.48). Cela
montre que le temps Lagrangien dans la zone des petits échelles est plus grand que dans
la zone des grandes échelles. Comme le rapport entre les deux énergies cinétiques n’est
que de 2 dans notre simulation, la différence entre les deux temps Lagrangiens n’est pas
vraiment significative.

Les spectres d’énergie pour différentes positions en z sont tracés sur la figure (5.49).
Ils correspondent à t = 0 sur la figure de gauche; et à t = 4TΛ pour celle de droite.
z = 96 (cm) correspond à la zone quasi-homogène des grandes échelles; et z = 32 à la
zone quasi-homogène des petites échelles; z = 61 et z = 62 correspondent à la couche de
mélange. Grâce à l’interaction entre les deux échelles, l’énergie dans la couche de mélange
est plus petite que dans la zone des grandes échelles, et plus grandes que dans la zone des
petites échelles.
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Figure 5.47: Vitesse pour les positions différentes en z.
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Figure 5.48: Echelle intégrale temporelle Lagrangienne pour différentes positions en z.
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Du début jusqu’à t = 4Tλ , les spectres correspondant au milieux des zones quasi
homogènes, sont clairement distincts. En revanche, dans le zone de mélange située autour
de z = 61cm , 62cm , les spectres sont confondus à t = 4Tλ .
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Figure 5.49: Spectre d’énergie pour différentes valeurs de z. La figure de gauche corre-

spond à t = 0 ; celle de droite à t = 4TΛ .

Nous présentons la concentration moyenne sur la figure (5.50), l’écart-type de la fluc-
tuation de concentration sur les figures (5.51, 5.52, 5.53 et 5.54), et le flux de masse sur
les figures (5.55, 5.56, 5.57 et 5.58). Toutes les courbes sont normalisées par l’épaisseur
de la dispersion du scalaire dans la direction verticale.
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Figure 5.50: Concentration moyenne à t = 3TΛ . z0 est la position centrale du mélange,

où
d2u(z)

dz2
= 0 , H est l’épaisseur de la zône de mélange.
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Figure 5.51: Variance de la fluctuation de concentration à t = 3TΛ .
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Figure 5.52: Variance de la fluctuation de la concentration à t = 4TΛ .

175



5.5. DIFFUSION D’UN SCALAIRE PASSIF DANS UNE TURBULENCE INHOMOGÈNE NON CISAILLÉE
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Figure 5.53: Variance de la fluctuation de la concentration à t = 6TΛ .
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Figure 5.54: Evolution de variance de la fluctuation de concentration.
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Figure 5.55: Flux de masse à t = 3TΛ .
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Figure 5.56: Flux de masse à t = 4TΛ .
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Figure 5.57: Flux de masse à t = 6TΛ .
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Figure 5.58: Evolution du flux de masse.
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En comparant les résultats de simulation numérique, obtenus avec une LES couplée
ou non avec le modèle stochastique de sous-maille, avec les mesures de Zhang, nous
constatons les points suivants:

- Les résultats de simulation numérique sont en bon accord avec les résultats expérimentaux.
Sur les profils de la concentration moyenne et de la valeur rms de la fluctuation du scalaire,
les accords sont bons. Certes, sur le flux de masse, < c′w′ > , l’accord numérique /
expérience est moins bon mais reste satisfaisant.

- L’inhomogénéité est bien prise en compte par le modèle de mélange Lagrangien.

- L’adjonction du modèle stochastique Lagrangien de sous-maille apporte des améliorations
sensibles.

- L’utilisation de la valeur de 4 , dans le modèle de mélange Lagrangien, est capable
de prendre en compte le mélange turbulent pour un nombre de Schmidt s’élevant jusqu’à
106 .

- Dans la zone des petites échelles, il y a de légers écarts entre les résultats de simulation
et ceux de l’expérience. Ces écarts sont relativement petits (< 10% comparé à la valeur
maximale au centre du zone de mélange). Soit cet écart est de l’ordre du bruit statistique
lié à la précision des mesures; soit il reste encore à apporter des améliorations au modèle
de mélange Lagrangien pour les petites échelles.

5.6 Conclusion

La LES est appliquée à l’étude de la dispersion de scalaires passifs dans un écoulement
turbulent homogène et un autre inhomogène afin de valider le couplage entre la LES et
le modèle stochastique. Les particules fluides contenant le scalaire sont suivies à chaque
instant, donc la description est Lagrangienne. Une équation stochastique de Langevin est
utilisée pour simuler la composante petite échelle de la vitesse des particules en sous-maille.
Les résultats de la dynamique et de la dispersion d’un scalaire passif sont confrontés à
l’expérience de Huq et Britter [4] dans une turbulence homogène et à l’expérience de
Zhang [2] dans une turbulence inhomogène.

En résumé:

- Nous avons développé des outils en simulations numériques des grandes échelles pour
des cas de nombres de Schmidt élevés de grands nombres de Reynolds, qui ne sont pas
accessible à la DNS.

- Le modèle de mélange Lagrangien nous permet de simuler correctement la diffusion
et la dispersion d’un scalaire passif, dans une turbulence homogène (Huq et Britter [4])
et dans une turbulence inhomogène (Zhang XH, [1, 2]).
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5.6. CONCLUSION

- On utilise la relation entre les deux temps Lagrangiens de décorrélation RL dans le
modèle de mélange.

- Le couplage entre la LES et le modèle stochastique de sous-maille est bien adapté à
la modélisation du mouvement des particules fluides dans une maille. Il permet d’obtenir
directement les statistiques du champ de scalaire: comme la concentration moyenne, la
variance et le flux de masse.

- L’effet de Schmidt est bien pris en compte par le jeux de valeurs ( 2 et 4 ) utilisées
pour le coefficient R dans le modèle de dispersion Lagrangienne (Curl, [69]).
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Conclusion
Dans les problèmes de mélange turbulent ou de réaction chimique, lorsque les nombres

de Reynolds Re et de Schmidt Sc sont grands, il est impossible d’utiliser une méthode de
simulation numérique directe (DNS). Une alternative possible est d’utiliser une technique
de simulation des grandes échelles (LES). Le principe de la LES consiste à séparer, à l’aide
d’un filtre, le champ de vitesse en deux parties: les grandes structures et les petites. Les
équations des grandes échelles sont ensuite résolues. Les actions des structures de sous-
maille sont généralement modélisées à travers une viscosité turbulente. Cette technique
nous offre la possibilité de connâıtre ainsi en détail les grandes structures turbulentes de la
vitesse pour les écoulements à grands nombres de Reynolds. Toutefois des inconvénients
apparaissent dans ces méthodes.

D’une part, dans certains cas de mélange turbulent de différentes espèces ainsi que
dans les réactions chimiques, le nombre de Schmidt Sc peut être très grand, le rôle des
petites structures devient plus important que celui des grandes structures. Dans cette
situation, la LES classique n’est pas en mesure de bien prendre en compte le phénomène
physique. Il est nécessaire d’introduire d’autres modélisations dans le cas de combustion,
par exemple une modélisation de la densité de probabilité de sous-maille dans l’approche
Eulérienne.

D’autre part, dans l’approche Lagrangienne de la diffusion ou de la dispersion d’un
scalaire, on sait que les temps de décorrélation de vitesse ou de scalaire jouent un rôle
crucial. Or en LES, les corrélations spatiales ou temporelles sont surestimées. Le manque
de prise en compte des fluctuations des petites échelles de sous-maille, induit une échelle
caractéristique en temps ou en espace trop longue. Une correction du champ Lagrangien
de vitesse des grandes échelles est alors nécessaire.

Le but de cette thèse est de prendre en compte les effets des fluctuations de vitesse de
sous-maille dans l’approche Lagrangienne pour la dispersion turbulente avec des nombres
de Schmidt élevés. Dans ce travail de thèse, par analogie à la modélisation classique
stochastique du champ turbulent dans l’approche statistique, nous avons développé une
modélisation stochastique Lagrangienne du champ de vitesses de sous-maille.

En premier lieu, à travers les études comparatives par simulation directe et par sim-
ulation des grandes échelles, nous avons mis en lumière les effets des vitesses de sous-
maille sur les différentes corrélations, Eulériennes et Lagrangiennes, et sur les échelles
caractéristiques en temps et en espace. Ensuite, nous avons introduit un modèle stochas-
tique Lagrangien de sous-maille. Le champ Lagrangien de vitesse est ainsi reconstitué
dans une simulation des grandes échelles. L’apport de cette modélisation est discuté sur
les grandeurs telles que les corrélations Lagrangiennes et les temps caractéristiques La-
grangiens. A la fin, nous avons appliqué ce modèle stochastique Lagrangien de sous-maille
dans l’étude de la dispersion turbulente Lagrangienne par simulation des grandes échelles.
La prise en compte de l’effet du nombre de Schmidt est également étudiée à l’aide d’un
modèle de mélange Lagrangien.

Les résultats marquant de cette thèse sont énumérés ci-dessous.
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Conclusion

(1) En simulation des grandes échelles, les corrélations spatio-temporelles Eulériennes
sont plus grandes que celles qui sont issues d’une simulation directe. Ce résultat est
cohérent avec ceux de la littérature.

(2) En simulation des grandes échelles, les corrélations spatio-temporelles Lagrangien-
nes sont également surestimées. Cela induit des temps caractéristiques Lagrangiens trop
grands en LES. Le manque de l’influence des petites échelles Lagrangiennes ne permet pas
de prendre en compte l’effet de destruction de cohérence des gros tourbillons de manière
correcte.

(3) Une modélisation stochastique Lagrangienne est introduite pour prendre en compte
l’absence de champ Lagrangien de vitesse de sous-maille.

(4) Cette modélisation stochastique de sous-maille permet de reconstituer le champ
Lagrangien complet de vitesse (grandes échelles simulées + petites échelles de sous-maille
modélisées). Elle apporte une nette amélioration sur les corrélations et les temps car-
actéristiques du champ Lagrangien. L’apport est plus important dans le cas d’un grand
nombre de Reynolds et aussi dans le cas où la résolution en LES est plus grossière (plus
des petites échelles de sous-maille).

(5) Les tests de ce modèle ont été réalisés dans l’étude de la dispersion Lagrangienne
par LES, d’un scalaire dans une turbulence homogène (expérience de Huq et Britter [4])
et dans une turbulence inhomogène (expérience de Zhang XH [1]). Un modèle de mélange
Lagrangien de Curl [69] est utilisé pour tenir compte de l’effet du nombre de Schmidt.

(6) Les résultats des tests, confrontés aux résultats expérimentaux, montrent que le
modèle stochastique Lagrangien de sous-maille apporte une amélioration importante sur
la prédiction de la dispersion Lagrangienne. Les profils de concentration moyenne, de
fluctuations de scalaire et de flux de masse (corrélation vitesse-scalaire) sont en très bon
accord avec les résultats expérimentaux.

(7) Les résultats de simulation dans le cas de l’expérience de couche de mélange sans
cisaillement montrent que, le modèle stochastique Lagrangien de sous-maille, développé
dans le cadre de turbulence homogène, est capable de s’adapter à l’inhomogénéité spatiale.

(8) Une étude du coefficients R du modèle d’échange a été réalisée. Nous montrons
qu’avec la valeur de R = 2 pour un petit nombre de Schmidt (Sc ≈ 1 ) et R = 4 pour
un grand nombre de Schmidt, sont appropriées pour simuler en LES les écoulements à
grand nombre de Schmidt, du moins pour un nombre Schmidt de 106 .

En conclusion, nous avons montré dans cette thèse, la nécessité de la prise en compte
des petites échelles de sous-maille dans l’approche Lagrangienne pour la dispersion tur-
bulente. Le modèle stochastique Lagrangien de sous-maille est développé avec succès.
Ce modèle permet de reconstituer le rôle des échelles de sous-maille sur la dispersion
Lagrangienne d’espèces.

Dans le futur, des améliorations possibles de cette modélisation peuvent être en-
visagées. Nous n’avons utilisé une seule échelle de temps, mais il est tout à fait possible
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Conclusion

d’introduire plusieurs échelles de temps pour les échelles de sous-maille. Quant à la prise
en compte de l’effet du nombre de Schmidt et du nombre de Reynolds dans le modèle La-
grangien de mélange, il serait intéressant de comparer à d’autres expériences avec d’autres
nombres de Reynolds et Schmidt, en utilisant la simulation des grandes échelles couplée
avec le modèle stochastique Lagrangien de sous-maille.
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Annexe I

Interpolation

En simulation numérique, on doit discrétiser les équations de Navier-Stokes. Les

valeurs discrètes obtenues, plus précisément les vitesses, correspondent aux noeuds du

maillage numérique, et on ne connait pas celles qui sont hors des noeuds de maillage.

Pour le problème de suivi des particules, on doit connâıtre les positions et les vitesses

de toutes particules dans tout l’espace. Quand les particules ne sont pas en des points

du maillage, on doit alors utiliser une méthode d’interpolation pour obtenir les vitesses

correspondantes.

Pour cette étude, on a choisit la méthode d’interpolation utilisant les polynômes de

Lagrange de degré 7. Le choix du degré 7 est issu de différents essais. En dessous du 7,

les erreurs sont plus importantes; et en dessus du 7, le temps de calcul est de plus en plus

long, mais la précision d’interpolation n’augmente plus.

Pour une fonction f(x) , la formule d’interpolation avec les polynômes de Lagrange

en dimension 1 peut s’écrire:

li(x) =
n∏

j=0 et j 6=i

(x− xj)

(xi − xj)
(I.1)

Ici x est la position d’interpolation, x0, ...xn les points de discrétisation, et les li(x) les

coefficients pour chaque point. La valeur d’interpolation à la position x est fournie par:
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Ln(x) =
n∑

i=0

fi li(x) (I.2)

où fi est la valeur de f(x) sur les points discrets.

Cette méthode est précise et facile à utiliser. Nous utilisons 8 noeuds dans une di-

mension, 4 de chaque côté du point considéré. On va donc chercher une région autour de

la position à interpoler. Si les particules sont près de la frontière, il faut alors utiliser la

condition limite de périodicité.

Généralement, l’interpolation est faite en dimension 1 , mais notre problème est à 3

dimensions. On va donc répéter la même opération trois fois dans les 3 dimensions. On

utilise donc les informations provenant des 83 points.

Figure I.1: Interpolation par les polynômes de Lagrange en 3 dimensions.

Nous avons aussi comparé l’interpolation en 3 dimensions dans différents ordres:
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X → Y → Z ; X → Z → Y ;

Y → X → Z ; Y → Z → X ;

Z → X → Y ; Z → Y → X .

Les différences entre les 6 situations sont minimes. La première méthode a été finale-

ment retenue. Comme les erreurs sont très petites, pour le problème de suivi de particules,

la précision est suffisante. On considère alors que les erreurs viennent essentiellement de

la simulation du champ de vitesse.
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Annexe II

Filtre

Trois filtrages spatiaux sont les plus utilisés (Sagaut [8]):

• Le filtre bôıte (box filter, top-hat filter).

G(x-x
′

) =





1

△3
si |xi − x

′

i| ≤
△
2

0 sinon.

(II.1)

Ĝ(k) =
sin(k△/2)

k△/2 (II.2)

où, △ est la taille moyenne de la maille,

△ = (△x△y△z) 1/3

• Le filtre gaussien (gaussian filter).

G(x-x
′

) = (
6

π
)3/2 1

△3
exp (−6

(x-x
′

)2

△2
) (II.3)

Ĝ(k) = exp (
−△2 k2

24
) (II.4)
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• Le filtre porte ( le filtre droit, le filtre passe-bas, spectral cut-off filter, sharp cut-off

filter).

G(x-x
′

) =
sin(Kc(x-x

′

))

Kc(x-x′)
(II.5)

Ĝ(k, t) =





1 si | k | ≤ Kc

0 sinon.

(II.6)

ici, k est le nombre d’onde, et Kc le nombre d’onde de coupure.
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Annexe III

Nombres aléatoires

III.1 Variables aléatoires uniformes

Les calculs ont été effectués sur le matériel PC, Mercure du LMFA et NEC SX-5

d’IDRIS. On peut alors utiliser directement un processus aléatoire ( rand(0) sur PC et

Mercure, et rand(1) sur NEC SX-5) censé donner une variable aléatoire suivant une loi

uniforme sur l’intervalle [0, 1] .

III.2 Variables aléatoires normales

On peut alors construire une variable aléatoire suivant une loi normale, c’est à dire

dont la densité de probabilité (d.d.p.) est gaussienne, nulle en moyenne, et dont l’écart

type est égal à l’unité:





ξi = 0

ξ2
i = 1

ξmξn = 0, m 6= n.

Nous avons utilisé la fonction suivante pour générer les variables aléatoires suivant la
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loi normale:

ξi = ξi + ξ2
i (−6 + χ1 + χ2 + . . .+ χ12) (III.1)

{χi} est une série des variables aléatoires suivant une loi uniforme sur l’intervalle

[0, 1] . Dans ce cas, ξi égal à 0 , et ξ2
i est 1 .
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