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Résumé de la thése

Ce travail de these est consacré au calcul direct du screech des jets supersoniques a partir
des équations de Navier-Stokes.

Le bruit des jets supersoniques choqués est constitué de trois composantes majeures : le
bruit des structures turbulentes, le bruit de choc et le bruit de screech. Le screech est un
rayonnement harmonique intense observé vers I’amont de I’écoulement, résultant d’une boucle
de rétroaction. L’interaction des structures turbulentes avec le réseau quasi-périodique des
cellules de choc peut en effet produire une onde acoustique qui se propage vers I’amont du
jet. La boucle se referme au niveau de la levre de la tuyére ou la couche de mélange est alors
excitée par I'onde acoustique.

Les investigations antérieures de la littérature ont montré la complexité des mécanismes
liés au screech. La Simulation des Grandes Echelles (SGE) compressible permet maintenant
d’accéder aux détails du développement turbulent d’écoulements réalistes & haut nombre de
Reynolds, et au champ acoustique rayonné. La méthode utilisée pour la SGE requiert I'uti-
lisation d’algorithmes peu dissipatifs afin de minimiser la dissipation appliquée aux échelles
résolues. Les schémas numériques doivent de plus pouvoir calculer les fluctuations acoustiques
trés petites par rapport au champ aérodynamique.

La premiere étape du travail de theése s’est concentrée sur le développement d’un solveur des
équations de Navier-Stokes 3-D, adapté aux écoulements supersoniques. Afin de développer
des techniques numériques pour ce type de simulations, des schémas de différenciation spatiale
et de filtrage sélectif ont été mis au point pour I'implémentation de conditions aux limites
de paroi, et pour le raccordement de maillages entre champ proche et champ lointain. Un
algorithme de Runge-Kutta d’ordre quatre a stockage réduit a aussi été construit pour une
meilleure résolution des effets non-linéaires. La précision des schémas a été minutieusement
évaluée par des cas tests représentatifs de I'aéroacoustique numérique.

Le probleme de I'influence du choix des algorithmes de discrétisation sur la précision d’une
SGE filtrée explicitement a également été abordé. Un outil d’analyse des erreurs numériques
commises lors de la SGE d’un cube de turbulence homogene isotrope incompressible a ainsi
été développé, et a permis de montrer que les schémas d’ordre élevé peu dispersifs et peu
dissipatifs présentent un bon compromis entre précision et cotit informatique.

Finalement, un jet 3-D plan sous-détendu a nombre de Mach équivalent M; = 1.55 et
au nombre de Reynolds Re, = 6 x 10% a été simulé. La structure du jet choqué et son
développement turbulent ont été fidelement reproduits et le rayonnement acoustique observé
en amont pour ce calcul se compare favorablement aux mesures expérimentales en terme de
fréquence, de niveau, et de répartition de phase de part et d’autre de la tuyere. Des visua-
lisations de I’écoulement et du champ proche acoustique ont fait apparaitre que le choc de
compression de la troisieme cellule tend a pénétrer la couche de mélange au niveau des zones
de faible vorticité localisées entre les structures cohérentes associées a ’excitation de la boucle
de rétroaction a l'orgine du screech. Ces observations ont confirmé I’hypothese de génération
de bruit par le mécanisme de “fuite” des chocs (shock-leakage).
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Introduction

Le bruit d’origine aérodynamique est actuellement un enjeu industriel et scientifique ma-
jeur. C’est le cas en particulier dans le domaine des transports aéronautiques qui mettent
en jeu des écoulements tres énergétiques dont le rayonnement acoustique peut dégrader la
qualité de 'environnement ou nuire au confort des usagers. Le bruit produit peut également
étre une source de fatigue structurelle. Par exemple, le rayonnement de screech dans les jets
supersoniques ou les ondes sonores produites par un écoulement affleurant une cavité peuvent
conduire a une détérioration prématurée des éléments mécaniques qui entourent le fluide. Il
convient donc de disposer d’outils de prédiction et d’investigation du champ sonore rayonné
par des écoulements turbulents.

Bruit de jet supersonique

Les appareils de transport supersoniques nécessitent 1’utilisation de systemes de propul-
sion basés sur des tuyeres convergentes-divergentes qui permettent de générer des écoulements
dont la vitesse dépasse celle du son. Les problemes d’adaptation de la pression d’éjection a
la pression ambiante conduisent a la formation dans les jets de cellule de chocs. Le bruit des
jets supersoniques fait alors apparaitre trois composantes principales [140] : le rayonnement
d’onde de Mach lié a la convection des grosses structures turbulentes, le bruit de choc et le
screech.

Si le rayonnement par onde de Mach a été relativement bien identifié [128], les mécanismes
d’interaction entre les chocs et les structures tourbillonnaires & 'origine du bruit de choc et
du screech restent encore mal connus. Le screech implique en particulier une grande variété de
phénomenes physiques, et son étude permet par conséquent de mieux comprendre le couplage
choc/tourbillon.

Powell [93] a été le premier & observer le phénomeéne de screech au début des années
1950 et a suggérer que la production du screech est controlée par une boucle de rétroaction
aéroacoustique. L’interaction entre le réseau de chocs et les structures tourbillonnaires de
la couche de mélange peut en effet générer un rayonnement acoustique vers I'amont. La
boucle de referme au niveau de la levre de la tuyere ou les ondes se réfléchissent et excitent
la couche de mélange. Les études expérimentales et théoriques qui ont été menées depuis
les travaux de Powell [93] ont permis de clarifier de nombreux aspects de ce systeme auto-
entretenu [98]. Les connaissances actuelles restent malgré tout essentiellement qualitatives,
et les prédictions quantitatives se limitent au calcul de la fréquence fondamentale du screech.
En particulier, il n’existe pas de théorie qui permette de déterminer I’amplitude des ondes
acoustiques rayonnées vers I’amont. Une prédiction de ce type repose en effet sur une tres
bonne compréhension des mécanismes de production de son associés aux interactions entre
les chocs et les structures tourbillonnaires de la couche de mélange. Dans de récents travaux,
Suzuki & Lele [125] utilisent cependant 1’acoustique géométrique pour modéliser le processus



de génération de bruit de ce type de couplage en établissant une analogie entre la trajectoire
des rayons dans le jet et la déformation des chocs. La théorie de Suzuki & Lele [125] permet de
montrer que les chocs tendent a pénétrer dans la couche de mélange au niveau des régions de
faible vorticité localisées entre les structures turbulentes, ce qui conduit & une fuite des chocs
(ou shock-leakage). Ce processus conduit & la production d’une onde acoustique similaire a
celle observée pour le screech. Il n’existe pas a ’heure actuelle de données expérimentales qui
mettent en évidence le mécanisme de shock-leakage, mais la simulation numérique peut étre
utilisée pour démontrer que ce phénomene a effectivement lieu dans les jets ou le phénomeéne
du screech est présent.

Simulation du bruit de screech

Depuis les travaux précurseurs de Lighthill [64], le calcul du bruit d’origine aérodynamique
a connu de nombreux développements [159] et les simulations numériques apparaissent comme
des outils de prédiction prometteurs. La simulation directe bu bruit (DNC pour Direct Noise
Computation) cherche en particulier a calculer simultanément le développement turbulent
d’un écoulement et le champ acoustique rayonné. L’étude de phénomenes comme le screech,
qui présente un couplage fort entre les champs aérodynamique et acoustique, nécessite 1'uti-
lisation de ce type de méthode, car les approches alternatives comme les méthodes hybrides
reposent sur un traitement séparé des sources de bruit et du rayonnement acoustique. La mise
en place d'une DNC reste néanmoins un probleme délicat qui requiert des algorithmes de
discrétisation spécifiquement dédiés a ’aéroacoustique numérique. Les méthodes numériques
doivent en effet étre capable de résoudre les perturbations de nature acoustique bien qu’elles
alent des amplitudes tres petites comparées aux fluctuations de pression aérodynamique. Les
schémas numériques doivent également permettre de propager avec précision des ondes so-
nores sur de longues distances. Ces contraintes ont motivé le développement d’algorithmes
peu dispersifs et peu dissipatifs comme les schémas compacts de Lele [60], les schémas DRP
(Dispersion-Relation-Preserving) de Tam & Webb [135] ou encore les schémas explicites de
Bogey & Bailly [14]. Des conditions limites aux frontiéres du domaine ont également été pro-
posées dans le but d’évacuer les ondes acoustiques et les perturbations aérodynamiques sans
créer d’ondes parasites qui pourraient couvrir le champ acoustique physique [11, 141].

Les premiers calculs directs du bruit de jet supersonique ont été effectués par Shen &
Tam [114] qui ont résolu les équations de Navier-Stokes moyennées instationnaires (URANS
pour Unsteady Reynolds Averaged Navier-Stokes) afin de reproduire le screech de jets circu-
laires. Cette méthode conduit cependant a une représentation partielle du phénomene car elle
fournit une solution moyennée sur la phase a la fréquence de forgage induite par la boucle de
rétroaction. La totalité des échelles turbulentes d’un écoulement peut étre obtenue a 1’aide
d’une simulation numérique directe (DNS pour Direct Numerical Simulation). Le cout infor-
matique est alors néanmoins tres élevé et ’approche directe est généralement restreinte a des
nombres de Reynolds relativement petits ou a des systémes simplifiés. Suzuki & Lele [125] ont
par exemple effectué la DNS d’une couche de mélange supersonique interagissant avec une
onde de compression oblique, ’objectif étant d’étudier en détail le mécanisme de pénétration
du choc au travers des régions cisaillées de 1’écoulement. Les moyens informatiques actuels
ne permettent toutefois pas de mettre en ceuvre la DNS d’un jet choqué complet. L’étude



3 Introduction

d’écoulements a des nombres de Reynolds élevés et de leurs rayonnements acoustiques peut
alors étre effectuée a l'aide de la simulation des grandes échelles compressible (SGE). En
effet, lors d’'une SGE, seules les échelles les plus grandes sont résolues alors que 'influence
des échelles plus petites sont prises en compte a I'aide d’une modélisation adéquate. Il est
donc possible d’aborder la simulation de configurations turbulentes réalistes tout en gardant
le cout informatique & un niveau raisonnable.

La faisabilité de la DNC de jets subsoniques par SGE compressible a été démontrée par
Bogey & Bailly [12, 19, 20] et Bodony & Lele [9]. En ce qui concerne les jets supersoniques,
Al Qadi & Scott [2] ont effectué la SGE d’un jet rectangulaire présentant un rayonnement de
screech, les chocs étant résolus avec un schéma d’intégration temporelle TVD (Total Variation
Diminishing). De la méme maniére, Imamoglu & Balakumar [53] ont calculé un jet rond
choqué en utilisant une SGE implicite basée sur une discrétisation spatiale de type WENO
(Weighted Essentially Non Oscillatory) et un algorithme TVD pour I’avancement en temps.
Loh et al. [69] ont par ailleurs simulé le screech d’un jet rond avec une méthode aux volumes
finis d’ordre faible. Les simulations présentées ci-dessus utilisent des algorithmes de capture
de choc ou des schémas numériques d’ordre faible. Ces méthodes sont néanmoins mal adaptées
a la SGE car elles peuvent introduire une dissipation excessive aux échelles résolues [37], ou
générer des erreurs numériques trop importantes [40]. Il est donc recommandé d’implémenter
des schémas peu dispersifs et peu dissipatifs qui minimisent les erreurs numériques et réduisent
la dissipation introduite artificiellement aux longueurs d’onde correctement résolues.

Objectif de la these

L’objectif de ce travail de these est de mettre en ceuvre le calcul direct du bruit de screech
produit par un jet choqué a nombre de Reynolds élevé. Le développement turbulent et le
rayonnement acoustique sont déterminé a ’aide d’une simulation des grandes échelles com-
pressible basée sur des méthodes numériques d’ordre élevé, et sur 'application d’un filtrage
explicite des variables de 1’écoulement.

Un solveur adapté a la résolution des équations de Navier-Stokes compressibles filtrées
doit donc étre développé en s’appuyant sur des algorithmes peu dispersifs et peu dissipatifs
spécifiques a l'aéroacoustique [14]. Le domaine de calcul doit également inclure la tuyere,
qui est un élément nécessaire a ’apparition de la boucle de rétroaction du screech. Un soin
particulier est aussi a porter a la connaissance des sources d’erreurs numériques car celles-ci
conditionnent la qualité des résultats. En particulier, lors d’une SGE avec filtrage explicite,
les propriétés du filtre discret et 'amplitude des erreurs numériques sont a prioriliées. Un des
enjeux de ce travail est donc d’élaborer un outil d’analyse des erreurs commises au cours de
la simulation. La présente étude cherche aussi a compléter les méthodes numériques d’ordre
élevé actuellement disponibles. Ce type d’algorithmes peut par exemple étre requis pour des
zones spécifiques du domaine de calcul, comme les régions ou des conditions limites doivent
étre imposées, alors que les schémas fournis dans la littérature s’appliquent généralement aux
points intérieurs du maillage.

L’utilisation du solveur doit permettre d’effectuer le calcul direct du bruit d’un jet su-
personique tout en reproduisant correctement le développement turbulent de 1’écoulement.
Il est donc nécessaire d’accomplir un calcul de jet et de valider la simulation en confrontant



les résultats numériques aux données expérimentales. Enfin, on souhaite également utiliser la
simulation numérique comme un outil d’investigation des mécanismes de génération de bruit.

Organisation du mémoire

Le manuscrit s’organise de la fagon suivante. Le premier chapitre renseigne sur 1’état des
connaissances expérimentales et théoriques concernant le rayonnement du screech des jets
supersoniques rectangulaires.

Le deuxieme chapitre présente le solveur utilisé dans ce travail pour effectuer des calculs
aéroacoustiques par simulation des grandes échelles compressible. Le choix du modele de sous-
maille est en particulier décrit et la mise en ceuvre des techniques de discrétisation d’ordre
élevé est également détaillée.

Le troisieme chapitre est consacré a I’étude des erreurs numériques commises lors d’une
simulation des grandes échelles. L’analyse s’appuie sur le formalisme proposé par Ghosal [40]
pour évaluer I'influence du choix des méthodes numériques sur la précision de la simulation.
Une étude est également menée pour comparer la dissipation associée aux termes visqueux des
équations de Navier-Stokes a la dissipation introduite artificiellement par le filtrage explicite
des variables de I’écoulement.

Le quatrieme chapitre expose le développement de méthodes numériques peu dispersives
et peu dissipatives dédiées a ’aéroacoustique numérique. Un schéma de Runge-Kutta d’ordre
quatre a stockage réduit est construit et des schémas décentrés optimisés dans l'espace de
Fourier sont proposés pour 'implémentation des conditions limites.

Finalement, le cinquieme chapitre aborde la simulation des grandes échelles compres-
sible d’un jet 3-D plan sous-détendu, & nombre de Mach équivalent 1.55 et au nombre de
Reynolds 6 x 10%. Les résultats aérodynamiques et acoustiques sont comparés aux données
expérimentales de la littérature pour montrer que la structure des cellules de choc, le déve-
loppement turbulent et le rayonnement du screech sont fidelement reproduits par le calcul.
La consistence de la simulation ayant été démontrée, des visualisations de I’écoulement et du
champ sonore sont fournies afin d’interpréter les sources de bruit du screech en s’appuyant
sur le phénomene de shock-leakage suggéré par Suzuki & Lele [125].



CHAPITRE 1
Rayonnement de screech des jets
supersoniques rectangulaires

Le bruit de jet supersonique choqué fait apparaitre trois composantes majeures : le bruit
des structures turbulentes, le bruit de choc et le screech. Ces trois éléments du bruit rayonné
sont illustrés sur la figure 1.1, qui donne le spectre des fluctuations de pression mesurées par
Seiner & Yu [111] en amont et en champ lointain pour un jet rond supersonique choqué, en
fonction du nombre de Strouhal. Le pic harmonique de forte intensité observé au voisinage du
nombre de Strouhal 0.4 correspond au rayonnement de screech, qui est généralement présent
dans la direction amont de 1’écoulement. Le pic large-bande a une fréquence plus basse que
celle du screech est le bruit des structures turbulentes. Cette partie du spectre est associée au
rayonnement acoustique des structures tourbillonnaires du jet [128]. La derniére composante
est le bruit de choc, qui se traduit sur la figure 1.1 par le pic large-bande visible & un nombre
de Strouhal de 0.5.

Le bruit des structures turbulentes, le bruit de choc et le screech présentent par ailleurs des
maxima de rayonnement dans des directions différentes. La figure 1.2 fournit par exemple les
spectres des signaux de pression mesurés en champ lointain & différents angles d’observation
Y par rapport a la direction amont, pour un jet rectangulaire supersonique choqué [134]. On
remarque que le screech est prépondérant vers ’amont car les spectres a ¢ = 30° et ¢ = 45°
contiennent une raie de fort niveau qui est absente dans les spectres obtenus plus en aval. De
fagon opposée, le bruit des structures turbulentes est plus intense dans la direction aval. Par
exemple, pour ¢ = 120°, il apparait une composante large-bande centrée sur 2 kHz qui n’est
pas visible pour des valeurs plus petites de 1. La contribution du bruit de choc est également
en évidence dans les spectres de la figure 1.2. Cette composante du bruit de jet supersonique
est présente pour toutes les directions d’observation, et possede deux caractéristiques fonda-
mentales qui sont confirmées par les mesures représentées ici. La fréquence centrale du pic
large-bande du bruit de choc est en effet fonction de I’angle d’observation . La fréquence
la plus basse est obtenue vers ’amont et se situe aux environs de 3 kHz pour ¢ = 30°. Elle
augmente vers l’aval pour atteindre 10 kHz a ¢ = 120°. On constate par ailleurs que le pic
s’élargit quand le point d’observation se déplace de 'amont vers ’aval.

Les problématiques du bruit des structures turbulentes et du bruit de choc ne seront pas
abordés dans ce chapitre, qui est consacré exclusivement a la description du phénomene de
rétroaction aéroacoustique a l'origine du screech. Il est néanmoins possible de se référer par
exemple au travail de synthese de Tam [126], qui propose un bilan des connaissances actuelles
sur le bruit de jet supersonique.

Le screech est donc un bruit de raie intense observé dans la direction amont des jets
supersoniques choqués. Powell [93] est le premier & observer ce phénomene dans les années
1950 et a émettre I’hypothese que le screech est le cycle limite d’une boucle de rétroaction
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Figure 1.1: Spectre du signal de pression mesuré en champ lointain pour un jet circulaire choqué,
en amont (reproduit d’apres [140]). A : bruit des structures turbulentes, B : screech,
C : bruit de choc. (D : diametre du jet, U; : vitesse d’éjection.)

aéroacoustique. La figure 1.3 propose une vision schématique des mécanismes a 'origine de
I’établissement du screech : I'interaction des cellules de chocs avec les structures turbulentes
qui se développent dans le jet agit comme une source acoustique. Sous certaines conditions
qui seront évoquées dans les sections suivantes, les ondes acoustiques ainsi produites peuvent
se propager vers ’amont, étre diffractées par la levre de la tuyere et interagir avec la couche
de mélange. En sortie de buse, la couche de mélange est en effet relativement fine, et est donc
réceptive aux excitations extérieures. On obtient alors une boucle de rétroaction qui peut
converger vers une fréquence précise et générer un rayonnement harmonique intense vers
I’amont. Les niveaux sonores impliqués sont par ailleurs suffisamment élevés pour permettre
d’observer le champ acoustique avec un systeme de visualisation Schlieren. Une photographie
Schlieren obtenue pour un jet rectangulaire supersonique [97] est reproduite sur la figure 1.4.
On distingue les trois premieres cellules de choc qui sont caractérisées par une succession
de zones claires et sombres a 'intérieur de 1’écoulement. Le screech apparait dans le champ
proche acoustique du jet sous la forme de trois fronts d’onde semi-circulaires, un au-dessus
du jet et deux en-dessous, qui semblent se propager vers I’amont.

La boucle de rétroaction proposée par Powell [93] pour décrire la génération du screech
repose sur trois éléments essentiels : les cellules de choc, la couche de mélange et le champ
proche acoustique ; la tuyere étant un intermédiaire du couplage entre les champs acoustique
et aérodynamique. La compréhension des mécanismes a ’origine du screech est donc soumise
a I’étude des interactions entre les composantes de la boucle de rétroaction :

e le couplage des cellules de choc avec la couche de mélange conduit a la génération
d’ondes acoustiques a l’origine du bruit de choc et du screech. Les chocs et la couche
de mélange ont également une influence réciproque. Le développement turbulent de
la couche de mélange conduit en effet a I'affaiblissement, puis & la disparition totale
des chocs dans la direction aval. Par ailleurs, les cellules de choc, qui sont constituées
de zones de détentes et de compression, modifient significativement la structure de
I’écoulement (déformation de la frontiere du jet, modulation de la vitesse de convec-
tion par exemple) et par conséquent la croissance des instabilités dans la couche de
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Figure 1.2: Spectres en tiers-d’octave du champ lointain de pression d’un jet supersonique
(Mg = 1.5, M; = 1.67) en fonction de I’angle d’observation 1 par rapport & la direc-
tion amont (d’apres [134]), pour 30° < ¢ < 120°. A : bruit des structures turbulentes,
B : screech, C : bruit de choc.

mélange [134] ;

e la couche de mélange et le champ acoustique amont interagissent principalement apres
réflexion et diffraction d’ondes acoustiques a la levre de la tuyere. La couche de mélange,
qui est alors de tres faible épaisseur, est réceptive aux excitations extérieures. La propa-
gation acoustique au voisinage de la frontiere du jet est aussi probablement influencée
par le champ proche aérodynamique [89].

Les travaux menés depuis les premiéres observations de Powell [93] ont ainsi cherché & ca-
ractériser les cellules de choc, le développement turbulent du jet et le champ acoustique
rayonné, et a décrire les différents couplages qui peuvent étre apparaitre entre ces éléments
de la boucle de rétroaction.

Les caractéristiques des jets soumis au screech sont décrites dans la section 1.1, qui porte
en particulier sur les jets rectangulaires. La section 1.2 présente les modeles actuellement
disponibles qui permettent de prédire ou d’interpréter certaines propriétés de la boucle de
rétroaction. Le probleme de la simulation numérique du screech est finalement abordé dans
la section 1.3.



rayonnement vers l’amont .
Y bruit de choc

excitation couche
mélange 74 /\

diffraction et

> RS P
M2l s S
Pe # Poo -

—

tourbillons instationnaires

Figure 1.3: Vue schématique des différents éléments qui composent la boucle de rétroaction du
screech.

Figure 1.4: Photographie Schlieren du screech d’un jet supersonique rectangulaire & M; = 1.44
(d’apres Raman [97]).

1.1 Caractéristiques des jets en présence du screech

1.1.1 Champ acoustique amont

Fréquence du screech

Le bruit associé au phénomene de bouclage du screech est composé d’une série de raies
harmoniques dont le fondamental possede le niveau le plus élevé. De facon générale, les
mesures expérimentales montrent que la fréquence fondamentale décroit quand le nombre
de Mach équivalent M; croit (voir 'annexe A pour une définition de M;). Pour des jets
rectangulaires de rapport longueur sur largeur important, cette tendance est illustrée par
la figure 1.5.a, qui donne I’évolution du nombre de Strouhal de la fréquence dominante du
screech en fonction du nombre Mach équivalent M, obtenue par différents expérimentateurs.
On constate effectivement que la fréquence diminue régulierement avec le nombre de Mach
M; du jet.



9 Rayonnement de screech des jets supersoniques rectangulaires

1 1.2 14 1.6 1.8 1 1.2 14 1.6 1.8

Figure 1.5: (a) Nombre de Strouhal, St = fh/Uj, de la fréquence dominante du screech, en fonction
du nombre de Mach équivalent M;, pour des jets rectangulaires : +, Raman & Rice [95] ;
o, Krothapalli et al. [59]; O, Krothapalli et al. [59]; x, Panda et al. [87]; )
formule analytique de Tam [132] pour un jet plan. (b) Longueur d’onde, A/D, de la
fréquence dominante du screech, en fonction du nombre de Mach équivalent M}, pour
des jets ronds (reproduit d’apreés [85]) : o, Powell [93]; O, Sherman et al. [115]; A,
Davies & Oldfield [28, 29]; o Merle [77]. Les longueurs d’onde se répartissent en cing
ensembles, Ay, As, B, C, et D, chacun correspondant & un mode du screech.

A noter que pour des géométries de faible rapport longueur sur largeur, comme les jets
ronds ou carrés, la situation est plus complexe et la courbe donnant la fréquence dominante du
screech en fonction du nombre de Mach équivalent M; peut présenter des discontinuités [85,
150]. Ces variations abruptes de fréquence sont appelées des changements de mode du screech,
ou encore screech staging. A titre indicatif, la figure 1.5.b fournit la longueur d’onde dominante
du screech de jets circulaires en fonction de M, pour plusieurs expériences. Des discontinuités
dans I’évolution de la longueur d’onde dominante sont clairement visibles. Les mesures de
Davies & Oldfield [28, 29] (symbole A sur la figure 1.5.b) montrent par exemple que la
longueur d’onde du screech augmente de maniere continue pour 1.1 < M; < 1.15, 1.15 <
M; <1.2,1.2 < M; <ldet1l4d<M;<1.6, tandis qu'elle est discontinue aux bornes de ces
intervalles. A chacun de ces intervalles est associé un mode du screech. Cing modes distincts,
notés Ay, Aa, B, C, et D, ont ainsi été répertoriés pour les jets circulaires [85]. Les mesures
de Umeda & Ishii [150] ont par ailleurs mis en évidence un comportement similaire sur des
jets carrés et triangulaires.

Répartition de phase

Le screech se caractérise d’'une part par sa fréquence mais aussi par sa répartition de phase
au voisinage du jet. Dans le cas des jets rectangulaires, la fréquence dominante du phénomene
ne présente pas de discontinuité quand le nombre de Mach équivalent M; varie. L’étude de la
répartition de phase du champ de pression acoustique de part et d’autre de la tuyere, dans la
direction du petit axe, fait cependant apparaitre deux modes de fonctionnement de la boucle
de rétroaction. Sur une large gamme de nombre de Mach, typiquement pour M; > 1.15,
il y a en effet opposition de phase entre les fronts d’onde mesurés sur les levres supérieure
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Figure 1.6: Amplitude du screech au voisinage de la lévre de la tuyere, en fonction du nombre de
Mach équivalent M, pour des jets rectangulaires : +, Raman & Rice [95]; x, Panda et
al. [87].

et inférieure [59, 95]. On parle alors de mode antisymétrique du screech. Pour des taux de
détentes plus faibles, i.e. pour 1 < M; < 1.15, on observe au contraire un mode symétrique
de faible amplitude [47, 65, 124].

Les harmoniques du bruit de raie produit par la boucle de rétroaction possedent également
une répartition de phase caractéristique. Les résultats expérimentaux obtenus par Raman &
Rice [95] et Gutmark et al. [47] pour des jets rectangulaires font en effet apparaitre que si le
mode du screech est antisymétrique, alors la premiere harmonique est symétrique.

La structure tridimensionnelle de la phase du screech au voisinage de la tuyere a été
étudiée par Raman [96] pour un jet rectangulaire soumis au mode antisymétrique du screech.
Des sondes de pression placées aux extrémités du grand axe du jet, au-dessus de la tuyere,
montrent que le mode est symétrique dans la direction de I'envergure. Raman & Rice [95]
completent 1’étude en mesurant la répartition de phase du champ acoustique dans un plan,
placé au-dessus du jet et qui s’étend dans la direction de ’envergure et dans la direction
de I'écoulement. Il s’avere que le champ acoustique est quasi bidimensionnel dans la partie
amont du jet. Cependant, plus en aval, des modes tridimensionnels se développent dans la
direction de I’envergure.

Amplitude et directivité

Le screech est un phénomene de tres forte amplitude. La figure 1.6.b reproduit les niveaux
acoustiques mesurés en amont sur des jets rectangulaires choqués par Raman & Rice [95] et
Panda et al. [87]. Le niveau est relativement faible, environ 130 dB, pour des taux de détente
peu élevés tels que M; < 1.1. L’amplitude du screech présente ensuite un palier au voisinage
de 155 dB pour M; > 1.1. Le niveau décroit finalement a partir de M; = 1.6 pour les mesures
de Raman & Rice [95], et & partir de M; = 1.75 pour les mesures de Panda et al. [87]. Pour
des nombres de Mach suffisamment élevés (M; > 2), le phénomene finit alors par disparaitre.

L’amplitude varie également en fonction de ’angle d’observation par rapport a I’axe du jet.
De telles mesures de directivité longitudinale sont peu nombreuses dans la littérature pour des
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jets rectangulaires, mais des données relatives aux jets circulaires sont malgré tout disponibles.
Le fondamental du screech des jets ronds rayonne suivant deux directions principales. Le lobe
dominant pointe vers ’amont, tandis que le deuxiéme est dirigé vers I'aval [85]. L’étude du
premier harmonique montre qu’a cette fréquence le screech rayonne principalement dans la
direction transverse.

Bien que l'on dispose de peu d’informations sur la directivité longitudinale des jets rec-
tangulaires, la directivité azimutale a malgré tout été étudiée par Raman & Rice [95] pour
cette géométrie. Les résultats montrent que le maximum de rayonnement se situe dans le
plan médian du jet, parallelement au petit axe. L’amplitude est de plus minimale dans les
directions paralleles au grand axe du jet.

Stabilité du screech

Le screech se traduit sur les spectres de bruit par une série de raies. Cette représentation
dans I'espace des fréquences ne donne cependant pas acces aux caractéristiques temporelles
du phénomene, comme l’'intermittence.

En s’appuyant sur une transformée de Fourier glissante, Raman [96, 97] obtient néanmoins
pour un jet rectangulaire une représentation temps-fréquence du signal de pression produit
par le phénomene de rétroaction. La méthode permet de montrer que le mode antisymétrique
du screech est stable, avec une amplitude constante, jusqu'a M; = 1.6. Pour des taux de
détente plus importants, ’amplitude du bruit rayonné commence a décroitre avec le nombre
de Mach Mj, et le phénomene cesse d’étre produit au voisinage de M; = 1.8. L’analyse temps-
fréquence met en évidence que sur cette gamme de nombre de Mach, la boucle de rétroaction
est moins robuste. L’évolution temporelle du niveau de pression a la fréquence du screech
devient en effet instationnaire.

Une approche temps-fréquence rend également possible ’étude des configurations de jet
ou plusieurs modes du screech sont produits a la fois. Cette situation apparait entre autres
pour les jets ronds [85] et pour les jets rectangulaires sur-détendus [96]. L’analyse temps-
fréquence de Raman [96] du screech d’un jet rectangulaire sur-détendu montre ainsi que deux
modes possédant des fréquences non harmoniques peuvent coexister avec une amplitude qui
reste constante dans le temps. A noter que deux modes peuvent s’exclure mutuellement et
apparaitre uniquement par intermittence. C’est le cas par exemple pour des jets rectangulaires
sur-détendus possédant une tuyere oblique dans la direction de ’envergure [96].

Influence de la levre de la tuyere

La levre de la tuyere est un élément a part entiere de la boucle de rétroaction, dont
les caractéristiques influent notablement sur la production du screech. Plusieurs expériences
ayant pour objectif la modification du processus de réceptivité ont ainsi été menés. Tanna [146]
supprime par exemple le screech d’un jet rond en recouvrant la tuyeére de matériau absorbant
pour 'acoustique, et 'utilisation de réflecteurs placés par rapport a la sortie de la tuyere a une
distance égale a un multiple impaire de la longueur d’onde du screech, permet de diminuer
significativement ’amplitude du phénomene [84].

L’épaisseur de la levre constitue par ailleurs un des parametres de la boucle de rétroaction
a lorigine du screech. Elle peut en particulier influer sur le nombre de Mach M; a partir
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duquel la rétroaction cesse d’apparaitre. Pour un jet rond, Ponton & Seiner [91] repoussent
cette limite de M; = 1.6 a M; = 1.9 en augmentant d'un facteur d’environ trois I’épaisseur
de la levre de la tuyere. De la méme maniére, pour un jet rectangulaire, Raman [97] étend
la gamme de nombre Mach sur laquelle la rétroaction apparait en agissant sur l’épaisseur
de la levre en sortie de buse. Il montre de plus que la cessation du screech est lié a un
phénomene de masquage de la levre par le jet lui-méme. Pour des taux de détente importants,
les cellules de choc induisent en effet des déformations significatives de 1’écoulement. La
hauteur du jet au niveau de la premiere cellule est en particulier plus grande qu’au niveau
de la section d’éjection. Raman [97] mesure par exemple a M; = 1.7 un facteur d’environ
1.8 entre la hauteur apparente du jet avant le premier choc, et la hauteur du jet en sortie de
buse. Cette zone aérodynamique agit comme une barriere pour le champ acoustique qui se
propage vers I’amont, et masque ainsi la levre de la tuyere. L’utilisation d’une levre plus large
permet de réactiver le phénomene de rétroaction en introduisant une surface réfléchissante
plus importante, qui reste toujours visible par les ondes acoustiques malgré les déformations
de la frontiere du jet.

La forme de la levre peut également avoir un impact plus radical sur la boucle de
rétroaction. La mise en place de chevrons sur le pourtour de la section d’éjection, ou encore
I'utilisation de buses obliques dans la direction transversale modifie I’écoulement lui-méme,
plutot que d’influer sur les détails des mécanismes de réceptivité. Les travaux de Raman [96]
mettent en évidence que biseauter dans le sens de I'envergure la tuyere d’un jet rectangu-
laire modifie significativement la structure tridimensionnelle des cellules de choc et conduit
a lapparition de modes du screech qui sont absents des jets rectangulaires classiques. En
particulier, 'amplitude et la répartition de phase de ces modes est différentes. La boucle
de rétroaction est en outre moins robuste et ’amplitude du phénomene subit des variations
dans le temps. On pourra aussi se référer aux travaux de Samimy et al. [109], de Krotha-
palli et al. [58] ou encore de Norum [85] qui portent sur la modification de la structure de
jets supersoniques issus de tuyeres possédant des chevrons.

Influence de la température du jet

A linstar du taux de détente, la température du jet est un parametre qui influe direc-
tement sur la fréquence et 'amplitude du screech. Il apparait en effet sur les mesures de
Rosfjord & Toms [105] que la fréquence du screech décroit quand la température du jet aug-
mente, le Mach équivalent M; restant par ailleurs fixé. De plus, Massey et al. [74] observent
expérimentalement que l'intensité du screech décroit quand un jet supersonique est chauffé,
et que cette tendance est particulierement visible pour des nombres de Mach M; faibles.

1.1.2 Cellules de choc

Les cellules de choc sont une composante essentielle de I’écoulement, et elles s’averent étre
nécessaires a ’apparition du screech. L’espacement entre les cellules de choc est en outre une
grandeur caractéristique qui dimensionne les fréquences acoustiques rayonnées. On pourra se
reporter a 'annexe A pour une description détaillée de la structure des cellules de choc.



13 Rayonnement de screech des jets supersoniques rectangulaires

(b)

3
@)
8
é 2 .0
? O o .g
S, D K
| ¥
o 1r O s
) o0©0.0 Y
OG-
8 ve?
‘ ‘ ‘ Oj:l.x-." ‘ ‘
1.2 1.4 1.6 1.8 2 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Mj M]

Figure 1.7: (a) Espacement moyen des cellules de choc, Ls/h, en fonction du nombre de Mach
équivalent M;, pour des jets rectangulaires : +, Raman & Rice [95]; x, Panda et

al. [87]; , formule analytique de Tam [132] pour un jet plan. (b) Intensité des
quatre premiers chocs d’un jet rectangulaire, d’aprées Raman [97]. ----o----, 1" choc;
<@, 2°M€ choc; ooy e- 3%M€ choc; ----e----, 4%™M€ choc.

Espacement moyen

La présence de chocs dans un jet conduit a la formation de zones de détente et de compres-
sion qui se répetent de facon quasi périodique dans la direction aval. L’observation pratique
de la pression moyenne sur ’axe du jet ne fait cependant pas apparaitre de discontinuités.
En effet, les chocs ne sont pas statiques et la moyenne temporelle tend a lisser les gradients
présents dans les cellules [88]. De plus, les interactions entre les chocs et la couche de mélange
turbulente du jet modifient la structure des cellules de chocs. L’amplitude des détentes et des
compressions dans le jet diminue dans la direction longitudinale [97], et 1’espacement entre
les cellules est généralement irrégulier [87]. Suffisamment en aval, la pression moyenne sur
I'axe est constante et égale a la pression ambiante. Malgré ces variations longitudinales des
cellules de choc, on parle généralement d’une structure quasi périodique qui est caractérisée
par I’espacement moyen entre les chocs.

L’évolution de cet espacement moyen en fonction du nombre de Mach équivalent M;
est représentée sur la figure 1.7.a, pour différents jets rectangulaires. La taille des cellules
augmente de facon continue avec le rapport de détente. Pour des jets rectangulaires suffisam-
ment sous-détendus, i.e. au voisinage de M; = 1.7, la réflexion sur ’axe du choc a la fin de
la premiére cellule n’est plus réguliere et un disque de Mach se forme [97]. Comme l'illustre
la figure 1.7.a, I'introduction de ce choc normal dans 1’écoulement ne modifie cependant pas
de maniere significative I’évolution de I'espacement des cellules avec M;.

Intensité des chocs

La figure 1.7.b fournit les intensités des quatre premiers chocs mesurées par Raman [97]
sur un jet rectangulaire, en fonction du nombre de Mach M;. La grandeur (ps — poo)/Poos
ou ps est la pression juste en aval du choc et ps la pression ambiante, caractérise en effet
Iintensité du gradient de pression. La tendance générale est une augmentation des sauts de
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Figure 1.8: Champ de vitesse moyenne longitudinale u obtenue par Alkislar et al. [3] par une instal-
lation de PIV pour un jet rectangulaire supersonique choqué. La courbe en trait plein
noir indique la ligne sonique. D’aprés Alkislar et al. [3].

pression a travers les chocs quand le nombre de Mach M; augmente. En outre, il s’aveére que
I'intensité des chocs décroit dans la direction aval. La formation du disque de Mach au niveau
de la premiere cellule, aux environs de M; = 1.7, influe essentiellement sur I'intensité des deux
premiers chocs, mais Raman [97] n’observe pas de modifications majeures sur I'intensité des
troisieme et quatrieme cellules de chocs.

Influence sur le champ moyen

Les ondes de détente et les chocs de compression qui constituent les cellules de choc
modifient fortement la structure de ’écoulement. Les données du champ de vitesse moyenne
longitudinale u obtenue par Alkislar et al. [3] par une installation de PIV (Particule Imagery
Velocity) pour un jet rectangulaire sont par exemple reproduites sur la figure 1.8 pour un
jet rectangulaire a M; = 1.68. On constate que le champ moyen differe notablement de celui
généralement observé pour les jets parfaitement détendus. La hauteur effective du jet est
en particulier modulée et subit des phases de croissance et d’expansion quand I’écoulement
passe au travers des zones de détente ou de compression. La structure des cellules implique
également que le fluide est successivement accéléré et ralenti, les zones de basse vitesse se
situant juste en aval des chocs de compression. Par ailleurs, comme le montre la figure 1.8,
les gradients de vitesse dans les cellules sont de plus en plus faibles quand on se déplace vers
Paval. Au-dela de x/h > 25, ’écoulement devient méme ici subsonique et les chocs ne peuvent
alors plus se former.

Dynamique des cellules de choc

Le comportement stationnaire des cellules de choc est relativement bien connu, mais le
screech et le bruit de choc sont aussi liés a 1’évolution instationnaire des cellules. Le mou-
vement de la troisieme cellule de choc d’un jet plan a été étudié en particulier par Suda
et al. [124] a T'aide d’un systéme de visualisation Schlieren. La figure 1.9 donne une vue
schématique de cette cellule au cours d’une période du screech. Le choc A — B subit une
rotation autour du point B, et se déplace vers l'aval (figures 1.9.a et 1.9.b). Ce choc mobile
est appelé traveling shock. A la moitié de la période du screech, le choc A — B atteint la fin
de la cellule de choc et fusionne avec le choc de compression situé a ce niveau (figures 1.9.c
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Figure 1.9: Mouvements instationnaires de la troisieme cellule de choc d’un jet rectangulaire su-
personique, durant un cycle du screech. D’apres Suda et al. [124].

et 1.9.d). Un nouveau choc mobile A’ — B’ apparait. Il se déplace aussi vers I’aval, mais avec
une rotation autour de A’. De la méme maniere, & la fin du cycle du screech, le choc atteint
I'extrémité aval de la cellule de choc et devient immobile (figures 1.9.e et 1.9.f). Le cycle peut
alors recommencer.

Des mesures similaires ont été effectuées par Panda [88] sur des jets ronds a l’aide d’une
méthode de détection de choc utilisant des lasers. L’étude porte sur deux jets en présence
du screech : 'un est soumis & un mode d’oscillation symétrique, et I’autre a un mode anti-
symétrique. Les observations de Panda [88] présentent des similitudes avec les résultats de
Suda et al. [124]. Durant une période du screech, un choc statique se place a la fin de la cellule
de choc. Des chocs mobiles se forment au début de la cellule et se déplacent de ’amont vers
I’aval pour finalement fusionner avec le choc immobile.

1.1.3 Développement turbulent

Modes dominants

Le mécanisme de rétroaction aéroacoustique a l'origine du screech peut se scinder en deux
parties : une boucle externe associée au champ proche acoustique, et une boucle interne liée
aux perturbations aérodynamiques. Dans le cadre des jets rectangulaires, Raman & Rice [95]
ont caractérisé la nature des ondes d’instabilités qui se développent dans la couche de mélange.
Leurs mesures mettent en évidence des modes dominants dont la fréquence coincide avec le
fondamental ou un harmonique du screech. Il apparait en outre que la différence de phase
entre les instabilités des deux couches de mélange est identique a celle observée pour le champ
acoustique amont. En effet, pour les trois jets rectangulaires étudiés par Raman & Rice [95],
a des nombre de Mach M; de 1.25, 1.44 et 1.55, le fondamental du screech est antisymétrique
et la premiere harmonique est symétrique, et les mesures dans la couche de mélange montrent
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I'existence d’une instabilité antisymétrique a la fréquence fondamentale du screech et d’une
instabilité symétrique a la fréquence harmonique. De la maniére, Shih et al. [116] que pour les
jets rectangulaires qu’ils ont étudiés (1.15 < M; < 1.5), le mode le plus amplifié de la couche
de mélange oscille a la fréquence fondamentale du screech et possede une parité identique a
celle du champ acoustique amont.

La répartition des composantes du tenseur de Reynolds a été étudiée par Alkislar et al. [3]
pour un jet rectangulaire soumis au screech. Les données issues d’'une moyenne de phase a
la fréquence du screech leur ont permis d’utiliser une décomposition triple de la vitesse de
la forme u = w + @ + u”, ou U est la vitesse moyenne, @ les fluctuations cohérentes et u”
les fluctuations aléatoires [100]. Il est alors ensuite possible de séparer les contributions des
fluctuations périodiques et aléatoires dans le tenseur de Reynolds. Alkislar et al. [3] concluent
ainsi qu’une part significative, de I’ordre de 50%, de I’énergie cinétique turbulente est produite
par les fluctuations périodiques dans la région supersonique du jet ou se situent les sources
de bruit.

Modulation de ’amplitude des perturbations aérodynamiques

L’amplitude des perturbations d’origine aérodynamique a été mesurée par Raman &
Rice [95] dans un jet rectangulaire. Il s’avere que la présence de chocs dans ’écoulement
module de manieére significative les instabilités qui se développent dans la couche de mélange.
Raman & Rice [95] ont en effet déterminé expérimentalement I’évolution longitudinale de
I’amplitude du fondamental du screech et de ses deux premiers harmoniques. IlIs remarquent
que le comportement des instabilités est fortement non-linéaire, et qu’il est difficile d’observer
des zones de I’écoulement ou apparaissent des phases de croissance exponentielle comme le
prédit la théorie des instabilités linéaires. La dynamique des perturbations est par ailleurs
clairement modulée par les chocs. L’amplitude du fondamental décroit par exemple rapide-
ment juste apres un choc puis augmente a nouveau dans la région plus en aval.

Vitesse de convection

La vitesse de convection u,. est associée a la vitesse de déplacement des structures turbu-
lentes cohérentes dans la couche de mélange. Dans le cas d’un jet plan, un calcul de stabilité
conduit a écrire que u. ~ 0.5U;, pour un jet réel soumis au screech, la présence des cellules de
choc et 'autoexcitation de ’écoulement sont des facteurs qui modifient a priorila dynamique
des tourbillons. La vitesse de convection a ainsi été mesurée par Panda [89] pour un jet rond
a M; = 1.42 et par Alkislar et al. [3] pour un jet rectangulaire tel que M; = 1.68. Le calcul
de la grandeur u, dans ces deux expériences s’appuie néanmoins sur des approches distinctes,
qui fournissent au final des résultats différents.

Panda [89] propose de déterminer la vitesse de convection & partir du calcul de l'inter-
spectre des fluctuations de pression dans la couche de mélange. Il est de cette fagon possible
de calculer, pour une fréquence donnée, la phase relative ¢ des perturbations en fonction de
la position longitudinale dans le jet. Panda [89] associe ensuite la vitesse de convection a la
vitesse de phase des perturbations a la fréquence fs; du screech, il vient alors,

_ o,
"~ dy/dx

(1.1)

Ue
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ou dy/dx est la dérivée spatiale de la phase dans la direction longitudinale. Les résultats
obtenus pour un jet rond révelent I'existence d’une modulation de la vitesse de convection
autour de sa valeur moyenne u. ~ 0.7U;. La longueur d’onde de ces variations est notée Agy,
et correspond a longueur d’onde d’une onde partiellement stationnaire associée a la superpo-
sition de fluctuations acoustiques et aérodynamiques [89] (voir par ailleurs la section 1.1.4 de
ce chapitre).

Une méthode alternative pour calculer la vitesse de convection a été proposée par Alkislar
et al. [3] dans le cadre de I’étude d’un jet rectangulaire choqué. La technique repose sur la
détermination des corrélations double de vitesse dans la couche de mélange. La position et
la taille des structures tourbillonnaires cohérentes sont obtenues dans un premier temps a
partir de la corrélation double des fluctuations de vitesse longitudinale u’ :

_ w'(x)u'(x +r)
\/u’Q(X) u?(x +r)

Ruu(x,1) (1.2)

La surface occupée par la structure cohérente au point x est alors définie comme la surface
Y pour laquelle la relation R, > 0.6 est vérifiée. La circulation I'(x) correspondant a la
structure cohérente en x ainsi déterminée est ensuite donnée par l'intégrale :

I'(x) = Y{sz dx (1.3)

ol w, est la composante de la vorticité dans la direction de l’envergure. Finalement, comme
le suggerent Shih et al. [117], le vecteur vitesse de convection u. est calculé a l'aide de la
relation,

u.(x) = F(ljiuwz dx (1.4)

x)
Cette méthode a été appliqué par Alkislar et al. [3] & un jet rectangulaire choqué. Les résultats

different notablement de ceux de Panda [89], puisque Alkislar et al. [3] trouvent une vitesse
de convection quasiment constante dans la direction longitudinale, et égale a environ 0.5U;.

Dynamique non-linéaire

La connaissance des mécanismes non-linéaires qui agissent sur les structures tourbillon-
naires permet de caractériser de fagon plus approfondie le développement turbulent d’un
écoulement. Le calcul de la bicohérence d’'un signal temporel permet par exemple de déter-
miner la cohérence entre les phases des composantes aux fréquences f1, fo et fi + fs. Si elle
est proche de I'unité, les fluctuations aux fréquences fi et fo interagissent probablement de
maniere quadratique pour former f; + fo. Walker & Thomas [157] ont effectué des mesures de
bicohérence dans la couche de mélange d’un jet rectangulaire soumis au screech. Ils observent
qu’il existe effectivement des couplages quadratiques qui relient le fondamental du screech aux
différents harmoniques. En particulier, le fondamental, & la fréquence fs, interagit avec lui-
méme pour donner le premier harmonique 2f,. De la méme maniere, le premier harmonique
et le fondamental donnent le deuxiéme harmonique 3f;. Ces résultats mettent en évidence
I'existence de couplage quadratiques. Cependant, la bicohérence ne donne pas d’information
sur la localisation des phénomenes non-linéaires. En effet, le couplage quadratique, qui rend
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cohérentes les phases entre les harmoniques du screech sur I’ensemble du cycle de rétroaction,
peut avoir lieu n’importe ot dans la boucle de rétroaction.

Afin d’obtenir des informations localisées sur les couplages non-linéaires qui agissent dans
la couche de mélange, Walker & Thomas [157] se placent dans l’espace des fréquences, et
proposent de modéliser localement la dynamique de la couche de mélange a 1’aide d’un systeme
construit comme la somme d’un processus linéaire et d’un processus non-linéaire. Ce systeme
est alors caractérisé par deux fonctions de transfert, une linéaire et une non-linéaire, qui
relient la composante a la fréquence f des perturbations en un point de I’écoulement (entrée
du systeéme), & la composante du signal mesuré légérement en aval (sortie du systéeme). Ces
fonctions de transfert sont calculées a 1’aide d’une méthode itérative [55]. Leur connaissance
permet alors de déterminer les termes du bilan sur la cohérence a la fréquence f :

V() +75(f) + i) +72(f) =1 (1.5)

ou 7%( f) est la cohérence linéaire locale, qui représente la fraction d’énergie de la sortie du
systeme due a la croissance linéaire. Le terme ’yé( f) est la cohérence non-linéaire locale qui
quantifie la part de I’énergie a la sortie du systeme qui a été générée par des interactions
quadratiques. La cohérence linéaire-quadratique ’y%Q( f) donne par ailleurs des informations
sur ’histoire amont de I’écoulement, soit encore renseigne sur la fraction d’énergie qui a été
produite via des processus non-linéaires antérieurs. Finalement, le terme d’erreur 72 (f) rend
compte des erreurs induites par la modélisation proposée [55].

Une telle approche a permis & Walker & Thomas [157] d’identifier les mécanismes res-
ponsables du développement de chaque modes d’instabilités de la couche de mélange. Le
fondamental du screech apparait comme un mode antisymétrique qui croit dans un premier
temps de maniere linéaire. Les autres modes observés plus en aval s’averent étre produits
par interactions quadratiques. La parité des modes (symétrique / antisymétrique) peut alors
étre expliquée en se basant sur ces couplages quadratiques : une interaction d’un mode anti-
symétrique ou symétrique avec lui-méme fournit un mode symétrique, tandis que le couplage
d’un mode symétrique avec un mode antisymétrique conduit a la génération d’un mode
antisymétrique. Ainsi, pour un jet rectangulaire, si le mode fondamental est par exemple
antisymétrique, le premier harmonique est nécessairement symétrique [157].

Taux d’élargissement et permutation des axes

L’évolution longitudinale de la demi-largeur d’un jet est un indicateur du développement
turbulent de I’écoulement. On observe dans les jets rectangulaires une nette augmentation
du taux d’élargissement quand le bruit rayonné par le screech approche de son maximum
d’amplitude [3, 59]. La demi-largeur transversale augmente en effet avec un taux supérieur &
celui typiquement mesuré sur des jets rectangulaires parfaitement détendus.

Un phénomene de permutation du grand axe et du petit axe du jet (axis switching)
est en outre visible. Des mesures expérimentales [3, 59] montrent que la demi-largeur dans
la direction de ’envergure décroit dans un premier temps. Suffisamment en aval, quand les
demi-largeurs transversale et dans le sens de ’envergure sont identiques, la demi-largeur dans
I’envergure arréte sa décroissance et augmente linéairement. La demi-largeur transversale
poursuit par ailleurs sa croissance, mais avec un taux plus faible. Il y a donc permutation des



19 Rayonnement de screech des jets supersoniques rectangulaires

axes puisque le petit axe possede alors une demi-largeur plus grande que celle observée dans
I’envergure. A noter que loin en aval, les taux de croissance dans les deux directions ne sont
pas nécessairement identiques [59].

L’augmentation du taux d’élargissement et la permutation des axes peuvent étre expliquée
par la formation de structures tourbillonnaires dans la direction de I’écoulement, appelées ribs.
Ces structures, qui ont été observées par Alkislar et al. [3] sur un jet rectangulaire soumis au
screech, sont associées a la formation de structures turbulentes cohérentes dans la direction
de l'envergure [52]. Elles participent notamment & l’amélioration du transport entre le jet et
le milieu ambiant, et au phénomene de permutation des axes.

1.1.4 Champ proche de pression
Propagation amont et renforcement du screech

Le modele de la boucle de rétroaction du screech suppose que les sources acoustiques sont
en interférences constructives dans la direction longitudinale. On s’attend en particulier a
ce que le niveau de pression augmente quand on se déplace vers I'amont puisque le nombre
de sources participant au screech est a priori plus élevé. Ce renforcement du screech vers
Pamont a été caractérisé expérimentalement sur des jets rectangulaires par Raman [97], &
I'aide de mesures de niveaux de pression en champ proche, suffisamment loin des fluctuations
de pression aérodynamique. Les résultats montrent que pour M; = 1.45, le niveau augmente
vers ’amont. Cependant, quand le taux de détente croit, le renforcement est de moins en
moins visible et devient méme inexistant. Par exemple, pour M; = 1.75, le niveau acoustique
en amont est plus faible qu’en aval, et 'amplitude du screech est inférieure a celle observée
pour M; = 1.45.

Ondes stationnaires

Le screech est un phénomene tres intense qui conduit a des fluctuations de pression de fort
niveau se propageant au voisinage de la frontiere du jet. Ces ondes sont visibles sur le champ
de pression dans la couche de mélange. Panda et al. [87] et Panda [89] observent en effet, sur
des jets ronds et rectangulaires, la présence d’une onde partiellement stationnaire associée
a la superposition des perturbations acoustiques et aérodynamiques, qui ont des vitesses de
phase de signe opposé et des amplitudes du méme ordre de grandeur. Panda [89] propose
alors d’utiliser a la place de la taille des cellules de choc la longueur d’onde de cette onde
stationnaire, notée A\gy, comme parametre pour dimensionner la fréquence du screech.

Structure du champ proche et localisation des sources de bruit

La structure du champ proche acoustique a été étudiée expérimentalement par Rice &
Taghavi [102] pour un jet rectangulaire. Des mesures au microphone au voisinage du jet leur
ont permis de déterminer une cartographie du niveau acoustique a la fréquence du screech,
dans le plan médian du jet, perpendiculairement au grand axe. Cinq maxima de niveau
de pression, localisés légerement en aval des chocs de compression, sont observés, et sont
associés aux sources du screech, ou a des renforcements locaux de I’onde acoustique amont par
interférences constructives. Les maxima situés au niveau des troisieme et quatrieme cellules
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sont en outre dominants, et laissent penser que les sources du screech se positionnent au
voisinage des troisieme et quatrieme chocs [102].

Une étude similaire a été effectuée par Panda [89] pour un jet circulaire soumis au screech.
Une représentation du champ proche associé a la boucle de rétroaction est obtenue a ’aide
d’une moyenne de phase verrouillée sur la fréquence de la boucle de rétroaction. Les résultats
sont reproduits sur la figure 1.10, qui présente les fluctuations de pression moyennées sur la
phase, sur une période du screech. Panda [89] identifie alors trois ondes de nature différente.
Au voisinage de la frontiere, une onde marquée par la fleche I est convectée vers 'aval, et
est liée aux fluctuations de pression aérodynamiques. Deux types d’onde acoustique sont
également observées. Les ondes représentées par la fleche III se propagent vers 'amont et
correspondent au screech, tandis que les perturbations identifiées par la fleche II se propagent
vers l'aval. Panda [89] remarque par ailleurs que la démarcation entre les ondes amonts (I1T)
et avals (II) se situe entre la troisieme et quatrieme cellule de choc, et que cette position
pourrait étre la source principale du screech.

1.1.5 Interprétation des sources du screech a ’aide de ’acoustique géomé-
trique

Les ondes acoustiques a l'origine du screech sont issues de 'interaction entre les cellules
de choc et les tourbillons qui se développent dans la couche de mélange. Ce couplage est
donc un élément clé du screech et plus généralement du bruit de choc. Il est cependant tres
difficile de caractériser ou méme d’observer un tel mécanisme de génération de bruit. Suzuki
& Lele [125] ont ainsi proposé une étude numérique de l'interaction d’un choc oblique avec
une couche de mélange supersonique. Leur approche repose sur une méthode de tracé de
rayons. En s’appuyant sur I’hypotheése de chocs de compression faibles, il est en effet possible
de résoudre le probleme de l'interaction du choc avec la couche de mélange a 'aide des outils
de l'acoustique géométrique. Suzuki & Lele [125] reformulent alors le probleme du bruit de
choc en terme de “fuite” des chocs (shock leakage) a travers la frontiere du jet. L’étude montre
en particulier que la fuite des chocs a lieu au niveau des points d’inflexion de la vorticité,
entre deux tourbillons, et que le rayonnement acoustique produit est dirigé vers I’amont et
est composé d’'une onde de compression suivie d’une onde de détente.

Ces résultats permettent par exemple d’interpréter les observations de Panda [89] ou de
Walker & Thomas [157] qui constatent que la génération du screech est la plus intense entre la
deuxieéme et la quatrieme cellule de choc. L’apparition de fuite des choc a travers la couche de
mélange nécessite en effet que les structures tourbillonnaires soient suffisamment développées.
De maniere opposée, plus en aval, les structures cohérentes tendent & disparaitre et les points
d’inflexion entre les tourbillons ne sont plus clairement définis. Par conséquent, I'intensité du
rayonnement associé a la fuite des chocs est réduite [125].

1.2 Modélisation et prédiction du screech

1.2.1 Fréquence fondamentale - Modeéle de Tam [132]

Le calcul de la fréquence fondamentale du screech peut étre abordée a I'aide du modele
proposé par Tam [132], qui s’appuie sur une description simplifiée des propriétés de chaque
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Figure 1.10:

Rayonnement de screech des jets supersoniques rectangulaires
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élément de la boucle de rétroaction et des différents couplages qui peuvent intervenir. Les
hypothéses du modele sont que le facteur limitant est le phénomene de réceptivité, et que le
couplage entre les cellules de choc et la couche de mélange est faible mais a pour conséquence
la production d’ondes acoustiques.

Réceptivité de la couche de mélange

Tam et al. [130] suggerent que le facteur limitant de la boucle de rétroaction est le proces-
sus de réceptivité, qui intervient au niveau de la levre de la tuyere. Ils émettent ’hypothese
que si Pamplitude de 'onde acoustique amont est trop faible, I'excitation ne sera pas suf-
fisamment importante pour produire une onde d’instabilité capable de maintenir la boucle
de rétroaction. Il est donc nécessaire que le maximum du rayonnement acoustique issu de
I'interaction entre la couche de mélange et les cellules de choc se situe vers 'amont.

Cellules de choc

En s’appuyant sur les travaux de Pack [86], Tam [132] propose une méthode qui permet
d’estimer la longueur des cellules de choc en fonction du nombre de Mach équivalent M;, pour
des jets rectangulaires et elliptiques. La couche de mélange est modélisée par une couche de
vorticité infiniment mince, et les équations d’Euler sont linéarisées. Le jet peut alors étre
considéré comme un guide d’onde pour des chocs faibles. L’espacement entre les cellules de
choc est déterminé en développant la solution suivant ses valeurs propres : le premier mode
donne alors 'approximation a ’ordre un de la longueur L, des cellules. Le modele suppose
donc que les chocs sont statiques et que leur intensité n’est pas affectée par le développement
des perturbations aérodynamiques. Pour un jet plan, Tam [132] fournit ainsi la solution
analytique :

Ls
?:Q(sz—l)

1+77Mj
14 35=My

2 My

M;

(v+1)/[2(v—1)]
] 16

ol h est la hauteur du jet, v la chaleur spécifique du fluide et M le nombre de Mach d’éjection
de la tuyere (voir ’annexe A). La relation (1.6) se révele étre une bonne approximation pour
les jets ronds et rectangulaires sur une large gamme de nombre de Mach [116, 132]. A noter
que des modeles plus élaborés ont été développés par exemple par Morris et al. [82] pour
tenir compte de géométries plus complexes, ou par Tam et al. [129] pour estimer ’évolution
longitudinale des cellules de chocs dans le cas d’un écoulement de base faiblement divergent.

Perturbations aérodynamiques

Les structures turbulentes sont modélisées par une onde d’instabilité dont I’amplitude et
la vitesse de convection sont constantes. En ne tenant pas compte de I'influence des cellules de
choc, il est possible d’évaluer la vitesse de convection u. a partir de la théorie des instabilités
linéaires appliquée a un jet parfaitement détendu, dont le nombre de Mach est égal a M;.
La méthode conduit a u. ~ 0.7U; pour des jets circulaires, et a u. ~ 0.5U; pour des jets
plans, en notant la vitesse du jet U; = Mjc;, ou ¢; est la vitesse du son dans ’écoulement.
A noter que ces valeurs sont conhérentes avec les résultats expérimentaux présentés dans la
section 1.1.3.
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Modeéle de l’'interaction des structures turbulentes avec les cellules de choc

L’analyse des couplages des ondes d’instabilités avec la structure quasi-périodique des
chocs peut étre abordée a ’aide du modele de Tam [131] développé pour le bruit de choc.
L’approche théorique est décrite ici dans un contexte simplifié mono-dimensionnel afin de
faire apparaitre plus clairement les mécanismes de génération de bruit. Une étude complete
dans le cas tridimensionnel est fournie dans la référence [131].

La perturbation de vitesse associée aux structures turbulentes est représentée par une
onde d’instabilité :

up = Ay cos(kx — wt) (1.7)

ou A; est Pamplitude. Le nombre d’onde k et la pulsation w sont par ailleurs reliés par la
relation de dispersion k = w/u,, ou u. est la vitesse de convection.

Les perturbations de vitesse associées a la présence de cellules de choc dans 1’écoulement
sont ensuite modélisées par une superposition de modes de guide d’onde de la colonne du
jet [129]. Le i-eme mode des cellules de choc est une fonction spatialement périodique qui
peut se mettre sous la forme :

us = As cos(K;x) (1.8)

ou k; = 2m/L; est le nombre d’onde du mode 14, et L; est I'espacement entre les chocs pour le
mode 1.

Les perturbations générées par l'interaction entre I’onde d’instabilité et les cellules de
choc sont ensuite données par le produit de u; et ug,

Uty = AtQAS [cos [(k — ki)z — wt] +cos [(k + Ki)z — wt] ] (1.9)

onde W~ onde W+

La perturbation résultante est composée d’une onde W de vitesse de phase v, = w/(k + &;)
et d’'une onde W~ telle que v, = w/(k — k;).

Pour les ondes W™, si x; est légerement supérieur a k, la vitesse de phase v, = w/(k — k;)
peut étre négative et supérieure en valeur absolue a la vitesse du son dans le milieu ambiant
Coo- L’onde est donc supersonique, et le champ acoustique rayonné est alors dirigé vers 'amont
et est de type ondes de Mach [126, 128]. La direction de propagation est donnée par l’angle
de Mach 6 mesuré par rapport a la direction aval, qui est relié a la vitesse de phase par
I’'expression :

cosf = =% (1.10)
Uy
soit encore, en faisant apparaitre la fréquence de 1’onde,

Uc

fi= L;(1 — M_.cosb) (L11)

ou f; = w;i/2m et M, = u./coo est le nombre de Mach acoustique. Cette relation lie les
fréquences dominantes du champ acoustique a la direction d’observation. En ce qui concerne
la vitesse de phase de I'onde W™, elle peut se mettre sous la forme Vp = Uew; [/ (wi + Uck;) €t
est inférieure a u.. Pour les taux de détente généralement étudiés en laboratoire, M; < 2, la
vitesse de convection u. est subsonique et par conséquent la vitesse v, ’est aussi. 'amplitude
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de 'onde est donc faible et son rayonnement ne participe pas de maniere significative au bruit
de choc [128].

La fréquence fondamentale f; du screech peut donc étre estimée avec la relation (1.11) en
posant # = 7 pour avoir un rayonnement vers ’amont, et ¢ = 1 pour obtenir le fondamental :

Uc
fs = L.+ M) (1.12)

ou Ls = Ly est I'espacement entre les cellules de choc.

Fréquence fondamentale du screech

Il est finalement possible d’écrire une formule analytique de la fréquence du screech a
partir des relations (1.6) et (1.12). Il vient pour le nombre de Strouhal,
_ fah_ue b [Huw
U 7 U i Ls U 7 Coo
Dans le cas des jets rectangulaires, cette formule reproduit fidelement 1’évolution de la
fréquence du screech avec le nombre de Mach M; [87, 95, 116, 132] f

St

MJ} - (1.13)

1.2.2 Prédominance du mode symétrique et du mode antisymétrique

La formule analytique (1.13) permet de calculer la fréquence du screech mais n’apporte
pas d’information supplémentaire sur les caractéristiques du phénomene. En particulier, le
passage du mode symétrique au mode antisymétrique, pour un jet rectangulaire, n’est pas
décrit.

On observe un changement de comportement similaire pour le screech des jets circulaires,
qui passe d'un mode hélicoidal a un mode de battement au voisinage de M; = 1.3. Tam et
al. [138] suggerent que la rétroaction sera d’autant plus efficace que le mode de la couche
de mélange excité est instable, et que c’est donc les instabilités de la couche de mélange qui
fixent le mode de fonctionnement de la boucle de rétroaction. L’étude du développement des
instabilités d'un jet rond montre en effet que pour M; < 1.3, le mode le plus instable a la
fréquence du screech (1.13) est hélicoidal, tandis que pour M; > 1.3, l'instabilité dominante
est un mode de battement.

1.2.3 Amplitude

Niveau absolu

La prédiction du niveau du screech est un probleme de modélisation tres délicat. Elle
nécessite en effet de savoir décrire fidelement toutes les composantes de la rétroaction et leurs
interactions, et d’étre capable de quantifier avec précision les mécanismes qui conduisent a
la saturation de l'amplitude des fluctuations. Il n’existe pas a I’heure actuelle de modele
permettant de calculer le niveau absolu du screech [140].

TCe modele permet aussi d’obtenir la fréquence des modes A; et B des jets ronds. La fréquence des modes
Az et C semblent néanmoins obéir & une loi différente [114]. L’analyse par Tam & Hu [133] des instabilités
linéaires d’un jet supersonique plan parfaitement détendu montre cependant que certaines instabilités qui
restent confinées au voisinage de la frontiere du jet peuvent se propager vers 'amont de ’écoulement. Shen &
Tam [114], en utilisant ces ondes pour construire la boucle de rétroaction du screech, ont développé un modéle
qui conduit aux fréquences des modes Az et C.
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Directivité

En s’inspirant des travaux de Powell [93], le screech peut étre modélisé par une série de
sources ponctuelles équidistantes, dont le déphasage dépend du temps mis par les structures
turbulentes pour étre convectées entre deux sources. La méthode permet de déterminer le
niveau acoustique relatif en fonction de la direction d’observation 6 mesurée par rapport a la
direction aval [85]. En effet, la pression rayonnée en champ lointain par le réseau de sources
est donnée par ’expression,

21T (Coot — T S A (1
p = exp [()\50)} Z T—jexp |:—217T.])\n (M — oS 9)] (1.14)
J

[

ou ro est la distance entre l'observateur et la sortie de la buse, 7; est la distance entre
I’observateur et la source j, As est la longueur d’onde des sources, Ag est I’écart entre deux
sources, et S; est 'amplitude de la source j. En outre, d’apres I'’équation (1.12) qui donne la
fréquence du screech, la longueur d’onde \,, des sources peut s’écrire,

Ly 1
LY 1.1
=2 (157 (1.15)

I’entier n étant I’indice de I’harmonique du screech que ’on considere.

A partir de la relation (1.14), Norum [85] reproduit de maniere satisfaisante la position
et 'amplitude relative des lobes du screech d’un jet circulaire. Il remarque en outre que le
nombre et 'amplitude des sources influencent peu les résultats. Les parametres critiques sont
le nombre de Mach de convection M, et 1’écart spatial entre les sources Ag/As.

Décroissance du niveau avec la température

Les observations expérimentales montrent que le niveau du screech diminue avec la tem-
pérature du jet [105]. Il a été suggéré dans la section 1.2.2 que de la boucle de rétroaction
est d’autant plus efficace que 'onde instabilité de la couche de mélange a la fréquence du
screech est instable. Dans le cas d’un jet rond, la fréquence du mode le plus amplifié par la
couche de mélange augmente avec la température, tandis que la fréquence du screech fournit
par la relation (1.13) diminue [138]. Ainsi, pour un jet chauffé, le champ de pression amont
excite une fréquence relativement éloignée de celle du mode le plus amplifié. La croissance des
perturbations aérodynamiques est donc plus faible et le rayonnement associé a l'interaction
avec les chocs est moins intense. Une diminution de 'intensité du screech quand la tempéra-
ture augmente peut alors étre observée. Ce type d’étude n’a pas encore été effectuée pour les
jets rectangulaires. Les tendances expérimentales sont cependant similaires : une température
dans le jet plus importante se traduit par une augmentation de la fréquence du screech et
par une diminution de la fréquence du mode le plus amplifié par la couche de mélange.

1.3 Simulation numérique du screech

Les parties précédentes ont montré la complexité des mécanismes a 'origine du screech.
L’étude expérimentale de ce phénomene de bouclage est par ailleurs délicate car les écou-
lements supersoniques mettent en jeu des vitesses tres élevées et des fluctuations de fortes
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Tableau 1.1: Récapitulatif des simulations numériques du screech des jets supersoniques. (MILES,
Monotonically Integrated Large-Eddy Simulation ; URANS : Unsteady Reynolds Ave-
raged Navier-Stokes; LES : Large-Eddy Simulation ; ILES : Implicit Large-Eddy Si-

mulation)
Auteurs Méthode Géométrie

1996 Kolbe et al. [56] MILES 3D rectangulaire

1998 Shen & Tam [112]  URANS 2D axisymétrique
2000 Shen & Tam [113]  URANS 2D axisymétrique
2002 Shen & Tam [114]  URANS 3D circulaire

2003 Loh et al. [69] ILES 3D circulaire

2003 Algadi & Scott [2]  LES 3D rectangulaire

2004 Li & Gao [63] URANS 2D axisymétrique
2003 Suzuki & Lele [125] DNS couche de mélange 2D
2005 Schaupp et al. [110] DNS couche de mélange 3D

amplitudes qui rendent les mesures expérimentales difficiles. La durée de vie d’un fil chaud
placé dans un jet supersonique est par exemple relativement courte. A noter que des méthodes
non-intrusives comme la PIV ou les photographies Schlieren permettent malgré tout d’obtenir
des visions instantanées des champs de vitesse ou des gradients de masse volumique dans
I'écoulement (voir par exemple les références [3] et [89]).

Afin de compléter les études expérimentales, des simulations numériques peuvent étre
effectuées. 11 est alors nécessaire de disposer de méthodes numériques a la fois capables de
calculer des chocs de compression, de reproduire correctement les perturbations aérodyna-
miques et de prendre en compte les fluctuations acoustiques de faible amplitude. Le calcul
doit également inclure une tuyere qui est un élément essentiel de la boucle de rétroaction
du screech, mais qui d’'un point de vue numérique peut poser des probléemes, en particulier
quand I’écoulement au voisinage des parois présente de forts gradients comme pour les jets
supersoniques choqués. L’évolution des algorithmes de discrétisation spécifiques au calcul
aéroacoustique [14, 60, 135] a malgré tout permis de simuler directement le screech et d’ob-
tenir les champs instantanées de ’ensemble des variables qui décrivent 1’écoulement de jets
supersoniques. La simulation numérique apparait donc & la fois comme un outil de prédiction
et comme un moyen d’investigation des phénomenes physiques des jets soumis au screech.

Le tableau 1.1 fournit un récapitulatif, non-exhaustif, des simulations disponibles dans
la littérature. Les calculs de répartissent en deux catégories principales. Une partie des si-
mulations utilise une approche de type RANS (Reynolds Averaged Navier-Stokes), alors que
les autres calculs sont des simulations des grandes échelles (SGE ou LES pour Large-Eddy
Simulation). On remarquera également les simulations DNS (Direct Numerical Simulation)
de Suzuki & Lele [125] et de Schaupp et al. [110], qui portent sur la caractérisation de 'in-
teraction d’une onde de compression avec une couche de mélange.

Navier-Stokes moyennée instationnaire (URANS)

Les méthodes de résolution des équations de Navier-Stokes de type RANS cherchent &
réduire les degrés de liberté du probleme en ne calculant que la moyenne statistique de la
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solution, le développement turbulent étant pris en compte par une modélisation du tenseur
de Reynolds. Dans le cas de I’étude d’'un phénomene périodique, la résolution peut également
porter sur les modes instationnaires périodiques de ’écoulement [106]. On parle alors de
simulations de type URANS (Unsteady Reynolds Averaged Navier-Stokes).

Le caractere périodique du screech donne la possibilité de mettre en pratique une approche
numérique basée sur une méthode URANS. Shen & Tam [112, 113, 114] et Li & Gao [63] ont
ainsi calculé le screech de jets axisymétriques et circulaires.

La simulation 2D axisymétrique de Shen & Tam [112] reproduit par exemple correcte-
ment la structure des cellules de choc. Ces auteurs observent par ailleurs un rayonnement
harmonique vers I’amont qui correspond aux modes d’oscillation A; et Ay du screech, qui
sont, pour les nombres de Mach considérés dans le calcul, des modes caractéristiques des
jets circulaires. Les niveaux acoustiques du screech obtenus sont de plus en accord avec les
résultats expérimentaux pour la plupart des nombres de Mach M; simulés. Un calcul simi-
laire permet & Shen & Tam [113] d’observer une augmentation de la fréquence du screech
avec la température du jet, et de constater par ailleurs que I'épaisseur de la levre a peu
d’influence sur le bruit rayonné en amont. Shen & Tam ont étendu par la suite ce calcul axi-
symétrique & une simulation URANS tridimensionnelle [114], afin d’aborder la résolution des
modes d’oscillation non-axisymétriques du screech des jets circulaires. Le champ acoustique
amont fourni par ce calcul met effectivement en évidence ’apparition un mode de battement
(mode B) et d'un mode hélicoidal (mode C') pour des nombres de Mach M; suffisamment
élevés [114]. En s’inspirant des travaux de Shen & Tam [112], Li & Gao [63] ont également
effectué des simulations URANS du screech de jet 2D axisymétrique. Ils observent en particu-
lier des mouvements des cellules de choc similaires a ceux mis en évidence expérimentalement
par Panda [88].

Simulation des grandes échelles (SGE)

La simulation des grandes échelles repose sur une séparation des échelles turbulentes,
qui permet d’alléger le cout informatique de la résolution en se consacrant uniquement au
calcul des échelles les plus grandes de ’écoulement. Loh et al. [69] effectuent ainsi une SGE
d’un jet circulaire supersonique et reproduisent correctement les modes symétriques A; et
As du screech, mais trouvent un niveau plus faible de 15 dB par rapport aux résultats
expérimentaux. Alqadi & Scott [2] ont par ailleurs réalisé la SGE d’un jet supersonique
rectangulaire soumis au screech qui prédit la fréquence du screech mais sous-estime le niveau
du phénomene d’environ 5 dB par rapport aux résultats expérimentaux proposés par exemple
dans la section 1.1.1.

Simulation numérique directe (DNS)

La simulation numérique directe du screech nécessite de résoudre un tres grand nombre
de degrés de liberté puisqu’il faut prendre en compte toutes les échelles de la turbulence dans
un jet complet. Le cadre d’étude peut cependant étre simplifié afin d’envisager une DNS avec
un colt informatique raisonnable. Le probléeme du bruit de chocs (cf. la section 1.1.5 de ce
chapitre) a ainsi été été étudié par Suzuki & Lele [125] a ’aide d'une DNS de I'interaction d’un
onde de compression avec une couche de mélange bidimensionnelle. Les auteurs observent en
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particulier le mécanisme de génération de bruit associé a la “fuite” des chocs au niveau des
points d’inflexion de la vorticité. Le calcul a été étendu au cas tridimensionnel par Schaupp
et al. [110] qui simulent également le couplage entre un couche de mélange et une onde de
compression mais pour une configuration 3D périodique dans la direction de ’envergure.

1.4 Conclusion

Les travaux de recherche menés sur le screech ont permis de caractériser certains as-
pects de la boucle de rétroaction a l'origine du phénomene de feedback. Les connaissances
accumulées restent malgré tout essentiellement qualitatives et les prédictions quantitatives
portent principalement sur la fréquence dominante du screech. En effet, quelques éléments
clés de la boucle rétroaction échappent encore a une caractérisation précise. Le processus de
réceptivité est par exemple clairement identifié mais une relation quantitative entre I’onde
acoustique incidente et 'onde d’instabilité générée reste hors d’atteinte pour le moment. De
la méme maniere, les sources de bruit du screech, qui sont associées a 'interaction entre les
tourbillons de la couche de mélange et les chocs, sont mal comprises et il n’existe pas a ’heure
actuelle de modele qui permette de prédire leur amplitude.



CHAPITRE 2
Simulation des grandes échelles
pour le calcul aéroacoustique

Ce deuxieme chapitre décrit les bases théoriques de la Simulation des Grandes Echelles
(SGE) compressible, ainsi que les méthodes numériques utilisées pour résoudre les équations
de Navier-Stokes filtrées dans le cadre du calcul direct du bruit d’origine aérodynamique.
L’objectif est alors de déterminer simultanément les perturbations d’origine aérodynamique
et acoustique.

Ce probleme est délicat car il nécessite des méthodes numériques tres précises. Les con-
traintes liées a I’aéroacoustique numérique [139] ont cependant motivé la création de nou-
veaux algorithmes d’ordre élevé, peu dissipatifs et peu dispersifs, ayant la capacité de résoudre
correctement des perturbations acoustiques au sein d’un écoulement [14, 60, 135]. Ces algo-
rithmes, appliqués aux SGE compressibles, permettent d’obtenir en un seul calcul le déve-
loppement turbulent d’'un écoulement réaliste en terme de nombre de Reynolds, et le champ
acoustique rayonné. On parle alors de calcul direct du bruit, ou de Direct Noise Computation
(DNC). La faisabilité de ce type de calcul a récemment été démontrée par plusieurs équipes
de recherche [8, 9, 10, 15, 17, 42, 43, 151].

Les équations de Navier-Stokes filtrées et la SGE compressible basée sur un filtrage ex-
plicite d’ordre élevé, qui est utilisée dans ce manuscrit, sont décrites dans la section 2.1.
Les parties suivantes présentent la mise en ceuvre pratique des méthodes numériques d’ordre
élevé spécifiques a ce type de simulation. Le traitement des points intérieurs du domaine de
calcul est abordé dans la section 2.2, et la section 2.3 décrit I'implémentation des conditions
limites non-réfléchissantes. Finalement, le probleme de la résolution numérique des chocs de
compression est examiné dans la section 2.4.

2.1 Simulation des grandes échelles compressible

2.1.1 Principe

La SGE repose sur une séparation des échelles turbulentes. Cette séparation entre les
structures de 1’écoulement est soumise au choix d’une longueur de coupure A : les échelles
plus grandes que A sont dites résolues, tandis que pour les structures plus petites que A, on
parle d’échelles de sous-maille, ou d’échelles non-résolues. Cette approche s’appuie notamment
sur I’hypothese que le développement des échelles résolues est propre a chaque écoulement,
tandis que les échelles non-résolues présentent un comportement plus universel, qui peut étre
modélisé a priori. L’application d’un filtre passe-bas pour les nombres d’onde aux équations
de Navier-Stokes permet d’obtenir le modele qui gouverne la dynamique des grandes échelles.
Ces équations filtrées font intervenir en particulier des termes de sous-maille qui décrivent les
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interactions entre les échelles résolues et non-résolues. Il est donc nécessaire de modéliser ces
termes afin de fermer les équations de Navier-Stokes filtrées. Les principaux efforts du déve-
loppement des techniques de SGE ont ainsi porté sur 1’élaboration de modeles de sous-maille
visant a décrire les termes de sous-maille a partir des échelles résolues.

2.1.2 Equations de Navier-Stokes compressibles filtrées

En coordonnées Cartésiennes, la masse volumique p, la vitesse u = (u;), la pression p et
I’énergie spécifique totale e; sont gouvernées par les équations de continuité, de quantité de
mouvement et de conservation de 1’énergie totale :

op 0 B

E‘FT%(P%) =0 (2.1)
0 0 ap 87-15 .

a(ﬂuz) + 9z, (puiug) + I e 0 (2.2)
0 0 L, 9q 0 NP

a(pet) + —axj (peruj) + 7896]- + 78333' (pu;) 78363‘ (uiTij) =0 (2.3)

avec la convention de Einstein de sommation des indices répétés. Pour un gaz parfait, on
dispose de I’équation d’état p = pr’l’, ou T est la température, et r est la constante massique
des gaz parfaits. L’énergie totale s’exprime ainsi suivant :

p Ly
PEL 1 2puk ( )

avec une chaleur spécifique v égale a 1.4 pour l'air. L’hypothese de fluide Newtonien permet
d’exprimer le tenseur des contraintes avec,

0w 0w 2 du
2 |0x; Oz 3 7Oy

Tij = QM(T)SZ" avec Sij = (25)
ou la viscosité dynamique u(7") est donnée par la relation empirique de Sutherland [160]. Le
flux de chaleur g; est ensuite modélisé par la loi de Fourier,

w(T)ep OT

U= " py O0x; (26)

ol ¢, est la capacité calorifique massique a pression constante, et Pr est le nombre de Prandtl.
Un filtrage spatial passe-bas du point de vue des longueurs d’onde est ensuite introduit.
La partie filtrée f d’une variable f est obtenue avec le produit de convolution,

f= /DG(X—x')f(x') dx’ (2.7)

ou G est le noyau du filtre, et D le domaine de calcul. Afin de permettre la manipulation
des équations de Navier-Stokes apres application du filtre, on impose a ’opération de filtrage
d’étre linéaire et de commuter avec 'opérateur de dérivation. L’introduction du filtrage de
Favre permet en outre d’écrire les équations sous une forme plus compacte. La partie filtrée
au sens de Favre f de la variable f s’obtient en effet a I’aide de la pondération par la masse
volumique suivante :

f=" (2.8)

~I[g]
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La variable f peut alors étre décomposée suivant sa partie filtrée f, et sa partie de sous-maille
" ie f=Ff4+f"

Apres manipulations, il vient pour les équations filtrées de continuité et de quantité de
mouvement [32],

o .. 0 ,_ . . op 87A'ij 67;] 0 _ .
o7 (PUi) + 75— (puiu; - = - (Tij — Tij 2.1

avec,
. . 1[ou; 0Ou; 2. Ouy
r o= 20(T)S: 5 t S..== J _ 2§
Ty =2UT)5;G et 5 =3 axj+axi 37 0y,

On utilise pour I'énergie une équation sur pé; [155], qui est la partie de 1’énergie totale qui

(2.11)

ne fait intervenir que les variables résolues :
péy = P lmz (2.12)
¥ — 2

L’évolution de pé; est donnée par I’équation,

0 LD 0G0 00 0T,
5 (pér) + o, (périi;) + Dz, + oz, (puy) oz, (4;7i5) = oz, + 1 oz,
0 .
+ pPE -+ pT + (uz?zj uzTZ]) T(q] q]) (213)
J Ly
o, . -
A _N(T)Cpal
g = B or, (2.14)

Les termes qui apparaissent au second membre des équations (2.10) et (2.13) sont des termes
correctifs :
e le tenseur des échelles de sous-maille,

Tij = p(tity — uity) (2.15)
qui se décompose suivant,

Tij = Lij + Cij + Rij (2.16)
avec, -

Lij = —p(titi — G;)

Cij = —plad + u/i;) (2.17)

Rij = —pulu]

ou L;; est le tenseur de Léonard, qui traduit le fait que I'opération de filtrage n’est pas
idempotente. Ce terme peut se calculer a partir des échelles résolues. Le terme C;; est
le tenseur des termes croisés qui rend compte des interactions directes entre les échelles
résolues et non-résolues. Le dernier terme, R;;, caractérise I'influence des échelles non-
résolues sur les échelles résolues. R;; est le tenseur des contraintes de Reynolds, ou vrai
tenseur de sous-maille;
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la corrélation pression-vitesse de sous-maille,

puj — pu;

- 2.18
0; =" (218)
e la corrélation pression-dilatation de sous-maille,
~ 78’[@ E)uj
T =p—> — p—=" 2.19
PR =Pa. " Pau, (2.19)
e la dissipation turbulente de sous-maille,
8ui _ 8111- ( 9.9 0)

Pe= TG, ~ Mgy,
j J

et deux termes, 0;(Ti; — 745), 0j(UiTij — UiTij), et 95(q; — ¢;), qui tiennent compte de la

substitution de 7;; par 7;;, et de g; par g;.
Le tenseur de sous-maille 7;; est généralement considéré comme le terme prépondérant qui
doit étre modélisé a partir des échelles résolues.

2.1.3 Fermeture des équations filtrées
Contraintes physiques

Pour des écoulements turbulents & haut nombre de Reynolds, la prépondérance des effets
convectifs vis a vis des effets visqueux implique un spectre tres large de la turbulence. Les
grandes structures turbulentes, typiquement de la taille de ’échelle intégrale, sont porteuses
de 'essentiel de I'énergie cinétique qu’elles transmettent vers les échelles plus petites, via la
cascade d’énergie. Leur dynamique, qui est fortement dépendante des conditions de génération
de P’écoulement, est spécifique & chaque probléeme. Les petits tourbillons, dont la taille est
de 'ordre de I’échelle de Taylor, dissipent par effets visqueux ’énergie qu’ils recoivent des
structures plus grandes sous forme de chaleur [5]. Pour des nombres de Reynolds élevés, les
structures énergétiques et les structures dissipatives sont bien distinctes. Les tourbillons de
la zone intermédiaire du spectre, dite zone inertielle, ne sont pas dissipatifs : ils transmettent
I’énergie cinétique des grosses structures vers les structures plus fines chargées de la dissi-
per. Le comportement des tourbillons de la zone inertielle est supposé universel. Il est en
particulier peu sensible aux caractéristiques macroscopiques de 1’écoulement. La séparation
introduite par le filtrage spatial de la simulation des grandes échelles se situe ainsi idéalement
dans la zone inertielle, d’une part afin de résoudre les grandes structures qui sont propres
a ’écoulement étudié, et d’autre part pour pouvoir tenir compte de I'influence des échelles
non-résolues en modélisant la dynamique des tourbillons de la zone inertielle ; modélisation
a priori possible au vu du caractere universel des structures turbulentes dans cette gamme
de longueurs d’onde [39).

Les modeles de sous-maille sont donc soumis a une contrainte majeure : reproduire
fidelement le flux entre les échelles résolues et les échelles non-résolues dans la cascade
d’énergie.
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Contraintes numériques

Le couplage entre les algorithmes de discrétisation spatiale et la précision de la SGE a fait
I'objet de travaux récents [27, 40, 57]. Cette problématique est par ailleurs abordée dans le
chapitre 3. Deux sources principales d’erreur sont distinguées : les erreurs dues aux différences
finies différences finies et celles produites par I'aliasing.

Le calcul approché des dérivées au voisinage de forts gradients, qui sont mal résolus par
le maillage, génere des erreurs numériques qui sont associées aux différences finies. Il est alors
intéressant de déterminer le nombre d’onde effectif k* du schéma aux différences finies [139].
De maniere général, on observe que les différences finies ne résolvent pas les nombres d’onde
proches de la coupure du maillage, mais sont précis pour des nombres d’onde plus petits.
Kravchenko & Moin [57] remarquent que pour des schémas d’ordre deux, I'erreur numérique
peut étre plus importante que le terme de sous maille lui-méme. Ils recommandent donc
I'utilisation de différences finies d’ordre élevé, plus précises.

Le phénomene d’aliasing est aussi a 'origine d’une partie des erreurs numériques. L’éva-
luation des termes quadratiques des équations de Navier-Stokes génere en effet des hautes
fréquences qui ne sont pas supportées par le maillage, et qui interagissent avec les basses
fréquences par recouvrement spectral.

Une approche possible pour réduire les erreurs de discrétisation lors d'une SGE est I'ap-
plication explicite d’un filtre sélectif [70]. La méthode permet de controler l’erreur associée
aux différences finies en supprimant de la solution numérique les longueurs d’onde qui ne sont
pas résolues par les schémas de dérivation spatiale. Le phénomene de I’aliasing peut aussi étre
réduit avec un choix adéquat du filtrage. Ce probléeme sera traité en détails dans le chapitre 3.

Les caractéristiques du filtre ont aussi une influence non négligeable sur la modélisa-
tion. Il est possible de faire apparaitre explicitement les propriétés du noyau du filtre dans
les équations de Navier-Stokes filtrées. Domaradzki & Adams [30] remarquent en effet que
la discrétisation du probléme induit une perte définitive d’information. La représentation
de la solution continue des équations de Navier-Stokes par un nombre fini de points opere
implicitement une projection qui ne peut étre inversée. Le support spectral de la solution
projetée, i.e. de la solution discrétisée, est tronqué. Les informations sur les échelles non-
résolues ne peuvent étre en aucun cas restituées. Une notation explicite de la troncature
spectrale associée a la discrétisation du probléeme peut étre introduite : si ’'exposant £ indique
la troncature spectrale et 'exposant S son complément, la décomposition traditionnelle (2.7)
d’une variable f devient [30] :

F=fr+fS
— T (=T + 8 (2.21)
—_—

f/

ou f£ représente les échelles résolues non filtrées, ?E sont les échelles résolues filtrées, (f£ — ?E)
sont les échelles dites de sous-filtre (subfilter scales), et fS sont les échelles non résolues. Du
point de la terminologie utilisée classiquement, les échelles de sous-maille f’ sont la somme

des échelles de sous-filtre et des échelles non résolues. L’introduction explicite de la troncature
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spectrale fait en outre apparaitre deux termes dans le tenseur de sous-maille [30] :

—L c
T;=p (ﬂfﬂf)ﬁ — ufuf ] +(—p) [ufuf + ufuf + ufuf (2.22)

ou ’Z;;e
qui ne sont qu’en partie affectées par le filtre. Ce terme, qui fait directement intervenir les

P représente les interactions entre les échelles qui sont supportées par le maillage, et

propriétés du filtre dans la modélisation, est d’autant plus petit que le filtre est proche d’un
filtre passe-bas idéal, c’est a dire un filtre dont le nombre d’onde de coupure coincide avec celui
du maillage. Le tenseur 7;;'" contient I'influence des échelles absentes du systeme discrétisé,
et est ainsi le terme pertinent pour la modélisation des échelles non-résolues.

Modeéles de viscosité turbulente

Une grande partie des modeles de sous-maille repose sur une hypothese de viscosité tur-
bulente de type Boussinesq, qui postule que le tenseur des contraintes de sous-maille est relié
au tenseur des déformations du champ résolu par le biais d’une viscosité turbulente vy :

N

7;' = —VtSz‘j (223)

Pour reproduire le transfert d’énergie des grandes vers les petites échelles, la viscosité tur-
bulente extrait de I’énergie aux structures résolues par un mécanisme similaire & celui de
la viscosité moléculaire. L’alignement de 7;; et S’Zj conduit en effet a une dissipation totale
donnée par (v + ;). La viscosité turbulente peut étre interprétée par analyse dimensionnelle
comme le produit d’une vitesse et d’une longueur caractéristiques qui doivent étre décrites a
partir des échelles résolues.

Smagorinsky [120] propose ainsi de construire une viscosité turbulente en utilisant la
longueur de coupure A du filtre et A|5' | comme grandeurs caractéristiques, ce qui se traduit
par :

v = (CgA)?| S| (2.24)

ou Cg est la constante de Smagorinsky. En supposant ensuite que la coupure du filtre se situe
dans la zone inertielle, il est possible d’estimer la constante C'g si ’on écrit que les échelles
non-résolues dissipent entierement et instantanément 1’énergie provenant des échelles résolues.
Pour une turbulence isotrope [120], la constante prend une valeur de 0.18. En pratique, les
calculs sont typiquement effectués avec une valeur de 0.10 pour des écoulements qui different
notablement de la turbulence isotrope [62]. Erlebacher et al. [32] étendent par ailleurs le
modele de Smagorinsky au cas compressible.

Le modele de Smagorinsky pose cependant probleme car il lie la quantité d’énergie a
dissiper aux gradients de vitesse des échelles résolues. La dissipation peut ainsi étre impor-
tante dans les zones laminaires de ’écoulement avec de forts gradients de vitesse. Vreman et
al. [156] observent par exemple lors de la simulation d’une couche de mélange une dissipation
excessive qui modifie significativement la transition vers le régime turbulent. Avec le modele
Smagorinsky standard, le phénomene de retour d’énergie des échelles non-résolues vers les
échelles résolues, ou backscattering, est en outre impossible.
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Pour pallier a ces difficultés, des formulations dynamiques du modele sous-maille sont
développées. Celles-ci ne remettent pas en cause la formulation du tenseur de sous-maille
de Smagorinsky [120], mais cherchent a adapter la constante de Smagorinsky en temps et
en espace afin de capturer les transferts d’énergie relatifs a l'activité turbulente locale et
instantanée. De tels modeles, proposés par Germano et al. [38] en incompressible et par Moin
et al. [78] en compressible, s’appuient sur 'identité de Germano [38], et sur Iapplication
d’un filtre test avec une longueur de coupure plus grande que A, qui permet, par similarité,
d’extraire des petites échelles résolues des informations sur le tenseur de sous-maille. Cette
approche permet de prendre en compte la présence de parois solides et les zones d’écoulements
laminaires. La mise en ceuvre pratique de ces modeles est cependant lourde, et induit un
surcott significatif du temps de calcul [16, 153]. Par ailleurs, des valeurs négatives de la
viscosité turbulentes peuvent déstabiliser le calcul. La constante de Smagorinsky locale est
alors généralement mise artificiellement & zéro quand elle devient négative (clipping), ou est
moyennée dans une direction homogene de I’écoulement [41].

Malgré leur complexité croissante, les modeles de sous-maille s’appuyant sur une hy-
pothese de viscosité turbulente se résument dans la pratique a résoudre les équations de
Navier-Stokes avec une viscosité effective (v + ;). La dissipation de sous-maille agit ainsi sur
une partie conséquente des échelles résolues et le nombre de Reynolds effectif de I’écoulement
peut étre modifié [16]. De plus, comme le suggere I'analyse des résultats expérimentaux de
Liu et al. [66], la corrélation entre le tenseur de sous-maille et le tenseur des déformations
est faible. L’hypothese d’alignement de ces deux termes n’est probablement pas valide dans
le cas général.

Modéles de similarité et modéles mixtes

Les modeles de similarité reposent sur ’hypothese que la structure fonctionnelle du tenseur
de sous-maille est invariante dans la zone inertielle. Bardina et al. [6] expriment ainsi en
incompressible le tenseur de sous-maille en fonction des plus petites échelles résolues suivant,

T,y = (st — ;) (2.25)

]l
|
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Ce modele ne requiert aucune modélisation physique. Il propose plutét une procédure algo-
rithmique pour donner une approximation 7;;. Les mesures de corrélation de Liu et al. [66]
montrent que cette méthode prédit correctement la dynamique du tenseur de sous-maille.
Un tel modele est cependant trop peu dissipatif. Il sous-estime en effet 'amplitude du flux
d’énergie entre les échelles résolues et non-résolues, et surestime le backscattering [6, 156].
L’énergie peut ainsi s’accumuler aux hautes fréquences, et faire diverger la solution.

Les modeles mixtes combinent les approches basées sur la viscosité turbulente et sur la
similarité des échelles; 'objectif étant de tirer profit du bon comportement du modele de
Bardina et al. [6] et du caractére dissipatif des modeles de type Smagorinsky pour stabiliser
la solution. Plusieurs modeles mixtes ont été proposés en incompressible et en compressible,
avec une estimation dynamique de la constante de Smagorinsky [107, 154, 164]. La partie
dissipative du modele associée a 'hypothése de viscosité turbulente souffre cependant des
limitations propres aux modeles de type Smagorinsky.
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Modeles de similarité généralisés

Les modeles de similarité généralisés cherchent a construire a partir d’une grandeur filtrée
f, une approximation f* du champ complet f avant filtrage. Le tenseur de sous-maille peut
ainsi étre calculé directement & partir de sa définition. Par exemple en incompressible, on
pose ainsi,

,Ej = p(ﬂiﬂj — uiuj) ~ p(ﬁimj — u;“u;) (2.26)

Le modele de Bardina et al. [6] s’inscrit dans le cadre de cette approche en approchant le
champ non-filtré w; par le champ résolu u;, i.e. u; = u;.

L’inversion de 'opération de filtrage, appelée deconvolution ou defiltering, est une méthode
qui permet de reconstruire une partie du champ complet u; a partir du champ résolu ;.
Geurts [44] calcul 'opérateur inverse du filtre a ’aide d’approximations polynomiales. Stolz
& Adams [123], et Mathew et al. [75] utilisent la méthode itérative de Van Crittert pour
déconvoluer le champ calculé. A Dinstar du modele de Bardina et al. [6], les modeles de
déconvolution sont des méthodes algorithmiques dont la définition s’appuie uniquement sur
les expressions du filtre et du tenseur de sous-maille. La fermeture des équations filtrées est
ainsi effectuée sans introduire de modélisation physique.

Mathew et al. [75] ont cependant montré que I’application d’une méthode de déconvolution
est finalement équivalente a une SGE reposant sur un filtrage tres sélectif. Le modele de sous-
maille peut alors étre remplacé par une procédure de régularisation, basée sur des opérations
de filtrage, qui reproduisent les mécanismes de dissipation associés aux les échelles non-
résolues [30, 75].

Les modeles de similarité généralisés permettent d’introduire dans le cadre théorique de la
SGE les caractéristiques du filtrage utilisé. Les modeles de type Smagorinsky ou les modeles
mixtes sont en effet le plus souvent développés sans faire référence aux propriétés du noyau
G du filtre, bien qu’elles aient une influence non-négligeable sur la simulation [122].

SGE implicite

A Dinstar des méthodes de déconvolution, la SGE implicite utilise les caractéristiques
des méthodes numériques pour modéliser I'impact des échelles non-résolues sur la solution.
La dissipation par les échelles non-résolues est prise en compte implicitement a travers la
discrétisation du probleme, et 'application des algorithmes de différentiation. La dérivée
approchée d’une variable f, notée df/dx, peut étre interprétée comme la dérivée exacte
d’une variable filtrée f telle que :

of of 0

+oo

ou G est le noyau du filtre dans ’espace physique. Dans ’espace spectral, il vient G (k) = k*/k,
si k* est le nombre d’onde effectif du schéma aux différences finies [108].

La simulation des grandes échelles implicite a d’abord été mise en ceuvre avec des schémas
fortement dissipatifs de type shock capturing [21]. Garnier et al. [37] observent toutefois
que ces algorithmes dissipent de maniere excessive 1’énergie sur une large gamme d’échelles
résolues, et leurs simulations de turbulence isotrope montrent une décroissance du nombre
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de Reynolds effectif. Meinke et al. [76] notent aussi une atténuation notable des fluctuations
turbulentes lors de la simulation de I’écoulement dans un canal plan avec des schémas de type
ENO (Essentially Non-Oscillatory schemes [118]).

SGE explicite avec des schémas d’ordre élevé

La stratégie utilisée pour la SGE réalisée lors de ce travail de these, qui est présentée
dans le chapitre 5, combine 'utilisation de différences finies avec des propriétés de faibles
dispersion et dissipation et a 'application explicite d’un filtre sélectif.

Des différences finies optimisées dans l’espace spectral minimisent les erreurs numéri-
ques sur une large gamme de nombre d’onde, et autorisent une utilisation optimale du
maillage. L’application d’un filtre sélectif explicite réduit les problemes d’aliasing et sup-
prime les longueurs d’onde qui ne sont pas résolues par les schémas de dérivation spatiale.
Le filtre agit par ailleurs comme une procédure de régularisation pour dissiper I’énergie aux
hautes fréquences [14]. Cette approche explicite a permis d’effectuer avec succes la SGE
de jets libres [7, 10, 15, 16, 17], d’écoulements au dessus d’une cavité [43], ou autour d’un
profil d’aile [73]. Les méthodes de Stolz & Adams [123] par exemple, ou encore de Visbal et
al. [151], qui se sont avérées efficaces dans de multiples configurations [75, 103], sont similaires
a l'approche utilisée dans ce travail de these.

Finalement, on résout le systeme d’équations,

(op o
T T%(Puy) =0
0 .. g . . ap 8% .
a(ﬂuz) + %j(ﬂuz%) + o, Ox; 0 (2.28)
R RO Y S AU
a(ﬂet) + @(Pet“ﬁ + oz, + T%(P%) - T%(UZTZJ) =0

qui n’inclut pas explicitement de termes de sous-maille.

2.2 Traitement des points intérieurs

2.2.1 Systéme d’équations

Les équations de Navier-Stokes filtrées (2.28) pour une géométrie Cartésienne sont écrites
sous la forme,

0U , 0B, A OF.  0G. 0By 0Fy 0Gy (2.29)
ot | Oz, | Oxg | Oxz Oz, Oxg  Oxz '

Les opérations de filtrage ne sont pas indiquées par la suite pour plus de lisibilité. Le vecteur

inconnu contient les variables conservatives :

pul
U= | pug (2.30)
pu3

pet
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ol p est la masse volumique, u1, us et us sont les trois composantes de la vitesse suivant 7y,
To et x3, et e; est 'énergie spécifique interne totale définie pour un gaz parfait par,

P 1
per = —— + = pu

—1t3 (2.31)

ou v est le rapport des chaleurs spécifiques et p la pression. Dans 1’équation (2.29), les flux
sont décomposés en flux Eulériens, Ee, Fe et Ge, et en flux visqueux, E, Fy et Gy. Ces

flux sont donnés par les expressions :

[ puL | [ pu2 [ pu3 |
P+ pU% puIU2 puIU3
Ee = | puius , Fe=| p+puj . Ge=| pugu (2.32)
puiUu3 pu2u3 p+ puj
| (pet +plur | | (pet +pluz | (pet +plus |
et,
[0 | 0
11 T21
Ey, = | 712 , Fy = | m2 (2.33)
713 723
| u1T11 + u2Ti2 + U313 — q1 | U121 + U2T22 + U3T23 — q2 |
"o -
731
G, = | T3 (2.34)
733
| Y1731 + U27T32 + U3T33 — G3 |

Le tenseur des contraintes visqueuses 7;; est défini pour un fluide Newtonien a partir des
composantes du tenseur des déformations suivant :

8114 6uj 2 8uk
G = — =0 —— 2.
Ty = H <8a:j * Ox; 3 ]c%zk) (2:35)
ou la viscosité dynamique p est donnée par la loi empirique de Sutherland [160] :
b ( T )3/2 Trei + 5 (2.36)
HMref Tref T+s '

ou s est une constante qui dépend du gaz modélisé. Les flux de chaleur sont donnés par la

loi de Fourier,

ey OT
4= _ﬁ 8951

avec p = rpl’ pour un gaz parfait, r étant la constante massique des gaz parfaits. La constante

Pr est le nombre de Prandtl, et ¢, est la chaleur massique spécifique a pression constante.

(2.37)

Les valeurs numériques de ces parametres pour l'air sont données dans le tableau 2.1.
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Tableau 2.1: Parameétres de 1’air.

0% 1.4
Pr 0.7
(J kg LK) 287
(J kg L.K™1) 1003.4
prot  (kgm™ls™1) 1.83 x 1075
(K) 288
(K) 115.2

Tableau 2.2: Coefficients des différences finies centrées et du filtre sélectif centré sur onze points de
Bogey & Bailly [14].

Différences finies Filtre sélectif
(a—r = —ar) (d—y =dvr)
r ar r d,
0 0.0 0 0.2150448841109084
1 0.872756993962667 1 -0.1877728835894673
2 -0.286511173973333 2 0.1237559487873421
3 0.090320001280000 3 -0.0592275755757438
4 -0.020779405824000 4 0.0187216091572037
) 0.002484594688000 5 -0.0029995408347887

2.2.2 Algorithmes numériques
Discrétisation spatiale

Les flux Eulériens sont a l'origine de la génération du bruit aérodynamique par l'in-
termédiaire des termes non-linéaires de vitesse. Ils décrivent en outre la propagation des
ondes acoustiques et leurs interactions avec le champ aérodynamique. La discrétisation des
flux Eulériens doit donc étre particulierement précise pour pouvoir résoudre les ondes acous-
tiques d’amplitude tres faible. On utilise ici pour les différences finies des schémas centrés sur
onze points d’ordre quatre, dont la dispersion a été minimisée dans I’espace spectral [14] afin
de résoudre avec précision des ondes avec au moins quatre points par longueur d’onde. Par
exemple, la dérivée suivant x; au point de maillage (7, j, k) du flux Eulérien E, se calcul avec
le schéma :

O0E,
6%1

5
1
= — arBel|iyr i (2.38)
ik Az T_2_5 |itr,j
ou Az est la taille de la maille dans la direction z1. Les coefficients a, du schéma sont donnés
dans le tableau 2.2.

Les effets visqueux sont négligeables sur la propagation sonore aux fréquences considérées.
En outre, & haut nombre de Reynolds, ils sont tres faibles par rapport aux termes Eulériens
et aux effets des termes de sous-maille [18]. Un schéma standard d’ordre deux est donc utilisé
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pour la dérivation des flux visqueux,

OE, 1

6$1 ik N 2A$1

(Bvjit1k — Bvjio1,ik) (2.39)

Filtrage sélectif

Dans nos simulations, il est nécessaire de filtrer la solution calculée. En effet, les schémas
aux différences finies ne résolvent correctement qu’une partie des longueurs d’onde supportées
par le maillage et génerent des ondes parasites hautes fréquences sans rapport avec la solu-
tion physique [135]. Ces perturbations, de faible longueur d’onde, sont créées au niveau des
conditions limites ou prés des forts gradients. Le filtre est aussi utilisé pour régulariser la
solution en dissipant 1’énergie aux hautes fréquences.

On introduit donc un filtrage spatial, qui n’affecte pas les longueurs d’onde résolues cor-
rectement par les différences finies, mais qui dissipe essentiellement les oscillations maille-
a-maille, c’est a dire les ondes avec deux points par longueur d’onde. D’un point de vue
pratique, la solution numérique U est filtrée dans chaque direction a la fin de chaque pas de
temps. Par exemple, pour la direction z;, l'algorithme s’écrit,

Ugjv,ﬁ =U,x—0oD1 (2.40)
avec,
5
Dy = Y dUiprjn (2.41)
r=->5

ot U? est la solution filtrée, et U’ = U — (U) est le vecteur des perturbations, (U) étant le
champ moyen. Le coefficient o, qui caractérise I'intensité du filtrage, est compris entre 0 et 1.
Les coefficients d; sont choisis de manieére a obtenir un filtre d’ordre deux et a optimiser la
fonction de transfert dans ’espace spectral. On utilise ici le filtre sur onze points proposé par
Bogey & Bailly [14] dont les coefficients sont donnés dans le tableau 2.2. Les petits nombres
d’onde, jusqu’a quatre points par longueur d’onde, sont ainsi peu affectés par le filtrage tandis
que les oscillations maille-a-maille sont atténuées. On notera que les nombres d’ondes dissipés
correspondent aux nombres d’onde qui ne sont pas résolus par les différences finies.

Intégration temporelle

Pour déterminer les valeurs des variables U1 au pas de temps n + 1 & partir de leurs
valeurs U™ a I'instant n, on utilise le schéma de Runge-Kutta a stockage réduit d’ordre quatre
a six étapes décrit dans le chapitre 4. Les équations sont ainsi avancées en temps a l'aide de
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I’algorithme :

Uy = u” , Wo = 0
intégration temporelle
des flux Eulériens w; = aw;_1 + AtKg'

u; = w1 + fiw; ; i=1,...,6

intégration temporelle (2.42)

n+1 __
des flux visqueux U™ =g + ALKy

Un+1 — Un+1 _ O‘Dl
filtrage sélectif Ut = Ut — oDy
U™t = U™ — oDy

ou At est le pas de temps. Les coefficients du schéma. «; et §; sont donnés dans le tableau
D.1 en annexe D. Le terme d’intégration des flux Eulériens K¢' est calculé & chaque étape
du Runge-Kutta,
. OEs'  OF  0G'
K'=——"—-— - — (2.43)
81’1 8902 8903

Les flux visqueux, qui sont a variation lente par rapport aux flux Eulériens, ne sont pris en

compte qu’a la derniere étape, par le terme,

OE," O0F," 0G"
= + -

Kv 856 1 3%2 a$ 3

(2.44)
Le filtrage sélectif est appliqué a chaque itération via les termes Di, Do et Dgs, dans les
directions x1, z9 et x3.

Critére de stabilité

Pour une discrétisation spatiale donnée, le pas de temps est fixé suivant trois types de
criteres, liés aux termes convectifs, visqueux et de conduction-diffusion. Pour les termes
convectifs, les algorithmes utilisés ici autorisent un nombre de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL)
maximal en trois dimensions de 2.18 [142],

At

CFL = 2% max [M + \/5} < 2.18 (2.45)
Ay,

ou A,, = min(Az;) est la plus petite taille de maille, et M = wu/c est le nombre de Mach,

avec une vitesse du son donnée par ¢ = \/yp/p. Le critére de stabilité sur les flux visqueux

est défini par,

C, = At max

14
- < .
i,j |:A$ZAJJJ:| <2 (2 46)

en supposant que v/Az; est une vitesse caractéristique de la diffusion visqueuse, v = u/p
étant la viscosité dynamique. Le critere de stabilité sur la diffusion thermique est introduit
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C.L. de rayonnement de Tam & Dong [141]

: _______ );: ___________ —: zone
caractéristiques | ! ‘+/ éponge
d’entrée \ ! 4.
= I
C.L. de : .
paroi : :

Figure 2.1: Représentation schématique du domaine de calcul pour une configuration de jet su-
personique : conditions de paroi pour introduire la tuyere, caractéristiques d’entrée
pour imposer les conditions initiales dans la tuyere, conditions de rayonnement pour
permettre a l’acoustique de sortir du domaine, et une zone éponge pour atténuer les
structures tourbillonnaires avant leur sortie. (C.L. : Conditions Limites).

en utilisant a/Ax comme vitesse caractéristique de la diffusion thermique, avec la diffusivité
thermique a donnée par v/Pr. Ainsi, il vient,

Cy
= — < .
Op= 40 <2 (2.47)

Pour des calculs de bruit de jet a haut nombre de Reynolds (le nombre de Reynolds du jet
étudié dans le chapitre 5 est par exemple égal a 10°), le pas de temps est généralement fixé
par le critere sur les flux Eulériens (2.45).

2.3 Conditions limites

Afin d’aborder la simulation aéroacoustique de systemes réalistes, il faut pouvoir traiter
numériquement une grande variété de conditions limites, dont la qualité influe notablement
sur la précision des résultats. La figure 2.1 donne une vue schématique du domaine de calcul
utilisé pour effectuer la simulation d’un jet supersonique dans le chapitre 5. Des conditions
de rayonnement doivent avant tout étre mises en place afin que les ondes acoustiques quittent
le domaine de calcul sans réflexion parasite. Une zone éponge doit aussi permettre d’évacuer
les structures tourbillonnaires sans qu’elles influent sur le développement amont du jet. L’in-
troduction d’une tuyere pour le jet nécessite enfin 'utilisation de conditions de paroi solide,
et des caractéristiques d’entrée sont choisies ici pour imposer 1’écoulement dans la tuyere.

2.3.1 Conditions de rayonnement de Tam & Dong

En supposant les frontieres du domaine de calcul loin des sources de bruit, il est possible
d’écrire les fluctuations acoustiques au voisinage des frontieres comme une solution d’une
forme particuliere des équations de Navier-Stokes. Tam & Webb [135] ont ainsi développé
une expression asymptotique des équations d’Euler linéarisées 2—D, en champ lointain, et en
présence d’'un écoulement uniforme. Ces conditions de rayonnement ont ensuite été étendues
par Tam & Dong [141] au cas des équations d’Euler linéarisées en présence d’un écoulement
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quelconque. Les conditions limites 2-D ont finalement été adaptées aux géométries 3—D par
Bogey & Bailly [11].

Conditions de rayonnement

Les conditions non-réfléchissantes s’écrivent en coordonnées sphériques (r, 6, ¢). Les rela-
tions entre les systemes de coordonnées sphériques et Cartésiennes sont,

x1 = rsinfcos ¢ r=\/i + a3+ 13
x2 = rsinfsin g et ¢ = arctan(zz/21) (2.48)
T3 =1cosf 0 = arccos (xg/ 3+ a3+ x%)

I1 vient alors pour les conditions de rayonnement [11] :

p [ p—(p)
Lo o 1y | M
Vga uz | + (67" + ?") up — (ug) | =0 (2.49)
u3 uz — (u3)
P | p—(p)

avec une vitesse de groupe V, donnée par,

Vo= (u) e+ /(002 — ((u) - €9)2 — ((u) - e,)? (2.50)
dont le calcul est illustré sur la figure 2.2.a. Les vecteurs unitaires s’écrivent,

e, = (sinf cos p, sin O sin p, cos )
ey = (cos b cos p, cos O sin p, —sin 6) (2.51)

e, = (—siny, cos p,0)

avec le champ moyen de vitesse (u) = ((u1), (u2), (u3)). La vitesse moyenne du son est estimée

avec (c) = /7(p)/(p)-
Les conditions limites avec sortie de fluide sont régies par,

o)V (o o) = s (o b Vo )
85;1+<u>-wu1 — (u1)) = <;(;Zl(p— (p))

s )V~ (un)) = é;@ (- (p)) (2:52)
a(;f’+<u>-V(u3— (us)) = <;>£3(p— (p))
Fa+ (57 o- =0
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dir. dir.
propa. propa.

€0

(a) (b)

Figure 2.2: Calcul de la vitesse de groupe V, des ondes acoustiques par projection de u + ¢ suivant
la direction de propagation e,. (a) cas classique, et (b) la condition de rayonnement
n’est pas adaptée : ’écoulement est supersonique et les ondes acoustiques ne peuvent
pas se propager vers 'amont ; on a dans ce cas (c) — ((u) - eg)? — ((u) - €,)* < 0.

Conditions de rayonnement pour un écoulement supersonique

Il reste néanmoins a prendre en compte le cas d’un écoulement supersonique. Le systeme
(2.49) n’est plus valable pour certains points qui se situent en amont du point de référence.
On peut avoir dans cette situation une vitesse de groupe de direction opposée a la direc-
tion de propagation, comme le montre la figure 2.2.b, qui illustre le calcul de la vitesse de
groupe V; dans ce cas. L’écoulement supersonique crée en effet une zone de silence qui ne
peut étre affectée par la source acoustique. Les variables aux points de maillage tels que
(c)2 — ((u) - eg)? — ((u) - e,)? < 0, restent ainsi inchangés et les conditions de rayonnement
se réduisent a,

-
o |
g —0 9.53
ot | "2 (2.53)
us
_p -

2.3.2 Meéthode des caractéristiques d’entrée d’écoulement

La méthode repose sur l'utilisation des caractéristiques 1-D de Thompson [148, 149].
Poinsot & Lele [90] ont étendu cette approche aux cas visqueux en supposant que 1’écoulement
est localement non-visqueux et mono-dimensionnel. Cette hypotheése permet d’introduire les
invariants de Riemann £; des équations d’Euler normalement a une surface de contréle. Pour
une surface de controle perpendiculaire a la direction z1, les dérivées temporelles des variables
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primitives sont localement données par,

0 ou
(Op | 1 L5+ L4 — (uy — op _ 0
at+c2[£2+2 ]:o L1=(un C)<8x1 pcam)
Oup  Ls—Ly Lo — <28p_8p>
o T e Y 2T\ 0wy T o
dus po—L
W—FE?,:O avec, 3 ulaxl
0
aalf’+ﬁ4:0 £4=U167Z?
Op  Ls+ Ly Op Ou
B =G40 (57 + o)
(2.54)

Les cinq invariants £; correspondent respectivement aux ondes acoustiques rétrogrades, en-
tropiques, tourbillonnaires suivant s, tourbillonnaires suivant xg et acoustiques progres-
sives. Aux limites du domaine, on impose les invariants qui rentrent dans le domaine, et
les invariants sortants sont déterminés a partir des points intérieurs a 1’aide de schémas
décentrés. Pour une condition de non-réflexion on pose L5 = 0, pour qu’il n’y ait pas
d’ondes qui entrent dans le domaine. Pour un écoulement supersonique, on a nécessairement
L1 =Ly = L3 =Ly =0, puisqu’aucune perturbation ne peut remonter vers I’amont. Dans
le cas d’un écoulement subsonique, les invariants £q, Lo, L3 et L4 sont calculés a partir des
points intérieurs.

Les caractéristiques sont particulierement bien adaptées aux écoulements paralleles pour
lesquels les perturbations arrivent normalement & la surface de controle. Elles sont utilisées
ici pour imposer les profils d’entrée de pression, de densité et de vitesse dans la tuyere. Pour
éviter une dérive du champ moyen, on ajoute des termes de relaxation. Par exemple pour la
pression, le terme correctif est introduit tel que,

@ £5+£1_ o

S = L) (255)

ou a ~ 0.1, et ou p. est la pression que 'on souhaite imposer dans la tuyere [90].

2.3.3 Elaboration de la zone éponge

Au passage des structures tourbillonnaires dans les conditions de sortie, des ondes pa-
rasites peuvent étre produites et masquer le champ acoustique physique. La mise en place
d’une zone éponge réduit significativement ’amplitude de ces perturbations [11]. D’un point
de vue pratique, on combine un étirement du maillage de ’ordre de 5% dans la direction de
I’écoulement et ’ajout d’un terme dissipatif de la forme :

ou o T1 — Te p

—=...——D = _ 2.56

5 AP avec 0 =0m <$m — $e> (2.56)
avec,

s

Da =doUj; + 5 (Ui jn T Uina e + Ul s + Ul + Ul + UG 0] (257)

3
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périodicité

Mo XXX
e SR EE R R XXX @ X
DS R S SR SR RIS XXX - @

Figure 2.3: Ilustration de I'implémentation d’une condition de périodicité avec des schémas aux
différence finies sur sept points. Pour calculer la dérivée au point central (e) on utilise
les trois premiers points voisins (x).

ouU' =U—(U), et (dy,d1) = (1/2,—1/4). Les positions z, et x,, correspondent aux abscisses
de début et de fin de la zone éponge. La constante o, = 0.05 est 'intensité maximale du
filtrage, et G est pris égal a 1,5.

2.3.4 Correction des champs moyens

Lors d’un calcul, il n’y a pas d’information provenant de I’extérieur du domaine de calcul.
On peut ainsi observer une dérive du champ moyen, notamment de la pression statique sur
les frontieres du domaine. I’ajout d’'un terme de relaxation permet de maintenir le champ
moyen sur le pourtour du domaine de calcul. On ajoute a chaque itération le terme suivant :

Oper _ @ P —Poo
o At v—1

(2.58)
avec a ~ 1073, et po = 10° Pa.

2.3.5 Conditions de périodicité

Les conditions de périodicité permettent de simuler des géométries planes en rendant
périodique le domaine de calcul dans une direction. La figure 2.3 donne une représentation
de I'implémentation des conditions périodiques. La méthode consiste a relier les deux extré-
mités du domaine de calcul. Des schémas centrés sont implémentés aux bords du domaine,
en utilisant des points de 'autre extrémité du maillage pour remplacer les points manquants.

2.3.6 Conditions de paroi solide

Pour un fluide visqueux on retient la condition de non-glissement du fluide sur la surface
solide. Les composantes de la vitesse sont nulles a la paroi, i.e.,

U =us =u3 =0 (2.59)
La température est en outre continue a l'interface fluide-solide,
Thuide = Tsolide (260)

Il faut ensuite ajouter des hypotheses sur le comportement thermodynamique de la surface
solide. Par exemple, pour une paroi isotherme, la température Tyj;q0 €st constante, et pour
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une paroi adiabatique, le flux normal de quantité de chaleur a la paroi est nul, ¢, = 0, si n
est I'indice de la direction normale & la surface.

Numériquement, I'introduction des conditions limites de paroi implique cependant que le
probleme aux différences finies devient hyperstatique. En effet, tous les points du maillage
sont solutions des équations de Navier-Stokes discrétisées, mais les points de paroi doivent
aussi satisfaire a la condition d’adhérence. Il y a donc plus d’équations que de degrés de
liberté. Il y a alors deux stratégies possibles pour contourner le caractere hyperstatique du
systeme discrétisé.

La méthode de Tam & Dong [137] repose sur l'introduction de points fantémes qui sont
autant de degrés de liberté supplémentaires capables d’imposer la condition d’adhérence. Une
méthode alternative consiste a remplacer aux points de paroi les équations de Navier-Stokes
completes par un systeme qui inclue la condition d’adhérence. La méthode des caractéristiques
s'inscrit dans le cadre de cette approche. Il est également possible de récrire les équations
de Navier-Stokes en y imposant les conditions limites, et en calculant les gradients a partir
des points intérieurs avec des schémas décentrés [42, 104]. Cette méthode est retenue ici.
L’objectif est de supprimer des équations afin de ramener le nombre d’équations du systeme
discrétisé au nombre de degrés de liberté. Les flux sont récrits a la paroi en y introduisant
les conditions de non-glissement w; = us = usz = 0, et de paroi adiabatique ¢, = 0. Les
équations ainsi obtenues permettent de calculer la masse volumique et ’énergie totale sur la
surface, tout en imposant implicitement les conditions limites. Les équations de Navier-Stokes
modifiées pour des surfaces solides dans les trois directions sont données dans I’annexe B,
par les relations (B.10), (B.11) et (B.12). Par exemple, pour une paroi dans le plan (x1,z2)
la masse volumique et ’énergie totale sont calculées a I'aide du systeme :

8p 4 a’LLg

P 773

o\ p Ox3 ’ p3563
v Ous ouq 2 Ous 2y Ous 2 01 Oqa  Ogs
— P —Hla— | Hlag— ) —SHla ) ta-tTa- T A
Y — 1 8:63 81’3 8373 3 81’3 8:61 8%2 8.733
2.61)
Gloerfelt et al. [42, 43] ont testé la méthode dans de nombreuses configurations, et ont ainsi

simulé avec succes le bruit rayonné par un écoulement affleurant une cavité.

Le calcul pratique de ce type de conditions de paroi nécessite cependant 1'utilisation de
schémas aux différences finies décentrés qui sont particulierement instables et peu précis dans
leur forme standard. Pour garder une précision homogene sur I’ensemble du domaine de calcul
et éviter les problemes de stabilité, des différences finies et des filtres sélectifs décentrés peu

dispersifs et peu dissipatifs, optimisés dans 1’espace spectral, sont utilisés ici. La mise au point
de ces schémas numériques est décrite dans le chapitre 4.

2.4 Résolution numérique des chocs

Les jets supersoniques sur- et sous-détendus contiennent des chocs de compression pré-
sentant de tres forts gradients. L’épaisseur typique d’un choc est de I'ordre du libre parcours
moyen [25]. Numériquement, il est donc tres difficile de résoudre correctement un choc, et
son épaisseur est en pratique généralement fixée par le maillage. De plus, la discrétisation
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spatiale agit comme un filtre passe-bas pour les longueurs d’onde, et est donc a l'origine
du phénomeéne de Gibbs [4], qui se traduit par la formation d’oscillations au voisinage du
choc. Les méthodes numériques de capture de chocs, héritées de la mécanique des fluides
compressibles numériques, sont d’abord présentées. La résolution des chocs avec des méthodes
d’ordre élevé est ensuite discutée.

2.4.1 Meéthodes numériques spécifiques

Un certain nombre de méthodes dédiées a la résolution des chocs ont été développées
dans le cadre de la simulation numérique des écoulements supersoniques. Elles s’appuient
généralement sur 'introduction d’une dissipation artificielle, ou de conditions de passage au
travers des chocs. Ces algorithmes se classent en deux catégories majeures : les shock fitting
schemes, et les shock capturing schemes.

Shock fitting

La méthode du shock fitting repose sur un maillage adaptif, construit de manieére a faire
coincider la position du choc avec un noeud du maillage. Les variables avant et apres le choc
sont ensuite calculées en appliquant les relations de Rankine-Hugoniot [80]. Cette approche
est cependant particulierement complexe a mettre en place pour des géométries tridimen-
sionnelles avec des chocs multiples, pour lesquelles la topologie du maillage peut devenir tres
complexe [81]. Les méthodes de type shock-fitting sont en outre difficilement applicables dans
le cadre de la simulation des grandes échelles : un maillage adaptatif nécessiterait d’interpoler
les variables de 1’écoulement et de modifier a chaque itération le filtrage de maniere locale.
Par ailleurs, dans le cadre du bruit de jet supersonique, Panda [88] mesure pour un jet rond
sous-détendu des déplacements de chocs de 'ordre 10 & 50% du diametre du jet. De telles
amplitudes peuvent étre résolues par un maillage fixe de taille raisonnable, et il ne semble
donc pas nécessaire de prendre en compte les déplacements plus petits que la taille des mailles
par une méthode de type shock fitting.

Shock capturing

Les approches de type shock capturing s’utilisent sur un maillage fixe. La position du choc
est fixée par les noeuds de la grille, et un traitement particulier est appliqué au voisinage des
forts gradients. L’utilisation des schémas aux différences finies décentrées (upwind schemes
et le schéma de Lax-Wendroff) a ainsi été proposée pour calculer les flux de transport [162].
La dissipation naturellement introduite par I’asymétrie de ces schémas permet de réduire les
oscillations pres des chocs. Ces méthodes de discrétisation ne peuvent cependant pas étre
appliquées a l'aéroacoustiques numériques car elles sont de faible précision et dispersives. Les
méthodes d’intégration temporelle TVD (Total Variation Diminishing) ont aussi été mises
en ceuvre. Elles appliquent des limiteurs pour éliminer le phénomeéne de Gibbs [119]. La
précision du schéma chute a I’ordre un pres des chocs de maniere a interpoler linéairement la
solution, et éviter ainsi I'apparition d’oscillations. Les schémas ENO et WENO (FEssentially
Non-Oscillatory et Weighted Essentially Non-Oscillatory) ont été développés par la suite afin
de maintenir I'ordre de précision lors de la résolution des forts gradients [118]. Carpenter &
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Casper [26] ont cependant montré que dans la pratique la précision chutait aussi a 'ordre un
au niveau des chocs. Les méthodes utilisant des limiteurs de flux (TVD, ENO...), historique-
ment congues pour la simulation des écoulements supersoniques sont par conséquent difficile-
ment applicables aux simulations aéroacoustiques, qui nécessitent des méthodes numériques
précises et peu dissipatives.

Plus récemment, Tam et al. [136] ont développé une méthode basée sur les schémas
d’ordre élevé DRP [135] (Dispersion-Relation-Preserving) construits pour ’aéroacoustique
numérique, dont laquelle I'intensité du filtrage sélectif s’adapte au gradient local de vitesse.
Un filtrage fort permet alors d’atténuer dans I'espace spectral la transition entre les échelles
résolues par le maillage et les échelles non-résolues, et de limiter ainsi le phénomene de
Gibbs. Cette méthode revient a dissiper les gradients jusqu’a ce qu'’ils soient supportés par
le maillage.

2.4.2 Résolution des chocs avec des méthodes numériques d’ordre élevé

Le développement de méthodes numériques optimisées et d’ordre élevé [14, 135] a fourni
des algorithmes possédant une résolution quasi-spectrale qui autorise une séparation claire
entre échelles résolues et non-résolues. Le probleme de la résolution numérique des chocs peut
ainsi étre abordé avec une approche similaire & celle employée pour la simulation des grandes
échelles. L’objectif est alors de ne résoudre que les longueurs d’onde constitutives du choc
qui sont supportées par le maillage. Le phénomene de Gibbs n’est dans ce cas qu’un artefact
lié a la représentation dans ’espace physique de la solution filtrée. On se propose d’illustrer
cette approche a travers la résolution d’une série de cas test : la propagation linéaire d’un
créneau avec I’équation d’advection, la propagation non-linéaire d’une impulsion de pression
de forme Gaussienne a ’aide des équations d’Euler, et finalement la résolution d’un choc de
compression dans une tuyere monodimensionnelle.

Propagation d’un créneau
L’équation d’advection monodimensionnelle,

ou ou B

e + o = 0, avec c=1 (2.62)

est résolue avec un pas de temps défini par At = CFL x Az/c, ou Az = 1 est la taille
des mailles. L’intégration temporelle est effectuée avec le schéma de Runge-Kutta a stockage
réduit d’ordre quatre a six étapes décrit dans le chapitre 4. Deux configurations différentes
sont testées ici pour la dérivation spatiale et le filtrage sélectif. La premiere utilise des schémas
standards d’ordre dix sur onze points pour les différences finies et le filtrage sélectif. Dans la
deuxieéme configuration, les schémas optimisés sur onze points de Bogey & Bailly [14] sont
implémentés. L’intensité du filtrage o est fixé a 0.2, et le nombre de CFL est pris égal a 0.5.
La solution est calculée a partir de ¢ = 0 jusqu’a t = 200.

La perturbation initiale, a ¢ = 0, est nulle sur ’ensemble du domaine, excepté sur 'inter-
valle —5 < x < 5, ou elle est égale a 1 :

u(z,t =0) = H(x + 5) — H(x — 5)
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Figure 2.4: Cas test de propagation linéaire. (a) Perturbations initiales, et (b) densité spectrale de
puissance normalisée de la perturbation initiale, en fonction du nombre d’onde kAzx.

ol H est la fonction de Heaviside. Cette perturbation est tracée sur la figure 2.4.a.

La densité spectrale de puissance correspondant a la perturbation initiale est donnée
sur la figure 2.4.b, en fonction du nombre d’onde kAz. On observe que le contenu spectral
s’étend sur ’ensemble des nombres d’onde supportés par le maillage (0 < kAz < 7). Les
algorithmes de Runge-Kutta, les différences finies et les filtres sélectifs ne sont cependant
précis qu’en dessous d’un nombre d’onde de coupure k.Ax < 7, dont la valeur dépend des
schémas implémentés.

Afin de déterminer si la solution calculée est en accord avec la solution exacte, un filtre
spectral passe-bas pour les nombres d’onde est construit a ’aide d’une transformée de Fourier
discrete. La coupure du filtre est placée & kAx = /2, i.e. & quatre points par longueur d’onde,
qui correspond & la limite de précision des schémas sur onze points de Bogey & Bailly [14].
Ce filtre spectral est appliqué a la solution calculée et a la solution exacte. La précision du
calcul est alors jugé en comparant les solutions apres filtrage.

La solution calculée, obtenue avec les schémas standards, puis filtrée avec le filtre spectral,
est tracée sur la figure 2.5.a. La solution exacte filtrée est aussi indiquée pour comparaison.
La solution calculée reproduit grossierement la solution exacte, avec des écarts pouvant aller
jusqu’a 10% de amplitude du signal initial. A cause de la dispersion du schéma, on observe en
outre une dissymétrie de la forme d’onde. Les ondes au voisinage de kAxz = /2 sont en effet
propagées plus lentement que les perturbations ayant une longueur d’onde plus grande [139].

La solution obtenue avec les schémas optimisés, et filtrée & kAx = 7/2 avec une trans-
formée de Fourier, est maintenant donnée sur la figure 2.5.b. Un bon accord avec la solution
exacte filtrée est observé. En effet, les deux signaux coincident, et il n’y a pas de dispersion
visible sur le signal. La résolution numérique du probléme de propagation avec les algorithmes
optimisés fournit donc une approximation correcte de la solution exacte filtrée & kAx = /2.
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Figure 2.5: Solutions du cas test de propagation lindaire & t = 200. ——, solution calculée filtrée

au-dela de kAxz = 7/2; o, solution exacte filtrée au-dela de kAx = n/2. (a) Différences

finies et filtre sélectif standards d’ordre dix sur onze points; (b) différences finies et

filtre sélectif optimisés sur onze points de Bogey & Bailly [14].

Propagation non-linéaire

On considére maintenant un cas test de propagation non-linéaire. Les équations d’Euler
1-D adimensionalisées sont résolues :

dU | OE P f
—+— =0, avec U=| pu |, et E= pu® +p (2.63)
ot Ox

pet u(pet + p)

ol p est la masse volumique, u la vitesse, p la pression et l’énergie totale est donnée par
per = p/(y — 1) + pu?/2 avec v = 1.4. Le systeme est discrétisé spatialement avec une taille
de maille Az. Plusieurs valeurs de Ax seront testées pour étudier I'influence de la grille sur la
solution calculée. Le domaine est pris tres grand, de x = —800 a x = 800, pour éviter d’avoir
a introduire des conditions aux limites de champ libre. Les dérivées spatiales et le filtrage
sélectif sont effectués avec les schémas optimisés sur onze points de Bogey & Bailly [14].
Le schéma de Runge-Kutta a stockage réduit d’ordre quatre a six étapes développé dans le
chapitre 4 est utilisé pour I'intégration en temps. Le nombre de CFL = cAt/Ax est pris égal
a 0.5, et I'intensité du filtrage est fixée a ¢ = 0.8.

Une impulsion de pression de forme Gaussienne est imposée comme conditions initiales :

p=1
u=>0

1
p=<+Ape
g

(2.64)

ou a = 0.005 et Ap = 0.075. Le niveau élevé de cette perturbation assure la présence d’effets
non-linéaires significatifs lors de la propagation. La solution est calculée jusqu’a t = 200, pour
différentes valeurs de la taille de maille Az. La solution calculée pour Az, = 1/40 fait office
de solution de référence. La perturbation imposée initialement est donnée sur la figure 2.6.a.
La solution de référence a t = 200, tracée sur la figure 2.6.b, montre que le pulse Gaussien
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Figure 2.6: Cas test de propagation non-linéaire. (a) Perturbation initiale, et (b) solution de
référence a t = 200, sur un maillage avec Az,of = 1/40.

a clairement été déformé par les effets non-linéaires. Il apparait au voisinage de z = 220 un
gradient tres fort, qui reste malgré tout bien discrétisé par le maillage fin.

Le probleme est maintenant résolu sur des grilles utilisant des mailles plus grandes que
Az = 1/40. Quatre configurations sont testées : Ax = 1/2, Az =1, Az = 2 et Az = 4. Ces
maillages ne peuvent pas supporter le gradient de pression visible sur la solution de référence
de la figure 2.6.b. On va cependant chercher a montrer que la dynamique des échelles résolues
par ces maillages est correctement reproduite, bien que seule une partie réduite du spectre
de la solution exacte soit calculée.

La comparaison entre les solutions calculées et la solution de référence est effectuée en uti-
lisant un filtre spectral et un sous-échantillonage. La figure 2.7 illustre de maniére schématique
la procédure utilisée pour évaluer la précision du calcul. Dans un premier temps, la solution
calculée est filtrée au-dela de kAx = 7/2, afin de ne garder que les échelles correctement
résolues par les méthodes numériques. De la méme maniere, pour que le support spectral de
la solution calculée et de la solution de référence soient identiques, la solution de référence
est filtrée & kAx = 7/2, i.e. & kAxyef = 7/2(Axyer/Ax). La solution de référence filtrée est
ensuite sous-échantillonnée pour pouvoir la comparer dans ’espace physique a la solution
calculée.

Les solutions calculées filtrées, et les solutions de références filtrées et sous-échantillonnées,
sont maintenant tracées sur les figure 2.8.a, 2.8.b, 2.8.c et 2.8.d, pour les tailles de maille
Az = 1/2, Az = 1, Az = 2 et Az = 4, respectivement. On observe que dans les quatre
configurations de maillage, la solution calculée filtrée et la solution de référence filtrée sont
en bon accord. A noter que comme le gradient de pression au voisinage de z = 220 n’est
pas résolu par ces maillages, il apparait des oscillations pres des variations importantes de
pression. Pour Az = 1/2, les oscillations ont une amplitude tres faible et restent localisées
pres de x = 220. Elles sont plus visibles pour Az = 1, Az = 2 et Ax = 4. Ces variations
de pression sont néanmoins aussi visibles sur le signal de référence filtrée, et peuvent donc
étre considérées comme faisant partie intégrante de la solution. Ainsi, bien que ’on ne résolve
qu’une partie réduite des nombres d’onde impliqués dans ce probleme de propagation, la
partie du spectre résolue par le maillage est malgré tout correctement reproduite, et ceci
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Figure 2.7: Schéma des procédures de filtrage et de sous-échantillonnage mises en place pour com-
parer la solution calculée a la solution de référence.

indépendamment du nombre d’onde de coupure associé a la grille.

Choc droit dans une tuyeéere

Le probleme de la résolution d’un choc droit dans une tuyere convergente-divergente est
enfin résolu. Le cas test s’inspire du probleme 2 de la catégorie 1 du troisieme workshop
d’aéroacoustique numérique [167]. On consideére une tuyere dont la section a une surface
variable A, qui varie lentement avec la position longitudinale. L’écoulement est modélisé par
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Figure 2.8: Cas test de propagation non-linéaire. Solution calculée filtrée et solution de référence
filtrée et sous-échantillonnée pour différentes taille de maille. —=—— solution calculée
filtrée ; o, solution exacte filtrée et sous-échantillonnée. (a), Az = 1/2; (b), Az = 1;
(c), Az =2; (d), Ax =4.

les équations d’Euler quasi 1-D. Elles s’écrivent sous forme adimensionnalisée suivant,

0
AU  DAE P p
W—i_ 9% =H, avec U=|pu |, E= pu? +p , H= p%
pey u(per + p) 0
(2.65)

ol p est la masse volumique, u la vitesse, p la pression et l’énergie totale est donnée par
per = p/(y — 1) + pu?/2 avec v = 1.4. La surface de la section de la tuyere définie un
convergent-divergent, dont le col se situe en x =0 :

0.536572 ~ 0198086 exp | ~In 255 | si @ >0

L | (2.66)
1= 0661514exp |~ In 25| siz <0

Ax) =

Le domaine de calcul s’étend de x = —10 a z = 10, et est discrétisé par une grille uniforme
de maille Az. Le nombre de CFL = cAt/Ax, avec ¢ = 1 est pris égal a 0.05, et le parametre
o, correspondant a l'intensité du filtrage est fixé a 0.8. Les dérivées spatiales et le filtrage
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Figure 2.9: Choc droit dans une tuyere. Convergence du champ moyen de masse volumique pour les
différentes configurations de maillage. Le critese L, est tracé en fonction du temps ¢ pour
les tailles de maille : L Ar=1/40; — — — Az =1/80; —. — .—, Az = 1/160.

sélectif sont effectués avec les schémas optimisés sur onze points de Bogey & Bailly [14]. Le
schéma de Runge-Kutta a stockage réduit d’ordre quatre a six étapes fourni dans le chapitre
4 est utilisé pour l'intégration en temps. Des conditions aux limites non-réfléchissantes basées
sur la méthode des caractéristiques de Thompson [148, 149] sont implémentées aux bords
du domaine. Pour qu’il se forme un choc droit dans le divergent de la tuyere, le nombre de
Mach a I’entrée du domaine est fixé a M, = 0.2006533, tandis que la pression de sortie est
imposée a la valeur pouiet = 0.6071752.

Le probleme est résolu avec des tailles de maille Ax = 1/40, Az = 1/80, Az = 1/160. Le
calcul est poursuivi jusqu'a t = 0.3, soit jusqu’a la convergence du champ moyen, que l'on
considere atteinte si le critere,

<1076 (2.67)

sur les variations temporelles du champ moyen de masse volumique p, est satisfait. Le nombre
de points de la grille est donné par N.

La convergence du champ moyen est illustrée par la figure 2.9, ot la quantité L, obtenue
pour les différentes configurations de maillage est tracée en fonction du temps. Pour les trois
grilles, le critére de convergence (2.67) est donc bien satisfait a ¢ = 0.3.

La vitesse moyenne calculée avec Az = 1/40 est maintenant tracée sur la figure 2.10.a. Un
choc de compression, qui s’accompagne par ailleurs du phénomene de Gibbs, est visible dans la
partie divergente de la tuyere au voisinage de x = 0.4. Afin de comparer les solutions calculées
sur les trois maillages, une procédure de filtrage et de sous-échantillonnage similaire a celle
décrite sur la figure 2.7 est mise en place. Un filtre spectral, construit avec une transformée
de Fourier, est appliqué dans un premier temps aux champs moyens calculés. Le nombre
de coupure est choisi égal a k = 7/2AL, ou A = 1/40 est la taille de maille de la grille
qui contient le moins de points. Les champs moyens ainsi obtenus pour chaque maillage ont
alors le méme support spectral. Ils sont ensuite sous-échantillonnés de maniere a pouvoir les
comparer plus facilement dans ’espace physique : on ne garde qu'un point sur deux de la
solution calculée pour Az = 1/80, et qu'un point sur quatre de la solution avec Az = 1/160.
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Figure 2.10: Choc droit dans une tuyére. (a) Vitesse moyenne de la solution calculée avec
Ax = 1/40, et (b), vitesse moyenne de la solution calculée filtrée et sous-échantillonnée
pour les différentes configurations de maillage. —+—, Az = 1/40; x, Az = 1/80;
o, Az = 1/160.

A noter que la solution pour Az = 1/40 n’est pas sous-échantillonnée. La vitesse moyenne
filtrée et sous-échantillonnée est tracée sur la figure 2.10.b pour les trois configurations de
maillage. Les trois solutions sont en bon accord. En particulier, le choc de compression est
reproduit de la méme maniere par les trois calculs.

Des oscillations de la vitesse moyenne, associées au phénomene de Gibbs, sont aussi visibles
pres du choc de compression. On remarque cependant sur la figure 2.10.b que ces variations
de vitesse moyenne sont identiques sur les solutions filtrées obtenues avec les trois maillages.
Il est alors possible de considérer que ces oscillations font partie de la solution. Leur existence
n’est qu'un artefact de la représentation dans I’espace physique d’une fonction dont le contenu
spectral a été tronqué.

2.5 Conclusion

Les méthodes utilisées dans un solveur de calcul dédié a la simulation aéroacoustique
de jets supersoniques a haut nombres de Reynolds ont été décrites. L’approche retenue,
la simulation des grandes échelles compressible avec filtrage explicite d’ordre élevé, permet
d’obtenir en un seul calcul le développement turbulent de I’écoulement, et le champ acoustique
rayonné. La mise en ceuvre pratique des méthodes numériques a été traitée : la différentiation
spatiale, I'intégration temporelle et I'implémentation des conditions limites ont été présentées
en détails. Pour finir, le probléme de la résolution numérique des chocs a été abordé. Il a
été montré en particulier que pour des cas test de propagation linéaire, non-linéaire et de
résolution d’un choc de compression, le phénomene de Gibbs faisait partie intégrante de la
solution calculée.



CHAPITRE 3
Analyse des erreurs numériques pour
la simulation des grandes échelles

Les premieres études d’écoulements ont reposé sur des modeles théoriques déduits des
équations de la mécanique des fluides. Les équations les plus classiquement utilisées pour
décrire le comportement d’un fluide sont celles de Navier-Stokes. L’obtention de solutions
analytiques est cependant tres difficile, et plus particulierement dans le cas de configurations
réalistes d’écoulements turbulents.

Une alternative possible est d’avoir recours a une résolution numérique. Un modele dis-
cret est ainsi substitué au systeme continu. Lors d’une simulation directe des écoulements
(DNS pour Direct Numerical Simulation), les variables continues de I’écoulement sont rem-
placées par une suite de valeurs discretes, et les opérateurs d’intégration temporelle et de
dérivation spatiale sont approchés par des algorithmes numériques spécifiques. Sous réserve
que le maillage et le pas de temps soient suffisamment petits, toutes les échelles de la tur-
bulence peuvent étre prise en compte, et il est alors possible d’obtenir une estimation de la
solution exacte avec une précision donnée [39].

Le cout informatique d’une simulation directe est cependant tres élevé, puisqu’elle nécessite
un tres grand nombre de degrés de liberté. Afin de contourner cette difficulté, les équations a
résoudre peuvent étre modifiées afin d’alléger la charge de calcul. On s’intéresse ici a la simu-
lation des grandes échelles (SGE), qui cherche & réduire le cott informatique de la résolution
numérique en proposant un modele théorique simplifié de I’écoulement. L’application d’un
filtre passe-bas pour les nombres d’onde permet en effet de traiter séparément les échelles
turbulentes. La dynamique des échelles résolues, plus grandes que la longueur de coupure du
filtre, est ainsi décrite a partir d’un systéme continu, dérivé de maniere exacte a partir des
équations de Navier-Stokes [62]. Les échelles non-résolues sont prises en compte grace a un
modele de sous-maille.

Le systeme continu étant défini, la mise en place d’un modele discret est ensuite nécessaire
si 'on veut obtenir une solution aux équations de la SGE. Les erreurs numériques sont
toutefois inévitables, et contrairement a la DNS, la réduction de la taille des mailles ne permet
pas d’assurer la précision du calcul d’'une SGE. Raffiner la grille équivaut en effet a déplacer
la longueur d’onde de coupure vers de plus petites échelles. Néanmoins, ces structures portent
toujours une énergie substantielle. Ainsi, quelque soit la taille des mailles, les échelles résolues
sont suffisamment énergétiques pour solliciter I’ensemble des nombres d’onde que le maillage
peut supporter [40]. L’obtention d’un systéme discret physiquement réaliste nécessite alors
de quantifier spécifiquement les erreurs numériques pour le probleme étudié.

Cependant, ’étude des erreurs numériques s’appuie généralement sur des outils d’ana-
lyse définis a partir des propriétés intrinseques des algorithmes de discrétisation. L’ordre de
précision d’un schéma de différences finies donne par exemple ’évolution de I’écart, quand la



58

taille des mailles tend vers zéro, entre la dérivée discrete et la dérivée continue [49]. En d’autres
termes, ’ordre permet d’évaluer I’erreur pour des longueurs d’onde tres grandes devant le pas
de la grille. L’ordre de précision peut cependant étre associé au nombre d’onde effectif [139],
qui donne acces aux erreurs commises pour toutes les longueurs d’onde, notamment celles
proches de la coupure du maillage.

Afin de compléter ces méthodes d’'investigation, qui restent indépendantes du systéme &
résoudre, Ghosal [40] propose un cadre théorique permettant une quantification des erreurs
numériques lors d’une SGE incompressible d’une turbulence homogene isotrope. L’objectif
est ici de savoir si le modele théorique continu et le modele discret fournissent des solutions
similaires. Les équations impliquées sont néanmoins définies dans des espaces différents. Ce
probleme de compatibilité est résolu en interprétant les solutions des probléemes continu et
discret comme des éléments de deux espaces distincts [40]. La comparaison entre le modele
continu et le modele discret est rendue possible en introduisant un espace intermédiaire, et
en construisant des opérateurs qui permettent de relier ces différents ensembles entre eux. Le
probleme continu et le probleme discret sont alors reformulés dans cet espace intermédiaire,
pour fournir deux nouveaux systémes d’équations qui peuvent étre comparés directement.

Ghosal [40] obtient avec cette approche une formulation explicite des erreurs de diffé-
rentiation et d’aliasing. Les développements théoriques proposés supposent cependant que la
séparation des échelles est effectuée implicitement par le maillage. Dans le cadre d’'une SGE
explicite, une opération de filtrage est appliquée explicitement afin de séparer les échelles
turbulentes en une gamme résolue et une gamme non-résolue. D’un point de vue pratique, le
filtre est un opérateur discret dont les caractéristiques influeront sur les erreurs numériques.
Les développements théoriques de Ghosal [40] sont donc repris ici en incluant le filtrage dans
le systeme que l'on cherche a simuler.

Les bases de la méthode d’analyse des erreurs numériques sont décrites dans la section 3.1.
Dans un souci de simplicité, I’étude se limite & une simulation incompressible, pour laquelle
Ierreur totale est définie, puis calculée explicitement. Les erreurs de différentiation, d’aliasing,
de modélisation de sous-maille et de filtrage sont par ailleurs introduites a partir de ’erreur
totale. Dans la section 3.2, ’hypothese d’'une turbulence homogene isotrope permet de calculer
les densités spectrales des erreurs pour des différences finies et des filtres sélectifs standards
ou optimisés. Les résultats sont reformulés en terme d’efficacité afin d’établir quelles sont
les méthodes numériques les mieux adaptées au probleme a résoudre. La section 3.3 aborde
finalement le probleme des mécanismes de dissipation de 1’énergie au sein du systeme dis-
cret. L’influence du nombre de Reynolds sur les contributions des dissipations visqueuse et
numérique a la dissipation totale est plus particulierement abordée.

3.1 Erreur totale d’'une SGE

3.1.1 Définitions
Systéme continu

Le systeme continu est défini comme le systéeme d’équations obtenu formellement & partir
des équations de Navier-Stokes. Dans le cadre d’'une SGE, le systéeme continu est constitué des
équations de Navier-Stokes filtrées, auxquelles sont associées des conditions limites de maniere
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a former un probléme bien posé. Afin de simplifier I’étude, le fluide est supposé incompres-
sible. On considérera plus précisément un cube de turbulence, de dimensions L x L x L =V,
périodique dans les trois directions x1, x2 et x3, des coordonnées Cartésiennes.

Les équations de quantité de mouvement et de continuité sont a la base de I'obtention
des équations filtrées. Ces relations s’écrivent en coordonnées Cartésiennes :

ou;
8%1‘

ou; 0 op* v .
o +87j(u’u])+87i_yaxi =0, avec p"=p/p

=0
(3.1)

ou (uq,usg,us) est le champ de vitesse, et p* est un scalaire qui se déduit de la connaissance
du champ de vitesse & partir de 1’équation de continuité [5]. Afin de simplifier les notations,
I’équation (3.1) sera par la suite écrite de maniere formelle suivant 1’expression,

ou N est un opérateur non-linéaire, et u = (uy,ug,us) est le vecteur vitesse. Le fluide est
ensuite supposé confiné dans un cube 2 de dimensions L x L x L = V, avec une condition
de périodicité sur les frontieres de (2. Il vient ainsi pour les conditions limites,

x €

u(0, x9, z3) = u(L, 2, x3) (3.3)
u(z1,0,23) = u(xy, L, x3) '
u(z1,22,0) = u(xy, 2, L)

Dans le cadre de la simulation des grandes échelles, un filtre passe-bas du point de vue des
nombres d’onde est introduit. Le nombre d’onde de coupure est pris égal a k. = 7/A, ou A
est une longueur choisie arbitrairement. La partie filtrée W d’un vecteur u est obtenue avec
le produit de convolution,

u(x) = / G(x — x)u(x’) dx’ (3.4)

Q

ou G est le noyau du filtre. L’application du filtre passe-bas a I’équation (3.1) conduit aux
équations de Navier-Stokes filtrées, qui peuvent étre notée,

ou _ -

E—Nuz[—Nu—H\/’u (3.5)
ou [—N u+ N u} dans le second membre est le terme de sous-maille. Il est introduit afin de
prendre en compte la substitution des termes non-linéaires filtrés N'u, par les termes non-
lindaires N1, déduits de la vitesse filtrée u. Il vient également pour les conditions limites,

x € ()

(0, x2, x3) = U(L, x2,73)

(21, L, x3)

ﬁ(.ﬁlﬁl, X9, O) = ﬁ(l‘l, T2, L)

(3.6)

=]

ﬁ([lﬁ'l, 07 1’3) -

L’équation (3.5), associée aux conditions limites (3.6), constitue le modele théorique continu
de la SGE du cube de turbulence étudié.
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Systéme discret

La résolution numérique du probleme continu (3.5-3.6) a 'aide de différences finies est
maintenant traitée. Le domaine €2 est discrétisé par une grille uniforme de taille de maille A,
dont les points constituent un ensemble noté Qy. Afin d’autoriser une utilisation optimale du
maillage, on choisit de faire correspondre la taille des mailles avec la longueur de coupure du

filtre, i.e. A, = A. Si N3 est le nombre de point de la grille, il vient alors A = L/(N — 1).
Le probleme (3.5-3.6) est ensuite remplacé par le modele discret :

0

a“t — Nud = Myl (3.7)

avec les conditions limites périodiques,
x € ()

ud(O,xQ,xg) = ud(L,xg,Ig) (3 8)
u’(21,0,23) = ul(21, L, z3) '
u’(z1,72,0) = u¥(v1,22,L)

ou u? est le vecteur vitesse discrétisé, défini uniquement aux points x € €. L’opérateur
N4 représente les algorithmes numériques, et M? prend en compte les effets du modele de
sous-maille. L’intégration temporelle est supposée idéale, car I'objectif est ici d’étudier les
algorithmes de discrétisation spatiale.

Comparaison entre le systéme continu et le systéme discret

L’objectif est maintenant de savoir si les problemes (3.5-3.6) et (3.7-3.8) fournissent
des solutions similaires. Les équations impliquées sont cependant définies dans des espaces
différents, et leurs solutions ne peuvent donc pas étre comparées directement. Afin de résoudre
ce probleme de compatibilité, les solutions des problémes continu et discret sont interprétées
comme étant éléments de deux espaces Hilbertiens distincts, qui vont étre définis ici. Un
troisieme espace Hilbertien intermédiaire sera ensuite introduit, ainsi que des opérateurs per-
mettant de relier ces différents ensembles. Le probleme continu (3.5-3.6) et le probleme dis-
cret (3.7-3.8) seront alors reformulés dans 1’espace intermédiaire, pour donner deux nouveaux
problémes de méme nature.

Notons H ’espace Hilbertien des vecteurs u, de carré intégrable sur €0, qui satisfont aux
conditions de périodicité (3.3) aux frontieres de 2. La norme sur H est calculée par,

1
[lu—v|| = 3/Q(ul —v;)%dx, avec u,veEH (3.9)

Le systeme continu (3.5-3.6) est défini sur H, et ses solution sont également des éléments de H.
Un vecteur vitesse solution du probleme du cube de turbulence est effectivement périodique
sur §2. Il possede en outre une énergie finie, et est donc de carré intégrable sur 2.

De la méme maniere, il est possible d’introduire un espace Hilbertien H¢ des fonctions
discretes u?, définies sur la grille g et satisfaisant aux conditions périodiques (3.8). La norme
sur Pespace H? est donnée par,

1 2
u v =<3 [ugl(x) - ugl(x)] avec u?,v? € Hd (3.10)
3 x€Qo
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Une solution du modele discret (3.7-3.8) des équations de Navier-Stokes filtrées, est un élément
de V’espace H?.

Par construction, les espaces Hilbertiens H et H¢ sont de natures différentes. Il est donc
difficile de comparer directement deux éléments de ces ensembles, en créant par exemple
une norme qui serait définie & la fois sur H et sur H?. Une approche alternative consiste &
définir un espace intermédiaire, noté Hg, dans lequel il serait possible de formuler le probleme
continu (3.5-3.6), et le probleme discret (3.7-3.8). On montrera que Hy peut étre construit
en s’appuyant sur un sous-espace de H.

Soit B I'ensemble des vecteurs Wy, y, k, définis par,

\I’k1,k27k3 (X) = (eier’ €ik2.x, €ik34x) (311)
ou les vecteurs nombre d’onde k; sont de la forme,
(2pn/L,2qn/L,2rn/L), avec (p,q,r) € Z? (3.12)

Il est possible de montrer que ’ensemble B constitue une base orthogonale de ’espace H.
Qualitativement, on remarque que chaque composante des vecteurs Wy, i, k, est le produit
de trois exponentielles complexes,
exp (i27rp%> exp (i2wq%) exp (’LQT("I“%) (3.13)

qui ne dépendent chacune que d’une seule composante du vecteur position x. Ces exponen-
tielles sont de plus périodiques dans une des directions x;, avec un rapport entier entre la
longueur L du domaine et leur longueur d’onde. Cette famille de fonction est obtenue en cher-
chant, par séparation des variables, les vecteurs qui sont périodiques et de carré intégrable
sur le cube .

Chaque élément u € H peut alors étre projeté sur la base B. La composante dans la
direction x; du vecteur vitesse est développée suivant la relation,

87T3 -~ ik-x -~ 1 —ik-x
u;(x) = 5 Zui(k)e kx et (k) = 87T3/Qui(x)e kX dx (3.14)
k

qui s’apparente a une transformée de Fourier pour un espace des nombres d’onde discret.
Les conditions de périodicité excluent en effet de ’espace H les fonctions périodiques dont le
rapport entre la longueur L du domaine et les longueurs d’onde dans les trois directions n’est
pas un entier. Les coefficients u;(k) seront appelés les composantes spectrales de la vitesse.
L’espace Hilbertien Hy C H est ensuite construit a partir de la base By C B des vecteurs
tels que,
Wy, ko ks (X) = (eikl'x,eikQ'x,eik3'x) , avec ki, ko, kgel (3.15)

ou l'ensemble des nombres d’onde [J est défini par,

O = [—ke, ke] % [ke, ke] % [~ke ko], avee, ke = (3.16)

> =

L’ensemble Hg contient donc des fonctions qui possedent un contenu spectral réduit. Par
construction, on a en effet u;(k) =0si k ¢ O et u € Hy.
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L’espace Hy peut étre interprété comme ’ensemble qui contient les vecteurs vitesses filtrés
U, solutions des équations de Navier-Stokes filtrées (3.5), et satisfaisant aux conditions de
périodicité (3.6) sur €. Le filtre est en effet construit de maniére a supprimer toutes les
échelles plus petites que 2A, c’est a dire tous les nombres d’onde plus grands que k. = 7/A. Le
support spectral d’un vecteur vitesse filtré est donc limité aux nombres d’onde k appartenant
a I’ensemble [.

Il faut cependant garder a esprit que le systéme continu des équations filtrées (3.5-3.6)
est défini seulement sur H, et non sur Hy. L’équation (3.5) contient en effet des termes non-
linéaires dont le contenu spectral n’est pas restreint a ’ensemble [J. Le terme non-linéaire
N1 fait par exemple intervenir des produits des composantes de la vitesse de la forme %4, .
Les composantes spectrales de u; et de u; sont nulles pour des nombres d’onde k en dehors
de [J, mais leur produit peut générer des longueurs d’onde plus petites qui n’appartiennent
pas a priori a 'ensemble 1.

Afin d’exprimer le probléme continu (3.5-3.6), qui est défini sur H, dans le sous-espace H,
il est nécessaire de construire un opérateur qui associe a un élément de H un élément de
‘Hy. La méthode la plus simple consiste a opérer une troncature spectrale : étant donné les
composantes spectrales d’un vecteur u € H, un vecteur u” € Hy est reconstruit en ne gardant
que les composantes spectrales de u dont les nombres d’onde appartiennent a ’ensemble 1.
Plus précisément, un projecteur P est défini suivant,

P:H— Hy
r (3.17)
u—u
avec, pour chaque composante de la vitesse,
873 R . R 1 .
wF(x) = 2 N wk)ER, et (k) = —— / ui(x)e” %> dx (3.18)
V kel 8 )

L’obtention de la vitesse projetée uf(x) est tres similaire a la décomposition sur la base B
donnée par ’équation (3.14). On remarque cependant que dans la définition (3.18) du pro-
jecteur P, la reconstruction de uf(x) a partir des composantes spectrales n’utilise que les
nombres d’onde appartenant a ’ensemble [J, afin d’effectuer une troncature du contenu spec-
tral.

La projection du systéme continu (3.5-3.6) des équations de Navier-Stokes filtrées dans H)

conduit a,
%(Pﬁ) —PNu="P[-Nu+ Nu] (3.19)
avec les conditions limites,
x € ()
Pu(0, x9, x3) = Pu(L, x2,x3)
Pu(x,0,23) = Pu(x, L, x3)
Pu(zy,x2,0) = Pu(zy, x2, L)

(3.20)

Ce nouveau systéme continue (3.19-3.20) est défini dans le sous-espace Hy des fonctions dont
le support spectral est restreint a l’ensemble des nombres d’onde [I. Les solutions de ce
probleme sont également des éléments de Hj.
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L’obtention du systéeme continu projeté dans Hg constitue une premiere étape. Il est
maintenant nécessaire d’effectuer une démarche similaire pour le modele discret (3.7-3.8),
défini dans H?. On cherche donc un opérateur qui associe & une fonction discréte de H?, une
fonction continue de Hj, avec les notations :

C:HY — H,

u? — ug = (v1,v2,03)

(3.21)

ou les composantes du vecteur ug sont notées (vi,ve,v3) pour éviter un trop grand nombre
d’indices. L’opérateur C est un interpolateur car il doit fournir une fonction continue définie
sur ’ensemble du domaine continu €2 & partir des valeurs d’une fonction sur la grille 2. Il
existe cependant une infinité de fagons de définir C. Une interpolation trigonométrique faisant
intervenir la base By est utilisée ici [40]. On pose ainsi,

3
_ 5 o (k) ek (3.22)
kel

UAX)

La fonction ug(x) = (v1,v2,v3)(x) ainsi obtenue est bien un élément de Hy, puisque l'inter-
polation s’appuie uniquement sur des exponentielles complexes de la forme exp(ik - x) issues
de la base By. Les coefficients «; (k) de l'interpolation sont choisis de maniere & faire coincider
les valeurs de la fonction continue ug(x) avec les valeurs de la fonction discrete u?(x), quand
x parcourt les noeuds de la grille . Il est possible de montrer que le choix des «a;(k) est
unique, et est donné par ’expression,

3 .
(k) = 8A7r3 D uf(x)em*x (3.23)

x€Q

ou ) correspond a l’ensemble g, auquel les plans 1 = L, z9 = L et z3 = L, ont été
retranchés [40].

En s’appuyant sur la définition (3.14), le calcul de la transformée de Fourier de la vitesse
interpolée v;(x) :

3
bi(k) = 1/ 8~ Z ai(k/)eik/.xefik-x dx
8W3 O 14 Kell

= % > (k) / e KK gy — (k) (3.24)

k'ed Q

montre que les composantes spectrales v;(k) coincident avec les coefficients a;(k) de I'inter-
polation. On remarque par ailleurs que le second membre de l’expression (3.23) correspond
au calcul de la composante de Fourier du signal discret, pour le nombre d’onde k, au sens
de la transformée de Fourier discrete. Ainsi, les coefficients «;(k) sont égaux aux coefficients
de Fourier du signal discret. Il est alors possible de conclure que les contenus spectraux de la
fonction discrete et de la fonction interpolée sont identiques.

Une autre propriété intéressante de l'interpolation trigonométrique concerne le cas ou
les valeurs de la solution discrete et de la solution continue filtrée coincident aux points de
maillage, soit T(x) = u?(x) pour toutes les positions x de la grille . La fonction interpolée
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ug est alors égale a la solution filtrée u sur 'ensemble du domaine continu €. Il vient en effet
pour les composantes spectrales de ug = (v;) la relation

A3 -

vi(k) = — T (x)e~kx
8
x€Q
A° = 0 —i(k—K)x _ 2
= T2 D k) TOx =Tk (3.25)

k/ell xeQ

qui implique que dans ’espace physique U(x) et ug(x) sont égaux pour tout x du domaine
continu §2.

¢ sera nommée par la suite

La fonction continue ug déduite de la solution discrete u
solution numérique interpolée.

L’interpolation trigonométrique proposée ici semble donc étre un choix pertinent. L’opé-
rateur C fournit en effet une fonction continue qui coincide avec la fonction discrete aux points
de maillage €)g. Par ailleurs, le contenu spectral de la fonction discrete est conservé lors de
I'interpolation. A noter que l’ensemble [ = [—ke, ke]® peut s’interpréter cette fois-ci comme
les nombres d’onde qu’il est possible de représenter correctement sur une grille de maille A.

L’opérateur C est maintenant appliqué a I’équation discrétisée (3.7), pour donner ’ex-

pression,
8110

T CNou? = cMu? (3.26)
qui est définie dans l'espace Hy des fonctions continues dont le support spectral est limité
a ’ensemble des nombres d’onde [1. Il reste a traiter le probleme de la commutation des
opérateurs discrets N? et M? avec linterpolation C. Si I'on suppose que les algorithmes
numériques sont linéaires, il est possible de les étendre a des fonctions continues de maniere
évidente. Considérons par exemple le terme non-linéaire N%u? qui s’apparente a la dérivée
spatiale d’un produit de vitesse. Pour la composante suivant z;, on a,

0
(Nud);(x) = ufg(u?), pour x € Qo (3.27)
J
ou §/6x; représente I'opérateur aux différences finies dans la direction x;, défini uniquement
pour les points de la grille ). Dans le cas d’un algorithme aux différences finies sur trois
points, I’équation (3.27) devient,

(Nhud);(x) = ul(x)

A u?(a:j +A) - u?(a:j —A)|, pour xé€Q (3.28)

L’extension de I'opérateur discret N'¢ & des fonctions continues est notée N, et est construit
en élargissant le domaine de validité de la relation discrete (3.28), & ’ensemble du domaine
continu {2 :

(N(]llo)i(x) = ’L)Z'(X)i [Uj(l’j + A) — Uj(l‘j - A)] , pour X € Q (3.29)

ot ug = (v1,vg,v3) est une fonction continue de Hy. Cette méthode conduit aux relations

CN? = NoC (3.30)
CM? = MoC (3.31)
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ot Ny et M sont les extensions des opérateurs discrets & des fonctions continues.
Finalement, le probleme discret (3.7-3.8) devient dans Hj :
8110

avec les conditions limites de périodicité,

xeN

ug (0, 22, x3) = ug(L, 2, 3) (3.33)
ug(z1,0,23) = ug(z1, L, x3)

uﬂ(xla x2, 0) = 110(171,332, L)

Erreur totale

La mise en place d’un espace Hilbertien intermédiaire Hy et des opérateurs P et C a permis
de récrire le probleme continu (3.5-3.6) et le probleme discret (3.7-3.8) sous des formes com-
patibles. Il est maintenant possible de chercher le systeme qui régit la différence e = Pu — ug
entre la solution continue projetée Pu et la solution numérique interpolée ug. Apres trans-
formations, la différence entre les équations (3.19) et (3.32) fournit la relation,

Zf: — MNye = [PNu — NyPu| + [—PNﬁ +PNu — MQUO] (3.34)

Le second membre est laissé sous cette forme car une formulation explicite des termes qui
apparaissent dans cette équation sera obtenue par identification dans la section 3.1.2. Les
conditions limites pour e se déduisent des conditions limites (3.20) et (3.33) pour Pu et uy.
La différence de deux fonctions périodiques reste en effet périodique, le vecteur différence e
admet donc des conditions de périodicité aux frontieres du domaine {2 :

xeN

e(0,x92,23) = e(L, x2, x3) (3.35)
8(1‘17073}3) = e(.Tl,L,.Z’g) '

e(xl, 2, 0) = e(:z:l, 9, L)

Le probleme des conditions initiales pour le vecteur différence e est maintenant traité. La
résolution numérique est amorcée en donnant les valeurs du vecteur vitesse discret u? aux
noeuds de la grille 2. Ces valeurs sont déduites du champ de vitesse continu, qui est supposé
connu au temps correspondant au début de la simulation. On a donc initialement une coinci-
dence entre la solution discrete et la solution continue filtrée et projetée, i.e. Pu(x) = u?(x),
aux points du maillage x € €. Par construction de 'opérateur d’interpolation C, cela im-
plique que P1u et la vitesse numérique interpolée ug sont égales a tous les points du domaine
continu 2. En d’autres termes, la différence e = Pu — ug est initialement nulle pour tout x
de Q.

Si le second membre de I’équation (3.34) est maintenant supposé nul, la différence
e = Pu — ug restera égale a zéro pour tout ¢, puisque les termes non-linéaires Nye sont égaux
a zéro si e = 0. Par conséquent, la solution continue projetée Pu et la solution numérique
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interpolée ug seront égales pour tout t. L’égalité de Pu et de ug implique que les valeurs
de la solution continue filtrée T(x) et celles de la solution discréte u?(x) sont identiques aux
noeuds de la grille y. Ce cas, dans lequel la solution discrete et la solution continue filtrée
coincident exactement, est considéré comme le cas idéal. L’erreur totale est donc définie par
I’expression,

E = [PNu - ANyPu] + [-PNu+ PNu — Moug| (3.36)

qui traduit I’écart de la valeur du second membre de I’équation (3.34) par rapport a zéro.

3.1.2 Formulation explicite

Une formulation explicite de I'erreur totale est maintenant proposée. Le systeme continu
(3.5-3.6) des équations de Navier-Stokes filtrées, et le modele discret (3.7-3.8) associé, sont
reformulés explicitement dans I’espace Hilbertien intermédiaire Hy, I’ensemble des fonctions
continues possédant un support spectral limité a (. L’erreur totale est alors déterminée en
identifiant les équations ainsi obtenues avec les termes de ’équation (3.36), qui gouverne la
différence entre la solution filtrée projetée et la solution numérique interpolée.

Systéme continu

Pour un fluide incompressible, les équations de Navier-Stokes filtrées se mettent sous la

forme,
ou; —0
0 3.37)
ot Ox; v ox; axi Oz,

ou,

est le tenseur de sous-maille. L’opération de filtrage est par ailleurs définie par le produit de
convolution,

ui(x) = (Gru;)(x) = /QG(X — x)ui(x") dx’ (3.39)

ou G est le noyau du filtre. Le nombre d’onde de coupure, choisi arbitrairement, est ici égal
a k. = w/A, ou 2A est la longueur de coupure du filtre et A est la taille des mailles. Les
équations de Navier-Stokes filtrées sont maintenant reformulées dans l’espace spectral en
s’appuyant sur la relation (3.14), qui définit la transformée de Fourier sur I'espace H des
fonctions continues. En utilisant I’équation de continuité pour éliminer la pression, il vient
apres transformations [5],

ou;
ot

~

(K) + 1P (K) T i () + A>T (k) = ik Ti () (3.40)

ou,
(knPim + kmPin) /2 sik #0

0 sinon

Pimn (k) = { (3.41)
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avec Pij = 0i5 — kik;/ k2. Les propriétés du produit de convolution permettent de reformuler
Iopération de filtrage dans ’espace spectral. Il vient en effet,

A~ —_—
* Uy

(k) = (k) = G(K); (k) (3.42)

ou @(k) est la fonction de transfert du filtre, définie ici a partir du noyau G par,
G(k) = / G x)e= ™ ix (3.43)
Q

Cette identité est réintroduite dans ’équation (3.40), et fournit,

2 (@000 + iPonn )i 0) + KGO0 = ik Tonlk)  (3.44)

Le terme produit est ensuite développé pour donner,

Untin(k) = 02 Y Un(K)in(k")d(k — K — k")
k/7k//
= o > GK)G(K" )iy (K )in(k")5(k — k' — K) (3.45)
k/7k//

ol ay = 83 /V est une constante de normalisation qui interviendra lors du passage & la limite
d’un domaine infini, et la fonction §(k) est définie par,

. 3 ik =
5(k) = — / kX gy = {V/ sm stk =0 (3.46)
Q

873 0 sinon

Par ailleurs, la fonction de transfert du filtre est par construction telle que @(k) =0 si
k ¢ 0. Les nombres d’onde en dehors de I’ensemble [J sont en effet plus grands que le nombre
d’onde de coupure k. du filtre. Il est ainsi possible de réduire la somme sur les vecteurs k’ et
k" de (3.45), & une somme pour k’ et k” qui parcourent 'ensemble 0. En effet, si k’ ou k”
n’appartient a [, le terme dans la somme est nul. Le produit des vitesses filtrées H/mﬁ\n(k)
est finalement mis sous la forme,

—

Untin(k) =0 Y GK)GK")im (K )i (k") (k — K — k") (3.47)
k' ke

Le tenseur de sous-maille est ensuite développé dans ’espace spectral. En s’appuyant sur
sa définition il est possible d’écrire la relation,

—_—

Tin(k) = wuy, (k) — wiu, (k) (3.48)
Le premier produit a déja été traité, et est donné par I’équation (3.47). Le deuxiéme terme
quadratique est développé de manieére similaire. L’opération de filtrage est écrite sous forme
spectrale : T, (k) = G(K)aun(K), et le produit @y, est détaillé pour faire apparaitre la
contribution de chaque composante de vitesse dans 1’espace de Fourier,

Uity (k) = 023G (k) D G (K )iin (K")3(k — k' — k") (3.49)
kl’k//
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ol il n’est pas possible de restreindre 1’étendue de la somme sur les vecteurs k’ et k. En
effet, les composantes spectrales de la vitesse qui interviennent dans la somme ne sont pas
filtrées. Il est ainsi nécessaire de prendre en compte toutes les valeurs possibles des nombres
d’onde k' et k”. Le tenseur de sous-maille s’écrit ainsi,

Tn(k) =02 > GK)GK")tm(K )i, (K")d(k — K — k")
k’,k”ED
—aG(K) > T (K (k")3(k — K — k") (3.50)
k/7kll

On propose cependant ici d’utiliser une formulation plus compacte. La restriction a l’en-
semble O dans la premiére somme est supprimée (ce qui est permis car G(k) = 0 si k ¢ ).
Le terme de sous-maille peut alors étre écrit en ne faisant intervenir qu’une seule somme :

Tn(k) = a2 Y [ GK") — G(K) |t (&) (K")5(k — K — k") (3.51)
kl k//

En recombinant 1’équation (3.44) qui gouverne 1’évolution de la composante spectrale
filtrée T;(k) de la vitesse avec les termes quadratiques (3.47) et le tenseur de sous-maille
(3.51), on obtient les équations de Navier-Stokes filtrées reformulées dans 1’espace spectral :

% [@(k)ﬂi(k)] +i02 Pn(k) Y GG K" )i (k)T (k)5 (k — K — k)
K k”e0
+ vk Gk (k) = ikna? > [ GK") — G(K)| G (K )an(K")5(k — K — k") (3.52)
k/ k//

Cette équation est ’analogue de ’équation continue filtrée, introduite dans la section 3.1.1
et formellement donnée par I'expression (3.5), qui est rappelée ici :

ou -

a - Nu = [ Nu + Nll
Les différents termes de cette expression peuvent étre identifiés a ceux de ’équation (3.52).
Afin de fournir une formulation explicite des termes non-linéaires :

(Na)i(k) = —iad Pnn(k) D> G(K)G(K" )i (K )iin (k") (k — k' — K") — vk*G (k)i (k)
k/,k//
(3.53)
De la méme fagon, il vient pour les termes de sous-maille,

(—NT+Nu)i(k) = iknal Y [é(k’)é(k”) — G(K) | (K )T (K")6(k — K —K")  (3.54)

k/7k/l

La définition de l'erreur totale E est cependant basée sur les termes des équations de
Navier-Stokes filtrées et projetées sur ’espace Hy, données formellement par la relation
(3.19) :

5 (P) —PNu="P [—Nu + Nu]
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ou le projecteur P est défini par la relation (3.17). Il est donc nécessaire de calculer la
projection des termes quadratiques Nu et des termes de sous-maille [—./\/ ﬁ—i—m. Cette
opération équivaut a une troncature spectrale qui ne préserve que les composantes spectrales
dont le nombre d’onde appartient & 1’ensemble 0 = [—ke, +kc]3. Dans I'espace de Fourier,
lapplication de l'opérateur P revient a multiplier u;(k) par la fonction H(k), qui est non
nulle si k est un élément de [ :

H(k) =

1 ikel
{ % (3.55)

0 sinon

La composante spectrale dans la direction x; de la projection Pu d’un vecteur vitesse u s’écrit
ainsi,
(Pu);(k) = H(k)u; (k) (3.56)

On en déduit 'expression suivante pour les termes non-linéaires projetés :

(PNT); (k) = —ia2HK) Pmn(k) > GK)GK" )i (K )i (K")d(k — K — k")
k' kel
— vE*H(K)G(K)T; (k) (3.57)

et la projection des termes de sous-maille conduit & la relation,

(~PNU -+ PNu)i(k) = ia?H(k)ky Y [é(k’)é(k”) — GK) | (&) ()5 (k — K — k")
k/7k//
(3.58)

Systeme discret

L’obtention d’une solution des équations de Navier-Stokes filtrées incompressibles (3.37)
s’appuie sur une résolution numérique ayant pour objectif de fournir une solution discréte u?
qui approche la solution continue . Le vecteur vitesse discret u? est définie sur la grille o,

et est solution du modele discrétisé :

d
ou _0
0 (3.59)
3uf 6 d d 5p*d (SQUZd d d (S d '
ot +E(UZUJ)+ (SCL'Z _V(;:Ez ——af(l—G )*Ui +@(Zj)

ou 7;;1 est le terme donné par la modele du tenseur de sous-maille, qui prend en compte les
effets des échelles non-résolues durant la résolution, en s’appuyant sur le champ de vitesse
résolu u.

Les dérivées spatiales dans Iespace discrétisé )y sont notées d/dx;, et sont déterminées
avec des schémas aux différences finies centrés sur 2n + 1 points. Le calcul de la dérivée
suivant x; d’une fonction discrete f¢ s’appuie alors sur les valeurs de f¢ aux noeuds voisins
du point considéré. L’algorithme peut s’écrire,

d n
(;J; = iz ar fU(z; + rA) (3.60)

=—n
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ol a, sont les coefficients du schéma, et ou A est la taille des mailles.
L’opération de filtrage est introduite au second membre des équations de quantité de
mouvement dans (3.59) par le biais d’'un terme de la forme,

3 n
ap(1—GYx fl = %Z S dofU s +rA) (3.61)

i=1r=—n

ol f% est une fonction discrete, et G le noyau du filtre. Les constantes d,. sont les coefficients
de I'algorithme de filtrage, qui utilise n points de part et d’autre du noeud considéré, ceci
dans chaque direction x;, afin de déterminer la valeur de la variable filtrée. Le parametre o
est de la forme o /7y, ot o est une constante prise entre zéro et un qui caractérise l'intensité
du filtrage, et 7¢ est un temps caractéristique. D’un point de vue pratique, lors de simulations
numériques, o est proche de 1, et 74 correspond au pas de temps At choisi pour le calcul, qui
est relié a la taille des mailles A par le nombre CFL :

UAt
CFL = —— (3.62)

ou U est une vitesse caractéristique de I’écoulement étudié. Ainsi, le parametre ay peut se
reformuler suivant,

oU
A - CFL

Le dernier point concernant le modele numérique porte sur I'implémentation des condi-

ap = (3.63)

tions de périodicité (3.8) aux frontieres du domaine discret 2. La méthode retenue ici repose
sur une extension périodique du domaine de calcul. La dérivée d’une variable est calculée en
utilisant un schéma aux différences finies centré. Aux frontieres du domaine, cet algorithme
peut faire appel a des points qui sont en dehors de la grille. Les points manquants sont alors
remplacés par des points issus de l'autre extrémité du domaine de calcul. Cette approche
permet d’imposer implicitement les conditions périodiques lors de la résolution numérique.

En s’appuyant sur la procédure décrite dans la section 3.1.1, le systéme (3.59) corres-
pondant au modele numérique est maintenant interpolé dans l'espace Hy en appliquant
lopérateur C.

La premiere étape consiste a étendre les opérateurs discrets de dérivation, §/dz;, et de
filtrage, (G% f9), & des fonctions continues. La méthode a été décrite dans la section 3.1.1, et
consiste a étendre le domaine de validité des relations discretes (3.60) et (3.61), qui définissent
les différences finies et le filtrage, a I’ensemble des points du domaine continu 2. L’algorithme
aux différences finies s’écrit alors,

of _

1
5o = A Z arf(x; +rA) (3.64)

ou f est une fonction continu. Cette expression permet par ailleurs d’introduire le nombre
d’onde effectif k; du schéma. En effet, en s’appuyant sur la définition (3.14) pour la trans-
formée de Fourier, le schéma aux différences finies équivaut dans ’espace spectral a ’opération :

5f _Z Z are zrk A] f ) (365)

63;
v r=—n
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Par analogie avec 'opérateur de dérivation usuel 0/dx;, pour lequel on a 9/0x; = ik;, le
nombre d’onde effectif k; est défini par,

BA=—i Y ae™ (3.66)

r=—m

—

afin de pouvoir écrire que 0/0x; = ik;.
De la méme maniere, le filtrage discret étendu a des fonctions continues est de la forme,

(G4 x f)(x l—fZdexl—i—rA) (3.67)
i=1r=—m

Dans I’espace spectral, cette relation devient,

(G (k) = 1»2 S dpe| Fiag (3.68)

i=1r=—n

G (k)

ou apparalt la fonction de transfert CA}d(k) du filtre. On supposera par la suite que le filtre

discret coincide avec le filtre continu. Ainsi pour k € 0, la relation G%(k) = G(k) sera vérifiée.
L’opérateur d’interpolation C peut maintenant étre appliqué au systéme discret (3.59)

pour former un systeme continu défini dans Hg. Ce systeme s’écrit dans I'espace spectral,

ov;
ot

pour k € [, et ou ’2;701 est I’extension au domaine continu {2 du tenseur de sous-maille discret

U (K) + i Py (K) O (K) + vE2T3(K) = —ay [1 - @(k)} Bi(k) + ik, 70 (k) (3.69)

7;2. On rappelle par ailleurs que les composantes du vecteur vitesse ug = Cu?, interpolé a
partir du vecteur vitesse discret u?, sont notées (v1, vz, v3) pour plus de lisibilité.

Le terme quadratique o,,v,(k) est développé afin de faire apparaitre explicitement les
contributions de chaque composante spectrale de la vitesse. En utilisant les relations (3.22)
et (3.23) qui définissent la vitesse numérique interpolée uy, il vient pour ce produit,

— A3

Tntn(k) = —5 > Um(X)va(x)e X

x€Q]

A3 m,—i(k—k'—k’")-x
= ol Y @ (ke (3.70)

83
x€Q] k/ k" el

ott la constante v, vaut 873 /V. A noter que la somme sur les vecteurs k/ et k” est limitée &
I’ensemble [J. Le vecteur ug = (v1, v2, v3) est en effet un élément de Hy. Ses composantes spec-
trales sont donc nulles pour les nombres d’onde qui n’appartiennent pas a [l. La permutation
des sommes conduit ensuite a écrire le produit sous la forme,

Tmtn(k) = a3 Y On(K)Tu(K") 8773 Z il k) x (3.71)
K k0] xEQ

S(k, X, k")
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(a) (k—k'—K")-x # 2pxmr

(b) (k—k'—K")-x = 2pxmr

(c) (k—k' —K") - x = 2pxm

Figure 3.1: Représentation schématique pour différentes valeurs de k — k/ — k” de I’exponentielle
complexe e~ iK' =K")x i intervient dans la somme S(k, k', k"). , valeurs
de I'exponentielle si x varie continuement ; e, valeurs de ’exponentielle aux points de
maillage x € Qf. (a) L’argument de Pexponentielle (k — k/ — k") - x n’est pas un
multiple de 27 en chaque point de maillage, et la somme S(k, k’, k") est nulle. (b) La
quantité (k —k’ —k’)-x est un multiple de 27 en chaque point de maillage, et la somme
S(k,k’, k") est non nulle. (c) Idem que (b) mais avec une longueur d’onde plus petite
pour ’exponentielle complexe.

On va maintenant montrer que le terme S(k,k’, k") permet de prendre en compte les pro-
blemes d’aliasing. Un développement analytique est d’abord présenté. Les résultats seront
ensuite interprétés de maniére qualitative afin d’établir le lien entre S(k, k', k”) et I'aliasing.

La fonction dans la somme S(k, k’, k") est une exponentielle complexe, qui est par construc-
tion périodique sur la grille Qp, et ceci dans les trois directions (x;). La somme des valeurs
d’une fonction de ce type sur les points de maillage de €2 est donc nulle, sauf si I’exponen-
tielle vaut toujours la méme valeur en chaque noeud, c’est a dire 1, sa valeur en = 0. Dans
ce cas, I'argument de ’exponentielle est un multiple de 27. En d’autres termes, la somme
S(k,k’,k”) est non nulle si (k — k' — k") - x = 2pxm pour tout x € €1, ol px est un entier
relatif, qui est a priori différent en chaque noeud x.

7 -_— /7 " . 7 /7 -\ / .
(k=K' =k")x o5t représentée de maniére schématique sur la

L’exponentielle complexe e~
figure 3.1, pour différentes valeurs de k—k’—k”. Sur la figure 3.1.a, Pargument (k—k'—k")-x
de I'exponentielle complexe n’est pas un multiple de 27 en chaque noeud du maillage et la
somme S(k,k’, k") est nulle. La figure 3.1.b illustre un cas pour lequel S(k,k’, k") est non
nul. On observe en effet que les noeuds de la grille coincident toujours avec les maximums

i(k—k'—k")

de 'exponentielle e~ X. La situation est identique sur la figure 3.1.c, mais avec une

exponentielle de longueur d’onde plus petite. Les points de maillage coincident alors avec un

. . . 1 1 .
maximum sur deux de la fonction e~ {k—kK~k")x

Pour formaliser ces observations le vecteur a = k — k/ — k” est maintenant introduit.
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L’expression S(k,k’, k") est alors non nulle pour les vecteurs a tels que,
a-x=2pxm, Vx € (3.72)

Comme la grille 2§ est uniforme, la position du noeud en x peut étre repérée par un triplet
d’entier (n1,ng,n3) tel que x = (n1,n2,n3)A, ou A est la taille des mailles. L’équation (3.72)
est de cette maniere équivalente a la relation,

A A A
ni |ai—| +n2 |aa—| +n3 |as—| = px, pour ny,ng,n3 € [0, N — 2] (3.73)
27 27 27

ou N est le nombre de points de la grille dans les trois directions, et (ai,as2,as) sont les
composantes du vecteur a. La seule fagon d’obtenir I’égalité (3.73) pour tout (ni,ng,ns) est
de prendre pour les composantes de a des multiples de 27 /A. Dans le cas contraire, le premier
membre de I’équation (3.73) ne peut en effet pas étre un entier relatif.

Ainsi, pour les vecteurs nombre d’onde a dont les composantes sont des multiples de
27w /A, on aura,

e =1, ¥xeQ (3.74)
c’est a dire,
A3 4 A3
= —lax _ N —1 3 - .
8m3 c 871'3( ) 83 (3.75)
x€Q

Afin d’appliquer ce résultat a la somme S(k, k', k"), ’ensemble A des nombres d’onde a dont
les composantes sont des multiples de 27 /A est introduit avec la définition,

A= {a | a= (p2k.,q2ke,r2k.), avec (p,q,r) € ZS} (3.76)

ou k. = m/A. La somme S(k,k’, k") est donc non nulle si le vecteur k — k" — k” est égal a
un élément de A, i.e.,

AS N ! 1
&3 D eI = N §(k — K — k" — a) (3.77)
xEQQ acA

ou l'on rappelle que la fonction d(k) est définie par,

5(k) = {V/S?TS sik=0

0 sinon
Le terme quadratique v,,v, (k) donné par (3.71) s’écrit alors,

Tmn(K) =af > > Om(kK)0a(k")5(k — K — K" — a) (3.78)
k’ k”ec a€A

Il apparait ainsi que le produit ,,0;, fait intervenir pour un nombre d’onde fixé k une grande
variété de combinaison de nombres d’onde k’ et k”. Par exemple, pour a = 0, on retrouve une
interaction triadique classique du type k = k’ + k”. Cependant, si a # 0, le couplage entre
les nombres d’onde k’ et k” pour former la composante de nombre d’onde k = k' + k" + a,
est di a ’aliasing.
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ka
A
Frg e
(a) a=(0,0)
K"
K/
k
} } > kq
ke 2k,
ka
A
g
(b) a— (—2kc, 0) W K"
N A a_ T
k
} } > kq
ke 2k,

Figure 3.2: Illustration du phénomeéne d’aliasing en deux dimensions. IL’égalité vectorielle
k =k’ + k” + a est tracée dans le plan des vecteurs nombre d’onde (k1, k2), pour deux
valeurs du vecteur a. (a) interaction quadratique classique quand a = (0,0), et (b)
interaction quadratique avec de l'aliasing pour a = (—2k.,0).

Ce phénomene est illustré sur la figure 3.2 en deux dimensions. Les nombres d’onde
k, k/, k" et a sont tracés dans le plan (k1,ks) des nombres d’onde. Le nombre d’onde de
coupure du maillage k. a aussi été indiqué. Le cas a = 0 est présenté sur la figure 3.2.a. Le
produit 0,0, (k) combine alors les nombres d’onde k’ et k” pour donner le nombre d’onde
k = k/ + k”. Cette interaction est typique d’une interaction quadratique. La figure 3.2.b
montre une situation pour laquelle a = (—2k.,0) # 0. De maniere générale, I'interaction
quadratique de deux nombres d’onde k’ et k” transfere de I’énergie vers le nombre d’onde
k/ +k”. Dans la figure 3.2.b on remarque cependant que la somme k’ + k" est en dehors des
nombres d’onde que le maillage peut supporter, représenté par la surface [—k, k.| X [—ke, k] en
deux dimensions. Le phénomeéne d’aliasing, qui découle directement d’une sous-discrétisation
des nombres d’onde plus grand que le nombre d’onde de coupure k., transforme alors le
nombre d’onde k/ + k” en un nombre d’onde k = k/ + k” + a qui est correctement discrétisé
par le maillage, avec a = (—2k.,0) dans le cas de la figure 3.2.b. On parle pour chaque valeur
de a de mode d’aliasing.
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Si on reconsidere maintenant la relation (3.78) dans laquelle les différents modes d’aliasing
interviennent, on peut noter que la somme sur les vecteurs k’ et k” se limite & I’ensemble
[0 des nombres d’onde résolus par le maillage. Les valeurs possibles du vecteur a sont donc
réduites. Plus précisément, chacune de ses composantes est nécessairement comprise entre
—2k. et 2k.. Des composantes avec une amplitude plus grande imposeraient en effet aux
vecteurs k’ et k” d’étre en dehors des nombres d’onde résolus de [J. La somme sur le vecteur
a dans l'expression (3.78) du produit vy,0, (k) est ainsi réduite au cas a = 0, qui n’est pas un
mode d’aliasing, et & I’ensemble Ag C A donné par,

Ay = {a | a= (2pk.,2qke,2rk,.), avec (p,q,7) € {—1;0; 1}3,
et (p,q,r) # (0,0,0)} (3.79)

qui représente tous les modes d’aliasing possibles sur une grille tridimensionnelle de maille A.
Finalement, le produit de deux composantes de vitesse s’écrit dans I’espace spectral :

Umon(K) =0af Y OnK)Ou(K)o(k —K —K')+ad Y Tn(K)0.(K")5(k — K — K’ — a)
k' k”e0 acAg
k' kel

(3.80)
ol la premiere somme prend en compte les interactions quadratiques physiques, et la deuxieme

somme celles qui sont numériques et dues a l’aliasing.
La forme explicite (3.80) des termes quadratiques est ensuite réinjectée dans 1’équation
(3.69), qui correspond au modele discret interpolé dans Hy et exprimé dans ’espace spectral.

Il vient alors I’équation,

%7: (K) + i3 Pamn(K) > O (KT (K")3(k — K — k)
k/ kel
+ 103 Pann(k) > O (K)0n(k")d(k — k' — k" — a)
aclg
k' ke

+ VR (K) + o [1 - @(k)} Gi(k) = ik, TO (k)  (3.81)
qui est analogue & la relation (3.32) introduite dans la section 3.1.1 :
Ju
37150 - Noll[) = M()u()

Par identification des termes de cette équation avec ceux de 'expression (3.81), le terme
non-linéaires peuvent étre formulés explicitement de la facon suivante :

(Noug)i(K) = —iod Pinn(k) > T (K)0a(K")6(k — k' — k)

k' k' el
— iy Pmn (K) D O (K)0a(K")5(k — kK’ — K" — a)
aclg
k' ke

—ay [1 - é(k)} Bi(k) — vk25; (k) (3.82)
De la méme maniere, il vient pour le terme correspondant au modele de sous-maille,

(Mou)i(k) = iknT;) (k) (3.83)
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Erreur totale

Il est maintenant possible d’obtenir une formulation explicite de l’erreur totale. Les
développements de la section 3.1.1 ont montré qu’elle était définie par I’expression,

E = [PNu — NyPu] + [-PNu+ PNu— Mou| (3.84)

Les termes du second membre ont ensuite été reliés aux composantes spectrales de vitesse
dans cette section. En particulier, les équations (3.57), (3.58), (3.82) et (3.83) définissent PN,
(=PN + PN), Ny et My, et permettent d’écrire que l'erreur totale se décompose suivant
quatre erreurs d’origines distinctes :

E = Efd + Eqtias + Esf + Esgs (385)
o,

Efd’i(k) = Za%H(k)Azmn(k, 1;) Z @(k/)@(k”)ﬁm(k’)ﬁn(k”)é(k o k/ o k//)
k’,k”GD
+v(k? — B)H(K)G(X)T; (k) (3.86)

avec,

Aimn (K, K) = Pinn(K) — Pipn (K) (3.87)

Le terme E 4 représentent les erreurs commises lors de l'utilisation de différences finies pour
évaluer les dérivées spatiales. Le deuxieme terme,

Eatias,i(k) = i02H(k) Pann (k) Y GK)G(K" )i (K )i (K")3(k — K — K" —a)  (3.88)
acA
k’,lf”EOD

est associé aux erreurs induites par les problemes d’aliasing du systeme discret. Un terme qui
traduit les erreurs directement connectées a la dissipation du filtre, est aussi introduit,

Eopi = —aH(K) [1 - G(k)| Gk (k) (3.89)
Finalement, le dernier terme prend en compte les erreurs de modélisation de sous-maille,
Eagsi = H(K) [knTin (K) = kn 75, ()| (3.90)
3.2 Densité spectrale de puissance de ’erreur totale dans
I’hypothese d’une turbulence homogeéne isotrope

3.2.1 Formulations basées sur le spectre de I’énergie cinétique
Erreur de différentiation

La densité spectrale de puissance de l'erreur de différentiation est définie par la relation,

L—oo

7T3
Epa(k) = 47k? lim {8‘/<Efd7i(k)E}d7i(k)>}S (3.91)
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ou () correspond & une moyenne d’ensemble, 'exposant * indique le conjugué d’une variable,
et {}s, est une moyenne sur la surface de la sphere Sj, de rayon |k| dans 'espace des nombres
d’onde. La densité spectrale est basée sur 1’énergie volumique de 'erreur de différentiation,
873 .
v (Erai(k)EFq,(k)) (3.92)
qui est moyennée sur la sphere de rayon |k|, pour que l'orientation du vecteur nombre d’onde k
n’intervienne pas dans la densité spectrale. On fait ensuite tendre la dimension L du domaine
vers l'infini, et le résultat est multiplié par 47k? pour obtenir I’énergie de I’erreur sur la sphere
de rayon k.
Apres développement, la norme de l'erreur de différentiation peut se mettre sous la forme
d’une somme de trois termes :

(Efdai(k)E}q;(k)) = Si1(k) + Sa(k) + Ss(k) (3.93)
définis par les relations suivantes,

Si(k) = afH(K) A (k, k)AL (k) > (@ (k1 ) (ko) (ks (ka)

1pq
ki k2,
k3. k,e]

% G(k1)G(k2)G(k3)G(ka)d(k — ki — ko)d(k — ks —kq)  (3.94)

So(k) = Im|2viodH(K)Apn (k, K)(K* = k) D (@5, (K)a, (K" (k)
k/ kel

xG(K)GK")G(K)o(k — K —K") (3.95)

S3(k) = vHK)E - k*2G(K)*ai(k)a) (k) (3.96)

)

La poursuite des développements analytiques nécessite maintenant de pouvoir décrire plus
précisément les couplages entre les composantes spectrales de la vitesse. Ghosal [40] résout
le probleme de fermeture des moments d’ordre élevé de la vitesse a l’aide de I’hypothese
de Millionshchikov, qui fait une approximation Gaussienne pour la densité de probabilité
des fluctuations de vitesse [79]. Les corrélations quadruples de vitesse sont alors directement
reliées aux moments d’ordre deux par l’expression,

(um (%1 )un (%2)up (X3)ug(x4)) = (um(X1)un(x2)) (up(x3)uq(x4))

(
Un (X2)up(x3)) (3.97)

et les moments d’ordre trois sont nuls.

La premiere conséquence de ces hypotheses est que le terme Sa(k) dans (3.93) est égal
a zéro, puisqu’il ne dépend que des corrélations triples de vitesse. Si la turbulence est main-
tenant supposée homogene, il est possible d’introduire le tenseur spectral ®;;(k)®;;(k) des
champ de vitesse, qui est défini comme la transformée de Fourier spatiale des corrélations
doubles de vitesse,

D;i(k) = # /Q<uz(x + r)uj(x))e T dr (3.98)
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Il vient alors pour le troisieme terme S3(k),
S3(k) = ?H(K)|E? — k22G (k)2 Dy (k) (3.99)

Afin d’évaluer la somme Si(k), qui implique des corrélations quadruples de vitesse, il est
nécessaire de reformuler dans I’espace spectral 'hypothese (3.97) sur les moments d’ordre
quatre. En appliquant la transformée de Fourier spatiale & la relation (3.97), et en utilisant
la définition du tenseur spectral des vitesses, il vient I'expression (c¢f. 'annexe C) :

(U (k1) tn (k2)U,(ks3)Uy(ke)) = (ki +ka2)d(ks + ka) P (ko) P, (ka)
+6(ky — K)o (ko — k) @7, (k)% (Ky)
—|—(5(k1 — k4)(5(k2 — kg)q);knq(kél)q);p(kg) (3100)

qui lie les moments d’ordre quatre aux moments d’ordre deux dans ’espace de Fourier [40],
et ou la fonction d(k) est définie par I’équation (3.46). Cette relation est réinjectée dans
la somme Sy (k). Apres simplification et passage & la limite d’un domaine infini, on obtient
I’expression,

873

7 51(06) ——— 2H(K) A (k, k) A7 (k. ) /D o;,, (K5, (k — k) [@(k’)@(k 1)) K
(3.101)

dont la dérivation est donnée dans 'annexe C.
Les développements précédents conduisent finalement a écrire, pour une turbulence ho-
mogene isotrope, la densité spectrale de 'erreur de différentiation sous la forme,

Era(k) = {87rk2H(k)Aimn(k, k)AL, (k, k) / oy (k) @5, (k — k)
O

x [@(k’)@(k - k’)} * K 4 Ark P H|E - k2|2G(k)2®ii(k)} (3.102)
Sk

Une technique de résolution de l'intégrale rencontrée dans (3.102) a été proposée Ghosal [40]
et est décrite dans 'annexe C. La méthode repose cependant sur une hypothese de symétrie
sphérique de l'intégrande. En pratique, le spectre G (k) du noyau du filtre dépend de l'orien-
tation du vecteur nombre d’onde. Afin de poursuivre le développement analytique de I’erreur
de différentiation, on supposera donc par la suite que le filtre est isotrope, c’est a dire que
@(k) est seulement fonction du module de k. La dissipation sera alors légerement surestimée.
L’objectif étant ici de comparer les erreurs fournies par différentes méthodes numériques, on
considérera que cette hypothese est néanmoins acceptable. La fonction de transfert G (k) du
filtre, initialement donnée par I’équation (3.68) :

Gk)=1-Y_ Zn: dyerkid (3.103)

i=1r=—

est ainsi remplacée par I'expression,

. 15" d, ir|k|A ik ke
G(k)z{ 2Zur=n e si [kl < (3.104)

0 sinon
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qui permet de déduire une formulation explicite de I'erreur :

Eqa(k) = 22 CUPER) { >~ BP} 4+ [A(R) + Ao(k)] § 3 [Aima i K

2,M,N

Sk
kmkp .
+243(k) S D 13 Bimn (k, k)AL, (k,k)
i7m7n7p Sk
kmkpknk .
+ AR S D = A (K, k)AL, (k. k) (3.105)
4,M,N,P,q S,
o,
Ai(k) = Fee (k) (3.106)
Les fonctions Fi2 ;(k) seront calculées par des relations données dans I’annexe C.
Erreur d’aliasing
La densité spectrale de puissance de l'erreur d’aliasing est définie par,
2 1; 87T3 *
Eatas () = A7k 1§ =2 (Batiqs (K B, (1) (3.107)

Les différentes étapes nécessaire a 'obtention d’une formulation explicite de E,jiqs(k) sont
identiques a celles utilisées pour la densité spectrale de puissance de I'erreur de différentiation.
Les erreurs Efq (k) et Egjiqs,i(k) ont en effet des formes similaires. Il vient ainsi,

Eatos (k) = 87K D {an<k>32q<ﬁ> /D @}y ()@ (k + 2 — K)
achg

X [@(k’)@(k ta- k’)} ’ dk’} (3.108)
Sk

qui prend la forme explicite,

galias(k) = Z {[Al( + A2 Z |Rmn

aclg i,m,n

KK .-
S P () P (K)

ipn

+243(K) Y

Z7m7n7p

KK K, K . -
+ANK) Wamn(k)apq(k)} (3.109)
Sk

,L7m7n7p7q

ou le terme A;(k) est défini par la relation (3.106), et K = k + a. La somme sur le vecteur a
qui parcourt ’ensemble Ag impose de calculer 3% — 1 = 26 termes, correspondant & I’ensemble
des modes d’aliasing qui peuvent intervenir sur la grille €)g. Cependant, par symétrie, la
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somme peut étre réduite a trois termes. L’ensemble Ag est en effet composé de trois types
d’éléments :

0,0, +2k.)

0, +2k.,0)

+2k.,0,0)

(
6 modes 1D (
(
(0, £2kc, £2k.) (3.110)
(
(
(

12 modes 2D +2k,, 0, +2k.)

+2k,., +2k,, 0)
8 modes 3D [ (+2ke, +:2kc, £2k.)

Par intégration sur la sphere Sj, deux éléments d’une méme classe produisent une contribution
a Perreur identique. Ainsi, I’équation (3.109) se simplifie suivant,

Eatias(k) = 6EL (k) + 12820 (k) + 83D (k) (3.111)

alias alias alias

ou EIP (k), 2R (k) et E3P (k) sont les contributions & 'erreur d’'un des modes 1D, 2D et

3D, respectivement.

Erreur de filtrage

La densité spectrale de puissance associée a I’erreur de filtrage est donnée par I’expression,

L—oo

7.‘.3
Eug (k) = 472 lim {8V<Esf,i<k>E:f,i<k>>}S (3.112)

ou la norme de l'erreur de filtrage s’écrit dans I'hypotheése d’une turbulence homogene iso-
trope,

~ ~ 2
(Eepa (B2 () = aFH(K) { |1 = Gl | G} @i(k) (3.113)

Le passage a la limite fournit directement la relation,
) ~ ~ 2
£y (k) = 207 { [1 . G(k)} G(k)} E(k) (3.114)

dans laquelle 1'équation ®;;(k) = E(k)(k?0;; — kik;)/4mk?, reliant le tenseur spectral au
spectre de ’énergie cinétique F(k) pour une turbulence homogene isotrope, a été utilisée.
Le parametre ay est donné par le rapport entre o, qui est pris proche de 1, et 77, qui
correspond au pas de temps At choisi pour le calcul. Ce pas de temps est ici connecté a la
taille des mailles A par le nombre de CFL :
u' At
A

ot v/ est une vitesse caractéristique des fluctuations de vitesse. Celle-ci est évaluée a partir

CFL =

(3.115)

de I’énergie cinétique totale g avec,

2 o
u = \/gq, et g= / E(k) dk (3.116)
0

Le parametre oy peut ainsi étre reformulé suivant,

ou'

= A CFL (3.117)

af
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Erreur de modélisation
La densité spectrale de puissance associée a 'erreur de modélisation du terme de sous-

maille s’écrit,

L—oo \%

Le calcul de Eg45(k) a pour fonction premiere de permettre la détermination de la précision

Eu(h) = 1k i {57 (B s00E2,,100) | (3.118)

d’un modele de sous-maille. Cependant, il est aussi envisageable d’utiliser ce terme pour
évaluer la précision des méthodes numériques. Si le modele de sous-maille est supposé nul,
i.e. si ig(k) = 0, la densité spectrale Eys(k) peut en effet s’interpréter comme une borne
supérieure acceptable pour les erreurs numériques [40].

En s’appuyant sur les résultats obtenus pour 'erreur de différentiation et ’erreur d’alia-
sing, la densité spectrale de I'erreur de modélisation se met sous la forme,

~ ~ ~ 2
Esgs(k) = 87rk2{knkq / @:np(k')cb;';q(k -K)|GK)G(k - k) - G(k)} dk’} (3.119)
Sk
Le développement du carré faisant intervenir ’amplitude du filtre G :
~ ~ ~ 2 ~ ~ ~ ~ ~ ~
[G(k’)G(k ~¥) - G(k)} = GK)?G(k — ¥)? — 2G(k)GK)G(k — K) + G(k)?  (3.120)

permet de scinder le second membre de (3.119) en trois intégrales du méme type que celui
décrit dans 'annexe C. On en déduit la formulation explicite,

kmk
Esgs(k) = [Bi(k) + Ba(k)] § D ki o +2Bs(k){ D —150ha
i,m,n Sk i,m,n,p S
kmkpknk
+Ba(k)$ > %knkq (3.121)
%,M,N,P,q S
avec les fonctions B; données par,
Bi(k) = Fge (k) — 2G(k)Fgi(k) + G(K)*Fra,i(k) (3.122)

ou la fonction identité Id(k) = k a été introduite. Les fonctions F' sont données dans ’an-
nexe C.

3.2.2 Résultats

Les densités spectrales des erreurs numériques développées dans la section précédente sont
maintenant évaluées pour différents algorithmes de différences finies et de filtrage sélectif. Un
spectre de Von-Karman de I’énergie cinétique turbulente est introduit et est utilisé pour calcu-
ler les densités spectrales des erreurs d’'une méthode numérique d’ordre bas, d’un algorithme
optimisé dans l’espace de Fourier, et d’un schéma standard d’ordre élevé. Afin d’effectuer une
étude plus systématique des erreurs numériques, des limites de précision s’appuyant sur les
densités spectrales des erreurs sont ensuite déterminées pour une large gamme de méthodes
numériques. Ces limites seront reformulées pour chaque schéma en terme d’efficacité, définie
ici comme le rapport entre la précision de l'algorithme et le nombre d’opérations a effectuer
pour obtenir cette précision.
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Spectre de Von-Karman

L’énergie cinétique turbulente est décrite a l'aide d’un spectre de Von-Karméan de la

forme [5],
’ ak/ke)*
[1+ (k/ke)2]'7/6

E(k) = (3.123)

ot les constantes k. = 0.65 m~! et a = 1.50 m3s~2 sont choisies telles que le spectre E(k)
atteigne son maximum en k = 1 m™!, et que 1’énergie cinétique totale ¢ soit égale & 1 m?s~2,

avec,
q= / E(k) dk (3.124)
0

Le choix de la longueur de coupure A du filtre, qui coincide avec la taille des mailles, est
ensuite arbitraire, mais doit étre tel que le nombre d’onde de coupure k. = 7/A se situe bien
dans la zone inertielle du spectre. Dans cette étude, k. est pris égal a la valeur utilisée par
Ghosal [40], soit k. = 8. Par conséquent, la taille des mailles est égale a /8.

Densité spectrale des erreurs

Les densités spectrales des erreurs de différentiation E¢4(k), d’aliasing £, (k), de filtrage
Es5(k) et de modélisation Eg4s(k) ont été calculées pour trois configurations de méthodes
numériques. Afin d’illustrer les erreurs numériques pour une méthode d’ordre faible, la pre-
miere configuration est défini par un schéma standard aux différences finies sur 3 points
d’ordre 2, associé a un filtrage sélectif standard sur 3 points du méme ordre. Afin d’évaluer
la précision des méthodes d’ordre élevé, les spectres des erreurs ont également été calculés
pour un algorithme standard aux différences finies sur 11 points d’ordre 10, avec un filtre
standard sur 11 points d’ordre 10, et pour les différences finies et le filtre sélectif optimisés
sur 11 points de Bogey & Bailly [14].

Les densités spectrales des erreurs de différentiation, d’aliasing, de filtrage et de modélisa-
tion, obtenues pour les différents algorithmes numériques considérés, sont tracées en fonction
du nombre d’onde normalisé kA, sur les figures 3.3.a, 3.3.b, 3.3.c et 3.3.d, respectivement.

La densité spectrale de ’erreur de différentiation sur la figure 3.3.a montre que les schémas
sur 11 points, standards ou optimisés, produisent des erreurs nettement plus faibles que les
schémas sur 3 points. En particulier, pour les nombres d’onde plus petits que kA = 7/2, 'écart
entre les spectres d’erreurs est de plusieurs ordres de grandeur. Si on compare les résultats
des algorithmes sur 11 points standards et optimisés, on observe que pour les nombres d’onde
relativement grands (7/4 < kA < w/2), l'erreur de différentiation des schémas optimisés est
plus faible que celle des schémas standards. Pour des nombres d’onde plus petits, kA < 7 /4,
la tendance s’inverse car les schémas standards ont un ordre formel plus élevé. Le schéma aux
différences finies standard est en effet d’ordre 10, tandis que les différences finies optimisés
sont d’ordre 4. L’erreur des schémas optimisés reste cependant tres faible, inférieure & 1075.

Les erreurs d’aliasing, sur la figure 3.3.b, présentent un comportement opposé aux erreurs
de différentiation. La densité spectrale £y (k) la plus petite est obtenue pour les schémas
standards sur 3 points. Les spectres d’erreur déterminés pour les algorithmes sur 11 points
standards et optimisés sont tres proches, avec un écart par rapport au spectre des schémas sur
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(a) — Différentiation (b) — Aliasing
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Figure 3.3: Densité spectrale des erreurs numériques en fonction du nombre d’onde normalisé kA,
pour les différences finies et le filtre sélectif : — — —, standards sur 3 points; -~~~

standards sur 11 points; , optimisés sur 11 points de Bogey & Bailly [14]. (a)
erreurs de différentiation Eq(k); (b) erreurs d’aliasing £q(k); (c) erreurs de filtrage
Esp(k); (d) erreurs de modélisation E45(k). Les densités spectrales sont normalisées
par le carré de ’énergie cinétique totale q.

3 points d’environ deux ordres de grandeur. Un raisonnement s’appuyant sur la dissipation
des filtres sera proposé par la suite pour interpréter ces observations.

La figure 3.3.c donne les densités spectrales (k) des erreurs de filtrage. On remarque
que lerreur de filtrage est importante pour les schémas standards sur 3 points, dont le filtre
est particulierement dissipatif. Pour les algorithmes sur 11 points, les erreurs de filtrage sont
majoritairement concentrées sur les nombres d’onde proches de la coupure du maillage, au
voisinage de kA = 7. A noter que pour kA compris entre 7/2 et 7, les algorithmes standards
sur 11 points présentent une erreur de filtrage plus élevée que celle des schémas optimisés.
Pour les nombres d’onde plus petits, tels que kA < /2, lerreur de filtrage des algorithmes
sur 11 points standards et optimisés est faible, et plus petite d’environ cinqg ordres de grandeur
que les erreurs des schémas standards sur 3 points.
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On considere enfin la figure 3.3.d, ou sont représentées les densités spectrales de I’erreur
de modélisation. La densité spectrale de l'erreur de modélisation a été introduite dans la
section 3.2.1 comme une borne supérieure acceptable des erreurs numériques. On remarque
néanmoins que pour les schémas standards sur 3 points, les erreurs de différentiation et de
filtrage sont du méme ordre de grandeur que ’erreur de modélisation, et ceci sur ’ensemble
du spectre. Les algorithmes sur 3 points semblent donc produire des erreurs numériques trop
importantes pour une SGE. Les schémas sur 11 points, qu’ils soient standards ou optimisés,
sont plus précis, et les erreurs de différentiation, de filtrage et d’aliasing dues a ces schémas
sont plus faibles que les erreurs de modélisation sur une large gamme de nombres d’onde.
Par exemple, pour les schémas optimisés, ’écart entre les erreurs numériques et les erreurs
de modélisation est significatif pour les nombres d’onde kA < 7/2, discrétisés par plus de 4
points par longueur d’onde. Ce nombre d’onde correspond a la limite de précision obtenue en
se basant sur la fonction de transfert du filtre et le nombre effectif du schéma aux différences
finies [14].

Interprétation des erreurs d’aliasing

La densité spectrale de l'erreur d’aliasing Eyi45(k) est fournie par la formulation (3.109).
Afin d’interpréter les résultats de la figure 3.3.b, qui donne ;45 (k) pour différentes méthodes
numériques, il est cependant plus simple de considérer I'expression de l'erreur d’aliasing
Eqlias,i(k) donnée par I’équation (3.88). De cette maniere il est en effet possible d’émettre
I’hypothese que l'erreur d’aliasing et la somme,

k)= Y GEK)GK)i(k-K -k’ —a) (3.125)
aclg
k' k" e

ont des tendances similaires quand le nombre d’onde k varie. Pour simplifier le raisonnement,
on considere maintenant que le systéme est monodimensionnel. Sur une grille 1-D, seulement
deux modes d’aliasing sont possibles : a = +2k. et a = —2k.. L’ensemble des nombres d’onde
que le maillage peut supporter est par ailleurs réduit a l'intervalle [—ke, kc|. Il vient alors
pour la somme (k) :

Shy= Y. GH)GE)I(k—K — k' —a) (3.126)
a==12k.
K k" €[—ke ke]
Supposons maintenant que le filtre est spectral, avec un nombre d’onde de coupure k; < k..
La fonction de transfert G(k) du filtre est alors définie par ’expression,

Gk) = {1 st Ikl < (3.127)

0 sinon

En s’appuyant sur la définition de X(k), il apparait que pour un nombre d’onde k& donné,
les erreurs d’aliasing sont associées & 'interaction des couples de nombres d’onde & et k" tels
que k = k' + k" 4 2k.. 1l est possible de montrer que pour les nombres d’onde non filtrés, de
module inférieur au nombre d’onde de coupure du filtre, i.e. |k| < k;. les nombres d’ondes £’
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Figure 3.4: Illustration dans le cas monodimensionnel des erreurs d’aliasing et de la régle des 2/3
de Orszag [22]. Pour les nombres d’onde k tels que |k| < ki, les nombres d’onde & et k"
positifs contribuant & Uerreur d’aliasing sont tracés dans le plan (k/, k), pour différentes
valeurs de k;. Les nombres d’onde &’ et k" négatifs sont obtenus par symétrie par rapport
a lorigine. (a) k; petit devant k. ; (b) k; proche de k. ; (c), choix optimal, k; = (2/3)ke.



86

et k” qui interviennent dans la somme Y (k) sont alors tels que,

E4+ k' < —2k.+ Kk
K+ k" > 2k, — K (3.128)
K K" € [~k k]

Ces conditions définissent deux surfaces triangulaires situées dans les premier et troisieme
cadrans du plan (K, k").

Les figures 3.4.a, 3.4.b et 3.4.c donnent une vue schématique de ces surfaces dans le
plan (K, k"), pour k; petit devant k., pour k; proche de k., et pour le cas k; = 2/3k,,
respectivement. Seulement une surface a été représentée. Le deuxieme triangle peut étre
déterminé par symétrie par rapport a l'origine.

Pour k; petit, sur la figure 3.4.a, les nombres d’ondes k' et k” qui peuvent produire de
Paliasing sont tous supérieurs a k;. Le produit G(k')G(K") est donc toujours nul dans S(k).
Ainsi, pour les nombres d’onde |k| < k; qui ne sont pas atténués par le filtre, 'erreur d’aliasing
sera nulle.

Si k; est supposé proche de k. comme sur la figure 3.4.b, les surfaces triangulaires représentant
des nombres k' et k” créant de I’aliasing sont plus étendues. On observe trois zones pour les-
quelles au moins un des deux vecteurs &’ et k” est supérieur au nombre d’onde de coupure k;.
Dans ces zones, le produit @(k’ )é (k") est alors nul. Il existe cependant une partie du triangle
sur laquelle &' et k” sont tous deux inférieurs a k;, et pour laquelle la somme (k) n’étant
pas nulle, des erreurs d’aliasing peuvent apparaitre pour les nombres d’onde non filtrés.

La figure 3.4.c illustre un choix optimal de la coupure spectral k;. La valeur de k; = (2/3)k.
est le plus grand nombre d’onde de coupure qu’il est possible de prendre, tout en ayant au
moins un des deux nombres d’ondes k' et k” qui soit supérieur & k;, et qui implique alors que
G(K)G(K') = 0. Ce choix de k; = (2/3)k. est en accord avec la régle des 2/3 de de-aliasing
de Orszag [22].

Ces observations permettent de déterminer qualitativement l’'influence de la forme du
filtre sur 'erreur d’aliasing. L’erreur sera d’autant plus petite que la dissipation du filtre est
grande, c’est a dire que k; est petit. Un nombre d’onde de coupure supérieur a (2/3)k. induira
par ailleurs des erreurs d’aliasing, ’erreur maximale étant atteinte pour un filtre spectral qui
serait passe-bas jusqu’a la coupure du maillage (k; = k¢).

En d’autres termes, plus la fonction de transfert G(k) du filtre differe de zéro pour |k| >
(2/3)ke, plus les erreurs d’aliasing sont importantes.

Limites de précision

Afin d’étudier de fagon plus systématique I'influence du choix des méthodes de discrétisa-
tion sur les erreurs numériques, une limite de précision x est construite & partir de la densité
spectrale de 'erreur £ avec la définition,

E(k) <1077, si |k <k (3.129)

Trois limites de précision, kfq, ka €t Ksp, sont ainsi respectivement associées aux erreurs
de différentiation £¢4, d’aliasing &, et de filtrage &¢. Le taux d’efficacité des méthodes
numériques est ensuite déterminée en divisant s par le nombre 2n + 1 de points du schéma.
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Figure 3.5: (a) Limite de précision de différentiation &4, et (b) taux d’efficacité de différentiation
kfa/(2n + 1), des schémas standards centrés et des schémas optimisés sur 9, 11 et 13
points de Bogey & Bailly [14], en fonction du nombre de points 2n + 1 des algorithmes.
——o—, schémas standards; —e—— schémas optimisés.

Le cout, en terme de nombre d’opérations a effectuer pour une limite de précision k, est ainsi
pris en compte. Une méthode numérique sera alors d’autant plus efficace que x/(2n + 1) est
grand.

Les limites de précision et les taux d’efficacité pour la différentiation, I’aliasing et le
filtrage ont été calculés pour des schémas aux différences finies standards possédant de 3 a 17
points, associés a un filtre standard ayant le méme nombre de points. Les taux d’efficacités
des différences finies optimisés sur 9, 11 et 13 points de Bogey & Bailly [14] ont également été
déterminés. Les filtres utilisés avec ces différences finies sont les filtres optimisés possédant le
meéme nombre de points.

Les limites de précision de différentiation kg des algorithmes standards et optimisés sont
tracées sur la figure 3.5.a, en fonction du nombre de points 2n+1 des schémas. On observe que
la limite de précision augmente avec la taille des molécules de discrétisation, que les schémas
soient standards ou optimisés. Les algorithmes optimisés sur 11 et 13 points présentent par
ailleurs des limites plus grandes que celles obtenues pour ’ensemble des schémas standards.
Ces résultats sont prévisibles car 'augmentation du nombre de points d’un algorithme ou ’op-
timisation des coefficients d’un schéma sont justement utilisées pour améliorer la précision des
méthodes numériques. Les conclusions sont cependant différentes quand le cotit informatique
est pris en compte.

Le taux d’efficacité de différentiation krq/(2n + 1) est tracé sur la figure 3.5.b pour les
schémas standards et optimisés, en fonction du nombre de points 2n + 1 des algorithmes.
Pour 2n + 1 < 7, Defficacité des schémas standards augmente avec le nombre de points. Le
rapport des taux d’efficacité est par exemple de 1.6 entre les schémas sur 7 points et ceux
sur 3 points. Il apparait ensuite que les schémas sur 7 et 9 points ont un taux d’efficacité
identique. Ces méthodes numériques sont donc équivalentes en terme de cout informatique
nécessaire a I'obtention d’une précision donnée du point de vue de la différentiation. Au-dela
de 2n + 1 = 9, lefficacité décroit avec le nombre de points de l'algorithme. Cette tendance
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traduit le fait que l'utilisation de schémas avec un nombre plus élevé de points augmente
la limite de précision, mais que cette augmentation ne suffit pas a compenser le surcout
informatique engendré par I’ajout de points aux molécules de discrétisation. Du point de vue
des erreurs de différentiation, parmi les schémas standards, ceux sur 7 et 9 points sont ainsi
les plus efficaces.

Les taux d’efficacité de différentiation des schémas optimisés sur 9, 11 et 13 points de
Bogey & Bailly [14] sont également donnés sur la figure 3.5.b. Pour les schémas sur 9 points,
I'efficacité est inférieure a celle des schémas standards sur 7 et 9 points. On observe cependant
que les schémas optimisés sur 11 et 13 points ont un taux d’efficacité identique, qui est
supérieur a ceux obtenus pour les algorithmes standards. Le rapport entre le taux d’efficacité
des schémas optimisés et le taux d’efficacité la plus grande des schémas standards (pour
2n+1="T7o0u9) est de 1.3. Le gain est donc significatif.

Ce résultat peut étre illustré en terme de temps de calcul. Supposons par exemple qu’'une
simulation effectuée avec des schémas standards sur 9 points sur un maillage de maille Ag,
fournisse une solution avec une précision de différentiation donnée. Pour obtenir la méme
précision avec des schémas optimisés sur 11 points, des mailles plus grandes sont utilisées.
La taille des mailles, notée Aj;, doit alors étre égale a (/ﬁ}}io/ /@“}Z)Ag, ol n}b" et /ﬁ?ffi sont
les limites de précision de différentiation des schémas optimisés sur 11 points et des schémas
standards sur 9 points. En trois dimensions, le nombre d’opérations engendrées par le calcul
est proportionnel au nombre de points des schémas, multiplié par le nombre de noeuds de
la grille, L3/A3. Le coiit informatique est donc proportionnel & 9/A3, et 11/A3; pour les
calculs avec des algorithmes standards et optimisés. Le rapport entre ces deux quantités,
9/ 11(&}}10 / /{?%)3, vaut ici 3.7. Ainsi, du point de vue des erreurs de différentiation, I'utilisation
des schémas optimisés sur 11 points au lieu des schémas standards sur 9 points permet de
réduire le nombre d’opérations d’un facteur 3.7.

Les limites de précision d’aliasing k,; et de filtrage ks sont maintenant représentées sur
les figures 3.6.1a et 3.6.2b pour les schémas standards et optimisés, en fonction du nombre
de points 2n + 1 des algorithmes. A linstar de la limite de précision de différentiation sur
la figure 3.5.b, la limite de précision de filtrage augmente avec la taille des molécules de
discrétisation et l'optimisation des coefficients. De maniere opposée, la limite de précision
d’aliasing des schémas optimisés et standards diminue quand 2n + 1 augmente. Les erreurs
d’aliasing sont en effet d’autant plus faibles que le filtre sélectif est dissipatif. Les schémas
d’ordre élevé avec un grand nombre de points engendrent donc plus d’erreurs que les schémas
plus petits, comme les algorithmes sur 3 points par exemple.

Les taux d’efficacité de filtrage rgr/(2n + 1) et d’aliasing kg /(2n + 1) sont tracées en
fonction du nombre de points 2n + 1 des schémas, sur la figure 3.6.1b pour les algorithmes
standards, et sur la figure 3.6.2b pour les schémas optimisés.

Le taux d’efficacité de filtrage ss¢/(2n + 1) des schémas standards présente une tendance
similaire au taux d’efficacité de différentiation. Elle augmente en effet dans un premier temps
avec le nombre de points des schémas (3 < 2n+1 < 11). Un maxima est ensuite observé pour
les algorithmes sur 11 points, dont 'efficacité est cinq fois plus grande que celle des schémas
sur 3 points. Pour un nombre de points supérieur a 11, le taux d’efficacité décroit légerement
quand la taille des molécules de discrétisation est augmentée. La figure 3.6.1a donne également
le taux d’efficacité d’aliasing kq;/(2n + 1) des schémas standards. Une décroissance de 1'effi-
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Figure 3.6: (a) Limite de précision d’aliasing ., et de filtrage £y, et (b) taux d’efficacité d’aliasing
Kai/(2n + 1), et de filtrage ks7/(2n + 1), pour : (1) les schémas standards centrés et,
(2) les schémas optimisés sur 9, 11 et 13 points de Bogey & Bailly [14], en fonction du
nombre de points 2n + 1 des algorithmes. ----a---, aliasing; — = — | filtrage.

cacité avec le nombre de points des algorithmes est observée.

Les efficacités de filtrage rsfr/(2n + 1) et d’aliasing rq;/(2n + 1) des schémas standards
ont ainsi des tendances inversées quand le nombre de points des algorithmes augmente. Par
exemple, pour les schémas sur 3 points, la limite de précision est due aux erreurs de filtrage.
Dans le cas contraire, pour les schémas moins dissipatifs sur 17 points, la dissipation est
faible et ’aliasing devient le facteur limitant. On observe cependant que pour les algorithmes
standards sur 7 et 9 points, les taux d’efficacité de filtrage et d’aliasing ont des valeurs
similaires. Ces schémas présentent donc un équilibre entre dissipation et aliasing. Les erreurs
d’aliasing diminuent en effet avec la dissipation du filtre, mais en contrepartie une dissipation
numérique excessive affectera une part significative du contenu spectral de la solution, et
tendra a dégrader la précision du calcul.

Les résultats sont similaires pour les schémas optimisés, dont les taux d’efficacité d’aliasing
et de filtrage sont tracés sur la figure 3.6.2b. Le taux d’efficacité d’aliasing décroit avec le
nombre de points des algorithmes. Les valeurs atteintes sont par ailleurs tres proches de celles
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obtenues avec les schémas standards.

L’étude du taux d’efficacité de filtrage montre que les schémas optimisés sur 9 points
sont moins efficaces que la plupart des schémas standards. A titre indicatif, le rapport entre
le taux d’efficacité de filtrage des algorithmes standards sur 9 points, et le taux d’efficacité
de ceux optimisés sur 9 points, est de 2 environ. Les schémas optimisés sur 11 et 13 points
ont toutefois des efficacités supérieures a celles des algorithmes standards. Le rapport avec
lefficacité de filtrage la plus grande obtenue pour les schémas standards pour 2n + 1 = 11
est ainsi de 1.4.

Les schémas optimisés sur 11 et 13 points apparaissent donc comme étant bien adaptés
a la SGE d’un cube de turbulence, puisqu’ils sont plus efficaces que les schémas standards.
Les algorithmes optimisés sur 11 et 13 points présentent néanmoins un déséquilibre entre
la dissipation du filtrage et les erreurs d’aliasing. On observe sur la figure 3.6.2b, que les
efficacités de filtrage et d’aliasing de ces schémas ne coincident pas. Il serait donc intéressant
de développer des schémas optimisés ne présentent pas ces défauts. En particulier, les filtres
pourraient étre plus dissipatifs dans la partie haute du spectre, pour 27/3 < kA < m, afin de
réduire les erreurs d’aliasing.

3.3 Dissipations visqueuse et numérique

Lors d’une simulation numérique, I’application d’un filtre discret introduit nécessairement
une dissipation artificielle sur I’ensemble des échelles résolues. L’impacte sur les grandes
échelles est a priori faible, puisque 'ordre du filtre assure que la dissipation converge rapi-
dement rapidement vers zéro quand le nombre d’onde k tend vers zéro. Pour des nombres
d’onde plus grands, proches de la coupure du maillage, ’énergie extraite du calcul par le
filtre peut cependant devenir prépondérante par rapport a 1’énergie dissipée par la viscosité.
Le nombre de Reynolds de ’écoulement étant caractérisé par les phénomenes visqueux, il est
donc intéressant de quantifier 'influence relative des dissipations visqueuse et numérique lors
d’une simulation des grandes échelles.

Dans cette partie, un bilan d’énergie faisant apparaitre les différents mécanismes de dis-
sipation est d’abord dérivé a partir du systeme discret introduit dans la section 3.1.2. Un
spectre de ’énergie cinétique de Von-Kéarméan & Saffman est alors introduit, afin d’évaluer
I’énergie dissipée par le filtrage, en fonction du nombre de Reynolds de 1’écoulement.

3.3.1 Bilan de I’énergie cinétique

L’objectif est d’obtenir I’équation qui régit I’évolution de 1’énergie cinétique du systeme
discret. Le bilan d’énergie fait en effet intervenir des mécanismes de dissipations visqueuse et
numérique.

On considere la simulation des grandes échelles introduite dans la section 3.1, du cube
de turbulence limité au domaine 2. Le point de départ de 'obtention du bilan d’énergie est
I’équation (3.59), qui modélise le systéme discrétisé. Afin de pouvoir manipuler des fonctions
continues, cette expression est interpolée dans ’espace Hg avec I'opérateur C. Il vient ainsi,

ov; 1) op* §2v; g d
P 0 (o) + 2 - = —ay(1— G)*v; + — (T 1
ot ox; (viv;) ox; v 5xz i G)*v dx; ( ”) (3.130)
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De plus, afin de se concentrer uniquement sur les dissipations visqueuse et numérique, le
terme lié au modele de sous-maille est supposé nul. La résolution numérique est également
considérée comme étant idéale. Dans ce cas, les composantes v; de la solution numérique
interpolée sont égales aux composantes de la solution continue filtrée u. L’équation (3.130)
s’écrit alors,

8ﬁi + i(*.*.) + @ _ V(SQEi
ot omy T ba  Vsa2

=—arDxuy 3.131
! (3.131)

ouD=1-G.
L’obtention du bilan de 1’énergie cinétique est décrite en détails dans I’annexe C.4 et
fournit finalement ’équation :

OE(k)

o = T(k) — 20K E(k) — 205 [1 - é(k)} E(k) (3.132)
13 S—— -~
Du(k) Dy (k)

ot le terme T'(k) est associé aux corrélations triples de vitesse. La quantité E(k) = G(k)2E (k)
correspond a la densité spectrale de I’énergie cinétique du champ de vitesse filtrée, ou E(k)
est la densité spectrale de I’énergie cinétique de la vitesse non filtrée. Ce bilan fait par ailleurs
apparaitre deux termes linéaires : D, (k) pour la dissipation visqueuse, et Ds¢(k), qui donne
acces a la dissipation introduite artificiellement par 'opération de filtrage.

3.3.2 Spectre de Von-Karman & Saffman

Afin d’étudier l'influence relative des dissipations visqueuse et numérique, un spectre
de Von-Karman & Saffman est retenu ici pour décrire I’énergie cinétique d’une turbulence

B(k) = AE. (:) E, (;;) (3.133)

homogene isotrope, avec,

LN a(k/ke)*
E( > L (kR (3139

E, (;;) — e [_i (:;)4/3] (3.135)

La constante de normalisation A est choisie de maniére & avoir une énergie cinétique totale
q égale & 1 m?s~2. On rappelle que A est la taille des mailles, et qu’elle coincide avec la
longueur de coupure du filtre.

Le nombre d’onde k. correspond aux échelles porteuses de la plus grande partie de ’énergie
cinétique, et k, est associé a ’échelle de Kolmogorov. Le spectre E(k) présente une zone
inertielle avec E(k) ~ k=% pour k. << k << k;, et contient également les nombres d’onde
qui précedent cette zone avec k ~ k* pour k — 0. Le nombre de Reynolds est construit ici
sur I’échelle intégrale et la vitesse caractéristique u’ :

u'L 2

Rer, = z/f’ avec u' = 34 (3.136)
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Tableau 3.1: Parametres des spectres de Von-Kdrmén & Saffman de ’énergie cinétique F(k) pour
différents nombres de Reynolds. L’échelle de kolmogorov est fixée & k,, = 10° m™!, et
I’énergie cinétique totale & ¢ = 1 m?s~2.

Rer, ke Ly (m) a(m3s~2)
108 31.03 24x1072 3.18 x 1072
104 3.06 24x10"1 318 x 10!
10°  0.31 24 3.18

ou ’échelle intégrale L est donnée par,

3 7 E(k)/kdk
- Z—Of;o ) dF (3.137)

3.3.3 Lois d’évolution des dissipations visqueuses et numériques

L’évolution des dissipations visqueuse et numérique, quand le nombre de Reynolds varie,
est maintenant étudiée.

Modification du nombre de Reynolds

Le spectre de I'énergie cinétique (3.133) de Von-Kérmén & Saffman est construit a partir
de plusieurs parametres qui influent sur le nombre de Reynolds Rer,. Dans cette étude, on
fait varier le nombre de Reynolds en suivant une procédure analogue a celle utilisée pour la
simulation numérique des jets [15]. Pour un jet rond, le nombre de Reynolds de ’écoulement
étant calculé avec la vitesse d’éjection U; et le diametre de la buse D, i.e. Rep = U;D/v, le
nombre de Reynolds peut alors étre en effet changé en modifiant le diametre de la buse, tout
en gardant une vitesse d’éjection constante. La grille est aussi définie de maniére & discrétiser
le diametre du jet avec un nombre de points fixé.

Par analogie, la valeur du nombre de Reynolds, Rer, = uw'Ly/v, du spectre de Von-
Karman & Saffman est imposée par un choix adéquat de 1’échelle intégrale L, tout en gardant
Iénergie cinétique totale ¢ constante (ou encore u' = cte) et en fixant la discrétisation de
I’échelle intégrale (soit Ly/A = cte).

Afin d’illustrer cette procédure de modification du nombre de Reynolds, trois configu-
rations d’écoulements sont proposées. L’échelle de Kolmogorov et 1’énergie cinétique totale
sont fixées a k, = 10°m~! et ¢ = 1 m?s~2. Le nombre d’onde k. est choisie de maniere
a obtenir une échelle intégrale Lyf, qui conduise a un nombre de Reynolds Rer, donné. Le
maillage est défini en imposant que I’échelle intégrale soit discrétisée par un nombre de points
constant, avec L¢/A = 16. Les parametres des spectres fournis a partir de ces criteres pour
des nombres de Reynolds Rer,, de 103, 10% et 10°, sont rassemblés dans le tableau 3.1, et les
spectres sont tracés sur la figure 3.7.a, en fonction du nombre d’onde k. On observe que le
maximum d’énergie, qui est atteint au voisinage de 1’échelle intégrale, est situé a un nombre
d’onde d’autant plus petit que le nombre de Reynolds est grand.

Les densités spectrales de ’énergie sont en outre représentées sur la figure 3.7.b, en fonc-
tion du nombre d’onde normalisé par la taille des mailles KA. La coupure du maillage est



93 Analyse des erreurs numériques pour la simulation des grandes échelles

(a) (b)

| |
1070~ —
= i <
B | AN
-6 : N\
10 B I I\
: AN
! b
-10 I | \
10 . : E—
/128 11/32 Tt/8 /2 m 5n

kA

Figure 3.7: Spectres de Von-Kérmén & Saffman de Iénergie cinétique F(k) pour différents nombres
de Reynolds, en fonction : (a) du nombre d’onde k et, (b) du nombre d’onde kA
normalisé par la taille des mailles. — — —, Rer, = 103 oo ,Rep, = 10%; S
Rer, = 10°. La coupure du maillage kA = 7 est également indiquée.

également indiquée a kA = k.A = w. Les nombres d’onde tels que kA > 7 correspondent
aux échelles de sous-maille.

Dissipation visqueuse

La dissipation visqueuse a été obtenue dans le bilan de I’énergie cinétique (3.132), et est
définie par la relation,
D, (k) = 2vk*G(k)*E(k) (3.138)

dans laquelle le spectre de Von-Karman & Saffman (3.133) est introduit,

D, (k) = 20k*G(k)? AE, <k> E, (k> (3.139)
ke K,
L’objectif est de déterminer la dissipation visqueuse pour une discrétisation fixée des échelles
turbulentes, c’est a dire pour un nombre de points par longueur d’onde fixé (kA = cte).
On s’intéresse donc a l’évolution de la quantité D,(a/A), ot « est une constante telle que
kA = a, quand Rer, varie, avec u' = cte, et Ly/A = cte. Par exemple, sur la figure 3.7.b, la
constante « est égale a 7/8 et correspond aux échelles qui sont discrétisées par 16 points de
maillage.
La dissipation visqueuse pour un nombre de points par longueur d’onde fixé, peut se
mettre sous la forme :

p(5)mia Q) 0 () B (rs) o

ou le nombre d’onde effectif associé au nombre d’onde a/A, est noté k,, /A- Si Déchelle de
Kolmogorov est maintenant supposée tres petite devant la taille des mailles, la grandeur £k, A
est alors tres grande devant 1, et il est possible de considérer que le coefficient E;(a/k,A) est
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constant. De plus, le nombre d’onde k. caractérise les échelles turbulentes pour lesquelles le
spectre atteint son maximum. Ces échelles les plus énergétiques sont également données par
I’échelle intégrale Ly. Ce raisonnement conduit a écrire que k. varie comme le rapport 1/Ly,
ou en d’autres termes k. ~ 1/Ly. Multiplier cette relation par A montre alors que k.A est
proportionnel au facteur A/Ly, qui est par hypothese constant. On a donc E.(a/keA) ~ cte.
Il vient ainsi pour la dissipation visqueuse la relation d’équivalence,

D, (%) ~ AR5 |G (%)} i (3.141)

En outre, la constante de normalisation du spectre A est proportionnelle & u/5 /e (cf. [5]), ol
€=2v fooo k2E(k) dk est la dissipation. Comme par ailleurs on a € ~ u'3/Lf, soit € ~ u3A,
le parametre A est proportionnel & u/?A. La dissipation D, pour un nombre de points par
longueur d’onde fixé suit ainsi la loi,

a

D, (%) ~ AR, [é (K)F (3.142)

La fonction de transfert G du filtre, qui est de la forme,
~ - e
G <Z) =1- T;n d, exp [zr (Z) A} (3.143)

ne dépend pas de la taille des mailles A. De la méme maniére, il est possible de montrer que
le nombre d’onde effectif k,/n est constant. La dissipation visqueuse est ainsi directement
proportionnelle & la taille des maille, soit D, (a/A) ~ A. Comme la discrétisation de I’échelle
intégrale est supposée constante (Ly/A = cte), alors L est inversement proportionnelle a A,
soit pour D, :
o 1
D, (%)~ 3.144
()~ (3.144)
Finalement, en s’appuyant sur la définition du nombre de Reynolds Rer, = u'Ly/v, la loi
d’évolution de la dissipation visqueuse est donnée par l'inverse du nombre de Reynolds :

D, (%) ~ RelLf (3.145)

pour un nombre de points par longueur d’onde fixé, avec v’ = cte, et Ly/A = cte.

Dissipation numérique

Une démarche identique est menée pour la dissipation numérique Dy (k), qui est donnée
par l'expression,
Doy (k) = 20y [1 - @(k:)} Gk)2E(k) (3.146)

soit encore, pour un nombre de points par longueur d’onde fixé,

o (5) -20s 10 (3)] P (3))°5 (3) sarn



95 Analyse des erreurs numériques pour la simulation des grandes échelles

Un raisonnement similaire & celui-ci utilisé pour la dissipation visqueuse, montre que E(a/A)
varie comme A, tandis que les termes associés au filtrage sont constants. La dissipation

numérique suit donc la loi d’évolution :
@

Dy (K) ~ oA (3.148)

ot le coefficient af, qui a été défini dans la section 3.2.1, est de la forme o/7¢. La constante
o est proche de 1, et 7; est égal au pas de temps At de la simulation, qui est déterminé par
le nombre de CFL = «'At/A. Le coefficient o est donc inversement proportionnel a la taille
des mailles, en effet on a,

_od 1
~ACFL ™ A

Cette relation permet de conclure que la dissipation numérique, pour un nombre de points

af (3.149)

par longueur d’onde donné, ne varie pas avec le nombre de Reynolds,
Dy (%) ~ cte (3.150)

sous réserve que u’ = cte, et Ly/A = cte.

Les expressions (3.145) et (3.150) sur I’évolution des dissipations visqueuse et numérique
montrent que si le nombre de Reynolds est suffisamment bas, alors il est possible d’avoir
Dy(a/A) >> Dgp(a/A). La dissipation du filtre est dans ce cas négligeable par rapport a
la contribution de la dissipation visqueuse, et les transferts d’énergie dans la simulation sont
donc tres proches de ceux observés dans le cas réel. Cependant, la dissipation visqueuse est
d’autant plus faible que le nombre de Reynolds est grand, tandis que la dissipation numérique
reste sensiblement constante. Il existe donc un seuil pour Rey,,, au dela duquel la dissipation
numérique devient prépondérante. Les mécanismes de dissipation dépendent alors directement
des propriétés du filtre. Par conséquent, la qualité de la simulation est susceptible d’étre
dégradée.

3.3.4 Résultats pour des différences finies et des filtres discrets

Les dissipations visqueuse et numérique, qui sont données par les équations,
D,(k) = 2wk*G(k)*E(k) (3.151)
Dyp(k) = 204 [1 - @(k)} G(k)*E(k) (3.152)

sont calculées pour différentes méthodes numériques, a plusieurs nombres de Reynolds. Les
configurations d’écoulements sont celles définies dans la section 3.3.3, pour les nombres de
Reynolds ReLf =103, ReLf =10% et ReLf = 10°.

Les dissipations visqueuse et numérique sont déterminées pour les méthodes numériques
développées par Bogey & Bailly [14] : les différences finies optimisées sur 11 et 13 points
respectivement associées aux filtres sélectifs optimisés sur 11 et 13 points sont considérées.

Les spectres de la dissipation visqueuse D, (k) et de la dissipation numérique Dy (k)
sont tracés sur la figure 3.8, en fonction du nombre d’onde normalisé kA, pour différents
nombres de Reynolds. A noter que la dissipation numérique n’est fournie que pour le nombre
de Reynolds Rep, = 103. Les spectres de Dgs(k) obtenus pour les nombres de Reynolds
Rer, = 10% et Rep, ;= 10° se superposent en effet parfaitement au spectre pour Rer, ;= 103,
et ne sont donc pas représentés.
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Schémas optimisés sur 11 points

Les résultats obtenus avec les schémas optimisés sur 11 points sont tracés sur la fi-
gure 3.8.a. On observe que la dissipation numérique D ¢ (k) est importante pour les nombres
d’onde proche du nombre d’onde de coupure du maillage. Elle est particulierement élevée
pour kA compris entre m/2 et 7, c’est a dire au-dela de la limite de précision des schémas,
qui ont été construits de maniere a résoudre des ondes possédant au moins quatre points
par longueur d’onde [14]. Pour des nombres d’onde tels que 7/32 < kA < /2, la dissipation
numérique présente un palier, et reste comprise entre 107 et 10~*. En-dessous de kA = 7/32,
D, (k) décroit régulierement quand le nombre d’onde tend vers zéro.

Les spectres de dissipation visqueuse obtenus pour les trois nombres de Reynolds étudiés
sont également donnés sur la figure 3.8.a pour les schémas optimisés sur 11 points. Les
spectres ont sensiblement la méme allure. La dissipation visqueuse augmente comme (kA)°
pour kA < 7/32, puis comme (kA)?~%/3 pour 7/32 < kA < 7/2. Les spectres sont en effet
proportionnels & k2G(k)2E(k), qui varie comme k2k* = kS quand k — 0. En outre, dans la
zone inertielle, pour k > ke, on a k2G(k)2E(k) ~ k2~5/3. Pour des nombres d’onde kA proches
de la coupure du maillage, compris entre 7/2 et 7, la dissipation visqueuse décroit avec kA
pour atteindre zéro en kA = 7. Cette tendance s’explique par le fait que le spectre D, (k) est
proportionnel au nombre d’onde effectif /;:, qui tend vers zéro quand kA se rapproche de 7.

Il est également intéressant de remarquer que quand le nombre d’onde converge vers zéro,
Pécart entre dissipations visqueuse et numérique reste constant. L’équation (3.152), qui définit
D, (k), montre que pour k — 0, la dissipation numérique varie comme k7 E(k) ~ k't ou
P est Vordre du filtre sélectif, qui vaut 2 pour le filtre optimisé sur 11 points de Bogey &
Bailly [14]. Les dissipations visqueuses et numériques sont donc équivalentes quand le nombre
d’onde tend vers zéro, car on a alors D, (k) ~ Dsy(k) ~ kS.

La loi d’évolution D, (k) ~ 1/Rer,, déduite dans la section 3.3.3, est également vérifiée
sur la figure 3.8.a. L’écart entre les niveaux des dissipations visqueuses a un nombre kA
donné diminue d’un ordre de grandeur quand le nombre de Reynolds est divisé par 10. Par
exemple, pour kAz = 7/32, D, (k) prend les valeurs 1073, 10~* et 1077, pour les nombres de
Reynolds Rer,, = 103, Rer, = 10* et Rer, = 10°, respectivement.

Si 'importance relative des dissipations visqueuse et numérique est maintenant étudiée, on
note que pour le nombre de Reynolds le plus bas, Rer,, = 103, ’énergie extraite aux nombres
d’onde supérieurs a /2 par le filtre sélectif, est comparable a I’énergie dissipée par la viscosité.
Néanmoins, pour kA < /2, ’écart entre la dissipation visqueuse et la dissipation numérique
est d’au moins un ordre de grandeur. Les nombres d’onde que 1’on cherche a résoudre, avec
au moins quatre points par longueur d’onde, sont ainsi peu affectés par le filtrage sélectif.
Pour Rep, = 104, la dissipation visqueuse est plus faible, et son niveau devient similaire &
celle de la dissipation numérique pour les nombres d’onde résolus, tels que kA < 7/2. Le
probléme est accentué pour le nombre de Reynolds le plus élevé, Rer, = 10°. Dans ce cas, la
dissipation numérique devient prépondérante sur I’ensemble du spectre. Par exemple, pour
kA = 7/32, le rapport entre 1’énergie dissipée par le filtre et I’énergie évacuée par la visco-
sité est d’environ un ordre de grandeur. L’évolution des dissipations visqueuse et numérique
sont en outre équivalentes (~ k?E(k)) quand le nombre d’onde tend vers zéro. La dissipa-
tion numérique est alors prépondérante sur quasiment I'intégralité des échelles résolues. Les
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Figure 3.8: Spectres de la dissipation visqueuse D, (k) et de la dissipation numérique D; ¢ (k) en fonc-
tion du nombre d’onde normalisé kA, pour différents nombres de Reynolds Rer ,, obte-
nus avec les différences finies et les filtres sélectifs : (a), optimisés sur 11 points; (b), op-

timisés sur 13 points.
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— — , Dy(k) pour Rer, = 10°. Les fleches indiquent la progression de la dissipation

visqueuse quand le nombre de Reynolds augmente.
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mécanismes de dissipation impliqués lors de la simulation sont ainsi principalement associés
au filtrage sélectif, et la consistence de la résolution pourrait étre discutée.

Schémas optimisés sur 13 points

Les spectres des dissipations numérique et visqueuse obtenues pour les schémas optimisés
sur 13 point sont fournies sur la figure 3.8.b.

La dissipation numérique possede une allure similaire a celle déterminée pour les schémas
optimisés sur 11 points, mais avec un niveau plus faible. Elle est relativement élevée au-dela
de kA = /2, et présente un palier autour de 10~ pour kA compris entre 7/8 et 7/2. Pour
des nombres d’onde plus petits, kA < /8, I'énergie dissipée par le filtre décroit régulierement
avec kA. La pente de cette diminution est cependant plus importante qu’avec les schémas sur
11 points. Le filtre sur 13 points étant d’ordre 4, la dissipation numérique varie donc comme
K‘E (k) ~ k%, quand le nombre d’onde tend vers zéro.

Les spectres de la dissipation visqueuse sont également présentés sur la figure 3.8.b. La
diminution suivant I'inverse du nombre de Reynolds du niveau de la dissipation est vérifiée, et
les valeurs obtenues pour les trois nombres de Reynolds Rey,,, sont tres proches des résultats
correspondant aux schémas optimisés sur 11 points. La dissipation visqueuse varie comme
(kA)S pour kA < /32, puis comme (kA)%~5/3 pour 7/32 < kA < 7/2, et est égale & zéro en
kA = 7. A noter également que quand le nombre d’onde k tend vers zéro, la décroissance du
niveau de la dissipation visqueuse est moins importante que celle de la dissipation numérique.
En effet, quand k — 0, Dys(k) est équivalent a k8, alors que D, (k) est proportionnel & k5.
Ainsi, pour des nombres d’onde suffisamment petits, la dissipation numérique des schémas
optimisés sur 13 points devient négligeable, grace 'ordre 4 du filtre sélectif.

On remarque en outre que la dissipation numérique est suffisamment faible pour résoudre
correctement les écoulements aux nombres de Reynolds Rer, = 103 et Rey, ;= 10*. Pour
ces valeurs de Rer,,, la dissipation numérique aux nombres d’onde tels que kA < /2 est
tres faible par rapport au niveau d’énergie dissipée par la viscosité. A titre indicatif, pour
kA = 7/8, le rapport entre dissipation visqueuse et dissipation numérique est de deux ordres
de grandeur pour Rer,, = 103, et d’un ordre de grandeur pour Rey, ;= 103.

Néanmoins, pour le nombre de Reynolds le plus élevé, Rer, = 10°, les niveaux de dis-
sipation visqueuse sont plus faibles et peuvent devenir équivalents a ceux de la dissipation
numérique sur une partie des nombres d’onde résolus. C’est le cas par exemple sur l'intervalle
m/8 < kA < /2. Les effets du filtrage sélectif deviennent donc significatifs pour ces nombres
d’onde, et la dissipation visqueuse n’est plus reproduite correctement par la simulation pour
ces nombres d’onde.

3.4 Conclusion

Une étude des erreurs numériques effectuées lors d’une simulation des grandes échelles
filtrées explicitement d’un cube de turbulence homogene isotrope et incompressible a été
menée.

Des formulations explicites, construites a partir de la densité spectrale de I’énergie cinéti-
que, des erreurs de différentiation, d’aliasing, de modélisation et de filtrage ont été déterminées
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et évaluées pour des schémas aux différences finies standards ou optimisés, associés a des filtres
discrets de méme nature. Les résultats obtenus ont en particulier donné des indications sur les
propriétés des algorithmes de discrétisation requises pour minimiser les erreurs numériques
lors d’une SGE :

e les problemes d’aliasing et la dissipation du filtrage sont intimement liés. L’étude des
densités spectrales des erreurs d’aliasing et de filtrage de la section 3.2.2 a fait apparaitre
que les erreurs d’aliasing étaient d’autant plus faibles que la fonction de transfert @(k)
du filtre différait de zéro pour |k| > (2/3)k., ou l'on rappelle que k. est le nombre
d’onde de coupure du maillage. D’autre part, les erreurs de filtrage sont directement
proportionnelles a la dissipation du filtre. L’algorithme de filtrage idéal correspond donc
a un filtre passe-bas effectuant une coupure spectrale au nombre d’onde k = (2/3)ke.
Ainsi, pour les nombres d’onde résolus tels que |k| < (2/3)k., les erreurs d’aliasing et
de filtrage sont nulles;

e de la méme maniere, les erreurs de différentiation sont réduites en utilisant un schéma
de différentiation spatial dont le nombre d’onde effectif & est proche du nombre d’onde
initial k. Le schéma idéal est alors un algorithme spectral dont la coupure se situerait au
nombre d’onde k = (2/3)k., de maniere a rester cohérent avec le filtrage idéal introduit
ci-dessus;

e la prépondérance de la dissipation numérique en regard de la dissipation visqueuse ne
pose plus de probleme si le filtre opére une coupure spectral & k = (2/3)k.. Dans ce
cas, la dissipation numérique pour les nombres d’onde résolus (|k| < (2/3)k.) est nulle.

De tels algorithmes numériques sont cependant difficile a réaliser dans la pratique. Les
méthodes spectrales sont en effet cotiteuses du point de vue informatique, et elles se limitent
généralement a des géométries simples car 'obtention d’une base orthonormée satisfaisant
aux conditions limites du probleme (périodicité, parois solides,. . .) est souvent délicat.

Dans la pratique, lors d’une SGE, des schémas aux différences finies et des filtres discrets
sont implémentés pour calculer les dérivés spatiales et séparer les échelles turbulentes. Comme
ces algorithmes ont une gamme d’utilisation limitée, il est nécessaire de faire des compromis,
d’une part afin d’équilibrer les différentes erreurs numériques, comme pour l'aliasing et la
dissipation du filtre, et d’autre part de maniere a optimiser au mieux le cout informatique
vis-a-vis de la précision de la résolution.

L’introduction des taux d’efficacité dans la section 3.2.2 a en effet montré que 'optimi-
sation des propriétés dispersives et dissipatives des algorithmes numériques permettait d’ac-
croitre a la fois les limites de précision et les taux d’efficacité des méthodes numériques, tandis
que 'augmentation de la taille des molécules de discrétisation n’apportait pas d’amélioration
systématique. Bien qu’ils présentent un léger déséquilibre entre aliasing et dissipation, les
schémas optimisés sur 11 et 13 points de Bogey & Bailly [14] se sont avérés étre bien adaptés
a la résolution numérique du probleme de la SGE d’un cube de turbulence incompressible,
puisqu’ils maximisent le rapport entre précision et cotut informatique.

Du point de vue des influences relatives des dissipations numérique et visqueuse sur la
dissipation totale, le calcul du bilan d’énergie pour le systeme discret dans la section 3.3 a
permis d’établir que la valeur du nombre de Reynolds est un parametre essentiel. Il apparait en
effet que quand le nombre de Reynolds augmente, la dissipation numérique reste sensiblement
constante alors que la dissipation visqueuse devient de plus en plus faible. Etant donné un
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algorithme de filtrage discret, il existe un nombre de Reynolds suffisamment grand pour lequel
la dissipation numérique deviendra prépondérante. Pour des écoulements a tres haut nombre
de Reynolds, le filtre doit ainsi étre tres peu dissipatif pour les échelles résolues afin de ne
pas couvrir la dissipation visqueuse.



CHAPITRE 4
Développement de schémas optimisés
pour le calcul aéroacoustique

Des les premiers développements de ’aéroacoustique numérique (ou CAA, pour Computa-
tional AeroAcoustic), la nécessité de disposer de schémas tres précis a été mise en avant [139].
Afin de satisfaire aux exigences de la CAA, des schémas peu dispersifs et peu dissipatifs ont
ainsi été développés en optimisant leurs propriétés dans ’espace de Fourier.

Pour l'intégration temporelle, les codes de calcul utilisés pour des problemes de mécanique
des fluides utilisent par exemple en général des schémas de Runge-Kutta (RK) d’ordre trois ou
quatre en raison de leur relative stabilité [51]. Cependant, le choix d’un algorithme d’avan-
cement en temps de par son seul critére de stabilité s’avere insuffisant en aéroacoustique
numérique. Plusieurs équipes de recherche ont ainsi développé des algorithmes de RK dont
les coefficients ont été déterminés de maniére a minimiser la dispersion et la dissipation sur
une gamme de fréquences donnée [14, 24, 51, 99]. Ces schémas de RK sont en outre a stockage
réduit puisqu’ils nécessitent 1'utilisation de seulement trois registres mémoire par variable. La
structure de ces algorithmes implique néanmoins que 'ordre formel ne peut étre supérieur a
deux pour des opérateurs non linéaires. D’autres schémas de RK ont cependant été proposés,
Williamson [161] a ainsi été le premier a développer un algorithme utilisant deux registres
mémoire, et qui permette d’augmenter ’ordre en non linéaire. De la méme fagon, Stanescu
& Habashi [121] ont récemment construit des schémas de RK, dont un algorithme ayant les
propriétés de dispersion et de dissipation d’un des schémas de Hu [51] en linéaire, tout en
étant d’ordre quatre en non linéaire. Le schéma a cependant une stabilité réduite. Un algo-
rithme de RK a stockage réduit, optimisé pour les opérateurs linéaires, d’ordre quatre en non
linéaire, et avec une limite de stabilité élevée a donc été développé dans ce travail afin de
compléter les outils d’intégration temporelle actuellement disponibles.

De maniere similaire, des algorithmes optimisés de différentiation spatiale et de filtrage
sélectif ont été proposés par plusieurs équipes de recherche. On notera ’existence des schémas
DRP, Dispersion-Relation-Preserving, de Tam & Webb [135], ou les schémas implicites de
Lele [60]. Bogey & Bailly [14] ont également récemment développé des différences finies et
des filtres sélectifs explicites, précis pour des ondes discrétisées par au moins quatre points par
longueur d’onde. Ces exemples d’algorithmes se rapportent cependant a des schémas centrés
utilisés sur des grilles uniformes, et des méthodes numériques possédant les mémes propriétés
peuvent étre requises pour des zones spécifiques du domaine de calcul.

En particulier, I'implémentation des conditions limites de rayonnement ou de paroi solide
nécessite généralement 1'utilisation de schémas décentrés qui réduisent localement I'ordre de
précision. Afin d’éviter une dégradation de la qualité de la résolution, 'utilisation de schémas
décentrés optimisés est donc recommandée. Visbal & Gaitonde [151] ont ainsi développé
des différences finies décentrées implicites, et Gaitonde & Visbal [34] ont proposé des filtres
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sélectifs décentrés qui ont permis d’effectuer des calculs acoustiques et aérodynamiques dans
des configurations complexes [35, 153]. Tam & Dong [137] ont par ailleurs fourni des différences
finies explicites, décentrées et optimisées dans l’espace de Fourier pour 'implémentation de
conditions de parois. Ces algorithmes ont par exemple été utilisés pour simuler le bruit de
screech d’un jet supersonique [114]. En s’appuyant sur des procédures d’optimisation simi-
laires, Lockard et al. [67] et Zhuang & Chen [165] ont également construit des schémas aux
différences finies décentrés. Cependant, on ne dispose pas actuellement de filtres sélectifs ex-
plicites décentrés et optimisés. Le développement de tels algorithmes est néanmoins un point
important, car les filtres décentrés standards sont particulierement instables [152].

Dans cette optique, des différences finies et des filtres sélectifs explicites sur sept et onze
points, dont les propriétés de dispersion et de dissipation sont optimisées dans ’espace de
Fourier, sont proposés ici. Ils sont construits de maniére a résoudre avec précision des per-
turbations avec au moins cinq points par longueur d’onde.

Le développement de I’algorithme de RK a stockage réduit, optimisé pour les opérateurs
linéaires et d’ordre quatre en non linéaire, est traité dans la section 4.1. Le calcul des coeffi-
cients de I'algorithme est abordés dans la section 4.1.1. Afin d’illustrer la précision du schéma,
des cas test de propagation linéaire et non linéaire sont ensuite résolus dans la section 4.1.2.
Les schémas décentrés peu dispersifs et peu dissipatifs sur sept et onze points sont ensuite
décrits dans la section 4.2. Les propriétés des différences finies et les filtres sélectifs sont ex-
posées dans les sections 4.2.1 et 4.2.2, et un cas test de propagation acoustique incluant des
conditions limites de paroi solide est résolu dans la section 4.2.3.

4.1 Algorithme de Runge-Kutta optimisé d’ordre quatre a
stockage réduit

4.1.1 Construction de ’algorithme de Runge-Kutta

L’objectif est d’intégrer numériquement a l’aide d’un algorithme de RK le systeme diffé-
rentiel :

ou
Frie F(u,t) (4.1)

ou 'opérateur F' est une fonction du temps ¢ et de la fonction inconnue wu(t). Plusieurs types
d’algorithmes de RK ont été formulés afin d’augmenter la précision de l'intégration, et de
réduire les besoins en mémoire [14, 51, 121].

Pour avancer temporellement de u" = u[nAt] a v = u[(n + 1)At], Hu et al. [51]
proposent d’utiliser ’algorithme a s étapes tel que :

S
ut =" Z’yjAthj(u) (4.2)
j=1

J
avec la convention FV = Fo...o F. Les 7; sont les coefficients de I’algorithme, et At est le
pas de temps. L’ordre formel de ce type de schéma d’intégration temporelle ne peut pas étre
supérieur a 2 si F' est un opérateur non linéaire. Pour augmenter I'ordre, la formulation a
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Tableau 4.1: Limites de stabilité, de dissipation et de dispersion des algorithmes de RK en pas de
temps par période, T/At = 27 JwAt.

Stabilité Dissipation Dispersion
|G(wAL)|<1  1—|G(wAt)|<5x10™%  |w*At—wAt|/m<5x1074
RK44 2.22 9.65 8.40
RK46-Stanescu 3.80 5.32 3.13
RK26-Bogey 1.59 3.29 4.10
RK46-NL 1.65 3.19 5.03

stockage réduit de Williamson [161] peut cependant étre utilisée :

{ wi = w1 + AtF (ui_1,t;) (4.3)

u; = ui—1 + Biwi 1=1,...,s

oll s est le nombre d’étapes, At le pas de temps, ug = u™, u" ! = u,, wyg = 0 et t; = (n+c;)At.
Les «; et 3; sont les coefficients de l'algorithme, et pour un schéma explicite on pose a; = 0.

Les coefficients y; de I’algorithme (4.2) sont optimisés dans ’espace de Fourier. Le schéma
ainsi obtenu, nommé RK46-L, est d’ordre quatre en linéaire, mais d’ordre deux en non
linéaire. Les valeurs de v; sont ensuite utilisées pour calculer les coefficients a; et §; de
I'algorithme (4.3), noté RK46-NL, qui est d’ordre quatre que 'opérateur soit linéaire ou non
linéaire.

Optimisation pour un opérateur linéaire

On suppose que l'opérateur F' est linéaire et qu’il ne dépend pas de la variable temporelle t.
En s’appuyant sur la méthode de Hu et al. [51], la transformée de Fourier de (4.2) donne le
facteur d’amplification de l'algorithme :

Wt (w u .
G(wAt) = a:(f)ﬁ;) =1+ Z’Yj(i&)At)J (4.4)
j=1

qui est mis sous la forme |G(wAt)|e™ At pour pouvoir étre comparé au facteur exact e™A?,
Pour une pulsation w, & chaque pas de temps At, le signal est dissipé de 1 — |G(wAt)|, et
lerreur sur la phase est de wAt — w*At.

L’ordre quatre est assuré en imposant v; = 1/j!, pour j =1 & j = 4. Les deux coefficients

restants 5 et g sont choisis de maniere a minimiser l'erreur intégrale

/2 lwAt — w*At]] d(wAt)
/ﬁ . {1 ~ |G (wan)| + PR — (4.5)

avec les contraintes
|1 — G(wAt)] >0
_ 4.6
din(1-|G|) . (4.6)
d(wAt) —
pour 0 < wAt < m, afin d’assurer la stabilité du schéma et de limiter les variations du facteur
d’amplification |G(wAt)|. La dispersion et la dissipation sont ainsi réduites sur l'intervalle



104

0.8t /
0.6} y
E* L
0.4f >~ -

0.2f

0.15 0.2 0.25 0.3
Be

Figure 4.1: Erreurs normalisées E* obtenues pour les cas test d’intégration temporelle, en fonction
de 66' Ala ........ A23 - A3; —t A4'

m/16 < wAt < w/2, i.e. pour des ondes ayant entre trente deux et quatre pas de temps par
période T'.

Les coefficients ; de I'algorithme RK46-L ainsi obtenu sont donnés dans le tableau D.1
de 'annexe D.

Conditions d’ordre en non linéaire et optimisation en non linéaire

Les coefficients 7; et les conditions d’ordre [121] qui assurent ’ordre formel en non linéaire,
conduisent a un systeme d’équations sur les coefficients «; et 3; de l'algorithme RK46-NL.
Cependant, un des parametre reste indéterminé et doit étre imposé. Des cas test ont été
résolus pour fixer la valeur de (g. Ces problémes sont définis dans ’annexe D, et les erreurs
obtenues, normalisées par les erreurs maximales, sont tracées sur la figure 4.1. On observe
que la précision dépend a la fois du cas test et de la valeur de Bg. On choisit alors comme
compromis la valeur g = 0.27. Les coefficients de I'algorithme RK46-NL pour cette valeur
de B¢ sont donnés dans le tableau D.1 de I’annexe D.

Dispersion et dissipation de ’algorithme RK46-NL

La stabilité de I’algorithme est d’abord vérifiée. Les limites de stabilité, obtenues quand
le facteur d’amplification vaut |G(wAt)| = 1, sont reportées dans le tableau 4.1 pour le RK
standard d’ordre quatre a quatre étapes (RK44), le RK d’ordre quatre a six étapes de Stanescu
& Habashi [121] (RK46-Stanescu), le RK d’ordre deux a six étapes développé par Bogey
& Bailly [14] (RK26-Bogey), et pour le schéma d’ordre quatre & six étapes construit ici
(RK46-NL).

La limite de stabilité de I’algorithme RK44 est d’environ 2 pas de temps par période.
Les algorithmes RK26-Bogey et RK46-NL ont des limites de stabilité identiques, égales a
wAt = 3.9, c’est a dire a 1.6 pas de temps par période, tandis que la limite du schéma
RK46-Stanescu est proche de wAt = 1.6, i.e. 3.8 pas de temps par période. La limite de
stabilité de I'algorithme RK46-NL est donc deux fois plus grande que celle de I'algorithme
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(a) (b)

Figure 4.2: Propriétés dissipatives et dispersives des algorithmes de RK. (a) Dissipation, et (b) dis-

persion en fonction de la pulsation wAt des algorithmes : -~ RK44, RK standard,
ordre 4 & 4 étapes; — » — RK46-Stanescu, RK de Stanescu & Habashi [121], ordre
4 & 6 étapes; — — — RK26-Bogey, RK de Bogey & Bailly [14], ordre 2 & 6 étapes;

RK46-NL, RK d’ordre 4 a 6 étapes.

RK46—-Stanescu.

La dissipation 1 — |G(wAt)| et la dispersion (erreur sur la phase) |wAt — w*At|/7 sont
maintenant représentées sur les figures 4.2.a et 4.2.b, en fonction de wAt, en échelles logarith-
miques. L’algorithme RK44 est le plus dissipatif, avec par exemple deux ordres de grandeur de
différence par rapport aux algorithmes RK26-Bogey ou RK46-NL pour wAt < 7/2, i.e. pour
plus de quatre pas de temps par période. Le taux de dissipation des schémas RK26-Bogey
et RK46-NL est inférieur & 5 x 1074 jusqu’a wAt = 7/2. Sur cette gamme de pulsations,
I’algorithme de RK46—Stanescu fournit une dissipation plus grande d’un ordre de grandeur.
Pour des pulsations plus hautes, ’algorithme RK46—Stanescu est par ailleurs instable, et les
schémas RK26-Bogey et RK46-NL ont une dissipation du méme ordre de grandeur.

Sur la figure 4.2.b, les dispersions des algorithmes RK46-Stanescu, RK26-Bogey et
RK46-NL sont similaires et inférieures & 5 x 10™* pour wAt < /2. Par exemple, pour
wAt = /4, Perreur due a la dispersion est réduite d’environ un ordre de grandeur par
rapport a 'algorithme RK44.

Ces résultats sont reportés dans le tableau 4.1 en terme de limites de précision. Deux
criteres sur la dissipation et la dispersion sont utilisés : 1 — |G(wAt)| < 5 x 107* et |w*At —
wAt|/m < 5 x 1074 La limite de dissipation de Palgorithme RK44 est d’environ dix pas de
temps par période, et sa limite de dispersion est de huit pas de temps par période. Pour le
schéma RK46—-Stanescu, les limites de dissipation et de dispersion sont respectivement de cing
pas de temps par période, et de trois pas de temps par période. Les algorithmes RK26-Bogey
et RK46-NL ont une limite de dissipation identique de trois pas de temps par période, et une
limite de dispersion de quatre et cinq pas de temps par période, respectivement. La limite
globale de précision de ’algorithme RK46-NL est donc de l'ordre de quatre pas de temps par
période.
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4.1.2 Cas test

Afin d’illustrer les propriétés du schéma de RK développé ici, deux cas test sont résolus :
la convection linéaire monodimensionnelle d’un paquet d’onde, et la propagation non linéaire
d’une impulsion de pression de forme Gaussienne.

Propagation linéaire

Pour le premier cas test, I’équation d’advection 1-D est résolue :

0 0

871: + C(‘TZ =0, avec c=1 (4.7)
avec un pas de temps déduit de la taille des mailles par At = CFL x Az/c. La perturbation
initiale a t = 0 est définie par la fonction,

u(z) = sin <§Z»> exp [— In(2) <3Z$)2}

qui est tracée sur la figure 4.3.a. Le contenu spectral est dominé par le nombre d’onde
kAx = /4, qui correspond a une onde discrétisée par 8 points par longueur d’onde.

Les dérivées spatiales sont évaluées avec un schéma aux différences finies d’ordre 50, de
maniere a ce que les erreurs dues aux calculs des dérivées spatiales soient petites comparées
aux erreurs liées a l'intégration temporelle. L’intégration temporelle est effectuée avec le RK
standard d’ordre quatre a quatre étapes (RK44), le RK d’ordre quatre a six étapes de Stanescu
& Habashi [121] (RK46-Stanescu), le RK d’ordre deux a six étapes développé par Bogey &
Bailly [14] (RK26-Bogey), et avec l'algorithme d’ordre quatre a six étapes RK46-NL. Le
probleme est résolu pour des nombres de CFL compris entre 0.1 et 1.3, jusqu’a t = 800.
L’onde est donc convectée sur une distance de 100 longueurs d’onde. L’erreur numérique est
calculée avec la norme L :

1
Enum = N Z |uc - Ue| (48)

ou u. et ue sont respectivement la solution calculée et la solution exacte, et N = 1200 est le
nombre de points du maillage.

L’erreur numérique F,,,, est tracée sur la figure 4.3.b en fonction du nombre de CFL.
Les conclusions de I’analyse de stabilité menée dans la section 4.1.1 sont confirmées ici. Le
calcul avec ’algorithme RK46—Stanescu diverge a CFL = 0.75, tandis que les calculs avec les
algorithmes RK26-Bogey et RK46-NL sont stables jusqu’a un nombre de CFL de 1.3.

Pour des nombres de CFL inférieurs a 0.6, erreur peut étre liée a l'ordre formel
des algorithmes. Quand le nombre de CFL décroit, l'erreur du schéma d’ordre deux
RK26-Bogey décroit en effet plus lentement que 'erreur des algorithmes d’ordre quatre RK44,
RK46—Stanescu et RK46—NL. Sur l'intervalle 0.2 < CFL < 0.6, ’erreur des calculs avec les
schémas RK46—-Stanescu et RK46-NL sont par ailleurs tres proches. A titre indicatif, pour un
nombre de CFL égal a 0.3, 'amélioration sur la précision est d’environ un ordre de grandeur
comparée aux algorithmes RK44 et RK26-Bogey.

Pour des nombres de CFL supérieurs a 0.6, la maximisation de ’ordre formel ne suffit
plus a assurer la précision du schéma puisque le pas de temps est relativement grand. L’erreur
est alors donnée par les propriétés dissipatives et dispersives de I'algorithme. Ainsi, I’erreur
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Figure 4.3: Cas test de propagation linéaire. (a) Perturbation initiale, et (b) erreur numérique en

fonction du nombre de CFL avec les algorithmes : --------- RK44, RK standard, ordre
4 & 4 étapes; — » — RK46-Stanescu, RK de Stanescu & Habashi [121], ordre 4 & 6
étapes; — — — RK26-Bogey, RK de Bogey & Bailly [14], ordre 2 & 6 étapes;

RK46-NL, RK d’ordre 4 & 6 étapes. (e : limite de stabilité pour le cas test).

commise par l'algorithme RK44 est plus importante que celle due aux schémas RK46-NL et
RK26-Bogey.

Propagation non linéaire

Le second cas test est un probleme de propagation non linéaire. Les équations d’Euler
1-D sont résolues sous leur forme adimensionelle :

U  OE P f
— 4+ — =0, with U=| pu |, and E= pu? +p (4.9)
ot Oz

pet u(per + p)

ol p est la masse volumique, u la vitesse, p la pression, et I’énergie totale est donnée par
per = p/(y — 1) + pu?/2 avec v = 1.4. Les dérivées spatiales sont calculées avec des différences
finies d’ordre 30 avec Ax = 1. Le domaine de calcul contient N = 800 points, et est suffi-
samment étendu pour qu’il ne soit pas nécessaire d’implémenter des conditions limites de
champ libre. Comme précédemment, I'intégration temporelle est effectuée avec le RK stan-
dard RK44, le RK d’ordre quatre a six étapes RK46—-Stanescu, le RK d’ordre deux a six
étapes RK26-Bogey, et avec l'algorithme d’ordre quatre a six étapes RK46-NL. En outre,
pour illustrer la nécessité d’utiliser la formulation & stockage réduit de Williamson [161] pour
assurer l'ordre quatre en non linéaire, le cas test est aussi résolu avec l'algorithme RK46-L
de la section 4.1.1.

La perturbation initiale est une impulsion de pression de forme Gaussienne, avec une
amplitude suffisamment importante pour qu’interviennent des effets nonlinéaires lors de la
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Figure 4.4: Cas test de propagation non linéaire. (a) Perturbation initiale, et (b) solution de
référence a t = 300.

propagation :
p=1

u=0 (4.10)

1
p=—+Ape
gl

ou o = 0.05, et Ap = 0.015. Cette perturbation est propagée jusqu’a t = 300 pour différents
nombres de CFL = cAx/At, avec une vitesse du son ¢ = 1. La solution calculée pour
CFL = 0.01 est utilisée comme solution de référence. La perturbation initiale et la solution
de référence sont représentées sur la figure 4.4. Un raidissement du front d’onde est visible
sur la solution de référence, a t = 300. L’erreur est évaluée avec la norme L suivant,

1
Enum = NZ’pc_pref’ (411)

ol p. et prey sont les pressions calculée et de référence.

L’erreur numérique E,,,,, obtenue pour les différents schémas de RK est tracée sur la fi-
gure 4.5 en fonction du nombre de CFL. Comme pour le cas test de propagation linéaire, 1’algo-
rithme RK46-Stanescu est le moins stable. Le calcul diverge aux environs de CFL = (.8, tan-
dis que les autres schémas peuvent étre utilisés jusqu’a CFL = 1.3. Pour des nombres de CFL
inférieurs a 0.5, 'erreur numérique est donnée par l'ordre de 'algorithme. Les algorithmes
d’ordre quatre, RK46—-Stanescu et RK46-NL, sont ainsi les plus précis pour CFL < 0.5. Com-
parée a 'algorithme RK44, la différence est d’environ un ordre de grandeur & CFL = 0.3. On
observe par ailleurs que pour ce cas test non-linéaire, le schéma RK46-L est d’ordre deux,
alors qu’il est d’ordre quatre en linéaire. Pour un nombre de CFL > 0.5, ’erreur n’est plus liée
a l'ordre des algorithmes, mais aux propriétés de dissipation et de dispersion des schémas. Les
erreurs des schémas RK26-Bogey, RK46-NL et RK46-L sont donc tres proches étant donné
que leurs propriétés de dissipation et de dispersion sont similaires.

On observe donc pour ce cas test que l'erreur est donnée par I'ordre du schéma pour des
petits nombres de CFL et par la dissipation et la dispersion pour des nombres de CFL plus

320
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Figure 4.5: Cas test de propagation non linéaire. Erreur numérique en fonction du nombre de
CFL avec les algorithmes : --------- RK44, RK standard, ordre 4 a 4 étapes; — & —
RK46-Stanescu, RK de Stanescu & Habashi [121], ordre 4 & 6 étapes; — — —
RK26-Bogey, RK de Bogey & Bailly [14], ordre 2 & 6 étapes; —+— RK46-L, RK
d’ordre 4 (en linéaire) & 6 étapes; RK46-NL, RK d’ordre 4 & 6 étapes. (o :
limite de stabilité pour le cas test).

grands. L’algorithme RK46-NL est ainsi précis sur une large gamme de nombre de CFL grace
a Poptimisation de ses caractéristiques pour un systéme linéaire et a son ordre formel égal a
quatre.

4.2 Schémas explicites décentrés optimisés
dans ’espace de Fourier

4.2.1 Différences finies

La dérivée spatiale d’une fonction f sur une grille uniforme (z;) peut étre approchée au
point x; avec le schéma aux différences finies décentré :

Q
() - & 5 wstesan o
v J

__p

ou Az est la taille des mailles, et les parametres a; sont les coefficients de I’algorithme.
L’approximation utilise P points a gauche de x;, et () points a droite de x;. La transformée
de Fourier spatiale du schéma (4.12) conduit au nombre d’onde effectif £* du schéma,

Q
KAz =—i Y a;elFT (4.13)
j=—P

En suivant par exemple les travaux de Tam & Webb [135], on se propose ici de déterminer les
coefficients a; en minimisant la dispersion et la dissipation de I’algorithme. Dans un premier
temps, afin d’assurer un ordre de précision minimum, les termes de la série de Taylor de
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Figure 4.6: Nomenclature des différences finies décentrées FDpg et des filtres sélectifs décentrés
SFpg. P est le nombre de points & gauche du point central, @ le nombre de points &
droite.

I'expression (4.12) sont annulés jusqu’a l'ordre quatre [49]. Les coefficients a; sont ensuite
déterminés de maniere a minimiser I’erreur intégrale,

/ " (1~ @)k — Re(k Aa)| + ofZm(k* Aa)| d(kAz) (4.14)

7/16 kAx

ou « est choisi entre 0 et 1 en fonction de l'algorithme. L’introduction de ce parametre
a a pour but d’équilibrer les erreurs de dispersion et de dissipation lors de l'optimisation.
Les bornes de l'intégrale sont choisies arbitrairement afin de minimiser les erreurs pour les
nombres d’onde entre KAz = 7/16 (32 points par longueur d’onde), et kAz = 7/2 (4 points
par longueur d’onde). Des différences finies d’ordre quatre, sur sept et onze points, ont été
développées avec cette méthode. Elles sont notées FDpg. Leurs coefficients sont donnés dans
les tableaux D.2 et D.3, en annexe D, et la nomenclature des schémas est indiquée sur la
figure 4.6.

Les propriétés dispersives et dissipatives des différences finies sur sept points sont respecti-
vement présentées sur les figures 4.7.a et 4.7.b, en fonction du nombre d’onde kAz, en échelles
logarithmiques. De la méme maniere, les propriétés des différences finies sur onze points sont
représentées sur les figures 4.7.c et 4.7.d, sur laquelle les courbes de dispersion du schéma
centré optimisé sur onze points de Bogey & Bailly [14] a été ajoutée pour comparaison.

Les figures 4.7.a et 4.7.b montrent que pour des nombres d’onde kAx inférieurs a environ
/2.5, soit pour plus de cing points par longueur d’onde, l'erreur de dispersion |kAz —
Re(k*Ax)|/m des schémas décentrés optimisés est faible, et reste inférieure & 5 x 1073, On
observe en particulier sur la figure 4.7.c, que la dispersion des schémas décentrés sur onze
points est similaire & celle du schéma centré optimisé de Bogey & Bailly [14]. Pour kAz >
/2.5, Perreur de dispersion est plus importante et ces nombres d’ondes sont donc mal résolus
par les schémas décentrés.
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Figure 4.7: Différences finies décentrées. (a) Dispersion, et (b) dissipation des schémas sur sept
points : — A — FDgy, — & — FDy5, —+— FDqg; (c¢) dispersion, et (d) dissipation
des schémas sur onze points, en fonction du nombre d’onde KAz : --------- FDss5,
FDys, — + — FD3r, FDag, © FDyg, — — — FDg1p.-

Sur les figures 4.7.b et 4.7.d, le facteur d’amplification e~ Im(k"Az) (eg différences finies
décentrées est tres proche de 1 pour kAz < 7/2.5. Ainsi, sur cette gamme de nombres d’onde,
I’amplitude des perturbations est peu affectée par ces schémas. Les nombres d’onde plus
grands, proches de la coupure du maillage, sont au contraire atténués ou amplifiés. En effet,
au voisinage kAx ~ 7, on observe que eIm(k*Az) 9 et e=Im(k"AZ) - 1 Par conséquent, les
ondes se propageant vers les x négatifs sont amplifiées, tandis que celles se propageant vers
les x positifs sont atténuées.

Des critéres de précision, définis par |[kAz — Re(k*Azx)|/m < 5x 1073 et |1 — IME"A?)| <
5 x 1073, sont maintenant introduits afin d’illustrer respectivement les erreurs de dispersion
et de dissipation. Ces limites de précision sont fournies pour les différences finies sur onze
points dont le tableau 4.2. Les limites du schéma centré optimisé sur onze points de Bogey
& Bailly [14] sont également indiquées a titre de comparaison.

Il s’avere que les schémas décentrés FDyg et FD37 ont des limites de dispersion de ’ordre de
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Tableau 4.2: Limites de dispersion et de dissipation des différences finies décentrées sur onze points,
en nombre de points par longueur d’onde A\/Ax = 27 /kAx.

Dispersion Dissipation
|kAz—Re(k* Az)|/m<5x10~3 [1—eZm (k" Az)| <55 103
A Az A Ax
FD55 3.51 0
FDyg 3.77 4.46
FD37 3.82 4.30
FD28 5.15 6.04
FD19 4.60 6.87
FDOlO 5.59 10.12

Tableau 4.3: Limites de dissipation et de dispersion des filtres sélectifs décentrés sur onze points,
en nombre de points par longueur d’onde A\/Ax = 27 /kAx.

Dissipation Dispersion
1-|G(kAx)|<5x1073 |pg (kAzT)|/m<5x10~3
A Ax A Az
SF55 4.00 0
SF4g 4.34 2.12
SF37 5.91 5.51
SF15 14.82 7.25

quatre points par longueur d’onde, qui sont donc proches de celle du schéma centré optimisé
sur 11 points. Les schémas FDsg, FD1g et FDg1g, qui ont une asymétrie plus prononcée, sont
plus dispersifs : leurs limites de dispersion se situent au voisinage de cing points par longueur
d’onde.

De maniere similaire, les limites de dissipation vont de \/Axz = 4.30 pour le schéma FpD37
a A/Az = 6.87 pour le schéma FDjg. La limite de dissipation des différences finies FDg19, qui
sont completement décentrées, est d’environ dix points par longueur d’onde. Ce schéma n’est
cependant utilisé que pour un seul point de maillage. La limite de précision de ’ensemble des
schémas décentrés optimisés sur onze points est donc de l'ordre de cing points par longueur
d’onde.

Ces limites de précision en dispersion et en dissipation montrent que les schémas aux
différences finies décentrés optimisés sur onze points résolvent correctement les ondes avec
au moins cing points par longueur d’onde. L’étude de la dissipation des schémas décentrés a
montré que les longueurs d’onde plus petites peuvent étre amplifiées et déstabiliser le calcul.
Ces nombres d’onde, qui sont proches de la coupure du maillage, doivent alors étre dissipés
par application d’un filtrage sélectif.
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4.2.2 Filtres sélectifs

Le filtrage d’'une fonction f sur une grille uniforme (x;) peut étre effectué avec 'algo-

rithme :
Q

fl@i) = f(xi) =0 Y dif(zi+ jA) (4.15)
j=—P
ott f¢ est la fonction filtrée, Az la taille des mailles, et o est une constante prise entre 0
et 1 qui défini I'intensité du filtrage. Les parametres d; sont les coefficients du filtre. Dans ce
qui suit, lors du calcul des coefficients d; et de I’étude des propriétés du filtre, I'intensité du
filtrage est fixée a sa valeur maximale, c’est a dire o = 1.
La transformée de Fourier spatiale de 1’équation (4.15) conduit & la fonction de transfert,

Q
G(kAz) =1— ) d;jelhae (4.16)
j=—P

L’ordre formel du filtre est imposé a ’aide d'un développement de Taylor quand k£ — 0
de la relation précédente. Un filtre d’ordre 2 est ainsi construit en imposant que G(k) =
1+ O(kAz?), quand kAx tend vers zéro. L’algorithme de filtrage doit par ailleurs atténuer
completement les oscillations maille-a-maille. En d’autres termes, la fonction de transfert est
telle que G(m) = 0. Ces contraintes étant posées, les coefficients d; sont alors déterminés en
minimisant I’erreur intégrale :

d(kAx)

—_ 4.17
kAx ( )

/2
/ : (1= )|l = G(kAD)| + aléa(kAw)]|
w/16

ou ¢g est 'argument de la fonction de transfert, et la constante a est choisie arbitraire-
ment entre 0 et 1, en fonction du filtre. Ce parametre d’ajustement permet d’équilibrer les
contributions des erreurs de dissipation et de dispersion lors de 'optimisation. La procédure
d’optimisation inclu aussi le critere,

|G(kAz)| <1, pour kAz >0 (4.18)

qui garanti la stabilité du filtre. L’erreur intégrale est ainsi évaluée sur l'intervalle de nombre
d’onde 7/16 < kAx < w/2, i.e. entre 32 et 4 points par longueur d’onde.

En s’appuyant sur la méthode exposée précédemment, des filtres décentrés d’ordre deux,
sur sept et onze points ont été développés dans le présent travail. Leurs coefficients sont donnés
en annexe D dans les tableaux D.4 et D.5, et les filtres sont notés avec la méme convention
que les différences finies décentrés, c’est a dire SFpg comme le montre la figure 4.6. La
procédure d’optimisation n’a cependant pas fourni de filtre completement décentré sur sept
ou onze points qui soit satisfaisant. Un filtre completement décentré sur quatre points sera
néanmoins proposé a la fin de cette section. De plus, le filtre sur onze points S¥i9 fourni par
la méthode d’optimisation est trop dissipatif. Le filtre sur sept points SFi5 sera donc utilisé
a la place du schéma SFig.

Le taux de dissipation 1 — |G (kAz)| et erreur de dispersion |¢g(kAx)| des filtres sur sept
et onze points sont présentés sur les figures 4.8.a et 4.8.b, et sur les figures 4.8.c et 4.8.d, en
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Figure 4.8: Filtres sélectifs décentrées. (a) Dissipation, et (b) dispersion des filtres sélectifs

décentrés sur sept points : — A — SFaq, — & — SFy5; (c) dissipation, et (d) disper-
sion des filtres sélectifs sur onze points, en fonction du nombre d’onde kAzx : ---------
SF55, —SF46, -+ - SF37, ——2— SFas.

échelles logarithmiques, en fonction du nombre d’onde kAz. Les propriétés du filtre centré
sur onze points de Bogey & Bailly [14] sont aussi tracées pour comparaison.

Comme le montrent les figures 4.8.a et 4.8.c, 'amplitude des petits nombres d’onde n’est
pas affectée significativement par le filtrage. Pour tous les schémas décentrés optimisés, ex-
cepté le filtre SF15 qui est légerement plus dissipatif, le taux de dissipation est en effet inférieur
a5 x 1072 jusqu'a kAx = /2.5, i.e. pour des perturbations avec au moins cinq points par
longueur d’onde. Le taux de dissipation du filtre SF5 reste malgré tout proche de 5 x 1073
pour des nombres d’onde tels que 7/16 < kAxz < 7/2.5. Par ailleurs, pour tous les filtres
décentrés, le taux de dissipation est important pour les ondes telles que kAx ~ 7, afin de
supprimer les oscillations maille-a-maille.

L’erreur de dispersion, présentée sur les figures 4.8.b et 4.8.d, est inférieure & 5 x 1073
jusqu’a kAx < w/2.5, i.e. pour les nombres d’onde qui sont tres peu affectés par la dissipation
des filtres. Pour kAx proche de 7, l'erreur est plus importante, mais ces nombres d’onde sont
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Figure 4.9: (a) Dissipation, et (b) dispersion du filtre sélectif compleétement décentré SFp3, en
fonction du nombre d’onde KAz : --------- SF5s5, SFo3.

supprimés par le filtre.

Les propriétés des filtres décentrés sont reportées dans le tableau 4.3, ou les limites de
précision pour la dissipation et la dispersion sont évaluées a ’aide des criteres 1 — |G(kAz)| <
5x 1073 et |pg(kAz)|/m < 5 x 1073.

Les limites de dissipation des filtres SF4¢, SF37 et SFag s’étendent de quatre a six points par
longueur d’onde. Le filtre Sri5 est plus dissipatif avec une limite proche de quatorze points
points par longueur d’onde. Ce filtre n’est cependant utilisé qu’a un seul point de maillage,
et son taux de dissipation est proche de 5 x 1073 pour kAz < 7/3, comme le montre la
figure 4.8.a. La limite de précision en dispersion du filtre SFy¢, qui est quasiment symétrique,
est proche de deux points par longueur d’onde. Elle est environ de cinq points par longueur
d’onde pour le filtre SFs7, et d’environ sept points par longueur d’onde pour les schémas SFog
et SF15. La limite de précision globale des filtres décentrés peut étre finalement fixée a cing
points par longueur d’onde puisque ceux-ci ne sont implémentés que sur un nombre réduit
de points du domaine de calcul.

D’un point de vue pratique, il est nécessaire de disposer d’un filtre completement décentré
afin d’éviter les instabilités numériques. La procédure d’optimisation décrite ci-dessus a cepen-
dant fourni des filtres complétement décentrés sur sept et onze points qui se sont avérés trop
dissipatifs. Un filtre d’ordre deux sur quatre points, noté Srgp3, a malgré tout été développé
dans ce travail en mettant uniquement 1’accent sur le taux de dissipation durant "optimisa-
tion. Ses coefficients sont donnés en annexe D dans le tableau D.6, et les propriétés du filtre
dans I'espace spectral sont tracées sur la figure 4.9.

Comme le montre 'erreur de dispersion de la figure 4.9.b, le filtre SFg3 est moins précis en
phase comparé aux autres filtres décentrés. La précision en amplitude est néanmoins similaire
a celle des schémas décentrés présentés précédemment. Le taux de dissipation, tracé sur la
figure 4.9.a, est en effet inférieur & 5 x 1073 jusqu’a kAx = 7/2.5. La limite de précision
en amplitude basée sur le critere 1 — |G(kAz)| < 5 x 1073 est ainsi de \/Ax = 5.41. Pour
les nombres d’onde plus petits, la dissipation de ce filtre est malgré tout plus grande d’un



116

(a) (b)

1 1
0.5 0.75f
=
&0 S o5
Q.
-0.5 0.25
-1 - ; - 0 : - -
-50 -25 0 25 50 1t/16 /8 /4 /2 T
x/Az EAz

Figure 4.10: (a) Perturbation initiale de pression, et (b) densité spectrale de puissance de la per-
turbation initiale, pour le cas test d’acoustique linéaire. Les bandes grises représentent
les parois solides.

ordre de grandeur par rapport a celles des autres filtres décentrés. Le filtre Srg3 sera donc
implémenté par la suite avec une intensité de filtrage o dix fois plus faible que celle utilisée
pour les autres filtres du domaine de calcul.

4.2.3 Propagation linéaire monodimensionelle

Un probléme d’acoustique linéaire 1-D est considéré sous la forme adimensionnelle :

Oou Op
ot " or 0
op  Ou (4.19)
ot oxr
sur un domaine de calcul qui s’étend de x = —50 a x = 50, avec une discrétisation uniforme

de taille de maille Ax = 1. Des conditions de parois solides sont implémentées aux frontieres
du domaine, ou ’on impose :

o _

=0 et
v e B

0, az=450 (4.20)
Numériquement, la dérivée spatiale Op/Odx est mise a zéro, et le gradient du/dzx est calculé a
partir des points intérieurs du domaine.

La perturbation initiale est définie a ¢ = 0 par,

p = cos <§Zc> exp {_ In(2) (bzx)?] (4.21)

avec a = 8, et b = 12. Le signal de pression correspondant est fourni par la figure 4.10.a et
sa densité spectrale de puissance sur la figure 4.10.b. on note que la perturbation a t = 0 est
dominée par une onde discrétisée par huit points par longueur d’onde.
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FDgy
SF11; FDnp
SFa2; FDo
SF33; FDss
SF44; FDuyg

Figure 4.11: Nomenclature des différences finies et des filtres sélectifs standards centrés, et du
schéma aux différences finies completement décentré FDy; .

Le systéme (4.19) est résolu jusqu’a t = 200. A cet instant du calcul, la composante de
la perturbation initiale qui se propage vers les x positifs, et celle qui se propage vers les x
négatifs se rejoignent apres deux réflexions sur les parois pour former une onde identique a
I’onde initiale. L’intégration temporelle est prise en charge par un schéma de Runge-Kutta
optimisé & six étapes [14], et les différences finies et le filtre sélectif centrés sur onze points
de Bogey & Bailly [14] sont utilisés pour les points intérieurs. Le nombre de CFL est pris
égal & 0.8, et conduit a un pas de temps At = 0.8. Deux valeurs de l'intensité du filtrage sont
considérées, 0 = 0.2 et 0 = 0.8.

La résolution du probléeme est abordée dans un premier temps en utilisant des schémas
aux différences finies et des filtres standards centrés pres des parois. Ces schémas sont des
algorithmes obtenus en maximisant 'ordre de précision. Au dernier point du domaine de
calcul, les schémas centrés ne peuvent plus étre utilisés et un schéma décentré sur deux points
est donc implémenté. Une vue schématique de ces algorithmes est donnée sur la figure 4.11.
Les schémas décentrés développés dans les sections 4.2.1 et 4.2.2 sont ensuite progressivement
substitués aux algorithmes centrés afin d’illustrer leurs précisions respectives. On notera que
ce calcul n’utilise pas de filtre completement décentré au premier et au dernier points du
domaine de calcul. Finalement, 'erreur est évaluée avec la norme Lo suivant,

LQ — Z(p _pe)2 (422)

22
ou p et p. sont respectivement la solution calculée et la solution exacte.

Les solutions calculées sont présentées sur la figure 4.12. Les figures 4.12.1a et 4.12.1b
montrent les solutions obtenues en utilisant uniquement des schémas centrés. La perturbation
est fortement atténuée pour les deux intensités de filtrage o = 0.2, et ¢ = 0.8. Sur les
figures 4.12.2a et 4.12.2b, les schémas centrés Fpg1, FD1; et SFi; sont remplacés par les
schémas décentrés FpDg1g, FD1g9 et SFi5. Les solutions calculées sont alors en bon accord
avec la solution exacte. Cependant, contrairement au cas avec o = 0.2, la solution calculée
avec 0 = 0.8, pour laquelle le filtrage est plus fort, est légerement atténuée. Finalement,
les solutions obtenues en utilisant uniquement des schémas décentrés sont présentées sur les
figures 4.12.3a et 4.12.3b. Avec cette configuration de schémas aux parois, une augmentation
de l'intensité du filtre de o = 0.2 (figure 4.12.3a) & o = 0.8 (figure 4.12.3b) n’affecte pas la
solution calculée de maniere significative. L’intensité du filtrage a donc peu d’effets sur la
précision de la solution obtenue.
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Figure 4.12: Solutions calculées pour le cas test de réflexion acoustique. Les bandes grises
représentent les parois solides. (a) o = 0.2. (b) o = 0.8. (1) différences finies centrées
et filtres sélectifs centrés. (2) les schémas FDg;, FD1; et SFy; sont remplacés par les

algorithmes FDg1g, FD1g et SFy5. (3) schémas décentrés optimisés.

calculée ; o, solution exacte.

, solution



119 Développement de schémas optimisés pour le calcul aéroacoustique

(a) (b)

1 Fa\
0.5
& 0
-0.5
-1 . . . . . .
=50 =25 0 25 50 -50 -25 0 25 50
x/Az x/Az

Figure 4.13: Solutions calculées pour le cas test de réflexion acoustique résolu avec les schémas
décentrés et le filtre SFg3. Les bandes grises représentent les parois solides. (a) o = 0.2,
(b) o0 = 0.8. Dans les deux cas, U'intensité du filtrage & la paroi est égale a o/10.
, solution calculée ; o, solution exacte.

L’erreur numérique obtenue pour le cas test est reportée dans le tableau 4.4 pour
différentes configurations de différences finies et de filtres sélectifs. De la colonne de gauche a
celle de droite, les schémas centrés sont progressivement remplacés par des schémas décentrés
optimisés. L’utilisation de schémas centrés et des schémas FDg; et FDg1g aux extrémités du
domaine induit une erreur numérique importante comme le montrent les deux colonnes les
plus a gauche. La substitution des différences finies FDg; par les différences finies FDg1¢ ne
semble pas améliorer la précision du calcul, ce qui suggere que ’essentiel de 'erreur est di
aux schémas centrés. L’implémentation des schémas FD1g et SFi5 a la place des algorithmes
FDi; et SFy; se traduit par un gain important en terme de précision. L’erreur décroit en
effet d’environ un ordre de grandeur pour o = 0.2 et o = 0.8 (troisieéme colonne a partir de
la gauche). Quand les schémas décentrés FDag et SFog sont ensuite introduits, l'erreur reste
identique a celle de la configuration précédente (quatrieme colonne & partir de la gauche). Le
remplacement des schémas FD33 et SF33 par les schémas FD37 et Sks7 divise 'erreur par trois
pour o = 0.2, et par deux pour o = 0.8 (cinquiéme colonne & partir de la gauche). Il n’y enfin
a pas d’amélioration significative lorsque les schémas FDyg et SFys sont introduits (colonne
la plus a droite). Finalement, pour le cas test considéré, 1'utilisation des schémas décentrés
optimisés a la place des schémas centrés standard induit un gain sur la précision d’au moins
un ordre de grandeur pour o = 0.2 et 0 = 0.8.

Le cas test est maintenant résolu en utilisant le filtre compléetement décentré Srp3 au
premier et dernier point du domaine de calcul. Les autres points au voisinage de la paroi
sont traités en utilisant les différences finies et les filtres décentrés optimisés sur onze points
comme sur les figures 4.12.3a et 4.12.3b. En pratique, le filtre SFg3 est implémenté uniquement
pour des raisons de stabilité. D’apres la figure 4.9.a, pour kAz < 7/2.5, le taux de dissipation
du filtre completement décentré est cependant plus grand d’un ordre de grandeur que celui
du filtre SFs5. Ainsi, afin d’éviter une atténuation excessive des perturbations, l'intensité du
filtrage utilisée pour le schéma SFg3, notée oy, est prise dix fois plus petite que 'intensité o
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aux autres points de maillage.

Deux calculs sont présentés ici : I'un avec o = 0.2, et 'autre avec ¢ = 0.8, conduisant
respectivement a oy, = 0.02, et oy, = 0.08 pour l'intensité du filtrage a la paroi. Les résultats
sont présentés sur la figure 4.13.a pour o = 0.2, et sur la figure 4.13.b pour ¢ = 0.8. Pour
o = 0.2, la perturbation calculée se superpose tres bien a la solution exacte. La solution
obtenue avec o = 0.8, sur la figure 4.13.b, est toujours en bon accord avec la solution exacte.
La dissipation de la perturbation est faible, et la précision est du méme ordre de grandeur
que celle obtenue pour la solution de la figure 4.12.3b, qui a été calculée avec o = 0.8 a I’aide
des schémas décentrés optimisés et sans filtre completement décentré a la paroi.

4.3 Conclusion

Un algorithme de Runge-Kutta d’ordre quatre, a stockage réduit et optimisé dans I’espace
de Fourier a été construit. L’algorithme a une limite de stabilité élevée et I'étude de ses
propriétés en dissipation et en dissipation a montré qu’il est précis a partir de quatre pas de
temps par période. L’ordre quatre est en outre assuré que le systeme a résoudre soit linéaire
ou non linéaire. Des cas test de propagation linéaire ou non linéaire ont ainsi été résolus. Il
s’avere que la précision est garantie pour les basses fréquences par ’ordre quatre du schéma
tandis que 'optimisation dans ’espace de Fourier pour un systéme linéaire permet de résoudre
avec précision les hautes fréquences.

Des différences finies et des filtres sélectifs explicites décentrés ont également été
développés en minimisant leurs erreurs de dispersion et de dissipation dans I’espace spectral.
Ces schémas sont précis jusqu’a cingq points par longueur d’onde. Un cas test de réflexion
acoustique a montré que l'utilisation de ces schémas décentrés optimisés conduit & une
amélioration significative de la précision comparé aux schémas centrés standards. Les al-
gorithmes numériques décentrés présentés dans ce chapitre ont par exemple été utilisés par
Barré [7] pour traiter des conditions limites de paroi, I'objectif étant de prendre en compte
la présence d’une tuyere lors de la simulation des grandes échelles d’un jet subsonique. De
la méme maniere, Marsden [73] a implémenté ces schémas décentrés afin d’effectuer le calcul
direct du bruit généré par un profil d’aile.

A noter par ailleurs que ’annexe E propose des schémas aux différences finies et des filtres
sélectifs de raccordement qui permettent de connecter deux maillages uniformes de taille de
maille Ax et 2Axz. Ces algorithmes peuvent étre par exemple mises en place pour déterminer
le champ acoustique lointain généré par un écoulement turbulent.



Tableau 4.4: Cas test de réflexion acoustique. Norme Lo de I’erreur pour différentes configurations de différences finies et de filtres sélectifs aux
frontieres du domaine. Colonne la plus a gauche : utilisation de schémas centrés, excepté FDg; au point de paroi; colonne la plus
a droite : utilisation des schémas décentrés optimisés; de gauche a droite : les schémas décentrés optimisés sont progressivement

11

substitués aux schémas centrés. Les schémas décentrés optimisés sont notés en gras.

FD44 & SF44 FD44 & SF44 FD44 & SF44 FD44 & SF44 FD44 & SF44 FD46 & SF46
FD33 & SF33 FD33 & SF33 FD33 & SF33 FD33 & SF33 FD37 & SF37 FD37 & SF37
FD22 & SF22 FD22 & SF22 FD22 & SFQQ Fng & SF28 Fng & SF28 FD28 & SF28
FD11 & SFH FDll & SF11 FD19 & SF15 FD19 & SF15 FD19 & SF15 FD19 & SF15
FDgy FDo10 FDo10 FDo10 FDo10 FDo10
oc=02 0.53 0.35 0.02 0.03 0.01 0.01
oc=0.8 0.72 0.85 0.10 0.10 0.06 0.05
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CHAPITRE 5

Simulation des grandes échelles
du screech d’un jet plan sous-détendu

Ce dernier chapitre est consacré a la simulation des grandes échelles (SGE) compressible
d’un jet plan tridimensionnel par des méthodes d’ordre élevé, 'objectif étant d’obtenir lors
d’un méme calcul le développement aérodynamique de 1’écoulement et le champ acoustique
rayonné. On s’attache en particulier dans ce travail a reproduire le bruit de screech. La mise
en place de la simulation et les parametres numériques sont détaillés dans la section 5.1.
Le développement turbulent et le champ acoustique de la SGE sont alors comparés aux
données expérimentales dans la section 5.2. Des visualisations de I’écoulement et du champ
proche acoustique issus de la SGE sont ensuite présentées afin d’interpréter les sources de
bruit & lorigine du screech selon le mécanisme de fuite des chocs (shock-leakage) proposé par
Suzuki & Lele [125]. Une étude qualitative de 'interaction entre les chocs et les structures
tourbillonnaires est ainsi proposée dans la section 5.3.

5.1 SGE compressible d’un jet plan sous-détendu

5.1.1 Stratégie pour la SGE et méthodes numériques

Les méthodes numériques et la stratégie mise en place pour la SGE sont présentées
en détail dans le chapitre 2. Les équations de Navier-Stokes filtrées données par ’expres-
sion (2.28) sont donc résolues afin d’effectuer la SGE d’un jet plan sous-détendu. Des algo-
rithmes d’ordre élevé sont utilisés pour les discrétisations spatiales et temporelles et pour
le filtrage sélectif. Des conditions aux limites de périodicité sont implémentées dans la di-
rection z, cependant que des conditions non-réfléchissantes sont mises en place suivant les
directions z et y. Une zone éponge est également placée a l'extrémité aval du domaine de
calcul pour atténuer progressivement les perturbations aérodynamiques. La tuyere du jet,
qui est un élément nécessaire a ’apparition du screech, est prise en compte par deux plaques
planes adiabatiques, séparées par une distance h qui défini la hauteur du jet. A Dintérieur
de la buse, la méthode des caractéristiques est utilisée pour spécifier les conditions d’entrée.
Une vue schématique du domaine de calcul et du systeme de coordonnées Cartésiennes est
fournie sur la figure 5.1,

TDans la suite de ce chapitre, on parlera pour la direction z de direction longitudinale ou aziale, tandis que
I'adjectif transversal sera associé a la direction y. La direction de [’envergure ou direction latérale correspondra
a la direction z, et le plan médian se référera au plan (x,y,z = 0).
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Figure 5.1: Vue schématique du domaine de calcul et de I’écoulement. Le systéme de coordonnées
Cartésiennes (z,y, z) est également indiqué.

5.1.2 Parameétres de simulation

Conditions d’entrée

Le jet est supposé issu d’une tuyere convergente. La vitesse d’éjection en sortie de tuyere
est alors sonique, et le nombre de Mach d’éjection My = U./c. est égal & 1, en notant U, et
c. la vitesse sur 'axe et la vitesse du son au niveau de la sortie de la buse. Le milieu ambiant
dans lequel le jet se développe est considéré comme étant au repos. Il est immobile et est
caractérisé par une pression po = 10° Pa et une densité ps = 1.22 kg.m 3. La température
d’éjection T, est ensuite choisie de maniere a avoir une température d’arrét isentropique 7.,
ou température du réservoir, égale a 288 K, avec :

1 -1
T.=1T, (1 + 72M§> (5.1)
Pour que le jet soit sous-détendu et qu’il se forme des cellules de choc, la pression d’éjection

Pe est imposée supérieure a la pression ambiante, avec p./ps = 2.09. Le nombre de Mach
équivalent du jet M; est alors déduit de la relation :

B 1/2
o 2 e Pe. 1=1/v
= {2 () () o

qui fournit M; = 1.55 (¢f. 'annexe A pour une définition de M;). Krothapalli et al. [59]
observent en effet que pour un jet rectangulaire de rapport longueur/largeur important, le

maximum de rayonnement du screech est atteint pour cette valeur de M;. La pression en
sortie de tuyere p. étant fixée, la vitesse d’éjection U, sur l'axe est donnée par l’expres-
sion Ue = Mgr/7YPe/pe, qui fait intervenir la densité p. sur I’axe en sortie de buse, qui est
déterminée a l'aide de I’équation des gaz parfaits : p. = pe/(rTe).

Dans une section de la tuyere, les variables de I’écoulement varient peu au voisinage de
I’axe. Cependant, a proximité des surfaces solides, il est nécessaire d’introduire un profil de
couche limite pour respecter la condition de non-glissement. Ainsi, prés des parois, le profil
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Tableau 5.1: Parametres de simulation pour le calcul du screech d’un jet plan sous-détendu.

M;  pe/pss h (mm) My d9/h Rey, JANSY At (s)
1.55  2.09 3 h/4 3x1072 6x10* h/40 8.6 x 1078

de la vitesse longitudinale est une approximation de la couche limite laminaire de Blasius
définie par ’expression,

U n2—2n*+n*) si n<l1 (5.3)
U. 1 si pn>1 '

ou 7 est la distance a la paroi, normalisée par 1’épaisseur de la couche limite . Les autres
composantes de la vitesse, v et w, sont choisies nulles. Au-dehors des couches limites, la vitesse
longitudinale u est uniforme et égale a U, et les composantes transversales de la vitesse sont
nulles, soit v = w = 0.

L’épaisseur de la couche limite ¢ est un parametre essentiel du jet. Les mesures de Za-
man [163] effectuées sur les couches limites en sortie de buse de différents jets ronds subso-
niques montrent que pour des nombres de Reynolds de Iordre de 10°, I’épaisseur de quantité
de mouvement &y de la couche limite est tres faible, de 'ordre de dg/D ~ 1073, si D est le
diametre du jet. Numériquement, il est tres cotteux de mailler une couche limite aussi fine.
L’épaisseur de quantité de mouvement est alors fixée pour la simulation & Jp/h ~ 1072 afin
de pouvoir utiliser un maillage de taille raisonnable

Le profil de densité est finalement déterminé grace a la relation de Crocco-Busemann [160],

-1
_[1_<1_1>U_HM3(U_1>U] (5.4)
Pw pw  pe) Ue 2 Ue Ue

qui fait intervenir la densité sur la paroi de la tuyere p,,. Pour une surface solide adiabatique,
la température sur la paroi T, est égale a la température d’arrét isentropique. On en déduit
ainsi pour la masse volumique la relation py, = pe/rT,.

La hauteur h du jet est de 3 mm, et ’épaisseur h; de la levre de la tuyere est identique
a celle du montage expérimental de Raman & Rice [95], c’est & dire hy = h/4. Le nombre
de Reynolds est construit sur la vitesse équivalente Uj, elle-méme définie par U; = Mjc;. La
vitesse du son ¢; = /47T dépend de la température T); dans le jet équivalent, qui est évaluée
en substituant Tj a T, et M; a M, dans la relation (5.1). Finalement, Rej, = Ujh/v est égal
a6 x 10%

Le tableau 5.1 résume les parametres utilisés pour la simulation.

Maillage et parametres numériques

Le maillage utilisé est Cartésien et est constitué de 525 x 257 x 121 ~ 16.3 x 10% points,
avec une discrétisation de la hauteur du jet par 40 points. La taille de maille la plus petite
est définie par A,,, = h/40 et conduit & discrétiser la couche limite dans la buse avec 7 points.
Une vue de la grille utilisée est donnée sur la figure 5.2. Dans la direction longitudinale,
la taille de maille Ax est prise égale & 5/3A,,. La buse s’étend sur 0.6h & l'intérieur du
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Figure 5.2: Vu du maillage Cartésien irrégulier, dans les plans (zy) et (yz), utilisé pour la simulation
du jet plan sous-détendu. Seulement un point sur quatre de la grille ont été représenté
pour plus de clarté. La ligne en tiret indique le commencement de la zone éponge, et
les surfaces blanches représentent les levres de la tuyere.

domaine, et le maillage est uniforme entre z/h = 0 et x/h = 15. Les mailles sont ensuite
étirées avec un taux de 0.8% jusqu'a xz/h = 25. Au-dela de ce point, le taux d’étirement est
de 6% sur les vingt derniers points pour construire la zone éponge. Suivant 'axe des y, au
centre du domaine, pour |y/h| < 0.9, le maillage est uniforme avec Ay = A,,. Au-dela de
y/h = £0.9h les mailles sont étirées avec un taux de 2% jusqu'a y/h = £8. Dans la direction
z de lenvergure, le maillage est uniforme, avec Az = 5/3A,,. Le domaine couvre ainsi une
étendue de 5h suivant cette direction.

Finalement, le domaine de calcul util, i.e. en dehors de la zone éponge, a les dimensions
suivantes : 25.6h x 16h x 5h. Il donne acces au champ proche acoustique, et est suffisamment
étendu dans la direction de I’écoulement pour que le jet atteigne un régime subsonique en
aval.

Le pas de temps est basé sur le nombre de CFL = (U; + ¢j)At/A,, qui est pris égal a 1.
On en déduit ainsi que At ~ 8.6 x 1078 s. Il sera alors nécessaire de calculer 600 itérations
pour simuler une période du screech. La simulation présentée dans ce chapitre a été effectuée
sur 80000 itérations, afin de disposer d’une centaine de périodes du screech et de s’assurer
que les grandeurs statistiques ont bien convergé. Le filtrage sélectif est appliqué une fois par
itération avec un coefficient o = 0.9.

5.2 Résultats et validation

5.2.1 Instantané des champs de vorticité et de pression

Une vue instantanée du champ de vorticité w, suivant I’envergure est représentée sur la
figure 5.3 sur I’ensemble du domaine de calcul. Une large gamme d’échelles turbulentes est
visible. En particulier, des petites échelles caractéristiques des écoulements a haut nombre
de Reynolds sont présentes. Des isocontours de pression sont également tracés dans le plan
z/h = —2.5. On observe de part et d’autre du jet des fronts d’onde se propageant vers ’amont.
Ce rayonnement acoustique est typique du bruit généré par le screech, et il sera montré dans
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Figure 5.3: Visualisation du champ instantanée de vorticité w, suivant I’envergure, dans ’ensemble
du domaine. Les fluctuations de pression instantanées sont également tracées dans les
plans z/h = —2.5 et y/h = —8. Les lévres de la tuyere sont représentées en gris.

la section 5.2.4 que le phénomene est effectivement périodique et qu’il oscille & une fréquence
fondamentale fs, qui correspond & un nombre de Strouhal St = f.h/U; égal a 0.126.

5.2.2 Champ moyen

Vitesse axiale moyenne

Une cartographie de la vitesse axiale normalisée u/U; dans le plan médian (z,y) est
proposée sur la figure 5.4. Cette représentation du champ moyen fait clairement apparaitre
une structure périodique de cellules de choc qui s’étend dans la colonne du jet et qui résultent
de la surpression imposée en sortie de tuyere. On observe que ces cellules de choc sont
composées de zones de détente et de compression qui s’accompagnent d’accélération et de
ralentissement de I’écoulement, et qui s’affaiblissent progressivement dans la direction aval. En
effet, 'interaction entre la couche de mélange et le réseau de chocs devient plus intense quand
les structures tourbillonnaires se développent dans la couche de mélange, et les gradients de
vitesse et de pression sont par conséquent atténués.

La ligne sonique est également indiquée sur la figure 5.4. Elle correspond aux points ou
le nombre de Mach moyen est égal a 1 et permet de délimiter le cone supersonique du jet,
qui s’étend pour ce calcul jusqu'a x/h = 22. Cette position est cependant plus en aval que
celle fournie par Krothapalli et al. [59] pour un jet rectangulaire a M; = 1.52, qui trouvent
expérimentalement que la région supersonique de 1’écoulement s’arréte sur ’axe a x/h = 15.
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Figure 5.4: Cartographie de la vitesse moyenne longitudinale @/U;, dans le plan médian (z,y) du

jet. — — —, ligne sonique (M = 1). Les rectangles noirs représentent les levres de la
tuyere.
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Figure 5.5: (a) Espacement Lg/h entre les cellules de choc en fonction du nombre de Mach
équivalent M;. Mesures sur des jets rectangulaires : x, Panda et al. [87]; +, Raman &
Rice [95]. , Formulation analytique de Tam [132] pour un jet plan; e, présent
calcul. (b) Intensité des chocs p1/pec — 1 pour les trois premieres cellules (p; est la
pression maximale atteinte juste en amont du choc). —e—, mesures de Raman [97]
pour un jet rectangulaire a M; = 1.55; ----W---, présent calcul.

Cet écart peut étre attribué au développement turbulent du jet. En effet, la couche de mélange
de la SGE est probablement plus large que celle du dispositif expérimental de Krothapalli et
al. [59]. Une couche de mélange plus fine se développe en effet plus rapidement, ce qui tend
a dissiper plus rapidement les chocs. La décroissance de la vitesse sur ’axe est alors plus
marquée.

Cellules de choc

L’espacement moyen entre les cellules de choc issus du champ moyen de la SGE est
présenté sur figure 5.5.a, ou 'espacement L,/h est aussi tracé en fonction du nombre de
Mach équivalent M;, pour différentes expériences sur des jets rectangulaires. Il apparait que
I’espacement entre les chocs fourni par le calcul est 1égerement plus petit que celui des données
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expérimentales. Cette tendance peut néanmoins étre associée a 1’épaisseur de la couche de
mélange. En effet, en s’appuyant sur le modele de Tam [132], il est possible de considérer que
la colonne du jet agit comme un guide d’onde pour les discontinuités, et que les réflexions
successives des chocs de compression et des ondes de détentes sur la ligne sonique contribuent
a former le réseau de cellules de choc. L’espacement entre les chocs est ainsi relié a la hauteur
du cone supersonique, qui est relativement petite pour le présent calcul a cause de 1’épaisseur
initiale de la couche de mélange. En sortie de tuyere, la hauteur du cone supersonique est
en effet égale & h* ~ 0.8h. L’espacement Lg/h*, qui est alors égal & 2.7, est en bon accord
avec les résultats expérimentaux présentés sur la figure 5.5.a. A noter par ailleurs que cette
hypothese est confirmée par le modele de Morris & Bhat [82], qui montre en particulier que
pour des jets circulaires, 'espacement entre les chocs diminue quand la couche de mélange
devient plus épaisse.

L’intensité des chocs est maintenant considérée. Cette grandeur est définie comme le rap-
port entre la pression juste en amont des chocs de compression et la pression ambiante. Les
intensités des chocs obtenues dans la simulation sont comparées aux mesures effectuées par
Raman [97] sur un jet rectangulaire & un nombre de Mach identique (A; = 1.55). Il ap-
parait que les valeurs obtenues par le calcul et par 'expérience pour le premier choc sont en
bon accord. Les intensités des deuxieme et troisieme chocs fournies par la simulation sont
cependant plus grandes que celles mesurées par Raman [97]. Il semble donc que le processus
d’affaiblissement des chocs vers ’aval n’est pas bien reproduit par le calcul. Cette tendance
peut étre liée d’une part au développement de la couche de mélange, qui est la premiere cause
de dissipation des chocs. Dans la SGE, I’écoulement en sortie de tuyére est en effet laminaire.
Or, il est probable que pour les jets étudiés en laboratoire la couche limite dans la buse soit
turbulente [163]. Par conséquent, le développement des structures tourbillonnaires plus en
aval doit différer de celui obtenu par le calcul présenté dans ce chapitre. De plus, le caractere
périodique du jet simulé ne permet pas de reproduire le développement turbulent des jets
rectangulaires dans la direction du grand axe, puisqu’il est du a la croissance des couches de
mélange latérales. Les mesures de Raman [96] montrent par exemple que le champ moyen de
pression associé a un jet rectangulaire choqué présente une structure tridimensionnelle, et que
cette tendance est plus particulierement visible quand on se déplace vers I'aval. Cette obser-
vation pourrait expliquer le fait que le calcul reproduit correctement 'intensité du premiere
choc tandis que les intensités des chocs plus en aval sont surestimées.

Distribution transverse de la vitesse moyenne

La figure 5.6.a fournit 1’évolution axiale de la demi-largeur &g 5/h du jet. Dans la partie
amont de I’écoulement, pour z/h < 5, la demi-largeur est modulée par les zones de détente et
de compression des deux premieres cellules de choc. Entre x/h = 5 et x/h = 15, la distribution
de vitesse s’élargit de maniere linéaire. La demi-largeur peut alors étre mise sous la forme
do5 = a(x — xp), ou a est le taux de croissance et zy l'origine fictive du jet. Ainsi, pour
5 < x/h < 15, le taux de croissance est relativement petit et égal & 0.05. Plus en aval, a
x/h = 20, des structures tourbillonnaires plus grandes apparaissent dans 1’écoulement et le
taux de croissance atteint la valeur 0.18. Ce résultat est cohérent avec le taux de 0.16 mesuré
par Krothapalli et al. [59] pour un jet rectangulaire au nombre de Mach M; = 1.52, dans la
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Figure 5.6: (a) Demi-largeur 8y 5/h du jet en fonction de la position longitudinale x/h. (b) Profil

latéral de vitesse longitudinale moyenne normalisée par la vitesse sur l'axe uw/U,,, en

fonction de y/dg.5. —, profil fournit par la relation (5.5) ; 0, profils expérimentaux

de Gutmark & Wygnanski [45] ; [, profils expérimentaux de Bradbury [23]. +, présent
calcul & z/h = 25.

région située entre xz/h = 40 et x/h = 80.
La distribution transverse de la vitesse moyenne axiale w/U,, normalisée par la vitesse
sur 'axe est donnée sur figure 5.6.b en fonction de y/dp5. Les résultats expérimentaux de
Gutmark & Wygnanski [45] et de Bradbury [23], ainsi que le profil analytique autosimilaire
obtenu pour un jet plan :
uo 1
Upn  cosh?(0.88y/d0.5)

(5.5)

sont également indiqués sur la figure 5.6.b. Les différents profils se superposent tres bien sur
I’ensemble du domaine transversal.

5.2.3 Modes d’oscillation de la couche de mélange

Le développement de la couche de mélange dans le jet est maintenant étudié en s’ap-
puyant sur les fluctuations de vitesse fournies par la SGE, 'objectif étant de caractériser les
instabilités aérodynamiques présentes dans 1’écoulement.

Instabilités dominantes

L’évolution axiale des modes d’instabilité est considérée dans un premier temps. Les
spectres des fluctuations de vitesse longitudinale et transversale v’ et v sont ainsi déterminés
dans la couche de mélange, le long de la ligne (z,y = h/2,z = 0), qui est représentée
sur la figure 5.7 indiquant la position des différents points de mesure. L’évolution dans la
direction longitudinale de la densité spectrale de puissance de la composante de vitesse u’ est
donnée sur la figure 5.8.a en fonction de la position x/h, sous la forme d’une cartographie
en échelle de couleur logarithmique. Dans la région amont de I’écoulement, pour z/h < 10,
le mode dominant oscille a la fréquence fondamentale du screech : St = 0.126. L’amplitude
des perturbations de vitesse de ce mode est de plus modulée de maniere significative par
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Figure 5.7: Définition des points de mesures dans le plan médian (z,y) du jet.

les cellules de choc, comme l'indiquent les variations prononcées de la densité spectrale au
voisinage des chocs. Plus en aval, pour z/h > 15, linstabilité a la fréquence du screech
disparait et laisse place a un mode basse-fréquence avec un contenu spectral relativement
large-bande. La fréquence centrale de ce mode décroit par ailleurs légerement avec la position
x/h. Le nombre de Strouhal correspondant est en effet de 0.054 en x/h = 15, mais de 0.036
en x/h = 25. A noter que ces fréquences ne sont pas des sous-harmoniques du screech.

La figure 5.8.b présente maintenant 1’évolution longitudinale de la densité spectrale de
puissance des perturbations v’. D’une maniére similaire & la composante ', le mode d’oscil-
lation dominant de la couche de mélange possede une fréquence identique au fondamental
du screech. La modulation par le réseau des cellules de choc est cependant plus faible, et ce
mode est visible jusqu’a x/h = 22. Pour x/h > 15, un pic basse-fréquence apparait, mais
contrairement au mode identifié pour %' en aval, le nombre de Strouhal correspondant est
sensiblement constant et égal a 0.045.

Symétrie transversale des modes

Les modes d’oscillation de la couche de mélange identifiés ci-dessus peuvent étre classés en
utilisant 'interprétation de Thomas & Prakash [147] des instabilités d’un jet plan en terme de
modes sinueux ou variqueux. Les répartitions de phase des instabilités qui se développent dans
la couche de mélange sont donc étudiées a I'aide des interspectres des fluctuations de vitesse
longitudinale v’ et latérale v’. Les points de mesures se situent dans la zone aérodynamique de
I’écoulement, de part et d’autre du jet, aux positions (x/h,y/h) = (1.3,0.5) et (z/h,y/h) =
(1.3, —0.5), symbolisées par ST et S~ sur la figure 5.7. L’interspectre des signaux de vitesse
longitudinale u’ obtenus en ces deux positions est noté P,,. De la méme maniere, on associe
aux fluctuations de vitesse v’ un interspectre P,,. Les grandeurs déduites des interspectres
sont 'amplitude | P|, la cohérence C' et la phase . Elles sont données sur les figures 5.9.al,
5.9.a2 et 5.9.a3 pour les perturbations de vitesse longitudinale v/, et sur les figures 5.9.b1,
5.9.b2 et 5.9.b3 pour les fluctuations de vitesse latérale v’.

L’amplitude |P,,| déterminée pour les perturbations de vitesse longitudinale v’ fait ap-
paraitre quatre pics harmoniques dont le fondamental correspond a la fréquence du screech.
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Figure 5.8: Evolution dans la direction longitudinale des densités spectrales de puissance des fluc-
tuations de vitesse dans la couche de mélange, le long de la ligne (x,y = h/2,z = 0), en
échelle logarithmique. (a) Perturbations axiales ', et (b) fluctuations transverses v'.
Les positions des chocs sont indiquées par le symbole e.

De plus, la cohérence (', met en évidence que ces harmoniques sont cohérentes dans les
couches de mélange de part et d’autre du jet, puisque C,, atteint pour ces quatres harmo-
niques des valeurs proches de 1. Finalement, la phase ¢,,,, qui donne des renseignements sur

la différence de phase entre les perturbations qui sont convectées en y = h/2 et en y = —h/2,
montre que le fondamental et le deuxieme harmonique du screech sont antisymétriques, tan-
dis que le premier et le troisieme harmonique sont symétriques. On a en effet, @, (fs) = —,

uu(2fs) =0, Yuu(3fs) = m et puu(4fs) =0, si fs est la fréquence dominante du screech.

Si on considére maintenant l'interspectre basé sur les fluctuations de vitesse latérale v/,
il s’avere que l'amplitude |P,,| présente une allure similaire & celle obtenue avec u'. Une
série de raies coincidant avec les harmoniques du screech sont effectivement visibles sur la
figure 5.9.b1. Les perturbations a ces fréquences sont en outre cohérentes comme le montre C,,
qui reste proche de 1 aux nombres de Strouhal correspondant. La phase ¢, de 'interspectre
prend néanmoins des valeurs opposées a celles de ,,,. On distingue sur la figure 5.9.b3 que le
fondamental et le deuxieme harmonique sont symétriques, alors que le premier et le troisieme
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Figure 5.9: Interspectres des fluctuations de vitesses de part et d’autre du jet, en (x/h,y/h) =
(1.3,0.5) et (z/h,y/h) = (1.3,—0.5), en fonction du nombre de Strouhal St = fh/U;.
e, Fondamental du screech (f); A, 1°* harmonique (2f;); m, 2°™¢ harmonique (3f;);
*, 3¥m¢ harmonique (4f,). (a), Interspectre des fluctuations de vitesse axiale u’; (b),
interspectre des fluctuations transversales v’. (1), Amplitude |P|; (2), cohérence C;

(3), phase .
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Figure 5.10: Interspectre des fluctuations transversales de vitesse v’ de part et d’autre du jet,
en (z/h,y/h) = (22.5,0.5) et (z/h,y/h) = (22.5,—0.5), en fonction du nombre de
Strouhal St = fh/U;. (a), Amplitude |P,,|; (b), cohérence Cy,; (c), phase @y,.
o, St = 0.045.
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15

Figure 5.11: Variation de phase Ap/(27) des fluctuations de vitesse v/, en fonction de la position
longitudinale z/h, pour le fondamental et le premier harmonique du screech, sur la

ligne y = h/2 (¢/h = 0). ---+---, Fondamental (f;); ----x---, premier harmonique
(2fs)-
harmonique sont antisymétriques, puisque @, (fs) = 0, @ (2fs) = —m, puu(3fs) = 0 et
Puu(dfs) = m.

Ces informations sur les répartitions de phase des fluctuations de vitesse longitudinale et
transverse du jet permettent d’identifier les modes d’instabilité du jet soumis au screech. En
effet, si v’ est antisymétrique et v' est symétrique, alors le mode d’oscillation est un mode
sinueux (ou de battement). Par ailleurs, si v’ est symétrique et v’ est antisymétrique, le mode
d’oscillation est un mode variqueux. On en déduit ainsi que les instabilités qui se développent
dans la couche de mélange du jet a la fréquence du screech et au deuxieme harmonique sont
des modes sinueux, alors que les perturbations au premier et troisiéme harmonique sont celles
d’un mode variqueux. Ces résultats sont en accord avec les observations expérimentales de
Raman & Rice [95] qui constatent sur un jet rectangulaire & M; = 1.44 des distributions de
phase identiques pour les modes de la couche de mélange oscillant aux fréquences fs, 2fs et
3fs.

Une étude similaire peut étre menée pour le mode basse-fréquence observé pour les fluc-
tuations de vitesse transversale v’ dans la région aval du jet. L’interspectre P,, est ainsi calculé
entre les points situés en (x/h,y/h) = (22.5,0.5) et (x/h,y/h) = (22.5,—0.5). L’amplitude
| P,y ], 1a cohérence C,, et la phase ¢, sont respectivement tracées sur les figures 5.10.a, 5.10.b
et 5.10.c. L’amplitude | P, | fait apparaitre un pic & St = fh/U; = 0.045. La cohérence & cette
fréquence est d’environ 0.85, et est donc suffisamment importante pour pouvoir conclure que
les perturbations de vitesse sont corrélées de part et d’autre du jet. La différence de phase
(yy montre ensuite que ce mode d’oscillation basse fréquence est symétrique car p,, = 0
a St = 0.045. La couche de mélange subit par conséquent un mode d’oscillation de type
variqueux mais qui n’'implique que la vitesse transverse v’.

Vitesse de convection

La vitesse de phase est ici déterminée en se basant sur les fluctuations u’ de la vitesse
longitudinale dans la couche de mélange. Les points de mesure se situent sur la ligne (z,y =
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h/2), et les perturbations en (z/h = 0.05,y/h = 0.5) sont utilisées comme référence de phase.
La différence de phase Ay le long de la ligne de mesure est ensuite déterminée a partir de
I'interspectre entre le signal de vitesse obtenu au point x et celui du point de référence.
L’évolution de Ay est tracée sur la figure 5.11, en fonction de la position z/h, pour le
fondamental et le premier harmonique du screech. On observe que la phase croit régulierement
quand on se déplace vers ’aval, ce qui indique 'existence d’un processus de convection. La
vitesse de convection moyenne u. est alors donnée par la relation u. = 27f/a, ou f est la
fréquence du mode considéré et « la pente de la droite obtenue par régression linéaire de
la courbe Ag. Les résultats de la figure 5.11 fournissent ainsi pour la vitesse de convection
du fondamental du screech u. = 0.57Uj, et u. = 0.51U; pour le premier harmonique. Ces
valeurs sont en accord avec les données expérimentales de Raman & Rice [95] qui donnent
u. = 0.54U; et u. = 0.56U; pour les instabilités au fondamental et au premier harmonique
du screech, pour un jet rectangulaire a un nombre de Mach M; = 1.44.

Structure latérale des modes

La structure latérale (dans I’envergure) des perturbations se développant dans la couche
de mélange est identifiée en calculant les coefficients de corrélations spatio-temporelle des
fluctuations de vitesse. Le coefficient de corrélation latéral déduit des perturbations de vitesse
axiale est défini au point x par I’expression,

w(x, t)u (X + rye,, t+ 1)
1/2

Ruyu(x,7,,7) = (5.6)

u?(x,t) W?(x + rye,, t)}

ol e, est le vecteur unité associé a la direction z, r, est I’écart latéral, 7 le décalage temporel et
~ désigne une moyenne d’ensemble. Le coefficient R, (x, 72, T) est calculé de maniere similaire
pour les perturbations transverses v'.

Les coefficients Ry, et R,, sont déterminés a deux positions axiales. Le premier point de
mesure se situe en amont, en (z/h,y/h,z/h) = (5,0.5,0), de maniere a étudier le mode d’os-
cillation relié au screech. La deuxiéme position est en aval, en (x/h,y/h,z/h) = (22.5,0.5,0),
afin d’identifier les modes basse-fréquence observés sur les spectres des figures 5.8.a et 5.8.b.
Les résultats obtenus en (x/h,y/h,z/h) = (5,0.5,0) sont donnés sur les figures 5.12.a et
5.12.b pour Ry, et R,,, respectivement, tandis que les figures 5.12.c et 5.12.d présentent les
coefficients Ry, et Ry, en x/h = 22.5. On notera que pour ces figures, le décalage temporel
7 es normalisé par la période du screech Ty, et que r, est limité & lintervalle [—2.5h, 2.5h],
qui correspond a I’étendue du domaine dans la direction latérale.

Considérons dans un premier temps les résultats en /h = 5. Comme attendu, le maximum
de corrélations a lieu en (r,,7) = (0,0), ou Ry, = R,, = 1. La décroissance des deux
coefficients de corrélations quand 1’écart latéral ou le décalage temporel augmentent suggere
ensuite I'existence de petites structures cohérentes. Cependant, les coefficients de corrélations
ne sont pas nuls pour des décalages spatio-temporels importants. Par exemple, pour 7 = 0,
Ry, et Ry, restent sensiblement constants et égaux a 0.25 quand r,/h varie de —2.5 & 2.5. De
plus, quand le décalage temporel augmente, les coefficients de corrélation font apparaitre une
évolution périodique a la période T du screech, et ne montrent pas de variations significatives
avec ’écart latéral r,. Ce comportement indique que le mode d’oscillation de la couche de
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Figure 5.12: Coefficients de corrélation spatio-temporelle des fluctuations de vitesse, dans la couche
de mélange, en fonction de 'écart latéral r./h et du décalage temporel 7/T; nor-

malisé par la période du screech. (a) Ryu(r.,7) en x/h = 5, (b) Ry,(r:,7) en
x/h =5, (¢) Ruyu(r.,7) en x/h = 225, et (d) Ryy(r.,7) en x/h = 22.5, sur la
ligne (y = 0.5h,z2 =0). — — —, Ry, ou Ry, = 0.

mélange a la fréquence du screech est bidimensionnel. Cette instabilité est de plus périodique
et fortement corrélée dans le temps, ce qui est cohérent avec 'autoexcitation associée a la
boucle de rétroaction du screech.

Les coefficients de corrélations calculés dans la région aval du jet, en x/h = 22.5, sont
maintenant étudiés. Sur la figure 5.12.c, le coefficient R, construit sur la vitesse axiale
u’ est égal & 1 quand (r,,7) = (0,0). Quand D’écart latéral ou le décalage temporel aug-
mentent, 'amplitude de R,, décroit, mais la région ou la corrélation reste importante est
plus grande que celle observée en x/h = 5. De plus, pour |r,| > 1.25 et 7 > 0.5, le co-
efficient de corrélation est proche de 0 et les perturbations de vitesse sont par conséquent
faiblement corrélées. Ainsi, en aval, le mode d’oscillation des fluctuations de vitesse u’ est
dominé par des perturbations turbulentes qui ne présentent pas de caractéristiques parti-
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Figure 5.13: Evolution temporelle des perturbations de pression au voisinage de la buse, en
x/h = —0.4 et y/h = 0.85, sur 'ensemble de la simulation, en fonction du temps ¢
normalisé par la période du screech T;. La ligne en pointillé indique la fin du transi-
toire.

culieéres en temps ou en espace. La situation est cependant différente pour le coefficient de
corrélation Ry, sur la figure 5.12.d. L’allure du coefficient est similaire a celles constatées
plus en amont, en z/h = 5. La répartition de R,, est en effet périodique en temps, et est
sensiblement constante quand 1’écart latéral r, varie. La période du phénomene coincide par
ailleurs avec la fréquence observée sur les spectres de la figure 5.8.b, qui donne un nombre de
Strouhal St = 0.045. Il faut toutefois remarquer que la corrélation en temps et en espace est
plus faible qu’en xz/h = 5. Ces résultats suggerent que la région aval de I’écoulement subit un
mode variqueux bidimensionnel qui n’implique que la vitesse transversale v’.

5.2.4 Champ acoustique

Champ acoustique amont

L’évolution temporelle des perturbations de pression en amont, au point (z/h,y/h) =
(—0.4,0.85) représenté par P* sur la figure 5.7, est tracée sur la figure 5.13 pendant 1’ensemble
de la simulation. Une phase transitoire, qui s’étend sur environ 30 périodes du screech, est
d’abord observée. Pour ¢t > 3075, le screech est établi et le signal est ensuite périodique
jusqu’a la fin de la simulation.

La densité spectrale de puissance du signal de pression amont correspondant a la portion
30 < t/Ts < 150 est maintenant tracée sur la figure 5.14 en fonction du nombre de Strou-
hal St = fh/U;. Une série de pics est visible. La raie dominante apparait a St = 0.126 et
correspond a la fréquence fondamentale du screech. Les autres pics sont des harmoniques du
phénomene et possedent une énergie qui décroit avec la fréquence. A noter qu’un pic non-
harmonique est présent sur la figure 5.14.a au nombre de Strouhal 0.171. La présence de cette
raie, qui n’apparait pas expérimentalement sur des jets rectangulaires, reste difficile a expli-
quer. Il est malgré tout intéressant de remarquer que le nombre de Strouhal correspondant
peut étre interprété comme la somme des nombres de Strouhal des deux modes d’oscillation
de la couche de mélange observés pour v’ en aval (voir la figure 5.8.b). En effet, le mode
basse-fréquence oscille a St = 0.045, et le mode du screech a St = 0.126, ce qui conduit & une
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Figure 5.14: (a), Densité spectrale de puissance des fluctuations de pression au voisinage de la
tuyere, en (z/h,y/h) = (—0.4,0.85), en fonction du nombre de Strouhal St = fh/Uj;.
(b), Nombre de Strouhal St = fh/U; de la fréquence fondamentale du screech en
fonction du nombre de Mach équivalent M;. Mesures sur des jets rectangulaires : X,
Panda et al. [87]; +, Raman & Rice [95]. , solution de Tam [132] pour un jet
plan (u. = 0.5U;). Présent calcul : e.

somme égale a 0.171. Un couplage non-linéaire entre ces deux modes peut ainsi contribuer au
pic non-harmonique rayonné en amont. Le mécanisme de génération de bruit n’a cependant
pas été identifié.

Le nombre de Strouhal de la fréquence fondamentale du screech est maintenant indiqué
sur la figure 5.14.b en fonction du nombre de Mach équivalent M;, pour le présent calcul
et pour des expériences effectuées sur des jets rectangulaires. La solution analytique pro-
posée par Tam [132] est également tracée pour comparaison. Le nombre de Strouhal du
screech donné par la simulation est légerement plus grand que celui fourni par les résultats
expérimentaux ou théoriques. En effet, il a été montré dans la section 5.2.2 que ’espacement
entre les cellules de choc obtenu avec la SGE est plus petit que 'espacement observés dans
les expériences. Par conséquent, une augmentation de la fréquence du screech peut intervenir
car la longueur d’onde du phénomene est directement proportionnelle a ’écart entre les chocs
(voir la section 1.1.2).

Le niveau de pression acoustique (SPL) du screech est représenté sur la figure 5.15 en
fonction du nombre de Mach équivalent M;, pour les expériences de Panda et al. [87] effectuées
sur des jets rectangulaires et pour le calcul présenté dans ce chapitre. Une différence de 5 dB
est visible entre le niveau fourni par la simulation et les niveaux expérimentaux. Cette écart
peut étre attribué a l'intensité des chocs. Les résultats expérimentaux suggerent en effet que
la source dominante du screech est localisée pour les jets rectangulaires au voisinage de la
troisieme cellule de choc [97]. Cependant, il a été mis en évidence dans la section 5.2.2 que
la géométrie plane du calcul conduit & des chocs avec des intensités plus fortes. Bien qu’il
n’y est pas a I’heure actuelle de lien bien établi entre I'intensité des chocs et 'amplitude du
screech [97], cette observation pourrait expliquer les différences observées sur la figure 5.15.
Il est également possible d’émettre I’hypothese que le caractere périodique du calcul suivant
I’envergure tend a accroitre la cohérence des structures tourbillonnaires dans la direction
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Figure 5.15: Niveau de pression du fondamental du screech en fonction du nombre de Mach
équivalent M;. x, données expérimentales de Panda et al. [87] pour des jets rec-
tangulaires. Présent calcul : e.
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Figure 5.16: Evolution temporelle des perturbations de pression au voisinage de la buse :
,en (z/h,y/h) = (—0.4,0.85); -~ ,en (z/h,y/h) = (—0.4,—-0.85).

latérale et peut ainsi conduire & un rayonnement de screech plus intense.

La différence de phase du screech de part et d’autre du jet est maintenant étudié au
voisinage de la tuyere. L’évolution temporelle des signaux de pression mesurés aux positions
(z/h,y/h) = (—0.4,0.85) et (z/h,y/h) = (—0.4, —0.85) représentées par les points P+ et P~
sur la figure 5.7, est fournie par la figure 5.16 pour dix périodes du screech. Les fluctuations
de pression en ces deux positions sont clairement corrélées et en opposition de phase. Cette
tendance est confirmée par le calcul de 'interspectre P, entre les signaux mesurés en P et
P~. L’amplitude |Ppy|, la cohérence Cp, et la phase ¢, sont respectivement tracées sur les
figure 5.17.a, 5.17.b et 5.17.c en fonction du nombre de Strouhal St = fh/U;. Quatre pics
harmoniques, qui correspondent aux raies du screech, sont visibles sur 'amplitude |P,p| de
I'interspectre. De plus, la cohérence Cf,, montre que les deux signaux de pression sont corrélés.
La différence de phase indique finalement que le fondamental (f;) et le deuxiéme harmonique
(3fs) du screech sont antisymétrique, tandis que le premier (2fs) et troisitme harmonique
(4fs) sont symétriques. La quantité ¢, est en effet égale & —m et 7 aux fréquences fy et 3 fs,
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Figure 5.17: Interspectre des fluctuations de pression en amont, de part et d’autre du jet, en
(x/h,y/h) = (—0.4,0.85) et (x/h,y/h) = (—0.4,—0.85)), en fonction du nombre
de Strouhal St = fh/U,. e, Fondamental du screech (fs); A, 1°° harmonique
(2f5); m, 2°™¢ harmonique (3f5); *, 3°™¢ harmonique (4f5). (a), Amplitude |P,,|;
(b), cohérence C,; (c), phase ¢pp.
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Figure 5.18: Vue schématique du domaine de calcul de I’extrapolation et des surfaces planes utilisées
pour introduire les données de la SGE dans le calcul du champ loitain.

et est nulle pour f = 2f5 et f = 4fs. Ces résultats sont en accord avec les mesures de Raman
& Rice [95] qui observent que le champ acoustique amont d’un jet rectangulaire est anti-
symétrique pour le fondamental, symétrique pour le premier harmonique et antisymétrique
pour le deuxieme harmonique.

Extrapolation du champ lointain

La SGE donne acces au développement aérodynamique et au champ acoustique proche
du jet. Afin d’obtenir le champ acoustique lointain & un cout informatique réduit, les données
fournies par la simulation sont extrapolées en utilisant un systéeme d’équations simplifiées qui
permet de propager des ondes acoustiques sur de longues distances.

Dans cette optique, les équations tridimensionnelles de ’acoustique linéaire sont résolues
dans ce travail au-dela d’une surface d’extrapolation ou le champ proche issu de la SGE est
imposé. En supposant que les fluctuations sont petites et que le milieu ambiant est au repos,
les équations d’Euler linéarisées donnent les équations de ’acoustique linéaire :

U OE  OF oG

ou,

o, poou P’y Poott]

= [

= [poctt, 0, 0]
[Z 0, p, 0] 8)
= [

poow 0, 0O, p/]

Le champ moyen est défini par po et pso pour la densité et la pression. Les fluctuations de
pression peuvent alors étre calculées & I'aide de la relation p’ = c2_ p', 0il Coo = \/VPoo/Poo €St
la vitesse moyenne du son moyenne et v = 1.4.

Pour résoudre le systeme (5.7), les méthodes numériques utilisées sont identiques a celles
de la SGE, et le domaine est également périodique dans la direction de I’envergure. Le pas
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Figure 5.19: Cartographie dans le plan médian (z,y) de la pression instantanée obtenue pour
la méthode d’extrapolation du champ lointain. Echelle de couleur de —0.025p, a
0.025p0-

de temps est doublé par rapport a la SGE et la taille des maille est six fois plus grande. Le
domaine de calcul contient le volume [—35h, 45h] x [0,45h] x [—2.5h, 2.5h] et est constitué de
505 x 255 x 61 ~ 7.8 x 10% de points. Le temps de calcul est environ 20 fois plus court que
celui de la SGE.

Comme le montre schématiquement la figure 5.18, les données issues de la SGE sont
introduites dans le calcul du champ lointain au niveau de deux interfaces planes. La premiere
surface est dans le plan (z, z) et est situé sur le haut du domaine en y/h = 7. La deuxieme
surface est dans le plan (y,z) & /h = —0.4 et est introduite afin de prendre en compte le
champ acoustique amont. De plus, de maniere a réduire les effets de diffraction associés au
bord inférieur du plan vertical, une condition de symétrie est imposée sur la partie inférieure
du domaine de calcul du champ lointain. A noter que les données fournies par 'extrapolation
ne sont pertinentes pour des petits angles d’observation (< 30°). L’interface entre la SGE et
Pextrapolation située dans le plan (z,z) s’étend en effet sur I'intervalle 0 < z/h < 25, alors
que le champ lointain est calculé jusqu’a z/h = 45. 1l existe donc une zone d’ombre pour
x/h > 25 a proximité de la frontiere inférieure du domaine de calcul.

Une vue du champ instantané de pression dans le plan médian (x,y) est présentée sur la
figure 5.19. Le rayonnement du fondamental du screech est visible en amont ou des fronts
d’onde périodiques et basse-fréquence sont observés. Le champ acoustique lointain dans la
direction transverse semble étre dominé par un contenu fréquentiel plus large-bande avec en
particulier des longueurs d’onde plus petites que celle du screech.

Les densités spectrales de puissance des fluctuations de pression est calculée pour diffé-
rentes positions d’observation en champ lointain. Les points de mesure sont situés dans le
plan médian (x,y) sur un cercle de rayon 35h et centré sur la position (x/h,y/h) = (6,0),
qui est proche de la troisieme cellule de choc. La direction d’observation est donnée par
I’angle polaire 6 par rapport a la direction aval. Les densités spectrales de puissance des
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Figure 5.20: Densité spectrale des fluctuations de pression obtenues pour la méthode d’extrapola-
tion du champ, en fonction du nombre de Strouhal St = fh/U;, pour différents angles
d’observation 6 par rapport a la direction aval. Du haut vers le bas : § = 155°, 8 = 80°
et @ = 40°. L’échelle logarithmique est arbitraire.

perturbations de pression sont tracées sur la figure 5.20 en fonction du nombre de Strouhal
St = fh/Uj, pour § = 155°, § = 80° et # = 40°. Dans la direction amont, pour § = 155°, on
remarque que le spectre de pression est dominé par les harmoniques associées au rayonnement
du screech et qu’il est similaire au spectre déterminé a proximité de la buse sur la figure 5.14.a.
Dans la direction transverse, pour 6 = 80°, le fondamental du screech n’est plus visible et le
premier harmonique est la fréquence discréte qui contribue majoritairement au bruit de raie.
La densité spectrale fait également apparaitre deux pics large-bande. Le premier se situe aux
environs de St ~ 0.07 et est probablement associé au rayonnement des grandes structures
turbulentes. Le deuxieme pic possede un contenu spectral compris entre St = 0.1 et St = 0.2,
et peut étre attribué au bruit de choc. Plus en aval, pour § = 40°, le rayonnement des
grandes structures turbulentes est la source de bruit dominante. Un pic large-bande centré
sur St ~ 0.07 est en effet présent sur le spectre de pression alors que I'on ne distingue pas de
bruit de raie caractéristique du screech ou de bruit de choc large-bande.

Ces tendances sont confirmées par la figure 5.21 qui donne la densité spectrale de puissance
des perturbations de pression en champ lointain sous la forme d’une cartographie fonction
du nombre de Strouhal St = fh/U; et de 'angle d’observation # par rapport a la direction
aval. La fréquence centrale du bruit de choc fournie par le modele de Tam [131] (voir la
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Figure 5.21: Densité spectrale de puissance des fluctuations de pression en champ lointain, en
fonction du nombre de Strouhal St = fh/U; et de 'angle d’observation 6 par rapport
a la direction aval, en échelle de couleur logarithmique. — — —, fréquence centrale
du bruit de choc donnée par la relation (5.9).

section 1.2.1 de ce manuscrit ) :

St= it Tl . (5.9)

est également tracée avec u./U; = 0.55. On constate effectivement sur la figure 5.21 que le
fondamental du screech rayonne majoritairement vers 'amont (par exemple pour 6 ~ 150°
et St ~ 0.13) tandis que le champ acoustique du premier harmonique est orienté dans la
direction transversale, avec 6 ~ 80°. Par ailleurs, le bruit produit par les grandes structures
turbulentes apparait en aval, pour § < 70°, & un nombre de Strouhal proche de 0.07. La
derniere composante du champ acoustique est le bruit de choc. Celui-ci est particulierement
visible pour des angles d’observation compris entre 50° et 130°, ol on observe un pic large-
bande dont la fréquence centrale augmente quand I'angle 6 diminue. En outre, I’évolution
avec 6 du nombre de Strouhal correspondant se superpose bien a la courbe donnée par la
formulation analytique (5.9). D’un point de vue qualitatif, les spectres de pression obtenus
par extrapolation du champ lointain sont ainsi en accord avec les données expérimentales.
Le screech domine vers ’amont tandis que les grandes structures turbulentes rayonnent ma-
joritairement vers l'aval, a une fréquence plus basse que celle du screech. Le bruit de choc
possede de plus une fréquence centrale qui varie avec I’angle d’observation (voir par exemple
la figure 1.2 et la référence [140]).

Les directivités des harmoniques du screech sont maintenant déterminées a partir des
résultats fournis par 'extrapolation du champ lointain, et en utilisant un réseau de mono-
poles [85]. Une série de sources est ainsi placée au niveau des cellules de choc et leurs phases
relatives sont reliées a la vitesse de convection des structures cohérentes de la couche de
mélange. Le rayonnement acoustique résultant est de la forme :

2T (Coot — 1 S . Ls (/1
p = exp [(Ano)} Z T—]] exp [—2177])\71 <]Wc — COS 0)] (5.10)
J
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Figure 5.22: Directivité en champ lointain du bruit de screech. Niveau de pression acoustique en
fonction de ’angle d’observation 6 par rapport a la direction aval. , Champ
lointain extrapolé; --------- , prédiction fournie par un réseau de sources ponc-
tuelles. (a) Fondamental du screech (f;), (b) 1" harmonique (2f;), (3) 2°™¢ har-
monique (3f;).
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ou Lg est I’espacement entre les chocs, g la distance entre le point d’observation et le point
de référence (x/h,y/h) = (6,0), r; la séparation entre le point d’observation et la source j,
S; est 'amplitude de la source j, et Ay, la longueur d’onde du n-ieme harmonique du screech,
est donnée par le modele de Tam [132] :

L, 1
A= 22 (14— 5.11
n < +Mc) ( )

Le nombre de Mach convectif M, est pris égal & 0.55U; /¢, et 6 est 'angle polaire par rapport
a la direction aval. Six sources sont utilisées ici avec la répartition d’amplitude suivante :
(S1,...,56) = (0.5,0.5,1,0.5,0.25,0.25). La source dominante est ainsi positionnée au niveau
de la troisieme cellule de choc. On rappel que les points d’observation se situent dans le plan
médian (x,y) sur le cercle de rayon 35h de centre (z/h,y/h) = (6,0).

Les directivités obtenues par la simulation et par la formulation analytique (5.10) sont
présentées en fonction de 'angle 6 sur les figures 5.22.a, 5.22.b et 5.22.c pour le fondamental
du screech, le premier harmonique et le deuxieme harmonique, respectivement. Sur les trois
figures, les directivités sont en bon accord pour 6 > 30°. En effet, la position et ’amplitude
relative des lobes donnés par ’extrapolation et par le réseau de sources ponctuelles se super-
posent correctement. Le fondamental du screech présente un lobe dominant en amont et un
lobe secondaire dans la direction transverse. Pour le premier harmonique, deux lobes avec
des amplitudes similaires sont visibles, un au voisinage de 6 ~ 80° et ’autre en amont. Fina-
lement, le deuxieme harmonique fait apparaitre trois lobes, le plus important étant orienté
vers § = 180°. Pour des petits angles d’observation on remarque par ailleurs que le champ
lointain dans la zone d’ombre n’est pas en accord avec la prédiction fournie par la rela-
tion (5.10). Cette tendance est particulierement visible pour la fréquence fondamentale sur
la figure 5.22.a, ol on constate qu’il manque un lobe en aval. De la méme maniere, pour le
deuxieme harmonique, le réseau de sources possede un lobe secondaire vers 6 ~ 30° qui est
mal reproduit par 'extrapolation. La directivité calculée tend en effet vers zéro quand 6 se
rapproche de 0°, alors que le modele des sources ponctuels prédit un niveau d’environ 125
dB dans cette direction.

5.3 Visualisation de ’écoulement : interaction entre les
chocs et les structures cohérentes

Le couplage entre les chocs et les tourbillons de la couche de mélange est maintenant étudié
afin d’identifier les mécanismes de génération de bruit a l'origine du screech. L’écoulement
est ainsi visualisé en tracant des cartographies du module du gradient de masse volumique
|Vp| dans le plan médian (z,y). Cette méthode permet en particulier de repérer la position
des chocs, ol de forts gradients sont présents. La figure 5.23 reproduit une visualisation de ce
type. Des isocontours de pression sont également représentés dans le champ proche. Des fronts
d’onde se propageant vers I’amont sont visibles de part et d’autre du jet, et correspondent
au rayonnement du screech. La troisieme cellule de choc, située pres de x/h = 6.5, semble
par ailleurs étre le point d’origine de ces ondes acoustiques. L’étude de I’écoulement se limite
donc maintenant a la région délimitée par les tirets noirs qui entourent la troisieme cellule
de choc sur la figure 5.23. Des visualisations de I'interaction entre les chocs et les structures
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Figure 5.23: Visualisation de 1’écoulement et du champ proche de pression dans le plan médian
(x,y). Le module du gradient de masse volumique |Vp| est tracé en gris (niveaux de
gris entre 0 et 6poo/h), et les isocontours de pression sont représentés dans le champ
proche (échelle de couleur de po, & 1.1pso)-

tourbillonnaires dans cette région sont fournies sur la figure 5.24. La partie supérieure du
champ proche est aussi montrée. Une demi-période du cycle du screech est ainsi représentée
de la figure 5.24.1 a la figure 5.24.9.

Structures cohérentes

Comme il a été évoqué ci-dessus, le tracé des gradients de masse volumique permet de
localiser les chocs de compression. Cependant, les régions fortement cisaillées de I’écoulement,
comme la frontiere du jet, présentent aussi de forts gradients. Ce type de comportement est
visible par exemple sur la figure 5.24.1. Des zones ou I'amplitude de |Vp| est importante
apparaissent en effet dans la direction de ’écoulement et mettent en évidence la forme sinueuse
du jet, qui est une conséquence du mode d’oscillation dominant de la couche de mélange. On
observe par ailleurs des structures cohérentes reliées a ’excitation liée au screech. Par exemple,
en (x/h,y/h) ~ (6.5,—1), les fleches bleues représentent la rotation et la convection d’une
structure située dans la partie inférieure du jet. Deux structures similaires sont présentes dans
la couche de mélange supérieure, aux environs de (z/h,y/h) ~ (4,1) et de (x/h,y/h) ~ (9,1).
A noter que ces tourbillons sont organisés de facon antisymétrique, et qu’ils sont séparés par
des régions de faible vorticité, comme le montre la croix bleue en (x/h,y/h) ~ (6.5,1). Ces
zones sont importantes car le phénomene de fuite des chocs a lieu a priori a leur proximité.
L’étude comparative des figures permet de plus d’identifier le processus de convection. Le
tourbillon localisé en (x/h,y/h) ~ (6.5,—1) sur la figure 5.24.1 a par exemple atteint la
position (z/h,y/h) ~ (9,—1) aprés une demi-période du screech sur la figure 5.24.9. On
remarque en outre que 1’écoulement sur la figure 5.24.9 est organisé de fagon antisymétrique
par rapport a la figure 5.24.1. Les fleches bleues sur la figure 5.24.9 symbolisent en particulier
une structure antisymétrique de celle de la figure 5.24.1.
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(4) (5) .

Figure 5.24: Visualisations de I’écoulement et du champ proche acoustique dans le plan médian
(z,y), pour une demi-période du screech. Le module du gradient de masse volumique
|V p| est tracé en gris (niveaux de gris entre 0 et 6p/h), et les isocontours de pression
sont représentées dans le champ proche (échelle de couleur de py, & 1.1ps). De (1) &
(9):t/Ts =0, 1/16,..., 7/16, 8/16, ol T est la période du screech. , choc de
compression ; ======  onde acoustique générée par le phénomene de shock-leakage ;
======, gradient de masse volumique en rotation dans une structure cohérente. =>-,
structure cohérente. X, zone de faible vorticité.
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Mouvement du choc

Les visualisations proposées sur les figures 5.24.1-5.24.9 donnent aussi la possibilité d’en-
trevoir la dynamique du choc de la troisieme cellule, qui est représentée par des tirets bleus
turquoise. Sur toutes les figures, le choc se situe entre xz/h = 6 et xz/h = 7 et présente un
mouvement de rotation. Sur la figure 5.24.1, le choc est oblique et localisé pres de z/h = 6.5.
Ensuite, sur la figure 5.24.2, le choc est toujours pres de x/h = 6.5 mais 'extrémité supérieure
du choc s’est déplacée vers 'amont et 'extrémité inférieure vers ’aval. Ce mouvement de ro-
tation est symbolisé par les fleches bleues sur la figure 5.24.2. Les figures suivantes, de (5.24.3)
a (5.24.9), montrent que ce mouvement persiste durant toute de la demi-période et conduit
finalement sur la figure 5.24.9 a4 un choc avec une configuration antisymétrique par rapport
a celle de la figure 5.24.1. Le choc de la figure 5.24.9 est en effet localisé pres de x/h = 6.5,
et est oblique. La pente est cependant 'opposée de celle visible sur la figure 5.24.1

Rayonnement acoustique

Les mécanismes de génération de bruit sont maintenant interprétés en s’appuyant sur le
phénomene de fuite des chocs. On s’intéresse plus précisément & l'interaction entre le choc
de compression et la région de faible vorticité initialement localisée en (z/h,y/h) ~ (6.5,1)
sur la figure 5.24.1 (voir la croix bleue). Les observations précédentes ont montré que la
région de faible vorticité est convectée vers ’aval tandis que 'extrémité supérieure du choc se
déplace vers 'amont. Ces deux éléments se rencontrent et interagissent sur figure 5.24.3. Ce
couplage conduit a la production d’une onde acoustique représentée par les tirets bleus. On
rappelle que le mécanisme de fuite des chocs, proposé par Suzuki & Lele [125], suggere que
les chocs tendent a pénétrer la couche de mélange au voisinage des zones de faible vorticité.
Un gradient de pression est alors produit et se propage dans le champ proche avec une forme
semi-circulaire. Ce mécanisme de production d’ondes acoustiques est effectivement visible sur
les figures 5.24.3-5.24.9, ou le front d’onde généré sur la figure 5.24.3 forme ensuite une onde
acoustique semi-circulaire qui rayonne majoritairement vers I’amont.

Un autre aspect de l'interprétation géométrique de Suzuki & Lele [125] de l'interaction
choc/tourbillon est I'influence de la vorticité locale sur la rotation des fronts d’onde. Ce type
de comportement peut étre observé sur les visualisations proposées dans le présent travail. En
effet, les figures 5.24.1-5.24.9 montrent que le choc pénétrait alors la couche de mélange, mais
il semble de plus que le couplage choc/tourbillon produit une onde qui reste emprisonnée dans
les structures tourbillonnaires. Ce phénomene est visible sur les figures 5.24.5-5.24.9, ot 'on
remarque a l'intérieur de la structure cohérente un gradient de masse volumique représenté
par des tirets magenta. Le front d’onde se déplace vers ’amont mais reste contenu dans le
tourbillon en raison du mouvement de rotation induit par la structure cohérente. Il semble
de plus étre renvoyé vers l'intérieur du jet.

5.4 Conclusion

La simulation des grandes échelles compressible d’'un jet tridimensionnel plan sous-
détendu a été effectuée a ’aide de méthodes numériques peu dispersives et peu dissipatives.
L’étude des résultats a démontré que le calcul reproduit correctement les caractéristiques du
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phénomene de rétroaction a 'origine du bruit de screech. Des visualisations de 1’écoulement
et du champ acoustique au voisinage de la troisieme cellule de choc ont par ailleurs mis en
évidence que le mécanisme de fuite des chocs permet d’interpréter les sources acoustiques
a origine du screech. Il apparait en effet que le troisieme choc de compression pénetre la
couche de mélange au niveau des régions de faible vorticité localisées entre les structures
cohérentes associées a l'excitation du screech. Le rayonnement acoustique résultant prend la
forme d’une onde acoustique semi-circulaire se propageant vers I’amont.
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Conclusion

Ce manuscrit de these présente la mise en ceuvre de la simulation des grandes échelles
compressible d’un jet 3-D plan supersonique afin de calculer le rayonnement du bruit de
screech par des méthodes numériques d’ordre élevé.

Dans un premier temps, une étude bibliographique a fait ressortir les caractéristiques de
la boucle de rétroaction a l’origine du rayonnement intense observé vers 'amont sur les jets
ou le screech est présent. La structure des cellules de choc, le développement des structures
tourbillonnaires de la couche de mélange et le champ proche acoustique ont ainsi été décris
en s’appuyant sur les résultats expérimentaux de la littérature. Il a également été mis en
évidence que les sources de bruit du screech sont associées a 'interaction choc/tourbillon, et
que le manque actuel de connaissances sur ce couplage limitent les possibilités de modélisation
et de prédiction de 'amplitude du phénomene de rétroaction.

L’implémentation pratique de la simulation a été abordée en détail. La modélisation des
termes de sous-maille basée sur un filtrage explicite des variables de I’écoulement a été décrite
et ce choix a été discuté. Les techniques de discrétisation d’ordre élevé et les conditions limites
associées ont aussi été présentées.

Afin de quantifier 'influence du choix des algorithmes numériques sur la qualité d’une
simulation, un outil d’analyse des erreurs numériques commises lors d’une simulation des
grandes échelles filtrées explicitement a ensuite été proposé. Il s’est avéré en particulier que
les schémas peu dispersifs et peu dissipatifs présentent un bon compromis entre précision et
colt informatique. Par ailleurs, ’étude de la dissipation numérique introduite artificiellement
par le filtrage explicite a montré que le nombre de Reynolds est un parametre essentiel. En
effet, afin de ne pas dépasser en amplitude la dissipation visqueuse, le filtre discret doit avoir
une dissipation d’autant plus faible que le nombre de Reynolds est élevé.

Des schémas d’ordre élevé ont été proposés. Un algorithme de Runge-Kutta a stockage
réduit d’ordre quatre a six étapes a été développé, et des schémas aux différences finies et
des filtres sélectifs décentrés ont également été calculés pour 'implémentation des conditions
limites. Ces algorithmes ont été évalués par de nombreux cas test afin de mettre en évidence
le gain en précision qu’ils peuvent apporter.

Finalement, un jet 3-D plan sous-détendu a nombre de Mach équivalent M; = 1.55 et
au nombre de Reynolds Re, = 6 x 10* a été simulé. La structure des cellules de choc,
le développement turbulent et le rayonnement amont se révelent étre en accord avec les
données expérimentales. Des écarts ont malgré tout été observés. Ceux-ci ont néanmoins pu
étre attribués au fait que la couche de mélange initiale est relativement épaisse ou encore a
la géométrie plane périodique du jet. Les mécanismes de génération de bruit du screech ont
ensuite été étudiés. Des visualisations de 1’écoulement et du champ proche acoustique ont
fait apparaitre que le choc de compression de la troisieme cellule tend a pénétrer la couche
de mélange au niveau des zones de faible vorticité localisées entre les structures cohérentes
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associées a ’excitation du screech. Ces observations ont confirmé I’hypothese de génération
de bruit par le mécanisme de “fuite” des chocs (shock-leakage).

Perspectives

Ce travail de these a contribué a fournir un outil numérique permettant de calculer le
rayonnement de screech d’un jet 3-D plan. Les perspectives sont nombreuses et portent aussi
bien sur les aspects numériques que sur I’étude des mécanismes de génération de bruit des
jets supersoniques.

La simulation des grandes échelles est un outil de prédiction performant qui permet
d’aborder I’étude d’écoulements a haut nombre de Reynolds. Le cadre théorique de la SGE,
et plus particulierement la modélisation des termes de sous-maille, reste néanmoins la source
de nombreuses interrogations. Le formalisme proposé dans le troisieme chapitre peut don-
ner acces a une meilleure compréhension des mécanismes de dissipation et de transfert de
I’énergie cinétique entre les différentes échelles. Il serait alors envisageable d’élaborer par
exemple une procédure de régularisation reposant sur un filtrage avec une intensité adaptée
aux caractéristiques locales du champ turbulent.

La résolution numérique des chocs est également un probleme ouvert. La suppression ou
non du phénomene de Gibbs et 'utilisation de filtres spécifiques aux discontinuités sont des
questions délicates. Afin de développer des techniques de discrétisation adaptées au traitement
des forts gradients, il serait donc intéressant de disposer d’une série de cas test pour lesquels
des criteres objectifs sur la qualité de la résolution numérique peuvent étre établis. Ces cas
test doivent par ailleurs étre représentatifs d’une large gamme de phénomenes physiques,
comme les interactions du type choc/choc, choc/turbulence ou encore choc/acoustique.

Du point de vue de I'utilisation du calcul acoustique direct pour identifier les sources de
bruit d’origine aérodynamique, I’étude présentée dans ce manuscrit peut étre poursuivie dans
de nombreuses directions. La température du jet est par exemple un parametre critique de
la boucle rétroaction a l’origine du screech car I’amplitude du rayonnement amont décroit
quand le jet est chauffé. Il s’agirait donc d’effectuer des simulations de jets supersoniques
avec des températures différentes et d’identifier les modifications qui s’opeérent au niveau des
mécanismes de production de bruit. Il serait par ailleurs possible de considérer des jets avec
des nombres de Mach équivalent proches de 1. En effet, pour des taux de détente relativement
faibles, I’amplitude du rayonnement acoustique amont est relativement faible et la répartition
de phase des ondes sonores est par ailleurs symétrique de part et d’autre de la tuyere. Il est
alors particulierement intéressant de déterminer si cette chute du niveau peut étre reliée au
développement turbulent de la couche de mélange ou a la dynamique des cellules de choc, ou
encore d’observer le phénomene de fuite des chocs pour une oscillation symétrique du jet.

Afin d’améliorer les capacités de prédiction du solveur, il est envisageable d’effectuer
des calculs avec des couches de mélange initialement plus fines, l'objectif étant d’obtenir
un développement turbulent proche de celui des jets pratiqués en laboratoire. De plus, la
simulation de géométries plus réalistes, comme les jets ronds, permettrait de s’affranchir des
artefacts 1iés a la périodicité du domaine de calcul dans la direction de ’envergure.

Il serait par ailleurs souhaitable d’implémenter une tuyere convergente-divergente a l'aide
de méthodes numériques curvilignes. Les conditions de génération du jet seraient alors plus
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proches de celles de 'expérience. Il serait également possible de mieux controler le taux
de turbulence en sortie de buse en utilisant la physique de la couche limite pour amplifier
naturellement des excitations appliquées en amont de I’écoulement dans la buse. Un autre
axe important de recherche sur le bruit des jets supersoniques porte sur le bruit de choc.
Cependant, les données expérimentales sur ce sujet se rapportent généralement a des jets
pour lesquels le screech a été supprimé. Il est alors nécessaire de pouvoir mettre en ceuvre des
techniques numériques qui permettent de controler I’établissement de la boucle de rétroaction,
comme des conditions de paroi qui absorbent les ondes acoustiques ou des systemes de controle
actif.
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ANNEXE A
Structure des cellules de choc
des jets supersoniques

Les jets supersoniques sont dans la pratique généralement sous-détendu ou sur-détendu a
cause de la difficulté a adapter la pression d’éjection a la pression ambiante. Les écoulements
supersoniques sont en effet classiquement issus de tuyeres convergentes-divergentes. Le fluide,
initialement au repos, est accéléré au travers du convergent pour atteindre un vitesse sonique
(M = 1) au col. Le nombre de Mach continue & croitre dans la partie divergente de la tuyere,
et la configuration de I’écoulement dépend ensuite de la différence entre la pression ambiante
Do €t de la pression p. en sortie de tuyéere. Si p. est inférieure a poo, des chocs se forment
afin de rétablir la pression dans le jet. Pour une différence de pression importante, le choc
est droit et se positionne dans le divergent. Pour des rapports de pression plus modérés le
choc est oblique et est attaché a la levre de la tuyere. Les réflexions du choc sur la frontiere
du jet forment alors une structure quasi périodique de cellules de choc. Ces jets sont dits
sur-détendus. Pour p. > poo, des ondes de détente s’attachent a la levre de la tuyere et se
réfléchissent sur la frontiere du jet pour créer des cellules de choc quasi périodiques. On parle
dans ce cas de jets sous-détendus.

Jets sous- et sur-détendus

Un jet supersonique choqué contient des ondes de détente, des ondes de compression et
des chocs. Les figures A.1.a et A.1.b donnent des vues schématiques d’un jet sous-détendu et
d’un jet sur-détendu, respectivement.

Pour un jet sous-détendu, 'exces de pression a la sortie de la tuyere par rapport a la
pression ambiante po, est réduit par une série d’ondes de détente attachées a la levre de la
tuyere. Les ondes de détente se réfléchissent plus en aval sur la frontiére du jet sous la forme
d’ondes de compression afin que la pression sur la ligne sonique soit égale la pression ambiante.
En outre, au passage des ondes de détente et des ondes de compression, la direction des lignes
de courant s’éloigne ou se rapproche de 'axe du jet et le diametre du jet est ainsi modifié.
On observe que les ondes de compression, issues de la réflexion des ondes de détentes sur la
frontiere convexe du jet, peuvent se focaliser pour créer un choc de compression. La réflexion
du choc sur 'axe est réguliere pour des faibles taux de sous-détente, mais peut conduire a
la formation d’un disque de Mach pour des taux de détente plus élevés. Le choc se réfléchi
ensuite sur la frontiere du jet sous forme d’onde de détente. Cette position marque la fin de
la premiere cellule de choc. A ce niveau, la configuration de ’écoulement est similaire a celle
en sortie de buse : la pression est inférieure a la pression de sortie mais supérieure & poo, €t
une nouvelle cellule de choc est formée.

Pour un jet sur-détendu, la pression de sortie est inférieure a la pression ambiante. La
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pression dans I’écoulement s’ajuste par un choc de compression qui s’attache a la levre de la
tuyere et s’étend dans le jet (cf. figure A.1.b). Apres le choc, les lignes de courant se dirigent
vers ’axe du jet et le diametre du jet diminue. Pour des taux de sur-détente suffisamment
importants la réflexion du choc sur 'axe peut s’effectuer avec 'apparition d’un disque de
Mach. Le choc se réfléchit ensuite sur la frontiere du jet et génere des ondes de détentes. Les
cellules suivantes sont similaires a celles des jets sous-détendus.

Les jets parfaitement détendus ne contiennent pas de choc puisque la pression en sortie
de tuyere coincide avec la pression ambiante.

Nombre de Mach équivalent

Les jets supersoniques sont généralement décrits a l’aide de deux nombres de Mach :
le nombre de Mach d’éjection My qui est relié a la vitesse d’éjection en sortie de buse, et
le nombre de Mach équivalent M; qui prend en compte le taux de détente du jet. M; est
en effet défini comme le nombre de Mach d’éjection d’un jet parfaitement détendu dont
les conditions de génération seraient identiques a celles du jet choqué considéré. Comme
I'illustre la figure A.2, il est possible de prolonger artificiellement la tuyére afin que la pression
dans I’écoulement atteigne de fagon isentropique la pression ambiante po.. Ainsi, d’apres les

relations entre pression, densité, et nombre de Mach pour une transformation isentropique,

_ 1/2
o 2 y—1_ 4 Pe 1-1/v
{2 (et () o

ou 7 est la chaleur spécifique, p, la pression d’éjection et p la pression ambiante.

il vient,
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Figure A.1: Structure des cellules de choc des jets : (a) sous-détendus et (b) sur-détendus.
--------- ondes de détente, ondes de compression, chocs de compres-
sion. Les fleches indiquent la direction des lignes de courant.

Poo

(b) M—
M, M

— dy Pe jsPoo
L]

w

Figure A.2: Illustration du calcul du nombre de Mach équivalent M;. (a) Jet sous-détendu; (b) jet
parfaitement détendu équivalent dont le nombre de Mach d’éjection vaut Mj.
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ANNEXE B
Développement des équations de
Navier-Stokes sur une paroi solide

On développe les équations de Navier-Stokes en se plagant sur une paroi solide. La condi-
tion d’adhérence et I’hypotheése de paroi adiabatique permettent de simplifier un certain
nombre de termes. En effet, ces conditions se traduisent par

up=us=u3=0, ¢,=0 (B.1)

si n est l'indice de la direction normale a la paroi. Ces relations impliquent en outre que les
dérivées des vitesses tangentiellement a la paroi sont nulles, i.e. si k est 'indice de la direction
tangentielle a la paroi :

8'LL1 aUQ 8U3

= = = B.2

et
d(pu1)  O(puz)  9(pus)
axk N c%ck N 8xk =0 (B3)

Les dérivées spatiales des flux Eulériens et visqueux sont maintenant développées de maniere
a faire apparaitre les dérivées des variables primitives :

r o 8u1 ]
o P o,
@ + ﬁu% + p2uy Our
8Ee &Ul ox X1 81‘1
= | Op ouy Oua (B.4)
0x1 11 ujU2 + Paixll@ + pu137$1
ap Ouq Ous
D uiu3 + pﬁixlud + Pulaix1
S 1
[ 8p 8ug 1
Dy 2 + P%
op ouq Ous
- B 2u1u2+pa U2+PU16 o
e
dxy g;; + 52 %+p2uagzz (B-5)
dp Ous Ous
82u2u3+p6 U3+Puza2
| Az 1
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[ Op Oug T
S V) z73
axg 3 paﬂjg
dp Juq Oug
——ujuz +p us + pur7—
e_| 0 Ousz Ous B.6
ox —quug + p=——u3z + pug— (B.6)
3 8953 81‘3 81,‘3
p  Op o Oug
— 4+ — 2
(91’3 + 85113 s e 38%3
L As l
avec,
op 1 1 0p 45 1 op o 1 dp
AMN=uvy ———+-— . SUl
! 18 1’7—1 28$1 1 2 1a$1u2 2 1(9:E1u3
+ 3 2 8’&1 i 8UQ + Gu;g
— U —— u u U U2 ——
2/) 18:51 1P 2(9.%1 1P 38$1
T T Py i 2 0s P T s P
L Ou
8901
op 1 1 dp o 10 3 1 dp 4
Ao = B Wy P Z o
2 29 g v—1 2u28$2 1+23$2 2+2u28x2u3
+u u%—i-§ uzauz—i—u U Ous
2P 18:62 2P 281:2 2P 3(91’2
T T om Py 1 T2 am, P T 2 0, P
6u2
+ s
op 1 1 Jop o 1 op o 1 0p 4
Aa = n —2 Zoae 2 Zoa. 2 sl
3 3&%37—1 2 3 3u1+2 38$3 2 2(91‘3 3
n ou . Oug n 3 5 0us
U3 PU] —— +FUIPU —
30 18303 3P 2(%3 20 39
n Jdp Ous 1 1 Jus 9 1 0us 9
U3 75— e - —= pu
30:63 Ors ~v—1 20z ) Ptz
ou
+ 28
833‘3

Les flux visqueux s’écrivent,

4 82u1 2 82u2 2 62”&3
I M 3 T oM — QM
3 81’1 3 8951 8952 3 8.%'1 8953

8EV 82u1 82u2
_ B.7
8331 Maxlmg + s 83:% ( )
02u1 aQU3

_|_
Ma$1l‘3 K Ox?
Ay
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- o -
82U1 82U2
K 0:17% + “axm
oF, 4 Dusy 2 0%uy 2 0%us
81‘2 - g a 813% B g Maaﬁ 85172 B g Maa?g 83?3 (B.S)
0% us 0% us
H@xgxg H 83:%
L A5 .
o ;
0%uy 0%ug
a 3:6% Ox173
0G 0%us 0%us
oz | 1 Ox3 * “83@2:103 (B-9)
4 D%us 2 0%uy 2 0%us
3k o0x3 B §M8x1 0x3 _§M8x28x3
L A6

avec,

M:4u@“f—2“uﬁ”
3 8:6'1 3 81‘1 8.%2
20u; Buz 4 0w
"3 00, jz 923 + 3 U Tx%
L2, P2 D
3 Oxe0x1 3 Ox3 0z1
GUQ 8U1 <8u2

t on; oy

cug O O ()
8:6% 8901 81‘3 81‘1

62u1 aZU3 qu
823071 T * 02 T oy

+uz p
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8u1 2 8U2 3U1 8211,1
As = (8332) M+87331 MTTZ +U1M87x%
+ur p O us +é“ (81@)2
83:2 ax1 3 8372
2 0u; Ous 2 0us Oug
" 300 "owy 30w ! Ons
+ fU2M@ - guzﬂ Gl
3 895% 3 Oz 011
2 Pu 0w du (0w’
3 w2 p Ox3 0xy  Oxo H Oxs + <8x2 > H
0%u us  Ogo
Uk Y0, | M 02 T By
(PN 0w du O
6~ (63:3) M+8x1 M8$3 e ox3
8QU3 8UQ 2 8U3 8u2
+u1“8x38x1+<8xg> M+87£U2 87333
+u2u@+uzu O ug é# <aU3>2
('3:1:% Oxr30re 3 O3
2 8u1 8U3 2 8u2 8U3
"3 0w, M ows 302, " Oy
4 P 2 Fu
+3u3u 83}% 3U3M8.’L'38.%'1
_ 27 us [t Oz _ ¢
3 0x30x9  Ox3

Pour une paroi dans le plan (z1, z2) les équations se simplifient suivant

[ Op Ous i
67x3u3+p87$3
1 | P
o0xy 8.%':2)’
pul 9
0 dp 07 us
AN T
pus op 4 0%ug
e || o 3" 02
v Oug oup \ 2 ous \2 4 [Ous\? dg1 Oga  Ogs
Hiven —n(an) (o) —w(G) +anantan

(B.10)
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Pour une paroi dans le plan (z1, z3) :

[ Op Ous
871,‘2”2 + ,087112
B p T @ . 82u1
(9.%1 H ax%
pul 9
o Op 4 0%us
i | 72 | = | By 31 0
pu3 ap a2U3
e || 0wy Mou3
v Ous dui \> 4 (Ouy
s (o) (&

[ Op Oy
871:111,1 + pc‘?Tcl
- 7 ap 4 0%y
P e
6m1 3 8:E1
o P Op 0?us
| P2 | T | Bz ”Tx%
pu3 ap a2U3
| pe ] dry s Ox?
Y 8u1 4 8u1 2 8U2
1P ‘s“(axl) ‘“(axl

Seules les équations sur la masse volumique et 1’énergie volumique sont résolues sur la paroi

puisque les composantes de la vitesse restent nulles.

o2
6952

Og2
61:2

Oas
6903
(B.11)

Oas
8.%3
(B.12)
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ANNEXE C
Développements théoriques pour ’analyse
des erreurs numériques d’'une SGE

Cette annexe décrit I'obtention d’un certains nombres de résultats intermédiaires qui
sont utilisés dans le chapitre 3 pour déterminer les erreurs numériques commises lors de la
simulation des grandes échelles d’un cube de turbulence homogene isotrope et incompressible.
Les notations utilisées ici sont les mémes que celles définies dans le chapitre 3.

C.1 Hypothese de Millionshchikov dans ’espace spectral

L’hypothese de Millionshchikov [79] permet de relier directement les moments d’ordre
quatre de la vitesse aux moments deux. Cette hypothese se traduit dans ’espace physique
par ’équation,

(U (X1)un (X2)up(X3)ug(x4)) = (um(X1)un(x2)) (up(x3)ug(xa))

ou (-) est une moyenne d’ensemble.
On se place maintenant dans ’espace spectral a I’aide de la transformée de Fourier spatiale
définie par la relation,

; 1

87T3 -~ ik-x -~ —ik-x
ui(x):72ui(k)ek , et ui(k)zw/gui(x)e kex gx (C.2)
k

ou 2 est le domaine d’étude dans l’espace physique et V' son volume. Les coefficients u;(k)
sont les composantes spectrales de la vitesse u;(x) pour le vecteur nombre d’onde k.

L’objectif est d’exprimer les moments d’ordre quatre des composantes spectrales de la
vitesse de la forme :

(tm (k1 ) tin (Ko )y (k3) g (Ka)) (C.3)

en fonction des moments d’ordre deux de la vitesse. L’exposant * indique le complexe
conjugué. La transformée de Fourier donnée par I’équation (C.2) est appliquée au moment
(C.3) et fournit alors I’expression,

e e B e

Q

x/up(x;g)eik3'x3 dX3/uq(X4)eik4'x4 dX4> (C.4)
Q Q
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soit encore,

(e i (02 5 0 5 1) <8ﬂ3) I i ey a0

—zkl X1 —Zkz X2 zk3 X3 zk4 X4 XmdXQdX3dX4 (05)

L’hypothese de Millionshchikov (C.1) formulée dans l’espace physique, est introduite dans
I’équation précédente et conduit a la formulation :

(Um (k1) Un (k2 ), (k3 )y (ka)) (87r3> //// o (X2 — 1)~ ke (2 =x1)

iky- (X4 X3) —ko— k1) X1 Z(k3+k4) X3 dX]_dXQngdX4

<87r3> //// Rynp(x3 — x1)etks (x3—%1)

% an(X4 _ X2) iky-(x4—%2) z(kg ki)-x1 z(k4 ko)-x2 dxydxsdxsdx,

<87T3> //// Rinq (x4 — x )¢t a1

) tk3-(x3— xg) i(ka—k1)-x1 z(k3 k2)-x2 XmngngdX4 (C6)

X Rpq(x4 — x3)e

X Rnp( 3 —Xg)e
ot le tenseur R;;(r) des corrélations doubles de vitesse a été introduit,

Rij(r) = (us(x)u(x + 1)) (1)

L’équation (C.6) permet de faire apparaitre le tenseur spectral ®,,,(k) des corrélations
doubles, avec,

(U (k1)tn (k2)u,(k3)Uy (k) = (ki +k2)d(ks + ka) P (ko) D), (ka)
+0(k1 — k3)o(ky — ka) P, (ks) Py, (ka)
+0(k1 — ka)o(ky — k3) Py, (k) Dy, (k) (C.8)

1 —ik-r
(I)Zj(k) = 87‘(3/§2Rij(r)e k dI‘ (Cg)

C.2 Limite de la somme S;(k) pour un domaine infini

Le calcul de la densité spectrale de puissance de I'erreur de différentiation introduite dans
le chapitre 3 nécessite de déterminer la limite de la somme,

S1(k) = aGH(K) Ajn (k. k)AL (k) Y (@ (k) (k2 (k) (ka )

ki ko,
ks ksl

x G(k1)G (k)G (k)G (ka)d(k — ki — ka)d(k — ks —kq) (C.10)

quand le volume du domaine étudié €2 tend vers ’infini.
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En utilisant ’hypotheése de Millionshchikov, les moments d’ordre quatre dans S;(k) peu-
vent étre écrits comme des fonctions des moments d’ordre deux [79]. Cette hypothese se
traduit par I’équation (3.100), qui est réinjectée dans S;(k) pour former I’expression,

S1(k) = aH(K) Ainn (k)AL (k&) Y i (ko) @5, (o) G (k1 ) G (k) G (k) G ko)

k17k27
ks, kseld

X (5(1{1 + k2)(5(k3 + k4)(5(k — k1 — kg)(S(k — k3 — k4)

+ Ay H(K) Ain (K, K) A (K k) > @), (ks) @5, (ka)G (K1 )G (ko) G(ks)G(Ka)

pq
k17k27
k3.kseld

X (S(kl — )(S(kg —k4)(5(k—k1 —kg)é(k—kg —k4)

+ o H(K) Apn (k, K) AT, (k k) Y @5, (ka) @, (ks) G (k) G (k) Glks) G (ky)

1pq
ki ko,
k3. ksel]

x 6(ky —k4)d(ks — k3)(k — ki — ko)5(k — ks —ky) (C.11)

qui est composée de trois sommes distinctes.

On remarque que le terme dans la premiere somme est non nul seulement si le produit
d(ki + ka)d(ks + ka)d(k — ki —ko)d(k — ks — k) est également non nul. Une telle situation
apparait quand k; = —ko, ks = —ky, k = k1 + kg et k = kg + k4. La seule valeur de k
pour laquelle les relations précédentes sont vérifiées est k = 0. Ainsi, la premiére somme dans
Péquation (C.11) n’est pas égale a zéro seulement pour le nombre d’onde k = 0. Cependant,
par construction des différences finies, le nombre d’onde effectif k est nul si k = 0, c’est & dire
que Ajmn(k,k) = 0 si k = 0. Par conséquent, la premiére somme dans (C.11) est toujours
égale a zéro.

Considérons maintenant la deuxieme somme qui apparait dans 1’équation (C.11) donnant
S1(k). Le produit 6(k; — ks3)d (ke — ky) est non nul si k; = ks et ko = ky. Cette observation
permet de restreindre la somme sur ki, ks, k3 et k4 & une somme sur seulement deux vecteurs
nombre d’onde :

as D) D @5, (k1)B;, (ka) | Gk1)G (ka)d(k — Ky — 1<2)]2 (C.12)
ki.koeld

Le terme d(k — k; — ko) implique ensuite que seuls les nombres d’onde tels que ko = k — k;
contribuent & la somme. Ainsi, la somme sur k; et ko se réduit a,

"y e, J(k— ki) [@(kl)@(k - kl)}2 (C.13)
k,e0

De plus, par définition de o, = 873/V et de 6(0) = V/873, le coefficient o [5(0)]* est égal & 1.
Un raisonnement similaire fournit pour la troisitme somme de 1’équation (C.11) I'expression
simplifiée :
A 2
3 @5, (ki) @5, (k — ki) G(kl)G(k—kl)} (C.14)
kel
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On a ainsi,

S1(k) = Hk) A (k, K) AL, ( K) Y @7, J(k—ki) [@(kl)@(k— kl)}2
kel

+ H(K) A (k, K)AL (K, &) @7, (k1 )7, (K — Ky ) [@(kl)@(k - kl)} *(C1s)

pq

Par ailleurs, comme la turbulence est isotrope, la valeur du tenseur spectral des corrélations
de vitesse ®;; ne dépend pas de l'indice j de la deuxiéme composante de vitesse. En d’autres
termes, on a, Oy, = Py, et Py = Ppy. Finalement, la somme Sq (k) se réduit a,

~ ~ 2
S1(k) = 2H(k) Ay (k, ) A, (ke K) S @7, Jk—1) [G)Gk -] (C.16)
k1€‘:|

Le passage a la limite pour un domaine infini est maintenant abordé. L’objectif est de
calculer la valeur de (873/V)S;(k) quand V' — oco. La somme sur le vecteur nombre d’onde
ki converge vers une intégrale sur le domaine [J. De maniére symbolique, on peut noter,

Z dk1 (C.17)

V—oo
ke

Finalement, quand le domaine devient infini, la somme S (k) tends vers ’expression :

87T * T * * ~ ~ 2
5100 o 200 M6, (. ) [ 85,0007, (k1) [0 G -10)]

(C.18)
C.3 Calcul de l'intégrale J¢
Le calcul des spectres de puissance fait intervenir des intégrales de la forme,
Jt mpnq(K) = 8mk? / f(k’)@:qu(k')f(k — k')@Zq(k — k') dk’ (C.19)
O

ou l'on supposera que la fonction f(k) ne dépend que du module du vecteur k. Dans le cas
d’une turbulence homogene isotrope, le tenseur spectral des champs de vitesse est directement
relié au spectre de I’énergie cinétique E(k) par 'expression,

E(k)
Akt

®;(k) = (k20ij — kik;) (C.20)

Cette relation permet de récrire l'intégrale (C.19) sous la forme,

Jf,mpnq //DXD P4Q4 Q) [P2Q 5mp5nq meP25nq
_Qanpgdmp + PmPanQq] 5(P + Q - k) dp dQ (C.21)

avec un spectre modifié,

Ey(k) = f(k)E(k) (C.22)
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Ce type d’intégrale, qui a été traité par Ghosal [40], est donné par la relation,

Jf,mpnq(k) = Fﬁl(k)‘smp‘an + Ff,2(k)(5mn5pq + 5pn5mq)

kmk knk 1 kmkyknk
+ Fra(k) | =3 0ng + k;’ém,, + Fra(k)="=7"= (C.23)
avec,
Fra(k) 5 2 6 7][6L
Fro(k) | _ 1 | =1 2 2 -3 I
Frsk) | “16| 3 2 —6 —15 | | Iy (C.24)
Fya(k) 7T —6 =30 45| | L4
ou les coefficients I,,, sont donnés par les intégrales,
+o00 E+1
=k [ [ ) )W ¢ ) 29
avec des pondérations W, définies par :
1
Wi (€, = — C.26
1(&m) & (C.26)
1-&-»*)?
= T &3.3 2
W2(§777) 453773 (C 7)
(1+& —n*)?
= ;3 2
[L- -7
2
W4(§777) 1653773 (C 9)

C.4 Bilan de I’énergie cinétique du systeme discret

On cherche ici a déterminer ’équation qui régit I’évolution de I’énergie cinétique du
systeme

ou; 5 op* 5%,

+ —(wu;) + =— —v

ot (5.%']‘( i) ox; 530%

Des développements analytiques similaires a ceux utilisés pour obtenir I’équation de Karman

= —arD *u; (C.30)

& Howarth [5] sont appliqués a 1’équation (C.30), qui gouverne le champ de vitesse. Une
équation sur les corrélations doubles des vitesse est ainsi obtenue :

ORij 0 [~ ~ 52R;j O _ _

o = 5 | T + Ty | 20557 = p (D7) (0T (1) + (D) (x4 (%)) (C-31)
k

ot la moyenne d’ensemble est notée par (-). Les tenseurs des corrélations doubles et triples

des vitesses filtrées ont également été introduits. Ils sont définis par les relations,

~z“éij(r) = <mx< +r1)) (C.32)

T j(r) = (wi(x)ur(x)uj(x+r)) (C.33)

L’équation sur les corrélations doubles (C.31) differe de I’équation de Kérman & Howarth
par l'utilisation d’opérateurs de dérivation discrets (6/dry), et par la présence au second
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membre d’un terme associé au filtrage sélectif. En s’appuyant sur la définition du produit de
convolution (D x;), il vient,

((D* ) (x4 1)) = ((x + 1) /Q D(x — %) (x) dx') (C.34)
soit encore, en permutant la moyenne d’ensemble et 'intégration,
(D * ) () (x + 1)) = /Q D(x — %)@ (x'V; (x + 1)) dx’ (C.35)
Le changement de variable r' = x’ — x — r fournit ensuite la relation,
Rji(r')
(D) (x)uj(x+r)) = /Q D(—r — 1) (wi(x +r+1')u;(x+r)) dr’

= (D« Rjj)(-r) (C.36)

qui fait intervenir le tenseur des corrélations doubles des vitesses filtrées. On obtient de la
meéme maniere,

{(D*7;)(x + r)w(x)) = (D * Rij)(r) (C.37)
L’équation (C.31) sur les corrélations doubles des vitesses filtrées est finalement récrite sous
la forme, N B
OR;; =~ 62R;; ~ ~
L = Nigi + 2v 57%] —ay [(D *« Rji)(—1) + (D * Rij)(x) (C.38)

ou les corrélations triples sont notées Nijk = 0p, [ikg + fjkz:|
La prochaine étape consiste a écrire la relation précédente dans ’espace spectral. Le ten-
seur spectral des corrélations doubles des vitesses filtrées est alors défini comme la transformée
de Fourier de R;; :
~ 1 ~ ik
(I)zj(k) = 8? /Q Rij(r)e T dr (039)
Les termes associés au filtrage sélectif dans I’équation sur les corrélations doubles (C.38)
peuvent aussi s’écrire dans ’espace spectral. En effet, en utilisant la définition du produit de
convolution, on obtient,

1

s (D * Rji)(~r)e ®Tdr = D(—k)®;(k) (C.40)
# (Dx Byj)(x)e ™ dr = D(k)dy(k) (C.41)

A noter que la symétrie de la fonction de transfert du filtre implique que ﬁ(—k) = ﬁ(k)
L’équation (C.38) qui régit les corrélations doubles R;; devient ainsi dans 'espace spectral :

EI;Z" = 4 N &5
aatj = Nijk; - 2Vk2q)l'j - 2OéfD(k)q)z] (C42)

ou Nyji est la transformée de Fourier du terme associé aux corrélations triples des vitesses
filtrées.
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On cherche maintenant & introduire le spectre de I’énergie cinétique E(k) du champ de
vitesse non-filtrée dans 'expression (C.42). Par définition, le tenseur spectral des vitesses

filtrées s’écrit,
3 1 — — —ik-r
3500 = g / (103 (%) (% + 1))e % dr (C.43)

En développant les produits de convolution associés au filtrage, on obtient la relation,

&)ij (k) = # /// Gx' —x)G(x" — x — r){u;(x")u; (x”)>e_ik'r dx'dx" dr (C.44)

soit, en reformulant ’exponentielle complexe,

&)ij(k) = 8% /// G(x — x)e® )G (x + 1 — x")e ik betr=x")
Y
X Rij(x" — x')e ™0 g/ dxdr - (C.45)

ol Rj(r) = (ui(x)uj(x +r)) est le tenseur des corrélations doubles des vitesses non filtrées.
L’introduction du tenseur spectral ®;; des vitesses non filtrées fournit alors ’équation :

~ ~ 2
Bij(k) = [G(K)| (k) (C.46)

En outre, pour une turbulence isotrope, le tenseur ®;; est relié au spectre de I’énergie cinétique
par la relation ¢;;(k) = E(k)(k?8;; — kik;)/4mk*. Par conséquent, le tenseur ®;; des vitesses
filtrées est donné par,

Bl =

(K*6ij — kik;) (C.47)

ol la quantité E(k) = @(k)QE(k) correspond a la densité spectrale de I’énergie cinétique du
champ de vitesse filtrée. Cette expression est réintroduite dans ’équation (C.42). En posant
i = j, on obtient alors une équation de bilan pour I’énergie cinétique des vitesses filtrées, qui
prend la forme,

agik) = T(k) = 20k B (k) = 20; [1 - @(k)} E(k) (C.48)
D, (k) Doy (k) ~

ol le terme T(k‘) est associé aux corrélations triples de vitesse. Ce bilan fait par ailleurs
apparaitre deux termes linéaires : D, (k) pour la dissipation visqueuse, et Dgs(k), qui donne
acces a la dissipation introduite artificiellement par 'opération de filtrage.
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ANNEXE D
Définitions des cas test d’intégration temporelle
et coefficients des algorithmes numériques

D.1 Définition des cas test A; d’intégration temporelle

Cas test A — Systéeme d’équations non linéaires non autonomes :

du 1 we ;

— = -

Py o3
— == " —otet

dt v € €

avec les conditions initiales u(1) = 1 et v(1) = e~!. La solution exacte est u.(t) = 1/t et
Ve(t) = e . Le systéme est résolu numériquement pour ¢ € [1,1.4] avec At = 0.1. L’erreur
est définie par E = |u — ue| + [v —ve| & t = 1.4.

Cas test Ag — Equation simple :
du _ a2
dt
pour t € [0,1] avec u(0) = 1 et At = 0.05. La solution exacte est ue(t) = 1/v/1 + t. L’erreur
est définie par E = |u — ue| a t = 1.

(D.2)

Cas test Ag — Equation simple :

d
ditl = u cos(t) (D.3)
pour t € [0,1] avec u(0) = 1 et At = 0.05. La solution exacte est u.(t) = exp(sin(¢)). L’erreur

est définie par E = |u — ue| a t = 1.
Cas test Ay — Equation simple :

du 1—u/20

N _ Y D.4

it~ "4 (D-4)
pour t € [0,1] avec u(0) = 1 et At = 0.05. La solution exacte est wu.(t) =
20/ (1 + 19exp(—t/4)). L’erreur est définie par E' = |u —u.| a t = 1.

D.2 Coefficients des algorithmes numériques

Les coefficients des algorithmes développés dans ce travail de these sont présentés dans
les tableaux suivant :
Tab. D.1 - Coeflicients ; de I'algorithme RK46-L, et coefficients «;, 5; et ¢; de I'algo-
rithme RK46-NL;



Tab.
Tab.
Tab.
Tab.
Tab.
Tab.
Tab.
Tab.
Tab.

D.2-
D.3 -
D4 -
D.5 -
D.6 -
D.7 -
D.8 -
D.J9-
D.10 -
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Coeflicients des différences finies décentrées sur sept points.
Coefficients des différences finies décentrées sur onze points.
Coefficients des filtres sélectifs décentrées sur sept points.
Coefficients des filtres sélectifs décentrés sur onze points.
Coefficients du filtre sélectif décentré sur quatre points SFgs.
Coefficients des différences finies de raccordement d’ordre six sur sept points.
Coefficients des différences finies de raccordement d’ordre dix sur onze points.
Coefficients des filtres sélectifs de raccordement sur sept points.
Coefficients des filtres sélectifs de raccordement sur onze points.
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Tableau D.1: Coefficients 7; de l'algorithme RK46-L, et coefficients «;, 3; et ¢; de I'algorithme

RK46-NL.

i i o Bi Ci

1 1 0.0 0.032918605146 0.0

2 1/2 -0.737101392796  0.823256998200 0.032918605146
3 1/6 -1.634740794341  0.381530948900  0.249351723343
4 1/24 -0.744739003780  0.200092213184  0.466911705055
5 0.007856772044 -1.469897351522 1.718581042715 0.582030414044
6 0.000959998595 -2.813971388035 0.27 0.847252983783

Tableau D.2: Coefficients des différences finies décentrées sur sept points.

FDay FD15 FDog
a_s  0.048264094108
a_1 -0.488255830845 -0.212932721951
ag -0.366015590723 -1.060320390770 -2.225833963270
aq 1.048005455857  2.078926116439  4.827779580575
as  -0.289325926394 -1.287179452384 -5.001388453836
as 0.050392437692  0.685176395471  3.911103941646
as -0.003064639693 -0.245320613994 -2.115267458633
as 0.041650667189  0.718882784412
ag -0.115276430895

Tableau D.3: Coefficients des différences finies décentrées sur onze points.

{ FDys FD37 FDog FD1g FDo10

a—s 0.016756572303

a—3 -0.117478455239 -0.013277273810

a—z 0.411034935097  0.115976072920  0.057982271137

a—1 -1.130286765151 -0.617479187931 -0.536135360383 -0.180022054228

ao  0.341435872100 -0.274113948206 -0.264089548967 -1.237550583044 -2.391602219538
ai 0.556396830543  1.086208764655  0.917445877606  2.484731692990  5.832490322294
az  -0.082525734207 -0.402951626982 -0.169688364841 -1.810320814061 -7.650218001182
az  0.003565834658  0.131066986242 -0.029716326170  1.112990048440  7.907810563576
as  0.001173034777 -0.028154858354  0.029681617641 -0.481086916514 -5.922599052629
as -0.000071772671  0.002596328316 -0.005222483773  0.126598690230  3.071037015445
as  -0.000000352273  0.000128743150 -0.000118806260 -0.015510730165 -1.014956769726

ar 0.0 -0.000118806260  0.000024609059  0.170022256519
as -0.000020069730  0.000156447571  0.002819958377
ag -0.000007390277 -0.004791009708

aio -0.000013063429




Tableau D.4: Coefficients des filtres sélectifs décentrées sur sept points.

SFaoy

SF15

d_o
d_q

do
dy
da
ds
dy

0.032649010764
-0.143339502575
0.273321177980
-0.294622121167
0.186711738069
-0.062038376258
0.007318073189

-0.085777408970

0.277628171524
-0.356848072173

0.223119093072
-0.057347064865
-0.000747264596
-0.000027453993

Tableau D.5: Coefficients des filtres sélectifs décentrés sur onze points.

ds

SF46

SF37

SFag

0.008391235145
-0.047402506444
0.121438547725
-0.200063042812
0.240069047836
-0.207269200140
0.122263107844
-0.047121062819
0.009014891495
0.001855812216
-0.001176830044

-0.000054596010
0.042124772446
-0.173103107841
0.299615871352
-0.276543612935
0.131223506571
-0.023424966418
0.013937561779
-0.024565095706
0.013098287852
-0.002308621090

0.052523901012
-0.206299133811
0.353527998250
-0.348142394842
0.181481803619
0.009440804370
-0.077675100452
0.044887364863
-0.009971961849
0.000113359420
0.000113359420

Tableau D.6: Coefficients du filtre sélectif décentré sur quatre points SFo3.

1

SFo3

d_3
d_s
d_q

do

0.320882352941
-0.465

0.179117647059
-0.035
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Tableau D.7: Coefficients des différences finies de raccordement d’ordre six sur sept points.

Fp, 2

Fp, !

Fp.°

Fp,!

FD.?

a-3

a_o

a_1
aop
a
az
as

-0.073881673880
0.250000000000
-0.833333333300
0.066666666670
0.714285714300
-0.138888888900
0.015151515150

-0.150000000000
0.812698412700
-1.500000000000
0.333333333300
0.600000000000
-0.107142857100
0.011111111110

-0.050793650790
0.375000000000
-1.371428571000
0.916666666700
0.150000000000
-0.021428571430
0.001984126984

-0.026041666670
0.214285714300
-0.937500000000
0.300000000000
0.468750000000
-0.020833333330
0.001339285714

-0.019047619050
0.166666666700
-0.800000000000
0.083333333330
0.666666666700
-0.100000000000
0.002380952381

Tableau D.8: Coefficients des différences finies de raccordement d’ordre dix

sur onze points.

FD, FD,p” FDj” Fp,j '
a—s -0.004504336385 -0.013888888830 -0.026744497310 -0.029761904800
a—g 0.017857142830  0.085582391090  0.208333333200  0.272793873100
a—z -0.071428571350 -0.166666666000 -0.636519036100 -1.071428573000
a—_o  0.257142857000  0.333333332400  0.833333332800  2.273282276000
a—1 -0.857142856900 -0.933333332000 -1.166666666000 -2.500000002000
ao 0.022222221950  0.085714284400  0.235714285200  0.616666667500
ai 0.818181818400  0.777777778600  0.694444444800  0.535714285200
as  -0.230769230800 -0.212121212500 -0.176767677000 -0.119047618800
as 0.057142857160  0.051282051370  0.040792540870  0.025252525190
ag  -0.009453781515 -0.008333333343 -0.006410256426 -0.003746253734
as 0.000751879699  0.000653594771  0.000490196080  0.000274725274

FD{ FD} FD} FD FD
a—s -0.005683205683 -0.002343750000 -0.001420801421 -0.001041666667 -0.000865800900
a—g4 0.059523809520  0.026223776220  0.016666666670  0.012626262630  0.010714290000
a—z -0.284160284200 -0.136718750000 -0.092352092350 -0.072916666670 -0.063492060000
a—2  0.833333333300  0.454545454500  0.333333333300  0.277777777800  0.250000000000
a_1 -1.847041847000 -1.230468750000 -1.015873016000 -0.911458333300 -0.857142900000
ag 1.141666667000  0.496031746000  0.241666666700  0.107142857100  0.033333330000
a 0.119047619000  0.410156250000  0.609523809500  0.729166666700  0.800000000000
as  -0.019841269840 -0.019531250000 -0.095238095240 -0.166666666700 -0.214285700000
as 0.003607503608  0.002343750000  0.003968253968  0.026041666670  0.047619050000
ag  -0.000485625486 -0.000253652597 -0.000288600289 -0.000694444444 -0.005952381000

as

0.000033300033

0.000015175796

0.000013875014

0.000022546898

0.000072150070
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Tableau D.9: Coefficients des filtres sélectifs de raccordement sur sept points.
SF,~? Sr, ! SF.0 SF.! SF.?
d_3  0.000000000000  0.031250000000 -0.050000000000 -0.027343750000 -0.018750000000
d_o  0.031250000000  0.000000000000  0.246093750000  0.150000000000  0.109375000000
d_1 -0.156250000000 -0.156250000000 -0.450000000000 -0.328125000000 -0.262500000000
do 0.312500000000  0.312500000000  0.328125000000  0.350000000000  0.328125000000
di  -0.312500000000 -0.312500000000 -0.098437500000 -0.164062500000 -0.218750000000
do 0.156250000000  0.156250000000  0.028125000000  0.021875000000  0.065625000000
ds  -0.031250000000 -0.031250000000 -0.003906250000 -0.002343750000 -0.003125000000
Tableau D.10: Coefficients des filtres sélectifs de raccordement sur onze points.
SF, SF,;° SF,;° SF;!
d_s 0.000000000000 0.001953125000  0.009945609941  0.027343749990
d_4 0.001953125000  0.000000000000 -0.035156249990 -0.149184149100
d_3 -0.017578125000 -0.017578125000  0.009945609941  0.281249999900
d_o 0.070312500000  0.070312500000  0.072916666650 -0.149184149100
d_1 -0.164062500000 -0.164062500000 -0.167708333300 -0.109375000000
do 0.246093750000  0.246093750000  0.243750000000  0.218750000000
dy  -0.246093750000 -0.246093750000 -0.238715277800 -0.210937500000
do 0.164062500000  0.164062500000  0.156881313200  0.135416666700
ds  -0.070312500000 -0.070312500000 -0.066542832180 -0.056344696980
dy 0.017578125000  0.017578125000  0.016506410260  0.013767482520
ds  -0.001953125000 -0.001953125000 -0.001822916667 -0.001502403847
SF,§ SF} SF,3 SF3 SF,}
d_5 0.006225476190 -0.002909342448 -0.001860119048 -0.001342773438 -0.001085069444
d_4 -0.023421835937  0.026041666670  0.017456054690  0.013020833330  0.010742187500
d_3 -0.019044285714 -0.101826985700 -0.072544642860 -0.056396484380 -0.047743055560
d_o  0.238418984375  0.225694444400  0.174560546900  0.143229166700  0.125325520800
d_1 -0.487181190476 -0.305480957000 -0.265997023800 -0.234985351600 -0.214843750000
do 0.384474492188  0.248263888900  0.261840820300  0.257812500000  0.250651041700
dip  -0.149023236607 -0.101826985700 -0.159598214300 -0.187988281200 -0.200520833300
do 0.068834975818  0.014546712240  0.049874441960  0.085937500000  0.107421875000
ds  -0.023998783482 -0.002909342448 -0.004156203497 -0.020141601560 -0.035807291670
dy 0.005245403646  0.000440809462  0.000453404018  0.000895182292  0.005967881944
ds  -0.000530000000 -0.000033908420 -0.000029064360 -0.000040690104 -0.000108506944




ANNEXE E
Différences finies et filtres sélectifs
de raccordement de maillages

Les problemes aéroacoustiques impliquent généralement une large gamme d’échelles ca-
ractéristiques. Les sources de bruit d’un jet sont par exemple plus petites d’au moins un ordre
de grandeur que la longueur d’onde dominante du champ acoustique rayonné. Un étirement
du maillage peut alors étre mis en ceuvre pour tenir compte a la fois des échelles de longueur
typiques des perturbations acoustiques et aérodynamiques. La méthode requiert cependant
de nombreux points de maillage pour accroitre la taille des mailles de maniere significative,
et elle peut générer des erreurs numériques [14].

Une approche alternative consiste a traiter les problemes multi-échelles en utilisant un
domaine de calcul divisé en plusieurs sous-domaines ou la taille des mailles est uniforme.
On s’intéresse ici au cas ou la taille des mailles est doublée entre deux sous-domaine. Par
exemple, Tam & Kurbatskii [143] ont développé dans cette optique des différences finies et
des filtres sélectifs de raccordement entre deux sous-domaines sur sept points centrés sur les
mailles. Des schémas centrés aux noeuds du maillage sont proposés dans cette annexe pour
la discrétisation de la transition entre une grille de maille Az et une grille de maille 2Az. Des
différences finies et des filtres sélectifs d’ordre élevé sont ainsi construits pour la différentiation
spatiale et la suppression des oscillations maille-a-maille.

Dans cette annexe, des schémas aux différences finies de raccordement sur sept et onze
points sont développés dans la section E.1 et les filtres sélectifs correspondant sont décrits
dans la section E.2. Des cas test illustrant la précision des schémas sont finalement résolus
dans la section E.3.

E.1 Différences finies

Une formulation des différences finies sur un maillage non-uniforme (x;) est introduite.
La taille de maille locale est définie comme la distance la plus petite entre le point x; et ses
deux premiers voisins x;—1 et x;41, €.,

sz‘ = min($i+1 — X, Tj — xi_l) (E1>

La plus petite longueur d’onde que le schéma est capable de résoudre au point (z;) est égale
a 2Ax;. La dérivée spatiale en x; d’une fonction f est ensuite approchée a ’aide du schéma,

of -
<6x)l = A:UijZ_Najf(fUHj) (E.2)

On propose ici de calculer les coefficients a; en annulant les premiers termes issus de la série de
Taylor de f(z;4;) en x; dans 'expression (E.2), de maniére & atteindre un ordre de précision
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Figure E.1: Région de transition entre deux maillages uniformes de maille Ax et 2Ax.

maximal. Il vient pour le développement asymptotique de f(x;4;),

2N p
A
fl@ivg) =) 7]1)!

p=0

P (z) + O(Az; 2N+ (E.3)

ou fij = (xi+; — ;) /Ax;. Ainsi, d’apres (E.2), I'algorithme se développe suivant,

T 2N N prl
<g£> fA( i Z ED DI f(p)(fl?z’) +0(Az*N) (E.4)

j=—N p=1j=-N
370

Afin d’obtenir une précision d’ordre 2N, les coefficients a; doivent étre solutions du systeme :

N
Z aj; = 0
=N
N (E.5)

Zajﬁfj: pl, le,...,QN
j=—N
j#0

¢

ou dp1 est le symbole de Kronecker.

A laide du systeme (E.5), des différences finies d’ordre six sur sept points, et d’ordre
dix sur onze points ont été calculés pour raccorder deux maillages uniformes de taille de
maille Az et 2Ax. La figure E.1 illustre le raccord entre ces deux maillages uniformes. Les
coefficients de ces algorithmes aux différences finies sont donnés dans les tableaux D.7 et D.8.
Les schémas sont notés avec les conventions de la figure E.2 : I'indice indique le nombre de
points du schéma, et I’exposant donne le point ou la transition entre les deux maillages a lieu.

Les propriétés dispersives et dissipatives des schémas aux différences finies sont obtenues
en calculant la transformée de Fourier spatiale de 1’équation (E.2). Le nombre d’onde effectif
k* est alors défini par la relation,

N
k*Ax; = —i Z ajeiPiskaci (E.6)

ou k est le nombre d’onde exact. Afin d’illustrer les caractéristiques d’un schéma, on considere
Péquation d’advection dans laquelle la dérivée spatiale 9/0x est approchée avec (E.2) :

ou , o
ot C(?:c

Il vient pour la relation de dispersion,

=0 (E.7)

w=k"c (E.8)
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Figure E.2: Nomenclature des schémas de raccordement : (a) sur sept points et (b) sur onze points.
Les différences finies sont notées FDY} et les filtres sélectifs SFy;, ou N est le nombre
de points du schéma, et m indique le numéro du point ou la transition de maillage a
lieu, en supposant que le noeud central est a 'indice 0.

ol w est la pulsation. Considérons une onde harmonique se propageant vers les x positifs,
avec comme perturbation initiale : u(z,t = 0) = e***. La solution approchée obtenue est,

u(z,t) = e'kr=wt) (E.9)

D’apres (E.8), cette solution peut étre récrite suivant,

u(:v,t) _ ei(kw—k*ct) _ ei[k—Re(k*)}ct . eIm(k*)ct . eik(w—ct) (E.lO)
~———— N — N —
dispersion dissipation solution
exacte

L’erreur sur la phase est alors donnée par kAz; — Re(k*Ax;), et Pamplitude de 'onde est
multipliée par eZ™( " A%) pour une perturbation se propageant sur une distance Az; vers les

—Im(k*Azi) hour une onde se propageant vers les x négatifs.

x positifs, et par e
Par la suite, seuls les schémas de raccordement sur 11 points seront étudiés en détail. Une
analyse similaire pourrait cependant étre effectuée pour les schémas de raccordement sur 7
points et conduirait a des conclusions identiques.
L’erreur de dispersion |kAx; — Re(k*Ax;)|/m pour les schémas sur onze points est tracée

sur la figure E.3.a pour les schémas en Az (Az; = Ax), et sur la figure E.4.a pour les schémas
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Figure E.3: (a) Erreur de dispersion, et (b) facteur d’amplification des différences finies en Az de
raccordement sur onze points, en fonction du nombre d’onde kAzx : —e— Fqufmf ,
- —— Fp)}, —+— Fpyj, ——FD3, — — — FDy, FDJ.
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Figure E.4: (a) Erreur de dispersion, et (b) facteur d’amplification des différences finies en 2Az de
raccordement sur onze points, en fonction du nombre d’onde kAz : —e— FDfl””f ,
—_—t Flel, - = = FD1;27 FDJP’7 - == FD1I4. La ligne en pointillés

montre le nombre d’onde de coupure des schémas par rapport a un maillage de maille
de taille Ax.

en 2Az (Ax; = 2Az), en fonction du nombre d’onde kAx, en échelles logarithmiques. Les
propriétés des différences finies centrées d’ordre dix obtenues sur une grille uniforme, notées
FDlﬁmif , sont aussi tracées pour comparaison. Le nombre d’onde de coupure des schémas
en 2Ax est k.Az = /2. En effet, les oscillations maille-a-maille qui correspondent & deux
points par longueur d’onde sur un maillage de maille Az correspondent a des ondes avec
quatre points par longueur d’onde sur un maillage de maille Ax. On observe que les erreurs
de dispersion restent inférieures & 5 x 1073 jusqu’a kAz < 7/2 pour tous les schémas aux
différences finies en Az, et jusqu’a kAx < m/4 pour les schémas en 2Az. Ces limites en
nombres d’onde correspondent respectivement a quatre et huit points par longueur d’onde
par rapport & un maillage de maille Az. On peut aussi noter que les oscillations maille-a-
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Tableau E.1: Limites de précision en dispersion et en dissipation des différences finies de raccor-
dement sur onze points, en nombres de points par longueur d’onde A\/Azx = 27 /kAzx
par rapport a une taille de maille Az. Les limites du schéma standard centré d’ordre
dix sont aussi données quand il est utilisé sur un maillage uniforme de maille Ax

(FDf{”jﬁx) et sur un maillage uniforme de maille 2Ax (FDflm/lg Aw)-

Dispersion Dissipation
|kAz; —Re(k* Ax;)|/m<5x 1073 [1—eZTm (k" Az | 5% 103

A Az N Az
Fo,i"A, 4.14 0
Fp,j 4.19 3.67
Fp3 4.28 4.24
Fp,2 4.41 4.75
Fp,} 4.56 5.35
Fp,} 3.66 6.23
Fp,;! 6.96 7.63
Fp, ;> 7.68 7.81
Fp,* 8.04 7.54
Fp,;* 8.21 6.79
Fp '"f 8.28 0

11 /2Ax

maille, c’est a dire kAx = 7 sur une grille de maille Az, et kAz = 7/2 avec une maille de
taille 2Ax, ne sont pas résolues par les différences finies de raccordement.

+Im(k*Azi) (eg différences finies sur onze points est maintenant

Le facteur d’amplification e
tracé sur la figure E.3.b pour les schémas en Az et sur la figure E.4.b pour les schémas en
2Ax, en fonction du nombre d’onde kAx, en échelles logarithmiques. Pour des petits nombres
d’onde, i.e. kAx < 7/2 pour les schémas en Az et kAz < m/4 pour les schémas en 2Ax,
le facteur d’amplification reste proche de 1. Pour des nombres d’onde plus grands, et plus
particulierement pour les oscillations maille-a-maille, le facteur d’amplification est tel que
eIm(k"Azi) 1 et e~ Zm(k"Azi) 5 1 Les perturbations qui correspondent & ces nombres d’onde
se propageant vers les x négatifs sont donc amplifiées tandis que celles se propageant vers les
x positifs sont atténuées.

Les limites de précision en phase et en amplitude des schémas sur 11 points sont
déterminées respectivement & l'aide des criteres |kAz; — Re(k*Axz;)|/m7 < 5 x 1073 et
|1 — eImk"Azi)| < 5 % 1073, Ces limites sont données pour tous les schémas sur 11 points
dans le tableau E.1, en nombre de points par longueur d’onde, par rapport a un maillage
de maille Ax. Les limites du schéma centré d’ordre dix sur onze points FDflmif sont aussi
indiquées quand le schéma est utilisé sur des maillages uniformes de maille Az et 2Az. Ce
schéma centré n’introduit pas de dissipation puisqu’il est symétrique. L’étude des erreurs de
dispersion montre qu’il est cependant précis pour des perturbations avec au moins quatre
points par longueur d’onde, c’est a dire A = 4Axz sur une grille de maille Ax, et A = 8Ax
sur une grille de maille 2Ax. Les limites de précision des schémas de raccordement, a la fois

pour la phase et I'amplitude, sont tres proches : on obtient en effet environ A = 4Az pour
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les schémas en Az et A = 8Ax pour les schémas en 2Ax.

Le calcul des limites de précision montre donc que les schémas sur onze points développés
dans cette annexe permettent a des ondes discrétisées par au moins huit points par longueur
d’onde sur un maillage de maille Az, ou de maniére équivalente par quatre points par longueur
d’onde sur une grille de maille 2Ax, d’étre propagées correctement au travers de la zone de
transition entre les deux maillages uniformes. Les longueurs d’onde plus petites ne sont pas
résolues et doivent donc étre supprimées a 1’aide de filtres sélectifs.

E.2 Filtres sélectifs

Afin de supprimer des oscillations maille-a-maille, le filtrage sélectif d’une fonction f peut
étre effectué a 'aide de l'algorithme,

N
FUzi) = fl) —o > dif(wiry) (E.11)
.

J

ou f% est la fonction filtrée, d; sont les coefficients du filtre et o est une constante prise entre
0 et 1 qui définit l'intensité du filtrage. Dans ce qui suit, lors du calcul des coefficients et de
I’étude des propriétés du filtre, 'intensité du filtrage est fixée a sa valeur maximale o = 1. La
fonction de transfert du filtre est obtenue en appliquant la transformée de Fourier spatiale &
Pexpression (E.11) :

N
G(kAz;) =1— Y djellahas (E.12)
j=—N

ou Ax; et 3;; ont été définis dans la section E.1. Afin de calculer les coefficients d;, les
premiers termes de la série de Taylor de (E.12), obtenus quand kAz; — 0

N 2N—-1 (iijJIi)p N ) -
GhAz)=1- > dj— > o > Bhd; | + O(kAzN) (E.13)
j=—N p=1 j=—N

sont annulés. On impose également au filtre de dissiper entierement les oscillations maille-a-
maille. Les contraintes précédentes peuvent se mettre sous la forme :

(E.14)

G(kAz;) =14+ O(kAz;”), pour kAz; —0
G(m)=0

et conduisent a un systeme d’équations qui détermine les coefficients d; assurant une précision
d’ordre v quand k — 0.

Pour les filtres en Az, les coefficients §;; = (x4 — x;)/Ax; sont entiers et les expressions
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(E.13) et (E.14) fournissent le systeme d’équations

N
> (D)%d; =1
j=—N
N
> dj=0 (E.15)
j=—N
N
Y d;ipl=0, p=1,...2N-1
j=—N

avec 7 = 2N. Des filtres sélectifs d’ordre six sur sept points et d’ordre dix sur onze points
sont construits dans cette annexe a l’aide de ces relations.

Considérons maintenant les schémas en 2Ax. Les coefficients 3;; = (zi4; — 2;)/Ax; ne
sont plus des entiers et la condition G(m) = 0 est a priori complexe. Celle-ci conduit donc a
deux équations scalaires sur les coefficients d;, qui sont alors solutions du systeme :

N
Z COS(ﬂijﬂ')dj =1
j=—N
N
Z Sin(ﬂi]’ﬂ')dj =0
j=—N
N (E.16)
d di=0
j=—N
N
> diph=0, p=1,..,2N-2
j=—N

L’ordre de précision est réduit a v = 2N — 1. Des filtres sélectifs d’ordre cing sur sept points
et d’ordre neuf sur onze points sont calculés de cette maniere.

Les coeflicients des schémas sont donnés dans les tableaux D.9 et D.10, et la notation des
algorithmes est décrite sur la figure E.2. On notera que le coefficient d5 du schéma Sr,J a été
optimisé afin que le filtre reste stable avec |G(kAx;)| < 1 pour kAz; € [0, 7]. Dans ce cas,
lordre du filtre est réduit a neuf.

Les propriétés des algorithmes de filtrage sur 11 points sont maintenant étudiées en détail.
Les filtres sur 7 points ne seront cependant pas présentés, car ils ont des caractéristiques
similaires a celles des filtres sur 11 points.

Afin d’étudier les propriétés des filtres sélectifs dans I’espace de Fourier, la fonction de
transfert (E.12) est mise sous la forme,

G(kAz;) = |Gle'*e (E.17)

ou |G| est le module et ¢ la phase, i.e. Pargument de G. Les facteurs d’amortissement
1 — |G(kAz;)| des filtres sur 11 points sont tracés sur la figure E.5.a pour les filtres en Az et
sur la figure E.6.a pour les filtres en 2Ax, en fonction de kAx, en échelles logarithmiques. Ils
sont comparés au facteur d’amortissement du schéma standard centré d’ordre dix sur onze
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Figure E.5: (a) Facteur d’amortissement, et (b) erreur de phase des filtres sélectifs en Az de
raccordement sur onze points, en fonction du nombre d’onde kAx : —e— Squfmf ,
- SFl%a —t SFlzia —SF121a - 0 = SF1117 """"" SFl({
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Figure E.6: (a) Facteur d’amortissement, et (b) erreur de phase des filtres sélectifs en 2Axz de
raccordement sur onze points, en fonction du nombre d’onde kAx : —e— Squfmf ,
—+— SF,;;Y, — — — SF %, ——SF,;°, — -— -— SF;; % Laligne en pointillés
montre le nombre d’onde de coupure des filtres par rapport a un maillage de maille

Az.

points utilisé sur une grille uniforme, noté Squfm'f . On observe que la dissipation des filtres
en Ax et en 2Ax est proche de celle du filtre centré. L’atténuation des oscillations maille-a-
maille est importante tandis qu’elle est négligeable pour les nombres d’onde plus petits. Le
taux de dissipation est en effet inférieur & 5 x 1073 jusqu’a kAx < 7/2.5 pour les filtres en Ax
et jusqu'a kAz < w/5 pour les filtres en 2Az. Ces limites en nombre d’onde correspondent
respectivement a A = 5Ax et A = 10Az.

Les erreurs de phase des filtres sur 11 points sont présentées sur les figures E.5.b et E.6.b.
Elles sont inférieures & 5 x 1072 jusqu’a kAxr < 7/2.5 pour les filtres en Az et jusqu’a
kAx < /5 pour les schémas en 2Ax. Pour les nombres d’onde plus élevés, kAx ~ 7 pour les
filtres en Ax et kAx ~ 7/2 pour les filtres en 2Ax, la dispersion devient significative mais
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Tableau E.2: Limites de précision en dissipation et en dispersion des filtres sélectifs de raccordement
sur onze points, en nombre de points par longueur d’onde A\/Az = 27/kAx par
rapport & une taille de maille Azx. Les limites du filtre standard centré d’ordre dix sont

aussi données quand il est utilisé sur un maillage uniforme de maille Az (SFlllm/igm)

et sur un maillage uniforme de maille 2Az (SF, ™/ ).

11 /2Ax
Dissipation Dispersion
1—|G(kAz;)|<5x10~3 |pc(EAz;)|/m<5x1073
A Az N Az
7
SFy} " Aa 4.99 0
Sr, 5.07 3.30
SF,3 5.22 3.92
SF,3 5.44 4.48
Sr ! 5.68 5.08
Sr9 8.58 6.06
Skt 9.79 8.30
Sk, 2 9.94 8.73
Sk, ° 9.97 8.89
Sk, 9.97 8.89
S 9.98 0
11 /2Ax )

ces perturbations sont précisément celles qui sont atténuées par le filtrage.

Les limites de précision en dissipation et en dispersion des filtres sont par ailleurs évaluées
a Paide des deux criteres : 1 — |G(kAz;)| <5 x 1073 et |pa(kAx;)|/7 < 5 x 1073. Elles sont
présentées dans le tableau E.2, en terme de nombre de points par longueur d’onde par rapport
a un maillage de maille Ax. La limite de dissipation du filtre centré d’ordre dix sur 11 points
est aussi donnée. Ce filtre est précis jusqu’a A = 5Ax sur une grille de maille Az, et jusqu’a
A = 10Ax sur une grille de maille 2Az. On constate que les limites de précision des schémas
de raccordement sont similaires. Les limites de précision en dissipation et en dispersion sont
en effet d’environ A = 5Ax pour les schémas en Az, et d’environ A = 10Az pour les schémas
en 2Azx.

Les filtres de raccordement sur onze points atténuent donc significativement les perturba-
tions avec des longueurs d’onde plus petites que A = 10Ax. Ainsi, les ondes discrétisées par
au moins cing points par longueur d’onde sur un maillage de maille 2Az, ou discrétisées de
maniére équivalente par dix points par longueur d’onde sur une grille de maille Az, ne sont
pas significativement affectées par les filtres de raccordement lorsqu’elles traversent la zone
de transition entre les maillages de taille de maille Ax et 2Ax.
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=0
Az 2Ax
(a) '
Ax stretching [2Ax
<>
(b)

mesh transition

Figure E.7: Systémes de maillage pour le cas test de convection linéaire : (a) le domaine est divisé
en deux grilles uniformes de maille Az et 2Ax, et (b) la grille de maille Az est étirée
afin que la taille de maille soit égale a 2Ax en x = 0.

E.3 Cas test

E.3.1 Convection linéaire

Les propriétés des schémas de raccordement sont maintenant illustrées par la résolution
de I’équation d’advection,

ZTZ + ecgz =0 (E.18)
ou € = 1 pour une onde se propageant vers les z positifs, et ¢ = —1 pour une onde se
propageant vers les x négatifs. La vitesse de propagation c est prise égale a 1. Le maillage
n’est pas uniforme : a z = 0, la taille des mailles passe brusquement de Az a 2Ax, comme le

montre la figure E.7.a, avec Ax = 1. La perturbation initiale a ¢t = 0 est définie par,

uo(z) = cos Lfgx(x - xo)} exp [— In(2) (”&i“ﬂ (E.19)

ou aAx est la longueur d’onde dominante, bAz est la demi-largeur de I’enveloppe Gausienne,

et xg est la position initiale de la perturbation. La méme perturbation est propagée vers les x
positifs dans un premier temps, puis vers les x négatifs dans un deuxiéme cas. Les parametres
pour ces deux cas test sont,

1. onde directe : e =1, a =10, b =12, xg = —30;

2. onde rétrograde : e = —1, a = 10, b = 12, xy = 30.
La longueur d’onde dominante aAxz = 10Az correspond & un signal avec dix points par
longueur d’onde par rapport & une maille de taille Az, i.e. cing points par longueur d’onde sur
une grille de maille 2Ax. La demi-largeur de la Gaussienne est choisie afin que la perturbation

initiale ne contiennent pas d’onde avec moins de quatre points par longueur d’onde sur le
maillage de maille 2Az. La solution est calculée jusqu’a t = 60. L’algorithme optimisé de
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(a) (b)

Axmesh - 2Ax mesh

0.5}

25 50 =50 -25 0 25 50
x/Az x/Az

Figure E.8: (a) Perturbation initiale, et (b) solution calculée & ¢t = 60 pour une perturbation se

propageant vers les x positifs, pour le cas test de ’équation d’advection avec o = 0.2
(o solution exacte). La fleche indique la direction de propagation.

(a) (b)

Axmesh - 2Ax mesh

0.5

-1 . . . . . .
-50 =25 0 25 50 =50 -25 0 25 50
x/Az x/Az

Figure E.9: (a) Perturbation initiale, et (b) solution calculée & t = 60 pour une perturbation se
propageant vers les x négatifs, pour le cas test de I’équation d’advection avec o = 0.2
(o solution exacte). La fleche indique la direction de propagation.

Runge-Kutta & six étapes de Bogey & Bailly [14] est utilisé pour l'intégration temporelle
avec un nombre de CFL = cAt/Ax égal a 0.8. Deux valeurs de l'intensité du filtrage o ont
été testée : 0 = 0.2 et 0 = 0.8. Dans les régions ou la grille est uniforme, des schémas
centrés optimisés sur onze points sont utilisés pour la différentiation spatiale et le filtrage
sélectif [14]. Ces algorithmes peuvent calculer avec précision des perturbations avec au moins
quatre points par longueur d’onde. Les différences finies et les filtres de raccordement sur
11 points sont finalement implémentés pour discrétiser la zone de transition entre les deux
maillages uniformes.

Les perturbations intiales et les solutions calculées a t = 60 pour o = 0.2 sont tracées sur
les figures E.8 et E.9, pour les ondes se propageant respectivement vers les x positifs et les
x négatifs. On n’observe pas d’effet de dissipation ou de dispersion lorsque la perturbation
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(b)

0.5

—-0.5¢

-50 -25 0 25 50 -50 =25 0 25 50
x/Az x/Ax

Figure E.10: Solutions calculées & t = 60 pour le cas test de ’équation d’advection avec o = 0.8,
pour (a) une onde se propageant vers les x positifs, et (b) une onde se propageant
vers les x négatifs (o solution exacte).

(a) (b)

1 " : " 1
Axmesh - 2Ax mesh
0.5} : ] 0.5/
S 0 S 0
-0.5¢ : 1 -0.5¢
-1 . . . -1 . : .
-50 -25 0 25 50 -50 -25 0 25 50
x/Ax z/Ax

Figure E.11: (a) Perturbation initiale, et (b) solution calculée & ¢ = 60 pour une onde qui se
propage vers les x positifs et qui n’est pas résolue par la grille de maille 2Az, avec
o = 0.2. La fleche indique la direction de propagation.

traverse la zone de transition entre les deux maillages uniformes. En effet, dans les deux sens
de propagation, la solution est en tres bon accord la solution exacte. Les solutions obtenues
pour o = 0.8 sont par ailleurs représentées sur la figure E.10.a pour ’onde se propageant vers
les = positifs, et sur la figure E.10.b pour celle se dirigeant vers les x négatifs. Dans les deux
cas, la perturbation calculée est légerement dissipée mais reste malgré tout tres proche de la
solution exacte.

Le probleme est maintenant résolu avec les mémes méthodes numériques et le méme
maillage décrits ci-dessus, mais avec les parametres suivants pour la perturbation initiale :
e=1,a=10,b =12, xg = —30. L’intensité du filtrage est fixé & ¢ = 0.2. La perturbation



193 Différences finies et filtres sélectifs de raccordement de maillages

initiale, qui est fournie par la figure E.11.a, est une onde se propageant vers x positifs dont
la longueur d’onde dominante est discrétisée par cing points sur la grille de maille Az. Elle
est donc correctement résolue sur le maillage de maille Az, mais pas sur la grille de pas 2Ax
ou la perturbation ne contient que 2.5 points par longueur d’onde. Cette onde doit alors
étre supprimée par les filtres sélectifs de raccordement. La solution calculée a ¢ = 60 est
représentée sur la figure E.11.b. L’onde qui devrait étre théoriquement visible & z/Ax ~ 30
a été completement atténuée. On notera également que la suppression de cette perturba-
tion s’est faite sans générer d’oscillations parasites au niveau de la transition entre les deux
maillages uniformes.

E.3.2 Comparaison avec la méthode d’étirement du maillage

Un cas test est maintenant résolu en utilisant deux configurations différentes de maillage.
Dans un premier calcul, deux maillages uniformes sont raccordés avec les schémas proposés
ci-dessus. Le deuxieme calcul utilise une grille dont les mailles sont progressivement étirées.
L’équation d’advection (E.18) est résolue avec la perturbation initiale (E.19). La perturbation,
placée initialement a zog = —100Ax, se propage vers les x positifs, i.e. e = 1.

Dans un premier calcul, deux maillages uniformes de maille Ax et 2Ax sont raccordés en
x = 0, comme le montre la figure E.7.a. Dans cette configuration, les schémas de raccordement
sur 11 points sont utilisés pour discrétiser la zone de transition au voisinage de = = 0, et les
schémas centrés standards d’ordre dix sont implémentés dans le reste du domaine de calcul.

Deux autres calculs sont effectués en utilisant un étirement du maillage de maniere a
avoir une taille de maille égale a 2Az en x = 0 (¢f. figure E.7.b). Deux taux d’étirement sont
utilisés : 7 = 1.014 et r = 1.071. La zone étirée de la grille est alors constituée de 50 et 100
points, respectivement. Les différences finies et le filtre sélectif standards d’ordre dix sont
ici utilisés sur ’ensemble du domaine de calcul. Pour toutes les configurations, ’algorithme
optimisé de Runge-Kutta développé par Bogey & Bailly [14] est utilisé pour Iintégration
temporelle avec un nombre de CFL = cAt/Ax de 0.8, et le coefficient de filtrage est pris égal
ao=0.2.

Le cas test est résolu avec b = 12, et a prend successivement les valeurs 10, 12 et 16,
afin que la longueur d’onde dominante de la perturbation initiale (E.19) corresponde a un
signal avec 5, 6 et 8 points par longueur d’onde sur le maillage de maille 2Ax. La solution
est calculée jusqu’a t = 200, et ’erreur est donnée par la norme Ly :

U — Up )2

ol u et ue sont respectivement la solution calculée et la solution exacte. A noter que la norme
Lo n’est évaluée qu’aux points qui sont communs a toutes les configurations de maillage, c’est
a dire ceux avec une abscisse positive.

L’erreur a t = 200 est donnée dans le tableau E.3 pour les différents cas test. On observe
que lerreur croit quand le nombre de points par longueur d’onde décroit. Par ailleurs, les
calculs avec les schémas de raccordement sont les plus précis pour les trois perturbations
initiales. Pour la perturbation avec A = 16Ax, l'erreur est par exemple deux fois plus petite
que lerreur commise avec les deux configurations avec étirement du maillage. Pour A = 12Ax
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Tableau E.3: Norme Ly de lerreur numérique & ¢ = 200 pour différentes longueurs d’onde domi-
nante de la perturbation initiale par rapport & une maille Az, et pour différentes
configurations de maillage.

schémas de étirement étirement

raccordement de 1.4% de 7.1%

A\ = 10Ax 5.7x1073 6.8x1073 6.3x1073
A\ = 12Ax 1.3x1073 2.0x1073 1.9x1073
A = 16Azx 1.3x1074 2.8x1074 2.6x1074

et A = 10Ax, le gain en précision lié a 'utilisation des schémas de raccordement est inférieur :
environ 30% pour A = 12Az et 10% pour A = 10Az. Pour les trois perturbations initiales,
les erreurs numériques des deux configurations avec étirement sont similaires pour r = 1.014
et r = 1.071. Un taux d’étirement plus élevé introduit en effet des erreurs numériques plus
importantes mais sur un nombre de points inférieur. Ces tendances contradictoires semblent
pouvoir expliquer pourquoi l'erreur reste sensiblement constante quand le taux d’étirement
est modifié.

E.4 Conclusion

Des différences finies et des filtres sélectifs d’ordre élevé ont été proposés pour raccorder
deux maillages uniformes de maille Az et 2Ax. L’analyse des propriétés de dispersion et de
dissipation a montré que ces schémas sont capables de calculer avec précision des perturba-
tions avec au moins cinq points par longueur d’onde. De tels algorithmes peuvent étre utilisé
par exemple pour calculer le champ acoustique lointain généré par un écoulement turbulent.
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Résumé de la thése

Ce travail de these est consacré au calcul direct du screech des jets supersoniques a partir
des équations de Navier-Stokes.

Le bruit des jets supersoniques choqués est constitué de trois composantes majeures : le
bruit des structures turbulentes, le bruit de choc et le bruit de screech. Le screech est un
rayonnement harmonique intense observé vers I’amont de I’écoulement, résultant d’une boucle
de rétroaction. L’interaction des structures turbulentes avec le réseau quasi-périodique des
cellules de choc peut en effet produire une onde acoustique qui se propage vers amont du
jet. La boucle se referme au niveau de la levre de la tuyere ou la couche de mélange est alors
excitée par I’onde acoustique.

Les investigations antérieures de la littérature ont montré la complexité des mécanismes
liés au screech. La Simulation des Grandes Echelles (SGE) compressible permet maintenant
d’accéder aux détails du développement turbulent d’écoulements réalistes a haut nombre de
Reynolds, et au champ acoustique rayonné. La méthode utilisée pour la SGE requiert 'uti-
lisation d’algorithmes peu dissipatifs afin de minimiser la dissipation appliquée aux échelles
résolues. Les schémas numériques doivent de plus pouvoir calculer les fluctuations acoustiques
trés petites par rapport au champ aérodynamique.

La premiere étape du travail de thése s’est concentrée sur le développement d’un solveur des
équations de Navier-Stokes 3-D, adapté aux écoulements supersoniques. Afin de développer
des techniques numériques pour ce type de simulations, des schémas de différenciation spatiale
et de filtrage sélectif ont été mis au point pour I'implémentation de conditions aux limites
de paroi, et pour le raccordement de maillages entre champ proche et champ lointain. Un
algorithme de Runge-Kutta d’ordre quatre a stockage réduit a aussi été construit pour une
meilleure résolution des effets non-linéaires. La précision des schémas a été minutieusement
évaluée par des cas tests représentatifs de I'aéroacoustique numérique.

Le probleme de I'influence du choix des algorithmes de discrétisation sur la précision d’une
SGE filtrée explicitement a également été abordé. Un outil d’analyse des erreurs numériques
commises lors de la SGE d’un cube de turbulence homogene isotrope incompressible a ainsi
été développé, et a permis de montrer que les schémas d’ordre élevé peu dispersifs et peu
dissipatifs présentent un bon compromis entre précision et cott informatique.

Finalement, un jet 3-D plan sous-détendu a nombre de Mach équivalent M; = 1.55 et
au nombre de Reynolds Re, = 6 x 10* a été simulé. La structure du jet choqué et son
développement turbulent ont été fidelement reproduits et le rayonnement acoustique observé
en amont pour ce calcul se compare favorablement aux mesures expérimentales en terme de
fréquence, de niveau, et de répartition de phase de part et d’autre de la tuyere. Des visua-
lisations de I’écoulement et du champ proche acoustique ont fait apparaitre que le choc de
compression de la troisieme cellule tend a pénétrer la couche de mélange au niveau des zones
de faible vorticité localisées entre les structures cohérentes associées a I’excitation de la boucle
de rétroaction a ’orgine du screech. Ces observations ont confirmé I’hypothese de génération
de bruit par le mécanisme de “fuite” des chocs (shock-leakage).
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