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RESUME

Dans de nombreux systémes mécaniques du groupe motopropulseur automobile, les jeux sont a
I’origine de pertes de contact. Les impacts générés entre les composants menent dans le meilleur des
cas a de la nuisance sonore et dans le pire des cas a de la rupture en fatigue.

Dans ce mémoire, nous avons étudié la dynamique non linéaire de 1’entrainement de pompe a vide
sur moteur diesel. Le systéme est excité par la rotation multi-harmonique de I’arbre a cames. Il est
modélisé dans un premier temps par un degré de liberté, 1’angle relatif entre la pompe a vide et la
rotation imposée de 1’arbre a cames. Ces deux composants présentent un jeu angulaire. Le contact
bilatéral est représenté par une raideur de contact en torsion et un amortissement visqueux prenant en
compte la dissipation d’énergie due a I’impact.

L’équation différentielle linéaire par morceaux obtenue est résolue de maniere semi-analytique : la
solution analytique est obtenue entre les instants de début et fin de contact qui sont déterminés
numériquement. Les temps de simulations sont alors comparés a ceux obtenus par schémas
d’intégration numérique explicite afin de démontrer 1’efficacité et la rapidité de la méthode semi-

analytique.

Les parametres de 1’équation du mouvement sont 1I’amplitude de 1’acyclisme d’arbre a cames, la
vitesse de rotation et le couple résistant de la pompe a vide. L’analyse de stabilité des orbites
périodiques est alors déterminée a partir des coefficients de Floquets obtenus de maniére semi-
analytique. Une technique de continuation, basée sur une méthode de tir semi-analytique, est utilisée
pour décrire ces orbites périodiques et leurs bifurcations (doublement de période, bifurcation noeud-
col). Le comportement chaotique, obtenu sur une large plage de parametres, est mis en évidence par le
calcul des exposants de Lyapunov et par les coupures de Poincaré.

Ensuite, cette modélisation est étendue a une représentation avec plusieurs degrés de liberté. La
résolution reste toujours semi-analytique avec des équations différentielles découplées (hypothese de
Basile) résolues analytiquement dans le domaine fréquentiel, a partir des instants de début et de fin de
contact et de la base modale calculés numériquement.

Finalement, un banc expérimental a été réalisé, représentant de maniére trés simple 1I’entrainement
de pompe a vide. Les résultats expérimentaux et numériques ont été¢ confrontés afin de valider la
modélisation et la procédure d’analyse. Malheureusement, les premiers résultats montrent des
résonances qui perturbent les interprétations finales et qui indiquent que davantage de travaux
expérimentaux doivent étre menés pour poursuivre dans la validation et 1’amélioration du modéle
d’origine.
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ABSTRACT

In many automobile power train systems, clearances cause contact losses. Existence of impacts
between components leads for the best to noise pollution and for the worst to fatigue rupture.

In this document, we have studied the diesel engine vacuum pump drive non linear dynamics. The
system is excited by a multi harmonic camshaft rotation displacement. It is first modelled by a 1
degree of freedom, the relative angle between the vacuum pump and the imposed camshaft rotation.
An angular clearance is present between these two components. The involved double-sided contact is
represented by a classical torsion stiffness and a viscous torsion damping taking into account impact
energy dissipation.

The piecewise linear motion equation obtained is solved by a semi analytical method : the
analytical solution is computed between crossing times (the beginning and the end of the contact)
solved numerically. Time simulations are compared to the results of a numerical integration scheme,
demonstrating the efficiency and the rapidity of the semi analytical method.

The motion equation parameters are the camshaft harmonic excitation amplitudes, the rotation
velocity and the resistant pump torque. The periodic orbits stability analysis is performed by the semi
analytical computed Floquet multipliers. A continuation technique, based on a semi analytical
shooting method, is used to describe these periodic orbits and their bifurcations (period doubling,
saddle node bifurcation). The chaotic behaviour, obtained for a wide range of parameters value, is
revealed by the computed Lyapunov exponents and Poincaré applications.

Then, this model is extended to a representation with more than one degree of freedom. The
resolution keeps still semi-analytical with uncoupled differential equations (Basile hypothesis) solved
analytically in frequency domain, considering crossing times and modal basis numerically obtained.

Finally, an experiment idealizing the vacuum pump system has been performed. Experimental and
computed results will be confronted to validate the model and the analysis procedure. Unfortunately,
first results show undesired modal resonances which disrupt final interpretations and indicate that
more experimental work needs to be done in order to proceed with the model validation and
improvement.
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NOMENCLATURE

Abréviations
ddl degré de liberté
AAC arbre a cames
AVT type de poulie a amortissement des vibrations de torsion
BV boite de vitesses
GMP groupe moto-propulseur
PAV pompe a vide
VBQ vilebrequin
TOC joint de Oldham
Notations
Ninot régime moteur moyen (tr/min)
Hn ordre ou harmonique moteur (VBQ) d’amplitude Ay, et de phase @y,
hn ordre ou harmonique AAC d’amplitude Ay, et de phase @y,
t temps (s)
Qvgg vitesse instantanée moteur (ou vitesse instantanée VBQ)
Ay amplitude de I’harmonique moteur Hn
OHn phase de I’harmonique moteur Hn
Quac vitesse instantanée arbre a cames
Apn amplitude de I’harmonique moteur hn
Ohn phase de I’harmonique moteur hn
d, distance d’interpénétration
X fonction d’appariement entre 2 surfaces
I; surface n° I
pi point de la surface I;
Si solide n° i
R densité d’effort de contact
R, composante tangentielle de R
R.n composante normale de R
in coefficient de frottement de Coulomb
Vi vitesse tangentielle relative entre 2 solides en contact
r taux de restitution
. raideur de pénalisation
K raideur de contact
Ky constante de Hertz
O paramétre de compliance
C amortissement de contact
& taux d’amortissement de contact
ox interpénétration
Fhcay fonction de Heavyside
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voisinage de Sg

période

entier

section de Poincaré

état d’équilibre
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matrice jacobienne de F (= DxF)

valeurs propres de Jr

matrice des vecteurs propres p; de Jr
matrice diag(A;) ou sous forme de Jordan
partie réelle

partie imaginaire

matrice monodrome

coefficients de Floquet

sous-espaces propres stable, instable et central
variétés stable, instable et centrale
parameétre de continuation

angle de pompe a vide

angle d’arbre a cames

angle relatif entre la pompe a vide et I’arbre a cames

jeu angulaire entre la pompe a vide et I’arbre a cames

raideur de contact

amortissement de contact

taux d’amortissement de contact

inertie de pompe a vide

couple résistant de pompe a vide

vitesse de rotation moyenne arbre a cames

discriminant de 1’équation caractéristique issue de la phase de contact
solution particuliére de I’équation différentielle de la phase de contact

matrice de masse
matrice d’amortissement
matrice de raideur

base de modes propres
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INTRODUCTION GENERALE

La présence de jeux fonctionnels dans les systémes mécaniques du groupe moto-propulseur (GMP)
peut induire des pertes de contact qui sont parfois a 1’origine de chocs répétés. Ces impacts sont alors
source de nuisances sonores, de vibrations et de sollicitations dynamiques pouvant mener a la rupture
des composants. Suite a I’augmentation du couple moteur vis-a-vis de leur cylindrée et donc a celle
des niveaux d’excitation vibratoire, la mise au point du GMP est devenu plus critique. On cite parmi
les systémes dynamiques a jeux présents dans le GMP, les joints de Oldham (accouplement entre
I’arbre a cames et la pompe a vide ou la pompe haute pression, appelé également TOC), les
déphaseurs d’arbre a cames, les actionneurs électromécaniques de soupapes, les vannes EGR, les
boitiers papillon, le mécanisme interne des doubles volant amortisseur (DVA), la grenaille de boite de
vitesse (chocs entre pignons menant et pignons fous d’une boite de vitesse (BV)), les dispositifs de
synchronisation, ...

Les impacts sont des phénomeénes non linéaires qui peuvent présenter de réelles difficultés en terme
de modélisation. Avec les solveurs "classiques", I’intégration temporelle nécessite un pas de calcul tres
faible. Le niveau des efforts de contact ne se prédit alors de maniére suffisamment précise que pour un
temps de calcul CPU trop important. L’objectif de la thése est de développer des modeles physiques et
numériques permettant de prévoir plus précisément le comportement de systemes dynamiques avec
perte de contact, et cela avec des cofits de calcul plus modestes. La tache requiert un développement
de méthodologies d’analyse et d’études paramétriques de ces systémes.

Dans le cadre de cette thése, I’entrainement de pompe a vide par joints de Oldham (appelés TOC
chez PSA), a été étudié. Placé en bout d’arbre a cames, la pompe a vide est entrainée en rotation via
ce joint de Oldham dont la rupture a la fatigue, suite aux vibro-impacts répétés, conduit
irrémédiablement a la perte d’assistance de freinage. Il s’agit d’un composant critique et sécuritaire,
essentiel dans le dispositif de freinage véhicule.

Cet accouplement entre [’arbre a cames et la pompe a vide a été modélisé dans un premier temps
avec un degré de liberté. La phénoménologie des chocs a été simulée avec une loi de restitution (de
type loi de Newton), avec une raideur de contact linéaire par morceaux et finalement avec une raideur
de Hertz. Dans chaque cas, les équations du mouvement ont été écrites en fonctions des parameétres du
systéme. On distingue 1’équation différentielle valable dans la phase de vol libre de celle valable
lorsque les pieces sont en contact.
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Le modéle retenu a été celui comportant une raideur de contact constante associée a un
amortissement de contact pour prendre en compte les pertes d’énergie dues aux impacts. Les équations
différentielles de chaque phase (contact / vol libre) €crites lors de la modélisation du systéme ont été
résolues analytiquement. Les instants d’impact (et de décollement) sont quant a eux obtenus avec la
précision désirée par la résolution numérique d’équations algébriques non linéaires (méthode de
dichotomie). La comparaison des résultats temporels du modele semi-analytique avec ceux de
I’intégration numérique démontre la rapidité d’un tel modéle. Cette efficacité permet d’obtenir
aisément les cycles limites par une méthode de tir (méthode balistique) basée sur le modele semi-
analytique. Le tir se fait de maniere semi-analytique également puisqu’on sait écrire la matrice
jacobienne du systéme en fonction des paramétres du systémes et des instants d’impact (et de
décollement) obtenus quant a eux numériquement. La stabilité des orbites obtenues est déterminée a
partir des valeurs propres de la matrice monodréme (coefficients de Floquet). Pour une prise en main
plus agréable et conviviale, une interface graphique a également été développée.

Afin de réaliser une étude paramétrique et de suivre les bifurcations des solutions du systéme (perte
de stabilité d’une orbite), une technique de continuation de type « arclength » a été implémentée,
permettant de décrire I’évolution d’une valeur caractéristique en fonction d’un parameétre. C’est cette
tache qui a été la plus lourde au cours de 1’étude. En raison de la richesse harmonique de 1’excitation
de I’arbre a cames, les courbes paramétriques obtenues ont présentées une réelle diversité de
comportements avec des dédoublements de période, des bifurcations de type « retournement ». Il a été
mis en évidence que ces bifurcations étaient liées a la modification du nombre d’impacts dans la
solution périodique. Des zones chaotiques ont également été obtenues. Dans ces zones, des coupures
de Poincaré ont été réalisées et le calcul des exposants de Lyapunov a validé la présence de zones
chaotiques.

Puis nous avons souhaité étendre la représentativité du modele d’entrainement de pompe a vide en
bout d’arbre a cames. Pour cela, nous avons décrit I’arbre a cames par une succession d’inerties en
série afin de prendre en compte ses modes de torsion, augmentant ainsi le nombre de degrés de liberté
du modele. Les vibrations de torsion de I’arbre a cames engendrées a chaque choc avec la pompe a
vide modifient légérement le comportement du systéme en comparaison avec une modélisation d’arbre
a cames rigides et indéformable. Cette évolution permet de constater qu’il est nécessaire de moins
d’acyclisme que celui prévu par le modele 1 ddl pour déclencher des impacts entretenus au niveau du
systeme a jeu. Cette conclusion est trés importante car elle démontre que considérer I’arbre a cames
comme indéformable n’est pas forcément suffisamment robuste pour anticiper les zones d’impact et
leur niveau. Afin de confirmer cela et de corréler les résultats numériques, nous avons souhaité mettre
en place un banc expérimental. Nous avons rencontré¢ un certain nombre de difficultés dans le choix
d’un dispositif adapté ainsi que dans le contréle de 1’acyclisme souhaité. Le banc qui a été monté s’est
voulu étre le plus simple possible et le générateur d’acyclisme retenu a été le dispositif a cardan.
Malgré un phénomeéne de résonances hautes fréquences, non prévues au départ, les mesures ont pu étre
corrélées de maniere tout a fait satisfaisantes grace a la flexibilité du modéle semi-analytique.

L’¢étude réalisée dans le cadre de la theése sera donc présentée ci-aprés au travers de quatre
chapitres. Le premier chapitre présente le contexte de la thése, ¢’est-a-dire d’une part, le vaste choix
de systémes dynamiques avec des interfaces de contact présents dans le GMP et d’autre part, le vaste
choix de types de modélisations présents dans la littérature pour traiter cette sorte de sujets. Le second
chapitre expose quant a lui les outils et les méthodologies nécessaires au traitement des
comportements de systémes non linéaires. Outre les généralités de base, il s’agit de définir les
comportements asymptotiques et leur stabilité. Afin d’étudier I’influence des paramétres vis-a-vis de
la stabilité des solutions obtenues, il est important de présenter la technique de continuation basée sur
I’intégration temporelle, ce a quoi s’emploi également ce chapitre. Dans le troisieme chapitre, c’est la
résolution semi-analytique d’un cas concret qui sera présentée, le choix de systéme a modéliser s’étant
porté sur I’entrainement de pompe a vide. Aprés une présentation du systéme et de sa mise en équation
sous une forme a un degré de liberté avec une excitation multi-harmonique, celui-ci est résolu de
manicére semi-analytique. Son ¢étude paramétrique est faite par une technique de continuation
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spécifique et les zones chaotiques sont mises en €vidence. Enfin, le quatrieme chapitre, étend le
modele a un cas multi-ddl intégrant les vibrations de torsion de I’arbre a cames. Des résultats sont
présentés et comparés au modéle a un degré de liberté. Ce dernier est alors confronté a des résultats
expérimentaux obtenus a partir d’un banc d’essai de principe reproduisant des impacts en rotation.
Malgré une résonance en harmonique d’ordre 20 qui vient fortement perturber le systéme, les calculs
numériques permettent de reproduire, dans une certaine mesure, ces phénomeénes d’impact avec les
bons ordres de grandeur.
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CHAPITRE 1

PROBLEMATIQUE

Ce premier chapitre est divisé en deux sous parties. Dans un premier temps, nous allons présenter
différents problémes de contact existants dans le groupe moto-propulseur ou GMP. En fait, chaque
interface entre constituants peut-étre sujette a des problémes de contact. Les trois grands ensembles du
GMP, a savoir le moteur, la boite de vitesse et I’embrayage, sont impactés par ce type de phénomenes.

Cette présentation sera également I’opportunit¢é de comprendre les bases du fonctionnement
moteur. On notera qu’outre ’attention particuliére accordée aux problématiques de contact tout au
long de la description des constituant GMP, 1'un des facteurs dimensionnant en conception présenté
ci-apres est ’acyclisme moteur. L’acyclisme moteur, c’est-a-dire les fluctuations du régime, est une
particularité des moteurs thermiques. D’un point de vue dynamique et vibro-acoustique, il s’agit d’une
véritable source d’énergie extrémement influente sur la plupart des composants GMP. Non seulement
les pieces mobiles (éléments tournants et masses alternatives) mais également les structures moteurs
(carters, culasse, bloc cylindre, ...) sont excitées par I’acyclisme moteur qui sera une donnée tres
importante dans notre étude.

Apres avoir abordé la richesse et la diversité des sujets sur des systémes dynamiques avec des
problématiques de contact, nous verrons dans un deuxieme temps quelles sont les méthodes
classiquement utilisées dans la modélisation numérique des problémes de contact. Ce sera I’occasion
de présenter les études bibliographiques qui ont inspiré ces travaux. Nous nous sommes focalisés alors
essenticllement sur les choix qui ont été envisagés au départ durant la thése et sur la modélisation des
contact-impacts sans prendre en considération le frottement pour lequel il existe des formulations
particulieres (Laursen [LAU92]).
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1.1 PROBLEMES DE CONTACT DANS LE GMP

Le comportement dynamique de nombreux systémes mécaniques dépend notablement
d’interactions dites de contact. Les problémes rencontrés dans la pratique, au niveau du Groupe Moto-
Propulseur (GMP), peuvent étre trés variés de méme que les mécanismes mis en jeu dans ces
interactions de contact. Il est assez naturel de distinguer les contacts lubrifiés des contacts secs et de
séparer également les problémes avec contact permanent (frottement) des contacts intermittents avec
ou sans glissement (alternance de phases de vol libre et de phases de contact).

Le groupe moto-propulseur est constitu¢ du moteur, de la boite de vitesse (BV) et des accessoires
qui permettent le fonctionnement de I’ensemble. On ne considérera ici en particulier que les problémes
de contact rencontrés au niveau du moteur. Celui-ci a pour but de générer le mouvement de rotation
qui sera fourni aux roues de l’automobile. Pour assurer cette fonction un certain nombre de
mécanismes de transmission et d’accouplement sont présents. Les différentes problématiques de
contact qui en découlent seront alors observées pour I’attelage mobile, la distribution, I’entrailnement
de distribution, I’entralnement des accessoires, ...

1.1.1 L’ATTELAGE MOBILE

Sous I’action de la combustion du mélange air-carburant, les pistons sont propulsés a tour de role.
Cette poussée est transmise au vilebrequin (VBQ) par l'intermédiaire de la bielle supportée par des
coussinets en bronze. Selon le principe de la manivelle, le mouvement rectiligne alternatif du piston
qui coulisse dans le cylindre va étre transformé en mouvement circulaire du vilebrequin (Swoboda
[SWO84)).

Les principales études de contact sur [’attelage mobile (Figure 1.1) concernent les calculs
d’étanchéité, de consommation d’huile au travers des segments de pistons, les pertes d’énergie par
frottement ainsi que la tenue des coussinets de bielle au niveau du vilebrequin.

Figure 1.1 : Attelage mobile d'un moteur 4 cylindres en ligne
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Le fonctionnement d’un moteur thermique a 4 temps décrit le cycle suivant a I’intérieur de chaque

cylindre (Figure 1.2) :

- I’admission : La soupape d’admission est
ouverte, celle d’échappement est fermée. Le
piston descend, en aspirant ainsi dans la
chambre de combustion le mélange air-essence
(ou I’air frais dans le cas d’un moteur diesel)
qui se trouve dans la tubulure d’admission.

- la compression : La soupape d’admission se
ferme. Le mélange air-carburant (I’air seul
dans le cas d’un moteur diesel) est comprimé
dans la chambre de combustion. Il se produit
un échauffement qui amene le mélange a une
température favorisant I’explosion.

- I’explosion (ou la détente) : Pour un moteur
essence, une étincelle vient amorcer la
combustion du mélange. Dans le cas du diesel,
c’est un injecteur qui projette du gasoil dans la
chambre de combustion engendrant [’auto
inflammation du mélange. L’explosion
entraine alors la détente du mélange avec une
descente violente du piston.

- I’échappement : Arrivée en fin de détente et
en bas du cylindre (« point mort bas »), le
piston remonte. La soupape d’échappement
s’ouvre pour permettre aux gaz bralés d’étre
évacués par le collecteur d’échappement.
Arrivé au sommet (« point mort haut»), le
piston entame un nouveau cycle ...

ADMISSION

7

Figure 1.2 : Le cycle d'un moteur thermique a 4 temps

On remarque qu’un cycle complet pour un cylindre correspond a 2 tours de vilebrequin. Pour un
moteur a 4 cylindres en ligne, les pistons sont calés en position angulaire a 180° par ordre d’allumage
(ordre 1-3-4-2 d’allumage des cylindres). Par conséquent, le vilebrequin va subir 2 accélérations par
tour (c’est-a-dire 4 explosions/combustions pour un cycle de 2 tours vilebrequins). Il en résulte un
fonctionnement du moteur avec des irrégularités cycliques appelées acyclisme et a 1’origine de
nombreux problémes de vibrations et d’acoustique dans le GMP (Ligier [L1G02a], [LIG02b]).

La vitesse moyenne du vilebrequin Ny, exprimée en tours par minute est appelée abusivement
régime moteur. Le régime est en réalité¢ constitué par la valeur moyenne N, autour de laquelle
viennent s’ajouter des fluctuations dominées par les 2 explosions moteur par tour vilebrequin (Figure
1.3). L’acyclisme ainsi généré correspond donc a des oscillations de vitesse a une fréquence multiple

du double de la fréquence moteur N,0/60.
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On définit ainsi 1’acyclisme moteur 950
par ses harmoniques notées Hn
correspondant aux oscillations de 900
vitesse moteur avec une fréquence
égale a 2*n*N,,,/60. On appelle Hn
également ordre moteur ou encore
harmonique moteur a I’ordre n avec n
=2,4, 6,8, 10, 12 ... Le niveau
d’acyclisme prépondérant est celui de
I’harmonique H2, mais les autres
harmoniques d’ordre plus élevé ne
sont pas négligeables, d’autant plus
lorsque 1’on augmente la vitesse
moyenne Ny, du moteur.
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Figure 1.3 : Exemple de régime de ralenti (N, = 800 tr/min)

La vitesse instantanée en rotation (tr/min) du vilebrequin Qygq(t) a I’instant t peut donc s’écrire en
premiere approche (arbre considéré rigide) sous la forme suivante :

. N,
Qupo () =N, + Y Ay, sin [2n.2n.6—0t.t + (pHnj (1.1)

n=l

ou Ay, et @u, désignent respectivement 1’amplitude (tr/min) et la phase (rad) de 1’harmonique
moteur Hn.

Il s’agit d’une maniére courante de caractériser I’acyclisme moteur lorsqu’on peut considérer le
VBQ comme un arbre rigide. Les valeurs Ay, et @, de la relation ( 1.1 ) dépendent de nombreux
paramétres tels que la vitesse moyenne Ny,o, le couple résistant vu par le vilebrequin (charge moteur),
les pressions cylindres, la température, la viscosité de I’huile ... Néanmoins, les harmoniques moteurs
peuvent étre exprimées en variation angulaire (rad ou °), en oscillations de vitesse comme nous venons
de le voir (rad/s ou tr/min) ou encore en terme de fluctuations d’accélération angulaire (rad/s?).

L’attelage mobile et plus particulierement le vilebrequin est par conséquent la pi¢ce-maitresse du
moteur qui va transmettre ses vibrations a lI’ensemble du GMP (arbres, poulies, transmissions,
accessoires, ...). D’un coté, il est fixé sur le volant moteur (ou volant d’inertie), lourd plateau dont
I’inertie atténue I’acyclisme moteur (Figure 1.4). De I’autre co6té, il entraine la distribution et les
accessoires (Figure 1.6) comme nous allons le voir dans ce qui suit.

1.1.2 L’ENTRAINEMENT DE DISTRIBUTION ET LA DISTRIBUTION

Afin de garantir le fonctionnement synchronisé des soupapes d’admission et des soupapes
d’échappement, et par conséquent d’assurer la « respiration moteur » (distribution), une partie du
couple du vilebrequin sert a entrainer en rotation du ou des arbres a cames (AAC). Il s’agit d’un
entrainement synchronisé qui peut se faire a I’aide d’une chaine ou bien d’une courroie crantée comme
chez PSA. Le systeme « entrainement de distribution » a également pour fonction d’entrainer certains
composants. I1 est constitué par :

- la courroie de distribution

- la poulie vilebrequin et les poulies des arbres a entrainer (AAC, pompes a eau, a injection, ...)

- le(s) support(s) des accessoires, les fixations des composants et I’éventuel batteur AAC

- le galet tendeur et le(s) galet(s) enrouleur(s)

- les accessoires : pompe a eau, pompe a injection, ...

- le capotage distribution
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poulie vilebrequin

Figure 1.4 : Entrainement de distribution par courroie crantée

Les transmissions par courroie dentée ont été inventées par Richard Case en 1946. Le systéme
présente de nombreux points de contact non lubrifiés le long de la courroie et qui aujourd’hui
nécessitent d’étre modélisés en conception moteur (Monternot [MON98]). On distingue d’une part la
transmission synchrone par courroie crantée au niveau de chaque poulie (passage de couple par
engrénement dents de courroie / dents de poulie) et d’autre part le contact frottant avec possibilité de
glissement au niveau des galets sur le dos de la courroie.

Si on regarde la vitesse moyenne, pour un moteur a quatre temps, le(s) AAC tourne(nt) 2 fois
moins vite que le vilebrequin (Figure 1.2). En effet, les soupapes d’admission et d’échappement ne
s’ouvrent qu’une fois par cycle (qui représente 2 tours VBQ). La synchronisation entre VBQ et AAC
est capitale pour le bon fonctionnement de la distribution voire méme pour I’intégrité du moteur.

L’acyclisme de I’AAC est par conséquent constitué d’harmoniques hn qui correspondent a des
oscillations de vitesse a une fréquence multiple du quadruple de la fréquence de rotation de I’arbre a
cames (N/60)/2. L’harmonique h4 ou ordre 4 de la vitesse arbre a cames correspond a 1’harmonique
H2 du moteur (celle du VBQ). La vitesse instantanée en rotation (tr/min) de I’arbre a cames Qaac(t) a
I’instant t peut donc s’écrire en premiere approche (arbre considéré rigide) sous la forme suivante :

QAAC(t):%wLZAhn sin (2n.4n.1\1““3/60.t+(phnj (1.2)

n=l

ou Ay, et @y, désignent respectivement I’amplitude (tr/min) et la phase (rad) de I’harmonique arbre
a cames hn.

La relation ( 1.2 ) est similaire a la relation ( 1.1 ). En considérant la courroie comme un parfait
réducteur de vitesse de maniére instantanée, on a Qaac(t) = Qvpo(t)/2 pour Apy = Apn/2 €t Phn = Ppn.
Cependant, les valeurs Ay, et ¢p, dépendent du comportement dynamique de la courroie qui peut
augmenter, atténuer et déphaser 1’acyclisme au niveau de la poulie AAC vis-a-vis de la poulie VBQ.
En outre, dans la réalité¢ il faut également tenir compte de la torsion de ’AAC et des vibrations
acycliques introduites au niveau des cames tout au long de I’arbre a cames.

Afin de dimensionner les ¢léments de la distribution servant a I’ouverture/fermeture des soupapes,
il est nécessaire de modéliser le contact lubrifié sur chaque élément du dispositif. Il existe de
nombreuses technologies de commandes de soupapes (Figure 1.5).
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Culbuteur 4 rouleau Poussoir hydraulique Linguet a rouleau

Rotule
hydraulique

Figure 1.5 : Quelques dispositifs de commande de soupape

Les dispositifs de commande de soupape les plus classiques sont la commande par culbuteur
(mécanique ou hydraulique) a rouleau ou a patin, I’attaque directe avec poussoir mécanique ou
hydraulique, et la commande par linguet a rouleau ou a patin avec rotule (hydraulique ou non) dans la
culasse. Les ¢léments hydrauliques permettent de rattraper les jeux inévitablement présents dans le
dispositif mais apportent un surcott financier. Notons que les constructeurs automobiles se tournent de
plus en plus vers des solutions technologiques ne nécessitant pas d’arbre a cames (commandes de type
¢électromagnétique ou hydromécanique avec actionneurs pilotés par le calculateur). Un tel choix
permet notamment une grande flexibilit¢ dans les lois de levée soupape et évite les problémes
d’acyclisme qu’on peut rencontrer sur un arbre a cames.

Pour une distribution classique (avec AAC), les calculs non linéaires évaluent la pression de Hertz
au niveau des cames et prennent en compte 1’épaisseur des films d’huile au niveau des contacts
came/culbuteur, came/poussoir ou bien came/linguet selon le cas. Chez PSA, ces calculs permettent
d’estimer en particulier les couples exercés sur I’AAC au niveau des cames par le dispositif de
commande de soupape. Quelque soit le dispositif utilisé, lorsque la came déclenche I’ouverture de la
soupape, cela se traduit par un couple résistant vis-a-vis de la rotation AAC. Mais une fois le sommet
de la came passé, on a localement un couple moteur exercé sur 1’arbre a cames. Enfin, une fois la
soupape refermée, le couple imposé a I’AAC au niveau de la came considérée est nul aux frottements
pres.

1.1.3 L’ENTRAINEMENT DES ACCESSOIRES

Comme nous ’avons déja dit, outre I’entrainement de distribution dont nous venons de parler, le
role du vilebrequin est également de faire fonctionner plusieurs organes auxiliaires. Par conséquent,
une partie du couple du vilebrequin permet d’entrainer en rotation différents accessoires a 1’aide d’une
chaine ou bien d’une courroie Poly-V (ou dite striée) comme chez PSA ([DEB90]). Dans ce dernier
cas, I’entrainement des accessoires » par courroie (Figure 1.6) comprend les éléments suivants :

- la courroie d’accessoires

- la poulie vilebrequin et les poulies accessoires

- le(s) support(s) des accessoires et les fixations des composants

- le galet tendeur et le(s) galet(s) enrouleur(s)

- les accessoires : alternateur, compresseur de climatisation, direction assistée, pompe tandem

pour les véhicules Citroén et éventuellement pompe a eau, pompe a vide ...

La courroie striée longitudinalement a vu le jour vers le milieu des années 60 sur les moteurs diesel
équipant des engins agricoles et n’a commencé a équiper les moteurs automobiles que vers les années
70. Les courroies d’accessoires sont rainurées dans le sens de la longueur par des dents de section
triangulaire ou trapézoidale afin d’avoir une surface de contact maximale. Contrairement a
I’entrainement de la distribution, 1’entrainement d’accessoires par courroie striée est non synchrone
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(possibilité de glissement relatif entre courroie et accessoire). Aujourd’hui, le comportement
dynamique de la courroie d’accessoire est étudié¢ numériquement afin de limiter notamment le niveau
de la tension dans la courroie ainsi que les risques de patinage (perte d’adhérence avec un niveau de
glissement indésirable au niveau des poulies qui active I’échauffement et le processus d’usure de la
courroie). En terme d’acoustique et de vibration on peut également regarder les effets du glissement
(stick-slip, sprag-slip) intervenant dans le comportement de la courroie bien que plus connu pour les
crissements de freins (Moirot [MOI98], Sinou [SIN02]) et pour I’embrayage (on parle de broutement).

[ canutchouc de
oasisin

camtchous de
el

Figure 1.6 : Entrainement d'accessoires par courroie striée

Nous avons vu par conséquent que les accessoires étaient généralement entrainés par les courroies
d’accessoires et de distribution mais ce ne sont pas la les seuls moyens utilisés. Devant le manque de
place pour loger les accessoires de plus en plus nombreux, les constructeurs automobiles utilisent
également le ou les arbres a cames pour entrainer de petits
accessoires comme la pompe a vide (PAV) ou la pompe a
injection ... A l’opposé de la poulie d’entrainement, en bout
d’arbre a cames, on peut accoupler une PAV ou une pompe a
injection par I’intermédiaire d’un joint de Oldham (Figure 1.7). Ce
joint de Oldham, appelé TOC, sert a transmettre la rotation de
I’AAC a la pompe malgré leur désalignement et ceci de maniére
homocinétique (méme vitesse de rotation en amont et en aval). Ce
type d’entrainement est au cceur de 1’étude de cette thése et sera
par conséquent développé au chapitre 3.

PAV ou
POMPE
INJECTION

Figure 1.7 : Entrainement par I'AAC

1.1.4 LES CONTACTS DU GMP EN DEHORS DU MOTEUR

Les systemes mécaniques du GMP présentant d’importants effets liés aux contacts, ne se limitent
pas qu’au moteur. Dans le cadre de cette thése, nous avons été amené a aborder dans la littérature les
études traitant des problématiques de contact au niveau de I’embrayage, de la boite de vitesse et des
transmissions.

L’embrayage et la boite de vitesse présentent un grand intérét du point de vue de la problématique
de contact dans I’é¢tude des passages de vitesse (Derrien [DER99], Lamarque [LAM99]) et des
bruyances de boite de vitesse (Kahraman & Singh [KAH90b], Remond [REM93], Sabot [SAB98]).
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Sur ce dernier point, on distinguera la siréne qui est un bruit global lié¢ a I’engrénement des pignons
sous couple (Rigaud [RIG98], [RIG00], Mayeux [MAYO02], Vaishya & Singh [VAIO1]) et le bruit de
grenaille ou graillonnement caractérisé par une succession de claquements métalliques provenant des
chocs entre dentures des pignons (Follea [FOL99], Kahraman [KAH90a], Nakai [NAKO02],
Padmanadhan [PAD94], [PAD95a], Parker [PAROO], Sarkar [SAR97], Szadkowski [SZA91],
Theodossiades [THEO0O], [THEO1], Wang [WAN78], [WANR&1]). Dans la plupart des calculs de chocs
entre engrenages, les impacts sont généralement modélisés par une raideur de contact, nulle lorsqu’il y
a perte de contact. Les calculs se font généralement soit par des méthodes du type balance harmonique
([BLA95], [KAH96], [PAD92], [RAG99], [ROO95]) soit par intégration temporelle ([AZAT77],
[BLA95], [DEV00], [ENGO1], [KAH91], [KAH92], [LIT03], [PAD92], [ROO95]). Les travaux
associés a ce type de systéme ont permis de voir la pertinence et 1’efficacité des méthodes de calcul
disponibles dans la littérature.

Enfin, les transmissions présentent également des problématiques de contact (J[COU98])
équivalentes a celles rencontrées dans les roulements et ou le contact rotor/stator est multiple et
généralement modélisé par des ressorts de support non linéaires (Cveticanin [CVE98], Ji [JI98], Wang
[WANO97]), ou des raideurs discontinues prenant en compte la non linéarité de jeu radial (Azeez
[AZE99], Demailly [DEMO03], Ehrich [EHR88], Flowers [FLO93], Ganesan [GAN97], Kim [KIM91],
Lawen [LAWIT7]).

Dans la partie qui va suivre, nous allons voir de manicre générale, quelles sont les modélisations de
contact connues de la littérature et que nous allons utiliser dans le cadre de cette thése pour 1’étude
d’un systéme dynamique a jeu.

1.2 MODELISATIONS DU CONTACT

Comme nous venons de le voir en particulier pour le moteur, le GMP présente de nombreux
problémes mécaniques dus aux interactions de contact entre composants. Dans cette partie, on se
propose de voir les modélisations du contact les plus rencontrées dans la littérature.

1.2.1 GENERALITES

Le principe classique de la mécanique du contact entre deux corps solides S; et S, consiste a
exprimer d’une part, le contact unilatéral entre les deux solides et d’autre part, les phénoméenes de
frottement lorsque le contact est établi. Le premier aspect définit la possibilité pour ces deux corps de
se toucher mais pas de s’interpénétrer (au moins a partir d’une certaine échelle d’observation). Le
deuxiéme aspect indique quant a lui, que lorsque ces deux corps entrent en contact, ils opposent une
résistance au glissement relatif.

1.2.1.1 LA CONDITION DE NON-INTERPENETRATION

Avant méme de parler de la réaction de contact, il est d’abord nécessaire de définir une notion de
proximité entre les deux solides S; et S,. Cette « proximité» ou encore « distance» doit
nécessairement étre caractérisée afin de détecter 1’existence effective ou non de contact entre S; et S,.
Plus largement, la formulation de la distance entre S; et S, permet d’écrire la condition exacte de non-
interpénétration. Par exemple, dans le cas d’une barre rigide qui impacte un demi-espace sans angle
d’incidence, on définit d, comme étant la distance de la poutre au demi-espace, orientée selon la
normale intérieure a la surface de la poutre (Figure 1.8).
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Figure 1.8 : Pénétration d'une poutre rigide
impactant sur un demi-espace

Dans ce cas simple, la condition de non-interpénétration s’écrit simplement comme une inégalité
imposant une « distance d’interpénétration » négative ou nul :

d <0 (13)

Dans un cadre général, cette condition de non-interpénétration est plus difficile a formuler. Si on
considere deux solides déformables pour lesquels les surfaces sont discrétisées, on a déja a ce niveau
une limitation quant a « I’exactitude » des zones en contact par le passage de surfaces continues a des
surfaces discrétes. Il est ensuite nécessaire de définir un appariement entre les deux surfaces
susceptibles d’entrer en contact.

Dans I’approche « classique », on définit généralement une surface esclave I'; pour I’un des solides
noté S; et une surface maitre I, pour I’autre solide S,. A chaque nceud p, de la surface esclave, on
associe a chaque instant t un point de la surface maitre ¥ (p;, t) correspondant au point de I, situé a la

distance minimale D!' entre I'; et p;. On se place dans des cas de convexité et de régularité suffisante
pour que ce point soit unique et défini par les relations suivantes :

D" =min{|p-p, |, \pe L}

(14)
X(plet)e L, et ” X(plat)_pl ”2 =Dy

Les surfaces des 2 solides susceptibles d’entrer en contact sont par conséquent appariées. A chaque
instant t, pour chaque couple (pi(t), x(pi(t), t)) € (I}, I';) on associe la distance d, orientée selon la
normale intérieure unitaire n a la surface I en %(p;, t) :

d, =(p, —x(p,,1)).n (15)

La encore, le principe de non interpénétration matérielle s’écrit :
,1lep p p

d <0
Néanmoins, méme en respectant 1’inégalité ci-dessus, les nceuds de la surface maitre ont la
possibilité de traverser la surface esclave. On définit alors le gap comme étant la distance minimale de
pénétration engendrée. Afin de limiter au mieux le gap, il est impératif de choisir la surface esclave
comme étant celle qui posséde le maillage le plus petit, ou bien celle du solide déformable dans le cas
ou un des solides en contact est indéformable.
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Afin de respecter scrupuleusement la non interpénétration entre les solides, il est nécessaire de
définir également, a chaque instant t, la distance minimale entre les nceuds p, de la surface maitre et
I';. L’inégalité imposée sur les distances orientées { nceud de I'y / surface I, } et { nceud de I, /
surface I'; } permet alors d’assurer la non interpénétration en considérant chaque surface comme étant
maitre et esclave a la fois ([BOUO0O]). On parle alors d’appariement symétrique ou bien de codeur a
gap nul. Toutefois, un appariement symétrique apporte un colit de calcul plus important qu’une
approche classique. La question de la complémentarité des surfaces des solides susceptibles d’entrer
en contact doit par conséquent étre prise en compte avec attention aux vues de la précision requise et
du cott de calcul toléré (Pfeiffer [PFEO1]).

1.2.1.2 LES LOIS DE SIGNORINI

La condition cinématique de non interpénétration que nous venons de voir introduit une contrainte
entre les deux solides en contact. Si on note R, la densité d’effort de contact du solide S, sur S;, celle-
ci peut étre décomposée en une partie normale et une partie tangentielle :

R=R,n+R, (1.6)

Les lois exactes de contact (Figure 1.9), appelées lois de Signorini ou conditions de Kuhn et Tucker
ou encore loi de contact normal unilatéral de Hertz-Signorini-Moreau, qui relient la composante
normale R, de la densité d’effort de contact et la distance algébrique orientée d, entre les deux solides
sont les suivantes :

(17)

La premiére condition est celle de non interpénétration dont nous avons parlé précédemment. La
deuxiéme relation signifie que I’effort de contact qui s’exerce entre les 2 solides est un effort de
compression. Enfin, la derniére égalité exprime le principe de complémentarité¢ (ou d’exclusion),
autrement dit, si le contact n’est pas établi (d, < 0) alors il n’y a pas d’effort de contact (R, = 0), en
revanche, s’il existe un effort de contact non nul (R, < 0) alors c’est forcément que le contact est établi
(d, =0). Le cas R, =0 et d, = 0 correspond au cas limite de prise ou de perte de contact.

A

Figure 1.9 : Condition exacte de contact (lois de Signorini)

A ces trois lois, il convient d’ajouter une loi pour R, dans le cas de contact frottant. Il s’agit de la loi
suivante :

d, R, =0 (1.8)

En cas de non contact (d, < 0), cette loi assure la nullité de toutes les composantes de 1’effort de
contact R (et pas seulement R,). Néanmoins pour compléter ces lois d’interface, dans le cas d’un
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contact frottant, il est nécessaire d’ajouter des lois de frottement telles que les lois de Coulomb que
nous allons voir maintenant.

1.2.1.3 LES LOIS DE COULOMB : LE FROTTEMENT

C’est a Léonard De Vinci (1452-1519) que I’on doit les tous premiers travaux scientifiques sur le
frottement, par 1’¢tude de corps solides sur plan incliné. Ces recherches ont inspiré Amontons qui, au
milieu du XVI™™ siécle, formula les premiéres lois de frottement de corps solides. Ces lois furent
étendues par C. A. Coulomb dont ’ampleur des travaux lui valurent en 1779 le prix de I’ Académie des
Sciences. Depuis, de nombreux chercheurs ont développé de nouvelles lois de contact, la plupart du
temps des lois empiriques, pour un type de matériau ou pour des conditions de température
particulieres, ...

Néanmoins, les lois de Coulomb sont couramment utilisées et suffisamment pertinentes pour
représenter les phénomeénes de frottement dans une certaine mesure. Ces lois présentent une condition
de seuil sur la norme de la force de frottement || R, || définie par I’effort normal | R, | et un coefficient
de frottement Ly dépendant des propriétés des solides (matériaux, état de surface) et de la température :

Sl’l‘f|I{n

| R, (1.9)

Plus précisément, on distingue le cas de I’adhérence pour laquelle la vitesse tangenticlle entre les
deux solides au niveau du contact v, est nulle, du cas du glissement pour lequel v, n’est pas nul :

IR,

<“’f|Rn

st v,=0 (1.10)

| R, si v, #0

:uf|Rn

Le frottement de Coulomb est donc défini par une fonction non linéaire, non réguliére, multivoque
et présentant un couplage entre R, et R,

Dans un probléeme de contact frottant avec impact, apparait alors tout un ensemble de
configurations possibles selon que I’impact est oblique ou direct, selon qu’il y a ou non adhérence et a
quelle phase de I’impact celle-ci se déclenche (Lankarani [LANOO]). En outre, on distingue le
coefficient de frottement statique du coefficient de frottement dynamique qui est plus faible pour un
méme systéme.

1.2.2 MODELES SANS CONDITION DE NON-INTERPENETRATION

1.2.2.1 MODELE ELEMENTS FINIS AVEC PENALISATION

Dans cette partie, nous considérerons uniquement le choc sans frottement entre deux solides S; et
S,, dont I’'un au moins est déformable. Une des méthodes classiques est la méthode de pénalisation qui
consiste a enlever la condition cinématique de non interpénétration et de la remplacer par la relation
suivante portant sur la densité d’effort de contact :

R,=-K,.F..d,).d, (111)

eav

ou Fye,y est la fonction de Heavyside définie par :

1 si x20

0 si x<0 (1.12)

FHeaV(X) = {
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K, est le parametre de pénalisation. Il est équivalent a une raideur de choc qui va lier les surfaces
en contact. Par abus de langage, on parle de raideur de contact, ce terme étant plutdt destiné aux
modélisations avec des corps rigides. La valeur de K, n’a pas de sens physique. Elle n’est 1a que pour
affranchir le solveur de la contrainte cinématique de non interpénétration. Le probléme pénalisé est un
probleme approché ou encore « régularisé » (Figure 1.10) dont le cas limite K, = + o correspond au
probléme exact de Signorini (Figure 1.9).

Figure 1.10 : Modele de pénalisation

Barlam et Zahavi ([BAR99]) montrent pour plusieurs problémes simples de contact sans
frottement, qu’en augmentant le paramétre de pénalisation K, on diminue globalement les erreurs en
terme de déplacement et d’énergie. Evidemment, la raideur de choc K, est de valeur finie et un
compromis doit étre trouvé, pour chaque probléme entre une valeur trop faible engrendrant une
violation trop importante de la condition de non interpénétration et une valeur trop importante
générant des temps de calcul prohibitifs voire des difficultés de convergence de I’intégrateur (matrice
de raideur mal conditionnée).

Une telle méthode est classiquement utilisée avec parfois des variantes telles que 1’évolution du
paramétre de pénalisation au cours de 1’intégration afin de contrdler la valeur du gap (Chamoret
[CHAO04]), I'utilisation de la méthode « spinball » (Belytschko [BEL92]) ou encore une régularisation
supplémentaire effectuée sur la loi de contact (Aggoune [AGGO04]).

1.2.2.2 MODELE ELEMENTS FINIS AVEC COMPLIANCE

La régularisation la plus connue du modele de pénalisation consiste a écrire la densité d’effort de
contact sous la forme :

Rn :_Kp 'FHeaV(dn) '(dn)ac (]]3)

On parle alors parfois d’un modele de compliance avec o, > 1, le cas o, = 1 correspondant au
modele de pénalisation classique. Le modéle de compliance a été introduit par J.T. Oden, J.A.C.
Martins et E. Pires en 1985. Outre les propriétés d’ordre numérique, ce type de considération permet
de s’approcher d’un modéle « plus réaliste », en tentant de prendre en compte les aspérités, c’est-a-dire
I’¢état de surface des solides non modélisé par les éléments finis. La valeur de a. dépend du type
d’interface et de la nature des solides : pour une interface entre métaux, on a généralement 1,5 < ¢ <
2,5.

Toutefois, 1a encore la valeur de K,, est arbitraire et déterminée en regard des aspects numériques.
Trop faible, elle autorise une violation trop ¢élevée de la condition de non interpénétration. Trop
importante, elle génére des temps de calculs trop élevés avec des problémes de convergence.
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Cette loi est non linéaire et continue (Figure 1.11), contrairement a la loi de pénalisation. La
continuité facilite les propriétés de convergence de I’intégrateur numérique. Des problémes peuvent
néanmoins apparaitre dés lors qu’on a des interpénétrations importantes générant des efforts de contact
trop élevés.

K, (dy)%

Figure 1.11 : Modéle de compliance

Cette approche est inspirée du modele de Hertz que nous allons présenté ci-dessous.

1.2.2.3 THEORIE DE HERTZ

A la fin du XIX®™ siécle, H. Hertz a obtenu la solution analytique du probléme particulier du
contact sans frottement entre deux spheres élastiques. Hertz a stipulé comme hypothéses que les
surfaces de contact déformées étaient des ellipsoides de révolution, que les dimensions de cette zone
de contact devait rester faible devant les dimensions des solides et les rayons de courbure des surfaces,
que les contraintes étaient suffisamment petites pour que les matériaux restent dans leur domaine
linéaire élastique et enfin qu’on se place dans un cas de contact sans frottement de sorte que seule une
pression de contact normale soit transmise (Adams [ADAO0OO], Turner [TURO04]).

Il a montré que pour une ellipse de contact de demi-axes a et b dans le plan (yz), générée par une
force normale F. appliquée aux solides induisait une contrainte normale au niveau de 1’ellipse de

contact de la forme suivante :
3F > (2Y
6, =06, =—0o[1-| L] _| 2 (1.14)
2wab a b

Dans le cas de deux spheres, la zone de contact est circulaire avec :
1

. {31:0 Rqus
a=b=| —— (1.15)
4E,,

ou E et R, désignent respectivement le module d’Young équivalent et le rayon équivalent définis
par les relations suivantes :

1 _1—vf+1—v§ o pL_1 1 s
E E, E, R, R, R, (1.16)

€q €q

La pression de contact maximale (obtenue au centre de 1’ellipse) est alors :
, \e
6F Eg (1.17)
m’ R2,

W | —

pmax =
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Il a également démontré que la relation entre la force de contact F, et la distance d’interpénétration
des deux solides dx due a leur déformation élastique locale pouvait se mettre sous la forme :
3

F,(8x)=K, ox?2 (1.18)

La constante de Hertz Ky, est alors uniquement fonction des caractéristiques des matériaux et de la
géométrie des solides au niveau du contact :

4
Ki=7Fq JR, (1.19)

Dans le cas général autre que celui de deux sphéres élastiques, la relation de Hertz s’écrit :
F,(8x)=K ox* (1.20)

La constante de Hertz Ky et I’exposant oy sont alors déterminés de maniere plus complexe,
toujours a partir des caractéristiques des matériaux et de la géométrie au voisinage du contact,

4 4 by . 4 4 . -1
généralement & I’aide d’abaques paramétrées sur les courbures des solides. Le terme K, ox™
correspond a une raideur de contact qui varie avec la déformation élastique locale dx.

Une telle approche peut alors étre utilisée pour un modele muti-corps rigides. Les déformations
locales n’étant pas prises en compte, le modele de Hertz peut étre considéré uniquement pour sa
formulation globale de I’effort de contact (cf. relation ( 1.20 )) a partir de la distance d’interpénétration
dx. On adopte ainsi une représentation du contact sans considérer les déformations locales induites par
celui-ci. On trouve également des applications avec solides flexibles pour lesquels on utilise un
maillage trés grossier, sans prise en compte des déformations locales dans la zone de contact, et ou on
adopte un modéele de Hertz pour rendre compte de I’effort de contact global (Escalona [ESCO1]).

On peut noter 1’analogie avec le modéle de compliance (cf. 1.2.2.2) pour des corps élastiques.
Néanmoins dans un modéle de Hertz multi-corps rigides, la valeur de Ky dépend de la nature et de la
géométrie des solides, tandis qu’avec une déformation locale prise en compte de manicre fine, le
parametre de compliance K, est sujet a des considérations purement numériques (condition de non-
interpénétration / colt calcul / convergence).

De tels modéeles multi-corps rigides sont courants dans la littérature (Bryant [BRYS85], Foale
[FOA94], Gonthier [GON04], Huang [HUAO04], Narayanan [NAR9S], Ravn [RAV98]) mais ils leurs
sont généralement préférés des modeles approchés avec une raideur de contact constante comme nous
allons le voir dans ce qui suit.

1.2.2.4 MODELES CORPS RIGIDES AVEC RAIDEUR DE CONTACT

Pour les modélisations multi-corps rigides, il est courant d’utiliser une raideur de contact constante.
Cela revient a ne pas considérer les variations de la raideur de contact stipulées par le modele de
Hertz. La relation entre I’effort de contact et I’interpénétration 0x s’écrit alors :

F.(8x)=K &x (1.21)
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K est la raideur de contact. Elle dépend de la géométrie de la zone de contact et des propriétés des
matériaux présents. Elle est généralement fixée a partir de calculs éléments finis ou bien a partir
d’essais expérimentaux.

La encore, on peut noter I’analogie avec le modé¢le de pénalisation (cf. 1.2.2.1) mais tout comme
précédemment, lorsque les déformations locales de la zone de contact sont prises en compte par les
éléments finis, la raideur de pénalisation K, a une valeur définie par des considérations purement
numériques.

Un modele multi-corps rigides avec raideur de contact constante a I’avantage de ne présenter
qu’une non linéarité du type « discontinuité » contrairement a la non linéarité polynomiale du modele
de Hertz. Il en résulte un systéme discontinu ou les équations du mouvement sont linéaires en vol libre
(pas de contact) et en contact. La difficulté réside dans le traitement du passage discontinu entre le
contact et le vol libre.

Il existe dans la littérature de nombreuses applications, sur des mode¢les de faible taille notamment.
Certains d’entre eux sont regroupés dans la figure qui suit (Figure 1.12). Sur cette figure, les auteurs
non référencés correspondent a des articles cités par B. Blazejczyk-Okolewska, K. Czolczynski et T.
Kapitaniak dans un récent papier ([BLAO4]) classifiant les divers types de systémes de faible taille
avec chocs. L’ensemble des systémes utilisant une raideur de contact constante tels que ceux présentés
sur cette figure appartient a la famille des systémes linéaires par morceaux. Nous adopterons ce type
de modélisation pour réaliser 1’étude qui nous intéresse et qui sera détaillée a partir du chapitre 3.
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Figure 1.12 : Exemples de modeéles de faible taille avec raideur de contact constante
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1.2.3 MODELES AVEC CONDITION DE NON-INTERPENETRATION

Le modele de choc instantané est souvent le modéele de choc le plus simple qu’on utilise au départ
pour avoir une caractérisation assez globale de I’influence des impacts sur la dynamique d’ensemble
du systéme.

Lors du contact entre les pic¢ces, on fait I’hypotheése d’instantanéité du choc. De telles approches
avec impacts instantanés sont régulierement utilisées dans I’étude des milieux granulaires (Fortin
[FORO04], Moreau [MORO0], Oviedo-Marlot [OVIO1], Renouf [REN04], Zakhariev [ZAKO01]). Cette
hypothése est justifiée par le fait que la durée du choc est souvent extrémement courte comparée aux
périodes caractéristiques des mouvements des pieces. L’ensemble du phénoméne peut ainsi étre

intégré et vu comme un changement brusque d’état entre I’instant précédent I’impact (notét_) et

I’instant suivant celui-ci (noté t, ).

Il convient de souligner que ce modele ne fait intervenir aucune considération relative a 1’état
dynamique du systéme pendant la collision. En conséquence, des concepts tels que force de choc et
temps de choc lui sont totalement étrangers. Cette hypothése forte est responsable de la perte d’une
partie de I’information concernant le systéme mais elle permet néanmoins une manipulation rapide et
facile des impacts : encore faut-il s’assurer que la durée des impacts est effectivement négligeable. De
cette manicre, 1’étude des chocs peut se faire a travers 1’utilisation d’une loi dite loi d’impact ou loi de
restitution régissant le changement brusque des états précédant et succédant un choc. On peut trouver
dans la littérature de trés nombreux exemples d’étude tels que le pendule inversé limité par deux
butées (Lenci et Rega [LENOO], [LENO3]), des barres impactant entre elles (Glocker [GLOO04]) ou sur
une butée rigide (Wagg [WAGO2]), une balle rebondissant sur un plan (Holmes [HOLS2], Ivanov
[TVA94]) et le vaste domaine des oscillateurs a impacts (Bapat [BAP88], Budd [BUD95], Han
[HAN95], Heiman [HEI88], Luo [LUO02], [LUO04], [LUO98], Nordmark [NORO91], Peterka
[PET92], Popplexell [POP83], Shaw [SHA85a], [SHA85b], [SHAS83c], Toulemonde [TOU97],
[TOU98], Wen [WENOT1]).

Ces lois ne sont pas nouvelles. On s’intéresse depuis longtemps aux phénomenes liés aux impacts.
Déja Huygens en 1656 examinait complétement le choc élastique entre deux points matériels a I’aide
de la conservation des moments et de 1’énergie cinétique. L’une des premiére loi d’impact connue est
la loi de restitution introduite par Isaac Newton dans son « Principia » en 1686. D’aprées cette loi, lors
d’un choc entre deux piéces rigides, la vitesse relative entre les picces s’inverse. Afin de rendre
compte d’une perte d’énergic mécanique irréversible au cours de I’impact, Newton introduit un
coefficient multiplicatif compris entre 0 et 1, appelé taux de restitution et noté r. Par conséquent, apres
le rebond, non seulement la vitesse relative entre les deux piéces impactant s’inverse, mais son
amplitude est multipliée par r.

Dans le cas général d’un impact avec angle d’incidence, soit t. I’instant du choc, P; le point
d’impact entre les deux piéces et v, la composante normale de la vitesse relative entre ces deux picces
au point P,ona:

Vn(tc+) =—rvn(tc_) (1.22)

Cette relation montre bien le caractére discontinu de la collision induisant un changement brusque
de la vitesse relative des pieces.

Selon la valeur de r, on retrouve deux cas particuliers qui sont :

- r=1:Cas purement ¢lastique ou « loi d’impact de Huygens » (pas de perte d’énergie) ;

- 1 = 0: Cas plastique, parfaitement in¢lastique ou « choc mou » (perte totale d’énergie) (cf.
[LUOO1], [SHAS3Db]).

On peut citer comme autres lois d’impact similaires connues :
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- laloi de restitution énergétique qui lie 1’énergie cinétique post-impact a I’énergie cinétique pré-
impact par un taux de restitution énergétique rg.

- la loi de restitution de Poisson qui tient a la théorie des percussions ([BRO97]) et qui lie
I’impulsion post-impact a I’impulsion pré-impact par un taux de restitution dit de Poisson tp.

D’apres Glocker (JGLOO04]), les 3 approches par loi de restitution dont nous venons de parler, a
savoir, la loi de restitution énergétique, celle de Poisson et celle de Newton coincident dans le cas d’un
probléme d’impact localisé unique (au contraire des problémes de contacts multiples) et sans
frottement. De tels modeles sont applicables tant dans le cas de multi-corps rigides que dans le cas de
solides déformables, avec la possibilité de prendre en compte le frottement entre les solides (Cone
[CON95], Glocker [GLO92], Han [HANO04], Marghitu [MARO1], Zakhariev [ZAKO1]).

Quelle que soit I’approche utilisée, le taux de restitution r est généralement une inconnue a
déterminer et a mettre en relation avec des résultats expérimentaux (Bapat [BAP83], Fang [FAN94],
Popplewell [POP83]). En effet, r permet la prise en compte des phénomenes dissipatifs liés au choc et
dépend donc de la nature du choc et de I’amortissement des pieces. Néanmoins, r n’est pas forcément
constant. Diverses expériences et études analytiques ont établi depuis longtemps que le coefficient de
restitution est fonction de nombreuses variables des solides impactés, telles que la densité des
matériaux, la masse des solides, la géométrie du contact ou encore la vitesse relative au moment de
I’impact (Veluswami [VEL75a], [VEL75b]). En effet, de maniére générale, la perte d’énergie
augmente (donc r diminue) lorsque la vitesse relative a I’impact augmente. Pour des faibles vitesses
d’impact entre deux solides en acier doux, Goldsmith ([GOL60]) donne la relation suivante pour le
coefficient de restitution :

r=1-B, ‘ vn(tc_)‘ ou B¢ est une constante. (1.23)

Si ‘ A ( te )‘ est exprimé en m/s, B vaut environ 0,2 jusqu’a une certaine valeur limite de ‘ Vo ( t, )‘ .

Cette approximation n’est pas la seule connue. De nombreux travaux concernent I’obtention de
formulations empiriques de lois d’impact sur des problémes divers et variés. Les récents travaux de M.
Frémond et de ses collaborateurs cherchent a identifier expérimentalement des lois d’impact
généralisant celle de Newton.

Du point de vue numérique, les intégrateurs numériques classiques peuvent étre mis a défaut a
cause de I’importante sensibilité de la réponse vis a vis de la détermination précise des instants ou se
produisent les impacts (singularités). Par ailleurs, la méthode Schatzman-Paoli a été spécifiquement
développée pour les problémes de vibration avec contraintes unilatérales en déplacement (Paoli
[PAO93]). Il s’agit d’un schéma numérique original de type schéma d’Euler a 2 pas qui ne nécessite
pas d’approximation explicite des instants d’impact contrairement aux schémas classiques de
Newmark ou de Runge-Kutta. Le schéma numérique Schatzman-Paoli a été confronté aux schémas
numériques classiques pour un oscillateur a impact a 1 a 2 ddls (avec loi de restitution) par O. Janin et
H. Lamarque ([JANO1], [LAMOO]). D’un point de vue mathématique, le schéma de Schatzman-Paoli
est le meilleur choix en raison de la non approximation sur les instants d’impact et des preuves de
convergence établies par L. Paoli. En revanche, ce schéma est d’un ordre faible et le calcul numérique
se fait trés lentement dés lors qu’une précision élevée est requise.

Ce type de modélisation est largement rencontré dans la littérature, notamment pour des systémes
de faible taille. Certains d’entre eux sont regroupés dans la figure qui suit (Figure 1.13). On y trouve
entre autres, les oscillateurs a impact et les systémes du type « impact-pair ». Sur cette figure, les
auteurs non référencés correspondent a des articles cités par B. Blazejczyk-Okolewska et al. dans un
récent papier ([BLAO04]) classifiant les divers types de systémes de faible taille avec chocs.
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Figure 1.13 : Exemples de modéles de faible taille avec loi de restitution de Newton
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1.2.4 LA PERTE D’ENERGIE LIEE AUX CHOCS

1.2.4.1 GENERALITES

Lors du choc entre deux corps, on remarque généralement une perte d’énergie cinétique due a
I’impact. En restant dans le domaine élastique, sans plastification au voisinage de la zone de contact,
la vitesse normale relative entre les deux corps en sortie de choc est inférieure, en valeur absolue, a
celle de la prise de contact. C’est typiquement ce qui est traduit par la loi de restitution de Newton
avec un taux de restitution r inférieur strictement a 1.

Dans son récent article, Glocker ([GLOO04]) montre que dans le cas de deux masses ponctuelles m;
et m, de vitesse relative v~ a la prise de contact en t = t et de vitesse relative v' a la sortie du contact
ent=t", la perte d’énergie cinétique s’écrit alors :

:l m; m, (

T+~ T~ v -(v)?) (1.24)

2 m, +m,

Cette relation est valable que le choc soit instantané (t" = t") ou non (t' > t"). Pour un modéle avec
loi de restitution, I’énergie cinétique n’est conservée que si r = 1. En revanche, pour un modeéle avec
raideur de contact, 1’énergie cinétique est forcément conservee.

Nous allons voir, dans ce qui suit, comment en utilisant un amortissement de contact, on peut
reproduire ce phénomeéne de perte d’énergie cinétique dans un modele avec raideur de contact ou un
modéle éléments finis de pénalisation. Enfin, dans le cas d’une approche multi-corps rigides que nous
adopterons par la suite, nous allons montrer ici quelle relation lie les paramétres du modele avec loi de
restitution de Newton a ceux d’un modele avec raideur de contact.

1.2.4.2 1.’ AMORTISSEMENT DE CONTACT

Pour simuler la perte d’énergie cinétique pendant le contact dans un modele avec raideur de contact
constante, on introduit un amortissement de contact. Tout comme la raideur de contact,
I’amortissement de contact est nul dans le jeu. Pour un modéle avec raideur de contact constante dans
le jeu, on utilise un amortissement de contact constant également dans le jeu. En revanche pour une
raideur de contact qui est non linéaire continue (notamment a la frontiére contact / vol libre) telle que
pour un modéle de Hertz, on utilise un amortissement de contact qui est globalement non linéaire
continu. Dans ce dernier cas on peut utiliser par exemple, une interpolation par un polynome de degré
3 entre un amortissement nul a la prise de contact et qui vaut C a partir d’'une distance
d’interpénétration fixée a [’avance.

En terme de résolution numérique, l’'utilisation d’un amortissement de contact facilite la
convergence des schémas d’intégration temporelle, notamment lorsqu’on I'utilise dans un mode¢le de
pénalisation. Dans notre cas, 1’étude a été réalisée de manicre semi-analytique comme nous le verrons
plus tard (cf. 3.3). L’amortissement de contact que nous utiliserons n’aura pas comme conséquence
une amélioration de la résolution. Au contraire, il s’agit d’une complexification de la résolution
analytique des équations différentielles que certains auteurs évitent parfois d’aborder (Figure 1.12).
C’est dans le souci de prendre en compte la perte d’énergie cinétique lors des chocs que cet
amortissement a été introduit. En revanche, c’est le paramétre du modéle qui est le moins maitrisé. 11
est sujet a caution et doit étre caractérisé de maniére expérimentale. Dans la littérature, on trouve
plusieurs sortes de valeur d’amortissement de contact utilisées avec des différences notables entre les
modéeles.

Enfin, tout comme le taux de restitution, [’amortissement de contact est en théorie influencé par les
vitesses d’impact. Ceci se voit nettement en montrant 1’équivalence entre le modéle avec raideur et
amortissement de contact et celui avec loi de restitution de Newton.
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1.2.4.3 COMPARAISON RAIDEUR ET AMORTISSEMENT DE CONTACT / RESTITUTION

Dans cette partie, nous allons mettre en relation les deux mod¢les que nous allons étudier dans nos
travaux, a savoir, le modele linéaire par morceaux avec raideur et amortissement de contact et le
mode¢le de non-interpénétration avec loi de restitution de Newton. Cette derniére approche décrit le
comportement asymptotique du systeme qui correspondrait a un mode¢le linéaire par morceaux avec
une raideur de contact K = + o, empéchant ainsi I’interpénétration des solides.

On peut cependant trouver une relation approchée entre le taux de restitution r du modele de non
interpénétration et les paramétres K et C du modele linéaire par morceaux. On considére une inertie I
en rotation avec un jeu angulaire par rapport a une butée ou le contact est modélisé par une raideur de
contact en torsion K et un amortissement de contact en torsion C. On pose 0 1’angle relatif entre les
deux solides de sorte que 6 = 0 corresponde a la prise du contact. L’équation différentielle du systéme
en interpénétration (contact) sans second membre (sans excitation) peut alors s’écrire sous la forme
suivante :

W, = T (pulsation de choc)
0+280,0+0;0=0 ou (1.25)

C
21w, 2 /KT

oy est la pulsation de choc qui est généralement trés grande devant les autres pulsations des
excitations du systéme (non prises en compte ici). Si on ne considére donc que 1’équation sans second
membre ci-dessus, la solution est pseudo-harmonique centrée sur 0 avec une pseudo-période :

(taux d'amortissement de choc)

2

T ===
peado = (1.26)

Par conséquent, si on suppose qu’a ’instant t; = 0, on a un choc (interpénétration) avec une vitesse
angulaire relative 6~ =6(0), alors le contact cesse a t = tj + Tpeeudo / 2 avec un vitesse angulaire

relative 87 : T
. . N .
6" =) 22 -] — |=—exp(-Em) © (1.27)
2 ®,
En faisant tendre la rigidité de contact K, et donc la pulsation de choc ®,, vers I’infini, on se
retrouve dans le cas de non interpénétration a impact instantané avec une loi de restitution du type :

0t =-1r6" (1.28)

On en déduit finalement la relation d’équivalence entre les deux modeles étudiés :

nC
24 KI1

r=exp(—-§m) =exp| — (1.29)

Dans le tableau ci-dessous, on calcule différentes équivalences entre r et & On remarque que
lordre de grandeur de & est bien plus élevé que le taux d’amortissement interne d’une structure en
acier qui est de ’ordre de 0,05 %.

r 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

£ +oo [73,3%(51,2%38,3%(29,2% (22,1 % |163% |[11,4%| 7,1 % | 3,4% | 0%

Tableau 1 : Equivalences r/ &
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1.3 CONCLUSION

Par conséquent, bien que nous n’avons pas ¢été exhaustifs, nous voyons déja que nombreux sont les
problémes de contact présents dans le moteur et que nombreuses sont les méthodes connues de la
littérature pour aborder ce type de probléme.

Le systeme ¢étudié par la suite est I’entrainement de pompe a vide sur moteur diesel (cf. 1.1.3). Ce
choix a été fait en raison de 1’absence de modele pertinent chez PSA pour ce type d’entrainement et de
I’importance de la tenue de ce composant dans le moteur. Il s’agit d’une pi¢ce sécuritaire qui fournit
I’assistance au freinage du véhicule. Ce systéme sera décrit plus longuement au chapitre 3.

Afin de représenter ce systéme, nous avons considéré dans un premier temps les principaux
modeles exposés précédemment et prenant ou pas en compte la condition de non-interpénétration. Il
s’agit du modele avec loi de restitution et du modele avec raideur de contact. Ces modeles nous ont
rapidement donné de trés bons résultats et c’est pourquoi nous n’avons pas développé les autres
approches connues telles que les approches lagrangiennes et les formulations mixtes (Ben Dhia
[BENO1]). Pour des mode¢les éléments finis, avec prise en compte fine de la déformation de la zone de
contact ((METO00]), la formulation mixte la plus connue est 1’approche par multiplicateurs de Lagrange
augmentés. Ce type d’approche n’a pas été retenu en raison des exigences en ¢léments finis de
maillages trop fins pour la prise en compte d’une excitation multi-harmonique a large spectre et
pouvant atteindre des fréquences élevées.

Enfin, nous tenons a préciser qu’il existe encore bien d’autres approches méthodologiques pour
bien d’autres types de systémes a jeux possibles. Citons entre autres les problématiques d’auto-
contact, de contacts multiples (Choi [CHO94], Kim [KIM90], Li [LI04], Saito [SAI85]), de contact
avec écrasement d’un film d’huile, de chocs ave loi de déformation plastique (mise en forme, crash,
...) et enfin de théorie ondulatoire pour expliquer aisément par exemple les ondulations post-choc de
deux barres métalliques.
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CHAPITRE 2

OUTILS D’ANALYSE NON LINEAIRE

Ce deuxiéme chapitre présente 1’ensemble des outils nécessaires a 1’analyse de la stabilité
dynamique de systémes non linéaires tels que le TOC de pompe a vide. Il est également beaucoup plus
ciblé sur les choix d’orientation de la theése sur la modélisation numérique choisie. Le chapitre
précédent a présenté en partie la diversité des problémes dynamiques possibles d’étre traités sur un
GMP ainsi que I’ensemble des outils numériques les plus connus de la littérature pour traiter les
systemes a jeux. Ce chapitre-ci fige la démarche d’analyse que nous allons utiliser ainsi que les types
d’études paramétriques qui seront utilisés sur le cas de I’entrainement de pompe a vide des moteurs
diesel.

Ce chapitre est divisé en deux parties. La premiére partie traite des non lin€arités. Elle présente
les outils généraux en définissant le vocabulaire et les définitions nécessaires a 1’étude. On décrit
également les comportements asymptotiques possibles pour la réponse statique et dynamique d’un
systtme non linéaire. Enfin, tous les ¢éléments nécessaires a 1’analyse de stabilit¢ de ces
comportements asymptotiques seront présentés ainsi que le type de bifurcations associées qui pourront
apparaitre lors de 1’étude paramétrique.

Nous verrons dans le cas présenté au chapitre 3 qu’une démarche semi-analytique peut alors étre
trés performante. L’étude du comportement d’un systéme ne se résumant pas a un seul point de
fonctionnement, nous verrons dans cette deuxiéme partie comment nous pourrons suivre les variations
paramétriques du systéme étudié grace a une technique de continuation. Cette démarche permet
d’obtenir ’ensemble des branches de solutions issues des différentes bifurcations rencontrées. Ce sera
un important outil dans I’application qui sera traitée.
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2.1 LES SOLUTIONS NON LINEAIRES

2.1.1 OUTILS GENERAUX

2.1.1.1 DEFINITION DES SYSTEMES

i) Systéme autonome

Soit F une fonction d’un ouvert U de R " a valeurs dans R " de classe C'. Un systéme autonome est
un systéme dynamique d’évolution temporelle continue qui a une indépendance explicite du temps t :

X(t)=F(X) (2.1)

L’existence des solutions n’est assurée que si F(X) est C°. L’unicité est assurée en imposant une
condition initiale X(ty) = Xy a t = ty. On note alors ¢(t, Xo, ty) la solution de 1’équation différentielle a
I’instant t telle que ¢(ty, Xo, ty) = Xo. Chaque solution est définie sur un intervalle de temps et décrit
une trajectoire (ou orbite) dans 1’espace des phases (X, X). Ces trajectoires ne peuvent pas se croiser,
ce qui donne une structure d’écoulement : le flot. L application ¢ est justement le flot de 1’équation
différenticlle. L’ensemble de trajectoires représentatives du flot définit le portrait de phase. Celui-ci
permet ainsi I’étude du comportement du systéme et donc de sa stabilité.

Dans un souci de simplification, en prenant ty = 0, on note §(t, Xy, 0) = &(t, Xo) = 0«(Xo).
L’application ¢ vérifie alors la propriété ¢.(Xo) = ¢(0(Xo)). Cette définition du flot reste valable
également pour un systéme non autonome que nous allons définir maintenant.

ii) Systéme non autonome

Soit F une fonction d’un ouvert U de R " a valeurs dans R " de classe C'. Un systéme non
autonome est un systéme a évolution temporelle continue qui dépend explicitement du temps t :

X(t)=F(X,1) (2.2)

Comme précédemment, il définit également des trajectoires dans 1’espace des phases mis a part que
la propriété de non-croisement n’est plus respectée (les trajectoires sont paramétrées par le temps).
Toutefois, il est possible d’obtenir le non-croisement des trajectoires en travaillant sur ’espace des

phases augmenté de la variable temporelle (on a une nouvelle coordonnée t d’équation t= 0, ce qui
nous donne une représentation 3D du plan de phase).

iii) Systeme a évolution temporelle discreéte

Soit F une fonction d’un ouvert U de R " a valeurs dans R " de classe C'. Un systéme a évolution
temporelle discrete est décrit par :
X, (t)=F(X,) (2.3)

On obtient cette fois-ci dans 1’espace des phases un ensemble de points correspondants aux itérées
du vecteur des conditions initiales X.
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2.1.1.2 ATTRACTEURS ET BASSINS D’ATTRACTION

i) Ensemble invariant

Considérons un flot ¢, I’ensemble Sg (ouvert de R ") est invariant si VX € Sg, 0(X) € Sg Vt>0.

Un ensemble Sg est donc invariant si toute trajectoire amorcée (par des conditions initiales par
exemple) dans Sg reste indéfiniment dans Sg.

ii) Ensemble attractant

Un ensemble invariant Sg (ouvert de R ") est de plus attractant si il existe un voisinage Ug de Sg tel

que :
VX e U Vi20, ¢(X)e Up et lim ¢ (X)=S,
t—>+oo —

Autrement dit, toute trajectoire amorcée dans un voisinage Ug de Sg reste dans Ug et tend vers
I’ensemble Sg.

iii) Attracteur

Un ensemble attractant Sg est attracteur si de plus il vérifie :
- la récurrence pour tout sous-ensemble de Sg (tout sous-ensemble de Sg est attractant) ;
- la propriété d’irréductibilité (il n’existe aucun sous-ensemble de Sg attracteur).

En d’autres termes, il ne peut étre scindé en sous-ensemble de Sg (I’union de 2 attracteurs ne peut
étre considérée comme un attracteur) et ne possede pas de parties non-attractantes.

iv) Bassin d’attraction

Le bassin d’attraction d’un attracteur Sg est I’ensemble Bg qui comprend les conditions initiales X,
telles que :
lim ¢ (X,)—S;

t—too —L T

2.1.1.3 SECTION DE POINCARE

Le principe de la section de Poincaré consiste a réduire un systéeme dynamique a évolution
temporelle continue défini dans un espace de dimension n en un systéme a évolution temporelle
discréte dans un espace de dimension n-1. Pour cela, on définit une section dite de Poincaré,
perpendiculaire au flot, et on génére une application de premier retour (ou de Poincaré) en prenant un
point sur cette surface et son image aprés un premier retour du flot sur cette surface notée ..

_______ s

X0

Figure 2.1 : Section de Poincaré

Il est possible de montrer qu'une telle application possede les mémes propriétés de stabilité que
celles du flot. En revanche, l'interprétation des résultats est beaucoup plus facile a réaliser puisqu'on a
une dimension en moins. L’application de Poincaré est notamment trés utile pour I’étude des solutions
périodiques dites aussi cycles limites (cf. 2.1.2.2).
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Pour un systéeme dynamique excité par une force harmonique T-périodique, on peut définir une
section de Poincaré (ce n'est pas la seule !) par I’intersection suivante :

{o,(x,)/t=0rm1}={x0.0, (X, )0, (X, )0, (X, )} (2.4)

C'est I'exemple le plus couramment rencontré. L’application de Poincaré qui engendre une telle
section par itérations successives est tout simplement définie a partir du flot par :

Xo = 01(Xo) (2.5)

Dans ce cas, I’application de Poincaré est dite application de premier retour. La section de Poincaré
engendrée n’est autre qu’une carte stroboscopique du plan de phase obtenue par les itérées successives
de I’application de Poincaré¢ ¢r. On peut par exemple visualiser la solution tous les n.T (avec n > 1) et
dans ce cas, l'application n'est plus une application de premier retour.

2.1.2 LES COMPORTEMENTS ASYMPTOTIQUES

2.1.2.1 LES POINTS FIXES

Soit un systéme autonome ou non, caractérisé par 1’équation d’état ( 2.1 ) ou ( 2.2 ), un état
d’équilibre est caractérisé par la relation suivante :

FXe)=0 (2.6)

Toute solution X, vérifiant cette relation est appelée position d’équilibre, point singulier, point fixe
ou encore solution stationnaire. On distingue seulement deux types d’attracteurs qui sont des points
fixes. Il s’agit des nceuds stables et des foyers stables, représentés ci-aprés (Figure 2.2). L’étude de
stabilité sera étudiée plus en détail au 2.1.3.2.

X X
%V A
/>X X

Nceud stable Foyer stable

Figure 2.2 : Points fixes attracteurs

2.1.2.2 LES CYCLES LIMITES : SOLUTIONS PERIODIQUES

Soit un systéme autonome ou non, caractérisé par 1’équation d’état ( 2.1 ) ou ( 2.2 ), une solution
périodique X(t) est une solution telle qu’il existe un entier T pour lequel :

Pour toutt, X(t+T)=X(t) et X(t+ T)# X(t) pour 0 < T<T (2.7)

T est alors appelé la période de la solution. La représentation d’une telle solution dans le plan de
phase nous donne une trajectoire fermée appelée cycle limite et telle qu’aucune trajectoire
commengcant suffisamment proche d’elle, ne soit également fermée.

Chapitre 2 — Outils d’analyse non linéaire 50



Le cycle limite noté C; est stable si toute trajectoire commencant suffisamment proche de Cp,
I’approche pour t — + oo, c’est-a-dire, s’enroule elle méme sur le cycle limite C; (cas (a)). Le cycle
limite noté C est instable si toute trajectoire commengant suffisamment proche de Cy, I’approche pour
t — — oo, c’est-a-dire, se déroule a partir de C;, (cas (b)). Finalement, si les trajectoires approchent Cp
d’un coté et de I'autre s’en éloignent, on dira que Cy, est semi stable (en pratique instable). Ces trois
cas (a), (b) et (c) sont représentés ci-dessous (Figure 2.3).

CL : : ; CL : :\/ CL
(a) (b) (c)

Stable Instable Semi-stable

Figure 2.3 : Cycles limites

Un cycle limite stable est aussi ce qu'on appelle un attracteur périodique, ce qui se comprend
aisément d’aprés 2.1.1.2. Par exemple, pour un systéme masse-ressort forcé, avec amortissement, le
cycle limite correspond a I'état stationnaire (périodique) stable imposé par I'excitation aprés un régime
transitoire dépendant des conditions initiales.

Plus généralement, les cycles limites représentent les états stationnaires d’oscillations. Les plus
importantes applications de la théorie des cycles limites sont en relation avec :

- les « oscillations auto-entretenues » (pendule, horloge...) ;

- les oscillations libres d'un systéme conservatif (masse-ressort sans amortissement) ;

- le régime forcé (oscillations forcées) ;

- la bifurcation de Hopf (cf. 2.1.4.1).

Les trois premiers cas sont des situations bien connues que l'on rencontre fréquemment pour des
systemes linéaires. En revanche, la bifurcation de Hopf est un phénomeéne particulier qu'on ne peut
rencontrer qu'en présence de non-linéarités. C'est pourquoi, nous dédierons, plus en avant, une partie
pour cette bifurcation.

2.1.2.3 LES SOLUTIONS QUASI-PERIODIQUES

Un comportement quasi-périodique peut étre vu comme la somme d’un nombre fini de termes
périodiques dont le rapport des périodes deux a deux n’est pas rationnel. 1 existe des systémes dont la
solution orbitale en régime permanent (dans le plan de phase) oscille entre deux cycles limites
relativement proches sans jamais passer deux fois de suite exactement sur la méme trajectoire : on
parle alors d’attracteur quasi-périodique.

Les systémes quasi-périodiques les plus simples sont basés sur deux fréquences incommensurables
Wy et ®y (on dit que le degré de quasi-périodicité est égal a 2). Le mouvement dans 1’espace des
phases s’inscrit alors sur un tore, une fréquence correspondant au mouvement selon 1’axe du tore et
I’autre fréquence correspondant au mouvement autour de 1’axe du tore. La non-commensurabilité des
fréquences d’un signal quasi-périodique implique que la trajectoire remplit complétement la surface du
tore. Si le rapport 0,:/®, devient rationnel, on dit qu’on a accrochage des fréquences et on obtient un
signal périodique (cycle limite) inscrit sur le tore.

Pour étudier les attracteurs quasi-périodiques, on a souvent recours aux sections de Poincaré pour
s'assurer de la nature des solutions de maniére a ne pas les confondre avec des attracteurs étranges que
nous allons aborder maintenant.
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2.1.2.4 LES SOLUTIONS CHAOTIQUES

Il n’existe pas a proprement parler de définition positive des solutions chaotiques. Un mouvement
chaotique est non déterministe mais il ne s’agit pas d’un mouvement aléatoire. Il posséde un spectre
fréquentiel continu (caractére erratique) et présente en outre une extréme sensibilité aux conditions
initiales. En effet, deux solutions chaotiques initiées avec des conditions initiales trés voisines vont
diverger et s’écarter 'une de ’autre trés rapidement. La vitesse de divergence de deux solutions
initialement voisines peut étre étudiée a partir des exposants de Lyapunov (cf. 2.1.3.4) afin de
caractériser la nature du chaos observé.

On peut définir un attracteur chaotique (ou attracteur étrange) comme étant un attracteur de volume
nul qui n’est ni un point fixe, ni un cycle limite, ni quasi-périodique. Dans une section de Poincaré, un
attracteur chaotique décrit une infinité de points dont I’ensemble posséde une structure topologique
autosimilaire avec une dimension fractale non enti¢re (Botet [BOTO1]). De ce fait, on ne peut pas
réduire un mouvement chaotique a un point fixe ou un cycle limite comme pour les autres
comportements asymptotiques. Néanmoins, les solutions chaotiques présentent des propriétés de
périodicité dans I’espace non pas euclidien mais celui d’Hausdorff (Lu [LUO0O]).

2.1.2.5 RECAPITULATIF DES ATTRACTEURS

Dans la figure ci-dessous (Figure 2.4), on récapitule I’ensemble des attracteurs dont nous venons de
parler, en indiquant leur nom, leur allure dans le plan de phase, la particularité obtenue par section de
poincaré, et en mentionnant un exemple d’application connu.

Remarques
Attracteur | Plan de phase et/ou Exemple
Section de Poincaré 3 (si possible)
X
y C'est un attracteur point.
Systemes Noeud f On le rencontre en statique. (Nous ne
non (stable) La section de Poincaré n'a citerons pas
périodiques < » X | donc pas vraiment d'intérét | d'exemple ici.)
K ici pour nous.
. Attracteur point. La solution Oscillateur
Systémes Foyer est dite pseudo-périodique. linéaire
pseudo- (stable) X La section de Poincaré amorti
périodiques 2={(x1)/t=0[T1]} en régime
donne un ensemble de libre.
points qui convergent
vers le point fixe (foyer).
X x P Oscillateur
Systemes | Cycle limite linéaire
périodiques | (stable) La section de Poincaré amorti
oS ={x)/t=0[T]} en régime
donne un point P. forcé
(de période T).
Systemes | Attracteur 7 Oscillateur
quasi- quasi- X linéaire
périodiques | périodique La section de Poincaré paramétrique
Y={(x1)/t=0[T]}est
une courbe fermée cyclique
Pas d’attracteur
« apparent », on Oscillateur
Systemes | Attracteur | peut avoir toutes non linéaire
chaotiques étrange sortes de dans une
trajectoires configuration
complexes. particuliere

Figure 2.4 : Récapitulatif des attracteurs
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Il est a noter que pour une configuration paramétrique donnée, un systéme dynamique non linéaire
ne possede pas nécessairement une et une seule réponse asymptotique. Selon les cas, il peut présenter
un seul, un nombre fini, ou encore une infinité d’attracteurs. La coexistence d’attracteurs est ce qui
justifie le calcul des bassins d’attraction. En effet, selon la valeur des conditions initiales, le systéme
pourra présenter un comportement dynamique qui sera attiré vers un attracteur différent.

En revanche, il est important de noter que dans les systémes dynamiques non linéaires, tous les
comportements stationnaires possibles ne sont pas forcément des attracteurs. Les fronti¢res des bassins
d’attraction sont généralement constituées de comportements stationnaires instables ou semi-stable.

C’est pourquoi, il est important de rechercher quelle est la stabilité des solutions stationnaires
obtenues (points fixes et cycles limites) lors de toute ¢tude dynamique ([BOL64], [NGUO00]).

2.1.3 STABILITE

2.1.3.1 QUELQUES DEFINITIONS

Nous allons indiquer maintenant quels sont les différents sens possibles que 1’on peut donner quant
a la stabilité d’une solution.

i) Stabilité au sens de lagrange

La solution X(1) est stable au sens de Lagrange si elle est bornée :

ILg >0 tel que Ve, [X(1)| < Lg

ii) Stabilité au sens de Poincaré

La solution X(t) de condition initiale Xy a t = t, est stable au sens de Poincaré si la trajectoire du flot
initié avec Xy + 9X) a t= t, reste dans un tube de rayon & autour de la trajectoire de X(t).

iii) Stabilité au sens de Lyapunov

La solution X(t) est stable au sens de Lyapunov si pour tout & > 0, il existe &&) > 0 tel que toute
solution Y(1) vérifiant || Y(ty)— X(ty) | < & implique que Vt>t,,| Y(1)-X(1) | <&,.

iv) Stabilité asymptotique
La solution X(t) est asymptotiquement stable au sens de Lyapunov si elle est stable au sens de

Lyapunov et si de plus on a :  lim || Y(t)—X(t) || =0.
t—>+oo

La différence avec iii) réside dans le fait qu’une petite perturbation sur l’état initial d’'un systéme
autour d’un point fixe stable peut engendrer des petites oscillations entretenues, alors que ces
dernieres s amortissent au cours du temps dans le cas d’un point fixe asymptotiquement stable.

Ce sont ces deux définitions iii) et iv) qui seront utilisées pour ’étude de stabilité.

v) Stabilite structurelle

On parle de stabilité structurelle si une petite perturbation des équations du systeme implique une
topologie du flot équivalente. Un systeme structurellement stable est également dit robuste.
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2.1.3.2 STABILITE DES POINTS FIXES

On considére le systéme autonome non linéaire, caractérisé par I’équation d’état ( 2.1 ). Les
conclusions quant a la stabilité des points fixes sont identiques dans le cas d’un systéme non autonome
d’équation ( 2.2).

i) Linéarisation du systéme de départ

Soit un point singulier X. du systéme non linéaire vérifiant la relation ( 2.6 ). On considére une
perturbation Y telle que :

X(t) = Xe(t) + Y (1) (2.8)
En substituant ( 2.8 ) dans ( 2.1 ), on obtient :
Y =F(X.+Y) (2.9)

La position d’équilibre X = X. est maintenant devenue Y = 0, et en supposant la fonction F est de
classe C', son développement en série de Taylor en X, a I’ordre 1 (en ne gardant que les termes
linéaires) nous donne :

¥ =F(X,)+ DyF(X, )Y +ol | Y*]) (2.10)
soit
Y=DyF(X,)Y=] Y (2.11)
Jr est la matrice jacobienne du systéme. Soit la fonction F se décomposant en (Fy, F,, ..., F,) dans
la base (X, Xs, ..., X,), la matrice des premicres dérivées partielles ou matrice jacobienne s’écrit :
[0F,  0F  OF |
X, 09X, 0X,
Je=|oX, 9X, = 09X, (2.12)
9F, 0F,  OF,
10X, dX, 0X, |

Le probleme ( 2.11 ) correspond au systéme ( 2.1 ) linéarisé au niveau du point fixe X = X.. La
solution obtenue avec Y, comme vecteur des conditions initiales a t = ty, s’écrit donc :

Y(t)=e "*Y, (2.13)

Le systeme ainsi linéarisé, nous montre 1’importance de Jr pour la caractérisation des points
d’équilibre en terme de stabilité locale. Comme nous le verrons plus tard, c’est notamment I’étude des
valeurs propres de Jg, notées A; (i = 1, ..., n), qui nous permettra de conclure dans certains cas sur la
stabilité du systeme au voisinage du point fixe. Les valeurs propres A; (i = 1, ..., n) de Jr sont
également dites exposants caractéristiques du point fixe Y = 0.
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Pour le systéme linéaris€, on sait qu’il existe en effet une matrice P inversible, telle qu’on ait :

A=P"JP (2.14)

ou P est la matrice des vecteurs propres associés aux valeurs propres 2;,

e diagonalesi toutes les valeurs propres A; sont distinctes avec:
A, 0 -+ 0
0 A :
A=| . ? =Diag (A, Ass...s A,)
0 - 0 A,
Aest: e yne matrice de Jordan dans le cas contraire, avec :
A 0 - 0 A, 1 0. 0]
0 A : Y
A=| . T? ou A = ' 0
= . 0 =i 1
0 - 0 A 0 - 0 A

Si tous les A; sont distincts 2 & 2, la solution Y(t) est une combinaison linéaire de e . Dans le

cas ou au contraire, on utilise une décomposition sous la forme de Jordan ou A; est de dimension k; x k;
avec k; la multiplicité de la valeur propre associée A;. La solution Y(t) au voisinage du point
d’équilibre est alors une combinaison linéaire des t" elh o 1 <i<navec0<1 <k-—l.

Quoi qu’il en soit, on obtient le résultat bien connu qui est que pour que le systéme linéaire ( 2.11 ),
si la matrice jacobienne Jr au niveau du point singulier est a valeurs propres a partie réelle strictement
négative, alors la position d’équilibre Y = 0 est asymptotiquement stable. Autrement dit :

_ Y =0 estunpoint fixede Y=J Y
Vi,Re(A,)<0 = =F
asymptotiquement stable (au sens de Lyapunov)

11 s’agit alors d’un attracteur (point attractif dit également puits).

En revanche, si I’'une des valeurs propres A; (exposant caractéristique) est a partie réelle strictement
positive, alors le point fixe n’est pas stable au sens de Lyapunov : il est dit instable. Autrement dit :

Ji,Re(A;)>0 = Y =0 estunpointfixede Y =J Y instable

=F—

Le cas ou tous les exposants caractéristiques du point fixe sont a partie réelle strictement positive
correspond au cas particulier des répulseurs (point fixe répulsif dit encore source). Soit :

Vi,Re(A;)>0 = Y =0 estunpoint fixede Y= 1Y asymptotiquement instable

Enfin, un point fixe est dit hyperbolique si toutes les valeurs propres A; (i =1, ..., n) n’ont pas de
partie réelle nulle. En revanche, si I’une des valeurs propres a une partie réelle nulle, le point fixe est
dit non hyperbolique. Un point fixe hyperbolique est soit asymptotiquement stable (attracteur), soit
instable. Dans le cas ou il est instable, c’est soit un répulseur, soit un point-selle. Un point fixe non
hyperbolique peut quant a lui étre stable, instable ou bien étre un centre (Vi, Re(A;)=0). Tous ces
cas sont regroupés dans la figure qui suit (Figure 2.5).
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ii) Types d’états d’équilibre du systéme linéarisé

D’apres ce qui vient d’étre dit, nous allons maintenant définir les différents types de points
d’équilibre en terme de stabilité que 1’on peut obtenir pour le systéme linéarisé ( 2.11 ) au point
d’équilibre Y = 0, selon la nature des valeurs propres A; (i =1, ..., n) de Jz. Nous verrons ensuite, dans
quels cas on peut conclure quant a la stabilité effective du systéme non linéaire de départ ( 2.1 ) au
point d’équilibre X = X..

X Neeud stable
Puits, . .
Attracteurs Vi, Im(},;)=0
i Vi, Re(r,)<0 n
Foyer stable
Points fixes . .
asymptotiquement 3i, Im(&,)# 0
stables
S Nceud instable
Points ources, ) .
hyperboliques | Répulseurs Vi, Im(},;)=0
Vi, Re(d;)#0 Vi, Re(X,)>0 -
A Foyer instable
Points fixes . .
instables 3i, Im(4, ) # 0
Points fixes <
non stables Point selle
3i, Re(X, )< 0 ’ RS x
L RelA; )< Col < >
Points 3j, Re(xj)> 0 M [
fixes
Stable
Points fixes Vi, Re(A,)<0 E
non
hyperbolique <
\ 4 Instable %‘F
Points non . ’
hyperboliques [_| 3, Re(1;)>0
Ji, Re(A,)=0
Centre
Centre . x
Vi, Re(A,)=0

Figure 2.5 : Les différents types d'états d'équilibre
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iii) Les sous-espaces propres et les varieétes

Nous allons maintenant nous intéresser a la stabilité du systéme non linéaire de départ ( 2.1 ). Pour
cela nous devons introduire les notions de sous-espaces propres et de variétés.

Pour tout i entier tel que 1 <1i <n, a chaque valeur propre A; de Jr, on associe un vecteur propre p;.
On rappelle que la matrice P évoquée précédemment n’est autre que la matrice des vecteurs propres p;
telle que :

p] e ¥l)=pPa

=n

Y, (2.15)

p=lp, o,

g

La famille {p;} (i=1, ..., n) est une base de I’espace des phases. Ce dernier peut étre décrit par la
somme de trois sous-espaces E°, E" et E° associés au systéme linéarisé ( 2.11 ) et tels que :

E® = {{Ei}tel que Re (A;)<0 }
E" = {{Bi}tel que Re (A,)>0 }

2.16
Ecz{{gi}telque Re(xi)ZO} ( :

Les sous-espaces E°, E" et E° sont respectivement stable, instable et central. Ces sous-espaces sont
invariants par Jr (cf. 2.1.1.2i)). Toute solution du systéme linéaire ( 2.11 ) initiée dans E® (resp. E")
s’approche asymptotiquement du point fixe Y = 0 quand t — + o (resp. t — - o) et toute solution
initiée dans E° reste dans E°. On rappelle que si une solution s’approche d’un point fixe quand t — - oo,
cela signifie qu’elle s’éloigne de ce point d’équilibre quand t croit.

Ces sous-espaces sont définis a partir des vecteurs propres p;, associés aux valeurs propres A; de Jg,
c’est-a-dire qu’ils sont définis pour le systéme linéarisé ( 2.11 ). On les appelle sous-espaces propres.
Si le flot linéaire est hyperbolique, E° est vide. Dans ce cas, R " peut étre décomposé de manicre
unique en deux sous-espaces invariants par Jp tels que R " =E°* @ E". Le flot induit par le sous-
espace propre E® (respectivement E") correspond a une contraction (respectivement une dilatation).

Si on s’intéresse maintenant au systéme réel non linéaire de départ ( 2.1 ), on définit la variété
stable W* (resp. instable W") du point fixe X = X., I’ensemble des conditions initiales pour lesquelles
les trajectoires s’approchent asymptotiquement de ce point quand t — + oo (resp. t — - o). On définit
également la variété centrale W° comme étant I’ensemble des conditions initiales telles que les
trajectoires ne s’approchent ni ne s’éloignent asymptotiquement de ce point fixe X.. Autrement dit, on
définit :

W ={X, € U telque ¢ (X,)—X, quandt -+ et ¢ (X,)e U, ¥t20} (217)

wH :{XOGU telque ¢ (X,)— X, quandt——eo et ¢ (X,)e U, Vt<0

A partir de I’étude de stabilité du systéme linéarisé ( 2.11 ), on pourra réaliser 1’é¢tude de la solution
de I’équation non linéaire ( 2.1 ) a I’aide du théoréme de Hartman-Grobman écrit ci-dessous.

Théoréme de Hartman-Grobman (Guckenheimer [GUC97]) :
Soient X, un point stationnaire de ( 2.1 ) et DxF(X,) la matrice jacobienne de F en X,, si le systeme
différentiel est hyperbolique en X, (i.e. DxF(X,) n’a pas de valeur propre a partie réelle nulle), il existe
un homéomorphisme h, défini dans un voisinage U de X,, tel que h 0 @, ou @ est le flot non linéaire,
prenne les mémes trajectoires que celles du flot linéaire ¢ ®**. De plus, h peut étre choisi de sorte
qu’il préserve le sens et la paramétrisation en temps des trajectoires.

On en déduit que les variétés stables W* et instables W" sont tangents en X, a E° et E" (Figure 2.6),
sous-espaces propres de DxF(X.), et on peut énoncer le théoréme suivant.
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Théoréme de la variété stable pour un point fixe hyperbolique :
On suppose X, un point fixe hyperbolique de [’équation différentielle ( 2.1 ). Alors il existe des variétés
locales stables et instables, de méme dimension que celles définies par les sous-espaces propres du
systeme linéarisé et tangentes a ces derniers en X,. Elles ont en outre la méme régularité que la
fonction F.

Par conséquent, les variétés stable W* et instable W" du point fixe X. possédent localement les
mémes propriétés que celles des sous-espaces stable E° et instable E" du point fixe Y = 0
correspondant au systéme linéarisé. Ceci est un résultat important, puisque [’étude du systéme
linéarisé permet de conclure quant a la stabilité des états d’équilibre du systéme non linéaire au
voisinage du point fixe (dans le cas d’un point fixe hyperbolique uniquement). En résumé, si le point
fixe Y = 0 du systeme différentiel linéarisé est asymptotiquement stable (resp. asymptotiquement
instable), alors le point fixe X = X. du systéme différenticl non linéaire de départ est stable (resp.
instable).

< WY E

Figure 2.6 : Variétés et sous-espaces propres

Enfin, le cas de la stabilit¢ des points fixes non hyperboliques ne peut pas étre traité par la
linéarisation des équations (théoréme de Shoshitaishvili [NAY85]) mais en gardant les termes non
linéaires du systéme, ce dont nous ne parlerons pas ici.

2.1.3.3 STABILITE DES CYCLES LIMITES

i) Linéarisation du systeme continu

Comme nous I’avons vu précédemment, la linéarisation d’un systéme permet de comprendre son
comportement de maniére qualitative vis-a-vis des points d’équilibres (nature des points fixes,
stabilité, ...). Nous allons voir qu’il en est de méme pour le comportement périodique d’un systéme.

Soit le systeme autonome défini en ( 2.1 ), et soit une solution X.(t) de période T (vérifiant ( 2.7 )).
Si on considére une perturbation Y ajoutée a X. telle que :

X(t) = Xe(t) + Y(D) (2.18)
En substituant ( 2.18 ) dans ( 2.1 ), on obtient :

X, +Y=F(X,+Y) (2.19)
En supposant que la fonction F est de classe C', son développement en série de Taylor en X, a

I’ordre 1 (en ne gardant que les termes linéaires) nous donne :

Xe+X=E@e)+DxF@e)X+O(H qu) (2.20)
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X, vérifiant ( 2.1 ), ona:
¥ =D, F(X,)Y +of HXZH) (221)

Soit
P X (2.22)

Jr est la matrice des dérivées (partielles) premicres de F. Du fait de la linéarisation du systéme, Jr
est une fonction qui dépend des degrés de liberté du systéme X, X,, ..., X, et par conséquent du temps
t (mais de maniére implicite pour un systéme autonome et de manicre explicite pour un systéme non
autonome). On en déduit que Jr est périodique avec une période T (celle de X.), méme si celle-ci peut
ne pas étre sa période minimale (Jr peut en effet étre de période T/2 par exemple). Pour cette raison on
notera Jg = J(t).

ii) Théorie de Floquet

Le systeme différentiel linéaire ( 2.22 ) de taille n possede n solutions linéairement indépendantes,
notées Z; avec i = 1, 2, ..., n. Ces solutions peuvent étre regroupées dans une matrice de taille n x n
appelée matrice des solutions fondamentales :

Z0=[z,) Z,(®) - Z, ()] (223)

Cette matrice Z vérifie 1’équation :
Z(H)=1.()Z(1) (2.24)

D’apres ( 2.22 ), chaque Z;(t+T) est une combinaison linéaire de Z,(t), Z»(t), ..., Z.(t), ce qui se
traduit par :

vt, Z(t+T)=2Z(H) 2 (2.25)

En particulier pour t = 0, en posant Z(0) = L, on obtient ® = Z(T). Pour un syst¢éme autonome, la
matrice P est constante de taille n x n et appelee matrice monodrome. Pour un systéme non autonome,
elle depend en revanche de I’instant initial t, choisi pour le cycle limite, mais quel que soit 1’instant t,,
® présente les mémes valeurs propres. Nous verrons ce point plus en détail plus tard.

De manicre pratique, la matrice monodrome s’obtient a partir du systéme non linéaire ( 2.1 ) de
départ. Soit X(t) = [Xi(t), Xx(t), ..., Xu(t)] solution de ( 2.1 ) avec comme conditions initiales le
vecteur Xo = X(to) = t[)(1(11()), Xz(to), ey Xn(to)] at= to, alorsona:

X, X, 09X, |
—ag%((to)(to+T) —a)a(;((to)(tOJrT) —878()(( 0)( 0 +T)
®= m(to +T) Wéo)(to +T) - m(to +T) (2.26)
X, X, ax,
X, (to +T) X, (1) (t, +T) X (1) (to +T)j

On notera que P n’est autre que la matrice jacobienne du flot ¢, calculée en ty + T, ou :

X =0, (Xy)=X(1) (2.27)
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N’oublions pas qu’un cycle limite n’est autre qu’un point fixe de 1’application de Poincaré itérée
dans I’espace des phases. Par conséquent, 1’¢tude de stabilité des cycles limites est déterminée en
utilisant le théoréme de Hartman-Grobman (2.1.3.2) équivalent pour la stabilité des points fixes d’une
application.

Soit Agi (i = 1, 2, ..., n) les valeurs propres de la matrice monodrome P, chaque Ag; donne une
mesure de la divergence (ou convergence) locale orbitale selon une direction particuliére sur une
période du cycle limite. Ces valeurs propres Ag;, appelées multiplicateurs de Floquet, sont a valeurs
complexes. De la méme facon que dans le cas de I’étude de stabilité des points fixes, selon les valeurs
que prennent les multiplicateurs de Floquet, on pourra dans certains cas conclure quant a la stabilité du
systeéme non linéaire étudi¢. On distinguera néanmoins ici le cas ou le systéme étudié est autonome et
celui ou le systéme est non autonome.

iii) Cas d’un systéme non linéaire autonome

Pour un systéme autonome, 1’'un des multiplicateurs de Floquet associ¢ a la solution périodique
(que nous noterons Ag;) est toujours réelle égale a 1. Ce résultat, dont nous ne ferons pas la
démonstration ici, est I’'un des points essentiels qui distingue les systémes autonomes des systémes
non autonomes. Si un seul des Ag; est de module égal a 1 (c’est forcément Ag; = 1), alors la solution
périodique est dite hyperbolique. Dans le cas contraire, c’est-a-dire que plusieurs multiplicateurs de
Floquet sont sur le cercle unité, alors la solution périodique est non hyperbolique.

Pour une solution périodique hyperbolique on a :

- SiVi#j,| Ay | <1, la solution est asymptotiquement stable (attracteur périodique)
- Sidi# j,| Ao |>1 , la solution est instable
- SiVi# | Ay, | >1, la solution est asymptotiquement instable (répulseur périodique)

Pour une solution périodique non hyperbolique on a :
- Si 3| Ay, |> 1, la solution est instable

- SiVi,| Ao |S 1, une analyse non linéaire est nécessaire pour étudier la stabilité. On citera par

exemple la méthode de réduction sur la variété centrale, la méthode de réduction sous forme

normale, la méthode des échelles multiples, la méthode de Lyapunov-Schmidt, ... Pour plus
de détails, le lecteur pourra se référer a Guckenheimer (JGUC97]) et Nayfeh ([INAY79],
[NAYS8S5]).

iv) Cas d’un systéme non linéaire non autonome

Dans ce cas, la matrice @ s’obtient de la méme maniére mais le raisonnement change 1égérement
car on n’a pas forcément Agp; = 1 comme c’était le cas pour les systemes autonomes. Si aucun
multiplicateur de Floquet n’est sur le cercle unité, alors la solution est dite hyperbolique, et dans le cas
contraire non hyperbolique.

Pour une solution périodique hyperbolique on a :
- Sivi, | Ao | <1, la solution est asymptotiquement stable (attracteur périodique)

- Si 4,
- SiVi,

Ao | >1, la solution est instable

Ao | >1, la solution est asymptotiquement instable (répulseur périodique)

Pour une solution périodique non hyperbolique on a :
- Si 3N, | Ay, | >1, la solution est instable

- SiVvi, | Ao | <1, une analyse non linéaire est nécessaire pour ¢tudier la stabilité comme au iii).

Chapitre 2 — Outils d’analyse non linéaire 60



2.1.3.4 EXPOSANTS DE LYAPUNOV

C’est une généralisation de I’analyse de stabilité autour d’un point fixe ou d’une orbite (cycle
limite). L extension au cas chaotique des notions d’instabilité et de taux de divergence conduit a la
définition des exposants de Lyapunov. On étudie la sensibilité asymptotique d’une trajectoire solution
de (2.1),(22) ou(23) issue d’une condition initiale X,. Nous ne considérerons ici que les
systémes discrets définis par ( 2.3 ). Soit les petites variations 8X, de la condition initiale X, telle que :

X, =X, +8X, (2.28)

i) Cas d’une application unidimensionnelle
Dans le cas discret, soit I’équation ( 2.3 ), Xk+1 =F(X, ), on souhaite voir comment se comportent

les trajectoires issues de X, et X,, c’est-a-dire, comment varie leur écart. 8X, étant supposé
infinitésimal, il vient :

X, =X, +8X, =F(X, +8X,)=F(X,) + F'(X,) 8X, (2.29)

dF
dX
La distance entre les deux trajectoires apres une itération est donnée par :

ou F'(X,)=—(X,) désigne la dérivée de F par rapport & X en X,.

|8X, |=|F'(Xy) 8X, |=| F'(X,) || 8X, |
Et aprés deux itérations par : |5X2 |=| F'(X1)|| dX, |=| F'(X1)||F'(XO)||5XO |

En utilisant la régle des itérations en chaine, apres k itérations, nous obtenons :

k
|6Xk|=[H\F’(Xj)\J|6XO| (2.30)

i=0

Au voisinage d’un point fixe X, par analogie avec la relation ( 2.13 ) dans le cas continu, nous
aurions obtenu, au bout de k itérations, la relation |8Xk |:exp (ku,)|8X, |avec n. =F(X,), la

stabilit¢ se décidant d’aprés le signe de p. (cf. 2.1.3.2). Pour une trajectoire arbitraire ici, nous
pouvons chercher de manicre similaire, un taux W tel qu’au bout de k itérations on ait :

( 8X
In
oX

En faisant tendre k vers I’infini, on obtient finalement :

| 8X, [=exp (k)| 8X, | (2.31)
Ce qui revient a :

k

}:m[f‘[ ‘F'(Xj)@:iln(‘ F(X,)| )=kn
0 =0 =0

k—+co

k
= lim %gln(\F'(Xj)\) (2.32)

11 existe une formulation équivalente dans le cas des systémes continu ( 2.1 ) ou (2.2).
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W est appelé exposant de Lyapunov et se présente comme la moyenne temporelle du taux local de
divergence In(|F’(X)|) prise le long de la trajectoire de référence. Nous admettrons que la limite existe
et qu’elle est indépendante de la trajectoire choisie. Si ce nombre est positif, il y a élongation et
sensibilité aux conditions initiales. Si par contre, il est négatif, on perd de I’information sur les
conditions initiales : les trajectoires se rapprochent.

ii) Cas d’une application multi-dimensionnelle

Considérons maintenant 1’application F définie par 1’équation ( 2.3 ), Xk a =F(X,).

Le vecteur des n distances composante par composante entre les deux trajectoires aprés une
itération est donné par :

60X, =1 98X, (2.33)

ou J, désigne la matrice jacobienne de F, évaluée en X,. Apres k itérations, on obtient :

k-1
SXf(ngJSXO (2.34)
=0

k-1
Nous voyons se former le produit chronologique des matrices jacobiennes H J = I, 1J o
=0
Notons A(ik) (i=1, ..., n) les valeurs propres de ce produit chronologique a k itérations. On définit
alors les n exposants de Lyapunov ; (i =1, ..., n) de la maniére suivante :
b, = lim ©In| A% |
' kot ! (2.35 )

La encore, il existe une définition équivalente pour des systémes continus (cf. Nayfeh [NAYS85]).
Les ; caractérisent selon qu’ils sont positifs ou négatifs, I’expansion ou la contraction de I’écoulement
selon les directions propres. Leurs signes caractérisent la signature de Lyapunov (cf. Tableau 2). Ils
mesurent les taux exponentiels de divergence (ou de convergence) de trajectoires initialement proches
de sorte qu’en moyenne, un hyper-volume initial V, évolue selon une loi de type :

V=V, exp((u, +1, +---+p,)t)=V, exp(Zu t) (2.36)

Un systéme conservatif sera donc tel que XL = 0, alors que s’il est dissipatif, on a X < 0. En outre,
on ne peut trouver aucun attracteur si XiL > 0. Pour un systéme conservatif ou dissipatif, un attracteur
chaotique est des lors défini par 1’existence d’au moins un exposant de Lyapunov positif (donc a
fortiori si le plus grand exposant de Lyapunov est positif). On remarque par contre, qu’on ne peut pas
avoir de chaos avec moins de 2 dimensions avec un systéme conservatif ou dissipatif. Dans la
pratique, on peut approximer le plus grand exposant de Lyapunov a temps fini (pour k fini) et regarder
son signe. Il existe cependant d’autres fagons de déterminer ces exposants (Sprott [SPR0O3]).

Régime Stationnaire Périodique (1;;5 séir-i;())e’?riiccl)l(lleiq?lue Chaotique
Temps continu o 0 0 0———— (liuorrioin_s'ljr)
((2.1)ou(22)) (P zéros) oo
Temps discret | | 0...0———— ... (AE TSiES 1+)

((2.3)) (P — 1 zéros) a0

Tableau 2 : Signature de Lyapunov

Chapitre 2 — Outils d’analyse non linéaire 62




2.1.4 BIFURCATIONS

Le terme « bifurcation », introduit par Poincaré, est employé pour désigner un changement
qualitatif du comportement du systéme (tel que le nombre ou le type de solutions) au cours de
I’évolution d’un ou plusieurs paramétres dont dépend le systéme. Par bifurcation locale, on entend une
modification du comportement du systéme au voisinage d’un point fixe (ou d’une solution
périodique) : tout autre changement qualitatif sera désigné par le terme de bifurcation globale.

Pour les problémes de bifurcation, on considére généralement 1’espace formé des variables d’état
(X, y, ...) ainsi que des parametres de contrdle p;. Dans cet espace, nommé espace de contrdle d’état, le
point ou se produit la bifurcation est appelé point de bifurcation ou encore point critique.

X ( 1 variable d’état, y (2 variables d’état,
1 paramétre) 1 parametre)
X
> L > u

Figure 2.7 : Espace de controle d'état

La représentation des branches de points fixes dans cet espace, afin de localiser les bifurcations,
permet d’établir ce qu’on nomme un diagramme de bifurcation. Le nombre de parameétres
nécessaires a [’apparition d’une bifurcation s’appelle la codimension de la bifurcation.

On peut classifier les bifurcations en bifurcations continues (subtiles) ou discontinues
(catastrophiques). Une bifurcation est continue si elle est réversible sous une variation inverse des
parametres de contrdle concernés. Les bifurcations discontinues sont elles-mémes sous-divisées en
bifurcations dangereuses ou explosives selon que la réponse du systéme saute brusquement vers un
autre attracteur non chaotique ou bien explose littéralement (vers le chaos par exemple).

2.1.4.1 BIFURCATIONS LOCALES D’UN POINT FIXE

i) Généralités

On prend a nouveau en compte le systéme autonome (3.1.1) ou la matrice jacobienne Jr et ses
valeurs propres associées A; dépendent du vecteur p regroupant 1’ensemble des paramétres de contrdle.
Alors qu’on fait évoluer lentement un ou plusieurs de ces parameétres, on suppose qu’'un point fixe du
systéme (point singulier) devient non hyperbolique a un certain point de I’espace de controle d’état.
Alors, si de part et d’autre de ce point on observe un changement qualitatif, ¢’est que ce point est un
point de bifurcation.

Si on démarre avec un ensemble de paramétres tels qu’on soit en présence d’un point fixe stable, la
variation incrémentale d’un ou plusieurs parameétres peut faire perdre la stabilité de ce point fixe par le
biais d’une des bifurcations suivantes :

- Bifurcation nceud-col (ou pli) ;

- Bifurcation fourche (sous-critique ou sur-critique) ;

- Bifurcation transcritique ;

- Bifurcation de Hopf (sous-critique ou sur-critique).

Les trois premiers types de bifurcations correspondent a des bifurcations statiques ou le point de
bifurcation sépare des branches de points fixes. Les bifurcations de Hopf sont des bifurcations
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dynamiques ou le point critique délimite dans I’espace de controle d’état des branches de points fixes
et un cycle limite.

ii) Bifurcations statiques

On considere les bifurcations statiques du systéme autonome (2.1.1) sous la variation d’un unique
parametre de contrdle : le scalaire . Dans I’espace de contrdle d’état x — 1, on observe une bifurcation
statique d’un point fixe au point (X, ; L), si les conditions suivantes sont satisfaites :

- FXep)=0; (le point (X, u.) est un point fixe)

- DxF a une valeur propre nulle et toutes les autres valeurs propres a partie réelle non nulle au
niveau de (X, He)-
(ce point fixe est non hyperbolique)

Ces conditions sont nécessaires mais non suffisantes. Néanmoins, si on se trouve en présence d’une
bifurcation statique, on distinguera entre autres la bifurcation nceud-col pour laquelle les branches de
solutions se rencontrent au point de bifurcation avec la méme tangente contrairement aux bifurcations
fourche ou transcritique.

Il y a plusieurs choses qui distinguent la bifurcation nceud-col des autres bifurcations statiques. Soit
F, le vecteur de taille (n x 1) dérivée partielle d’ordre 1 de E par rapport a p, on définit la matrice [
DxF | F,] de taille (n x (n+1)). La particularité est que cette matrice est de rang n a un point de
bifurcation nceud-col mais de rang (n-1) pour tout autre type de point de bifurcation statique.

En outre, la bifurcations transcritique et la bifurcation fourche sur-critique sont des bifurcations
continues (subtiles) tandis que la bifurcation nceud-col et la bifurcation fourche sous-critique sont des
bifurcations catastrophiques.

iii) Bifurcations de Hopf

On considere les bifurcations de Hopf du systéme autonome (2.1.1) sous la variation d’un unique
parametre de contrdle : le scalaire p. Dans 1’espace de controle d’état X — p, on observe une
bifurcation de Hopf au point (X, L), si les conditions suivantes sont satisfaites :

- FX., p)=0; (le point (X,, u.) est un point fixe)

- DxF a une paire de valeurs propres conjuguées purement imaginaires (+ iwy) et toutes les autres
valeurs propres a partie réelle non nulle au niveau de (X, L).
(ce point fixe est non hyperbolique)

- Pour p = p, soit Atio la valeur analytique de la paire de valeurs propres conjuguées telles
que pour L = on ait A=0 et ® = o, (d’apreés la condition précédente), alors d?u/ du)#0
pour = .. (condition de franchissement)

Quand les trois conditions précédentes sont satisfaites, une solution périodique de période 27t/ ®,

est engendrée au point (X, p). C’est pourquoi les bifurcations de Hopf sont classées dans les
bifurcations dynamiques.
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iv) Récapitulatif

La figure suivante (Figure 2.8) permet de visualiser les différentes bifurcations possibles de points

fixes.
Cas représenté Bifurcation noeud-col Cas représenté Bifurcation transcritique
X
. 2
X=U-X X=ux—x’
Points fixes : R Points fixes :
0 CH '
X= ﬁ/ﬁ \ {x =0
S
X = —\/a ~ ~ o - X = “,
A Bifurcation fourche o Bifurcation fourche
Cas représenté .. Cas représenté .\
sur-critique sous-critique
. 3 X . 3 X
X=UX—X X =WUX+X .-
Points fixes : Points fixes : A \
x=0 - > L x=0 ; > u
/ /
x=—u X =—y/—l -
N Bifurcation de Hopf N Bifurcation de Hopf
Cas représente .. Cas représenté ..
sur-critique sous-critique
f=ur—r’ f=pr+r’
6=m+pr’ 6=m+pr’
y X y X
(©>0,8>0) ©>0,8>0) | , - _
X =T cos0 x=rcos® | | “ RN
y=r1sind 0 y=rsind : | \
" | ] 0 >
Point fixe : Point fixe : ! , /
(%) =(0,0) ®»=0.0 |} __-~
Cycle limite : Cycle limite :
r= \/ﬁ T=4—U
Figure 2.8 : Cas de bifurcations de points fixes
(-) branches stables, (--) branches instables
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2.1.4.2 BIFURCATIONS LOCALES D’UN CYCLE LIMITE

i) Généralités

On prend en compte les systémes autonomes et les systémes non autonomes ou la matrice
monodrdme J;; = P et ses valeurs propres associ¢es Ag; (multiplicateurs de Floquet) dépendent du
vecteur p regroupant 1I’ensemble des parametres de contrdle. Alors qu’on fait évoluer lentement un ou
plusieurs de ces paramétres, on suppose qu’un cycle limite du systéme devient non hyperbolique a un
certain point de I’espace de controle d’état. Alors, si de part et d’autre de ce point on observe un
changement qualitatif, ¢’est que ce point est un point de bifurcation.

Si par exemple on démarre avec un ensemble de paramétres tels qu’on soit en présence d’un cycle
limite stable, la variation incrémentale d’un ou plusieurs paramétres peut faire perdre la stabilité de ce
cycle limite par le biais d’une des bifurcations suivantes :

- Bifurcation noeud-col ;
- Bifurcation par dédoublement de période ;
- Bifurcation de Neimark ou bifurcation de Hopf secondaire.

Dans chaque cas, la perte de stabilité au niveau du point de bifurcation correspond a la sortie d’au
moins un des multiplicateurs de Floquet du cercle unité, et cela que le systéme soit autonome ou pas.
Selon la fagcon dont cela se produit, on distingue le type de bifurcation dont il s’agit.

ii) Bifurcation neeud-col

Elle est analogue a celle décrite en 2.1.4.1.i1) pour les points fixes. Deux cycles limites, [’un stable,
I’autre instable, se rapprochent, et caolescent. Il s’agit d’une bifurcation catastrophique. Le point de
bifurcation est également appelé point de retournement dans ce cas.

Au niveau de I’évolution des multiplicateurs de Floquet, cela correspond a la sortie de 1'une des
valeurs propres Ae; en dehors du cercle unité par ’axe des réels positifs.

iii) Bifurcation par dédoublement de période

Un cycle limite stable de période T perd sa stabilité, engendrant au niveau du point de bifurcation
un cycle limite de période double 2T.

Au niveau de I’évolution des multiplicateurs de Floquet, cela correspond a la sortie de 1’'une des
valeurs propres Ag; en dehors du cercle unité par 1’axe des réels négatifs.

iv) Bifurcation de Neimark ou bifurcation de Hopf secondaire

Un mouvement le long d’un cycle limite de fréquence ®.;, donne naissance a un mouvement sur un
tore avec I’apparition d’une deuxiéme fréquence ®.,. Selon que le rapport de ces deux fréquences est
rationnel ou non (cf. 2.1.2.3), la solution engendrée au point de bifurcation sera un cycle limite ou bien
un mouvement quasi-périodique.

Cela correspond a la sortie de 2 multiplicateurs de Floquet conjugués Ag; et kq,j = 7»_@ en dehors du
cercle unité avec Ay =Re(Ag)ti@,,.

D’apres le théoreme de Liouville ([PAD95b]), ce type de bifurcation ne peut pas étre observé pour
des systémes a un seul degré de liberté (pour des systémes continus autonomes ou non ou bien pour
des systéemes discrets).
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v) Bifurcations rasantes

La bifurcation rasante correspond a un cas de bifurcation particuliére qui apparait pour les systémes
a impact modélisés par une loi de restitution de Newton. Il s’agit d’une bifurcation qui se produit
lorsque la vitesse d’impact sur la butée devient nulle (d’ou le terme de bifurcation « rasante »). Pour

plus de précisions, nous invitons le lecteur a se reporter aux références suivantes : Budd [BUD95],
Foale et Bishop [FOA92], [FOA94], Nordmark [NOR91], Toulemonde [TOU97].

vi) Récapitulatif

La figure suivante (Figure 2.9) permet de visualiser les différentes bifurcations (autres que la
bifurcation rasante) de cycles limites de période T = T, = 21/®,; et d’amplitude Q = Q. juste avant la
bifurcation au point critique en W = W, Les diagrammes de bifurcation donnés en exemple
correspondent a I’amplitude du cycle limite sur I’intervalle de temps [0, T].

Neimark o 1M (Aai)
(Hopf secondaire)| + |

+ Q%)

Dédoublement —1 +1 Re‘(hpiL Neeud-Col

de période (Retournement)
Q
y — 02 g
Q. Neimark —
— (Hopf secondaire) ,
Pour u = [, apparition d’une -7 i
0 composante 27/ m-périodique. 0 'y
La solution est quasi-périodique si He H

. et M, sont incommensurables,
c’est un cycle limite sinon.

Figure 2.9 : Cas de bifurcations de cycles limites

On notera que sur cette figure seules sont représentées le dédoublement de période sur-critique et la
bifurcation nceud-col. Le dédoublement de période sous-critique et la bifurcation de Hopf secondaire
ne sont pas schématisés mais ils se comprenne aisément de maniére similaire au cas d’un point fixe.
En outre, comme précédemment, on distingue la bifurcation de Hopf secondaire sur-critique et sous-
critique.

2.1.4.3 TRANSITIONS VERS LE CHAOS

Il existe plusieurs cheminements pour obtenir du chaos a partir d’une configuration paramétrique
pour laquelle on n’observe pas de solution chaotique. Il s’agit de bifurcations qui vont engendrer les
étapes qui conduisent au chaos.

Les transitions connues vers le chaos sontla cascade de dédoublement de période, les
intermittences et la transition quasi-périodique.
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i) Cascade de dédoublement de période

Egalement connue sous le nom de cascade sous-harmonique, la cascade de dédoublement de
période est caractérisée par une succession de bifurcations du type dédoublement de période en faisant
évoluer un parametre de contrdle (. A chaque franchissement d’une bifurcation, on trouve un régime
de période double de celle du régime précédent. Cette série de bifurcations peut alors conduire a une
période arbitrairement grande avant d’atteindre un point d’accumulation d’ou émerge une solution
chaotique. Plus on s’approche du comportement chaotique, et plus I’intervalle de parameétre Wi — LW
est faible ou les L; sont les points de bifurcations successifs. Le ratio de ces longueurs, c’est-a-dire le
scalaire ((Wi+1 — Wi)/( Li+2 — Wi+1)) converge vers la constante de Feigenbaum, soit environ 4,6692016 ...
(Feigenbaum [FEI78], Kahraman [KAH92], Sprott [SPR03], Thompson [THO82]).

1

Autrement dit :

09+

Min TH 46692016,

iy =Ry 1ot

e
5
T

e
»
T

En guise d’illustration, nous avons
tracé ci-contre (Figure 2.10) I’évolution
de la solution de x,:; = a x, (1 —x,) en
fonction du paramétre a. On observe
bien dans ce cas une cascade sous-
harmonique qui conduit rapidement au
chaos.

Solution
o o o o
N w -~ w
T T T T

<
T

o

I
25
Evolution de a

-
o
N

Figure 2.10 : Evolution de la solution de x,.; = a x, (I — x,,) en fonction de a

ii) Intermittences

Une intermittence est une sorte de régime périodique (ou quasi-périodique) avec des « bouffées
chaotiques ». Ce type de phénomene est particulierement étudié en mécanique des fluides ou un
écoulement laminaire peut étre interrompu par des turbulences donnant lieu a une succession
désordonnée de phases turbulentes et de phases de relaminarisation. Soit un systéme dynamique ou [
désigne le paramétre de controle et qui possede un attracteur périodique pour W inférieur a une valeur
critique M. Pour u<p. le systéme oscille de maniere réguliere et reste stable pour de faibles
perturbations. En revanche si 1 devient 1égérement supérieur a L., la réponse du systéme présente de
longues phases avec des oscillations qui semblent réguliéres et proches du comportement obtenu avec
U<, (phase laminaire), mais ces oscillations sont perturbées de maniere intermittente par des
comportements chaotiques et cela a des intervalles irréguliers. En augmentant |, les phases laminaires
deviennent de plus en plus petites, difficiles a distinguées et peuvent éventuellement disparaitre
laissant place a un comportement complétement chaotique.

Dans le mécanisme d’intermittences, lorsque le paramétre de contrdle | dépasse le point de
bifurcation L., la réponse du systéme explose en un attracteur chaotique qui remplace 1’ancien
attracteur périodique. Seul trois types de bifurcations de cycles limites décrites au 2.1.4.2 font
disparaitre un attracteur périodique au point de bifurcation. Il s’agit de la bifurcation nceud-col, de la
bifurcation du type Hopf sous-critique et du dédoublement de période sous-critique. Selon le type de
bifurcation rencontré en [l., on parlera respectivement d’intermittences de type I, II ou III. L’existence
de telles bifurcations n’est cependant pas suffisante a 1’obtention d’une intermittence car il faut, en
outre, I’existence d’un mécanisme global de relaminarisation qui réinjecte de manicre répétée la
trajectoire de la solution dans un voisinage de 1’orbite périodique de départ (orbite fantome). Pour plus
de détails sur ce type de route vers le chaos, nous invitons le lecteur a se référer a [NAY85].

Chapitre 2 — Outils d’analyse non linéaire 68



iti) Transitions quasi-périodiques

- Scénario de Ruelle-Takens :

Le théoréme de Ruelle-Takens stipule qu’un attracteur quasi-périodique a trois fréquences est
structurellement instable vis-a-vis des perturbations de classe C*, produisant des attracteurs étranges.
En d’autres termes, il faut s’attendre a un régime chaotique dés qu’un troisieme mode fréquentiel
devient dangereux. Ce troisiéme mode correspond a un rapport irrationnel incommensurable entre
deux variables cycliques du cycle limite quasi-périodique de départ (obtenu par exemple par une
bifurcation de Neimark d’un cycle limite). Ce troisieme mode correspond a un régime complétement
décroché. L’accrochage et le décrochage de fréquence, a la base de ce scénario, sont des phénoménes
explicités par le modéle d’Arnold.

Ce scénario est en contraste avec le scénario proposé par Landau et Hopf, selon lequel un point fixe
donnait naissance a un cycle limite par une bifurcation de Hopf sur-critique, qui fait apparaitre un
régime quasi-périodique a deux fréquences par une deuxieéme bifurcation de Hopf et ainsi de suite
jusqu’a I’obtention du chaos par une séquence infinie de bifurcations de Hopf. Le scénario de Ruelle-
Takens montre au contraire que ’attracteur étrange peut apparaitre dés 1’apparition d’un régime quasi-
périodique a trois fréquences.

- Dédoublement de tore :

Dans ce scénario, une solution quasi-périodique a deux fréquences incommensurables de pulsations
®; et ,, ¢’est-a-dire un tore dans I’espace des phases, bifurque en chaos par dédoublement de tore. Le
tore, obtenu par bifurcation de Hopf secondaire d’un cycle limite, subit alors une cascade de
dédoublement de 1’une de ces périodes caractéristiques, 21/, par exemple, qui double a chaque
bifurcation, conduisant ainsi au chaos.

- Rupture de tore :

Supposons qu’en faisant évoluer un paramétre |, un point fixe bifurque en cycle limite par une
bifurcation de Hopf sur-critique et qu’ensuite 1’attracteur périodique bifurque en attracteur quasi-
périodique a deux fréquences (®; et ®,) en raison d’une bifurcation de Hopf (secondaire) sur-critique.
Si en faisant évoluer W une nouvelle bifurcation se produit, plusieurs cas sont possibles quant a la
solution apres bifurcation. On peut avoir :

- un attracteur périodique di au fait que le rapport m,/®, devienne rationnel. On parle alors de

synchronisation ou de « frequency locking ».

- un scénario d’intermittence sur un régime quasi-périodique tel que nous 1’avons vu au ii).

- une solution chaotique due a I’apparition d’un troisiéme mode fréquentiel selon le scénario de

Ruelle-Takens comme explicité précédemment.
- une solution quasi-périodique due a un dédoublement de tore comme explicité précédemment.
- une solution chaotique qui émerge suite a une rupture de tore.

Dans ce dernier cas, la section de Poincaré qui décrit un ensemble de points denses sur une orbite
fermée avant bifurcation (attracteur quasi-périodique a deux fréquences) est déformée, repliée et
transformée en fractale apres bifurcation. On dit que le chaos apparait par destruction ou rupture du
tore. Pour plus de détails sur la rupture de tore, nous invitons le lecteur a se référer a [NAY85].
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2.2 LA TECHNIQUE DE CONTINUATION

La technique de continuation consiste a suivre 1’évolution d’une solution temporelle périodique [S]
en fonction d’un paramétre p. Il s’agit d’une technique classiquement rencontrée dans les études
paramétriques de systémes non linéaires (Allgower et Georg [ALL90], Dimitrijevic [DIMO00], Hellweg
[HEL9S], Inayat-Hussain [INAO1], Kouhia [KOU99], Narayanan [NAR98], Nayfeh [NAYS85], Neto
[NET99], Padmanabhan [PAD94] - [PAD95a] - [PAD96], Raghotama [RAG99], Raju [RAJ03]). Dans
le cadre de notre ¢tude, nous nous intéressons a cette technique afin de réaliser une étude paramétrique
sur un systéme non lin€aire présentant des bifurcations (cf. 2.1.4).

La valeur observée Q de la solution périodique [S] est caractéristique du comportement vibratoire
étudié : il s’agit d’un indicateur de la solution périodique tel que son amplitude, sa période
fondamentale, sa valeur moyenne, son énergie, ... Le paramétre L que 1’on fait évoluer dans une plage
de variation donnée [, Lg] est appelé paramétre de controle ou encore parametre de bifurcation.

La technique de continuation s’appuie sur la réponse périodique [S] qui de maniére pratique est
obtenue par une méthode de tir. Nous allons décrire ci-dessous le principe de la méthode de tir, puis
nous verrons les techniques de continuation les plus souvent rencontrées et les différentes stratégies
qui peuvent étre adoptées.

2.2.1 LA METHODE DE TIR

Soit le systéme différentiel non autonome suivant ou X représente le vecteur d’état (N composantes
Xjavec 1 <1< N) et F est une fonction non linéaire qui dépend de X et du temps t :

X =F(X.1) (2.37)

F peut étre séparé en trois composantes : une partie purement linéaire « A X », une partic non-
linéaire « n(X) » et ’excitation périodique « Fr(t) » de période T, soit

E(X,t) = AX +n(X) + Ex(t) (2.38)

2.2.1.1 RECHERCHE D’UNE SOLUTION PERIODIQUE

Les solutions périodiques de 1’équation différentielle ( 2.37 ), si elles existent, auront forcément
une période égal a T ou a un multiple ou sous-multiple de T, d’aprés ( 2.38 ). Nous avons vu
précédemment (cf. 2.1.1.1) que si F est une fonction d’un ouvert U de R " a valeurs dans R " de classe
C' alors (2.37 ) a une unique solution de condition initiale X, = [Xo; Xo2 ... Xon]' @ t =0, définie par :

Xo = 0dXo) ou ¢ est le flot de (2.37)

Rechercher une solution de ( 2.37 ) de période T revient donc a chercher les conditions initiales X a
t = 0 telles que ¢1(X) = X. Le principe de la méthode de tir consiste par conséquent a trouver le
vecteur X tel que I’intégration numérique du systeme différentiel (ou sa résolution semi-analytique :
cf. 3.3) a partir de cette valeur initiale a t = 0 jusqu’a t = T donne une valeur égale a X.

Soit I’application X — H(X) définie par :
HX) = ¢r(X) - X (2.39)

Chapitre 2 — Outils d’analyse non linéaire 70



La recherche d’une solution périodique de période T revient a la recherche d’une racine de H. La
méthode de tir ou méthode « balistique » consiste a rechercher par un algorithme la valeur de X telle
que I’on ait la relation H(X) = ¢(X) — X = 0. Cette résolution se fait généralement par une procédure
de Newton-Raphson que nous allons décrire maintenant.

2.2.1.2 PROCEDURE DE NEWTON-RAPHSON

Soit X, le vecteur des conditions initiales exactes recherchées tel que H(X) = 0. On débute avec un
vecteur X proche de X, tel que X© =X+ AX. Un développement de Taylor a ’ordre 1 de H conduit
a:

HX®) = HX +AX) = HX) + 2B x©). aX = 2 x?). AX (240)
0X 0X
aH (0) . . . . . 0)
In= & (X™) n’est autre que la matrice jacobienne de I’application H en X™.

Ji est appelée matrice monodrome (c’est la méme matrice que celle vue au 2.1.3.3). D’apres la
définition ( 2.39 ), on a la relation Jy = J — I, ou J est la matrice jacobienne du systéme (i.e matrice
jacobienne de la solution ¢r) et Iy la matrice identité NxN. On notera que Jy dépend tout comme J de
X

On a par conséquent, HX") = — Ju . (X - X) avec X la valeur que I’on cherche a atteindre. Le
schéma de Newton-Raphson s’écrit alors a I’étape i+ 1 :

Ainsi, on obtient :

) (0) -1 (0)
X =X"- (lg(g‘”)) . H(X )

(&) ) - 0
X =X"- QH(X“))) H(X )

(i+1) (i) -1 (i)
X=X~ (1 0 HEXY)

X(iH) X(‘)

Les itérations cessent quand on a convergence| 1. | — X(i)_ <g, |etqu'ona bien
une racine de H (i.e H E(X(”l))u <e, ) (¢, et €, sont des critéres de tolérance).

La méthode de tir est une méthode qui ne fait pas d’approximation sur la solution périodique
recherchée : on ne pose aucune hypothese sur la forme de la solution a priori (hormis sa période T).

Toutefois, on comprend bien I’importance des points suivant :

- L’évaluation de la jacobienne J en fin de convergence permettra de réaliser 1’é¢tude de la
stabilité de la solution périodique obtenue d’apres la théorie de Floquet (cf. 2.1.3.3).

- A chaque itération, la perturbation AX"” ne peut étre évaluée que tant que J; est inversible, ce
qui n’est pas vérifié pour des points de bifurcation du type retournement (cf. 2.1.4.2ii)).

- Le choix initial de X' est capital puisqu’il va influer sur la convergence de la méthode de
Newton-Raphson. Si le vecteur X choisi est trop ¢éloigné de la solution recherchée, le
processus ne convergera pas. Nous allons voir plus en détail ce point dans ce qui suit.
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2.2.1.3 LE CHOIX DU POINT INITIAL

Selon la valeur prise au départ pour le point X”, on converge plus ou moins rapidement vers la
solution, mais parfois, on ne réussit pas a atteindre le résultat. Pour trouver les conditions initiales pour
le processus de Newton-Raphson, il y a plusieurs possibilités.

i) Choix arbitraire

Lorsque les non-linéarités ne sont pas trop importantes pour la configuration paramétrique étudiée,
on choisit X arbitrairement. On effectue ensuite le processus itératif de Newton-Raphson pour
déterminer une racine de H. Cette approche est valable si 1’effet des non-lin€arités est négligeable.
Dans le cas contraire, la convergence du processus peut étre compromise et on doit se ramener a 1’'un
des deux cas suivants.

ii) Méthode incrémentale
Lorsque la méthode précédente ne converge pas, ce qui se passe habituellement dans les régions ou

les effets des non-linéarités sont dominants, il faut adopter une démarche itérative. Pour ce faire, les
relations ( 2.37 ) et ( 2.38 ) sont réécrites de la maniére suivante :

X =FX,t) oi FXH=AX+L{nX)+Fr(t) avec 0<{<I (2.42)

On démarre avec { = {© = 0 (probléme purement linéaire), et ensuite on adopte la démarche du i).

Une fois la racine de H calculée pour {” = 0, cette valeur est utilisée comme point initial du schéma
de Newton-Raphson pour déterminer la racine de H avec {'" = A{. Ceci assure une convergence
rapide du processus d’itération. Par incrémentations successives de {7 = {! + AZ on atteint la valeur
souhaitée = 1 ou I’équation ( 2.42 ) correspond a I’équation ( 2.37 ) du systéme.

iii) Méthode de tir multiple

Pour i) et ii), la méthode de tir s’effectue sur le domaine temporel [0 T] avec un seul pas. Ici,
I’intervalle [0 T] est divisé en M sous-intervalles At; = [t;, ti ] pouri=1,..., M avec t; = 0 et ty; = T.
La méthode de tir multiple se définit a partir d’'un ensemble de conditions initiales X; a t = t;.
L’équation du mouvement est ensuite intégrée sur chaque sous-intervalle. La solution a I’instant t
appartenant au i™ intervalle est notée o(t, X;, t,). Il s’agit de la fonction ¢ présentée au 2.2.1.1 et
définie sur chaque intervalle At; (Figure 2.11).

gz (t B Xi 5 tl)
>/ ......... % >/‘i
! — Tt
P A A A A AT A
G, & 7 e S o A 2
t B 13 tar tage

Figure 2.11 : Tir multiple

Pour avoir une solution périodique, 1’état final obtenu par I’intégration sur le i™ sous-intervalle
(i.e O+, Xi, t)) doit étre égal au vecteur des conditions initiales utilisées pour 1’intégration
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numérique du (i+1)™™ sous-intervalle (i.e Xj+;) pour i = 1,...,M-1 et bien sir, I’état final obtenu par
I’intégration sur le dernier sous-intervalle (i.e @(tm+1 , Xm , tm)) doit étre égal au vecteur des conditions
initiales du premier intervalle (i.e X;).

On définit H tel que :
H,(X) X=X, Xy, Xy)
HX) = : avec H, (X) = q_)(tm; Xt )‘Xm pourl<i<M-1 (2.43)
HM(X) H]\/[(X):q_)(tMH;XM;tM)_XI

La condition de périodicité revient donc a annuler la fonction H. Pour cela, comme précédemment,
on utilise la méthode de Newton-Raphson, a partir d’un ensemble de vecteurs de départ rassemblés
dans le vecteur X9 choisi arbitrairement :

Ty
11
: X représente le vecteur de départ pour le processus. II
X vecteur comporte N*M composantes. On utilise alors le
— _ IN . s . .
x© : schéma de Newton-Raphson de manicre itérative par
=1 X‘(O) incréments de AX® = XV — X0
il
X0 = X = : Chaque itération vérifie la relation suivante bien connue:
: X . . 4
X AXO =~ (1u(X")" . HX)
FaSYel . o
Xii
3 oH l
X(()) —! _lN 0 0
MN azl
) ) oH
0 - -1 0
a H aXZ N
Jy est la matrice jacobienne de H : Ih=-= : B B
- 90X oH
—M-1
0 0 N SR |
d Xy -
oH
L 9 Xy |

Comme précédemment, chaque itération ne peut étre effectuée que si Jy est inversible pour chaque
X% rencontré au cours du processus. Cette facon de procéder par découpage de la période étudiée,
augmente le domaine d’attraction de la méthode Newton — Raphson et améliore son efficacité en
permettant une convergence plus rapide vers la réponse du systéme. Toutefois, la méthode de tir
multiple entraine un colt de calcul plus important et peut donc étre limitée par la complexité du
systeme. En effet, méme si le tir multiple nécessite d’un moins grand nombre d’itérations, au lieu de
résoudre un systéme algébrique de taille N (tir simple) a chaque itération, on a un systéme algébrique
de taille N*M.

2.2.2 DIVERSES TECHNIQUES DE CONTINUATION

La méthode de tir permet donc de déterminer une solution périodique d’un systéme forcé
harmoniquement pour un point de fonctionnement, ¢’est-a-dire pour une configuration paramétrique
donnée. Cependant, ce qui nous intéresse dans 1’étude dynamique des systémes non linéaires, c’est de
réaliser une variation paramétrique afin de dégager 1’influence des paramétres vis-a-vis de la réponse
du systéme. C’est pourquoi on utilise une technique de continuation. On note p le parameétre de
contrdle.
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2.2.2.1 LE PRINCIPE DE LA TECHNIQUE DE CONTINUATION

Quelle que soit la technique de continuation utilisée, celle-ci repose sur un méme principe. 1l s’agit
de déterminer une solution périodique du systéme pour le paramétre [L compris entre [, et L afin de
dégager une courbe de variation paramétrique. Bien entendu, cette courbe est obtenue a partir d’un
nombre fini de solutions périodiques calculées en p,. C’est une courbe représentée point par point ou
chaque point correspond a une grandeur Q = Q, représentative de la solution périodique [S,] obtenue
pour i = W,. Cette grandeur Q peut par exemple désigner I’amplitude du signal ou sa valeur moyenne.
Elle dépend implicitement du vecteur des conditions initiales X, de la solution [S,].

Soit ¢ I’application représentant le flot associé a I’équation différentielle ( 2.37 ) du systéme, on a
cette fois-ci une dépendance vis-a-vis de L.

(t, X, to, L) — O(t, X, to, ) représente la solution du systéme différentiel pour le paramétre p, a
I’instant t et comme condition initiale le vecteur X a t = t,. Par souci de simplification, on prendra t, =
0 et on notera ¢(t, X, 0, ) = ¢(X, W). On définit alors I’application H :

HX, ) =orX, W) -X (2.44)
La recherche des solutions périodiques consiste a résoudre 1’équation :

HX,w=0 (2.45)

Le but de la méthode de continuation est donc de tracer une suite de points (U, Qp) ou Q, est un
indicateur de la solution périodique [S,] obtenue a partir du vecteur des conditions initiales X, avec i
= . Il s’agit donc pour cela de déterminer une suite de points (X, lL,) qui sont racines de la fonction
non linéaire H a N composantes notées H; (1 <i < N). Cela s’appuie en général sur des algorithmes de
type prédicteur-correcteur.

Le prédicteur fournit une estimation (Xp 150, ) de la solution recherchée (X1, Wpi1) et ceci a
partir des solutions précédemment obtenues (X, WUn) avec m < p. Il existe de nombreux types
d’algorithmes de prédiction tels que la prédiction tangente, la prédiction de type Adams-Bashforth, la
prédiction par interpolation polynomiale, ... Certains d’entre eux seront détaillés dans ce qui suit.

Une fois I’estimation effectuée, celle-ci est utilisée comme point de départ pour I’algorithme de
correction, c’est-a-dire (Xl(ffl, ul([ﬂ)l) (Xp >0y ). Le correcteur, généralement de type Newton-
Raphson, améliore I’estimation jusqu’a 1’obtention de la solution (X1, p+1) @ un critére de tolérance

€ pres, c¢’est-a-dire lorsqu’on a k tel que :

(k) k
H H(x), iﬁ)” € (2.46)

2.2.2.2 CONTINUATION SEQUENTIELLE

Il s’agit de la méthode la plus simple mais elle n’est pratiquement pas exploitable pour des
systémes non linéaires. Soit (X, W) avec 0 < m < p, un ensemble de points racines de H qui sont
connus, on cherche une solution périodique pour i = [, notée (Xyi1, Upt1).

L’estimation est quelconque mais la plus simple consiste a prendre le vecteur X, trouvé pour le
point précédent, ¢’est-a-dire :

(X s A,0) = (X, 1) soit (X)L w0 =(X, . 1,,) (2.47)
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La valeur du parameétre de contrdle W,:; est quant a elle choisie arbitrairement. On I’incrémente
généralement a 1’aide d’un pas Ap. Ensuite, le correcteur, de type Newton-Raphson par exemple, est
utilisé mais sans corriger la valeur W, prise en compte au départ (Figure 2.12). Cela correspond
exactement a une méthode de tir pour une configuration paramétrique donnée (| = ,+1) ou on cherche
a déterminer H(X, W,+1) = 0 avec le schéma de Newton-Raphson ( 2.41 ) ce qui nous permet d’évaluer
Qp+1 par la suite.

(3 = Solution
— Estimation
—> Correction

1 > u
Mo M [15) e Wy Mp+1 Hp+2 e UF

Figure 2.12 : Principe de la continuation séquentielle

Cependant, cette technique de continuation ne peut étre appliquée que dans un cadre purement
linéaire. En effet, si la courbe de continuation « revient en arriére », c’est-a-dire que si on a une
bifurcation de type « retournement » (bifurcation courante en non linéaire), la méthode précédente ne
permet pas de modifier le signe de Al et par conséquent le retournement ne peut pas étre obtenu.

Pour cette raison, d’autres démarches telles que celles exposées ci-apres, doivent étre employées
pour caractériser complétement 1’évolution de Q en fonction de .

2.2.2.3 CONTINUATION A PARAMETRISATION SELECTIVE

L’une des méthodes de continuation permettant de palier le probléme des points de retournement
est I'utilisation d’une paramétrisation sélective. Comme nous 1’avons vu au précédemment ( 2.44 ), on
cherche a résoudre H(X, 1) = 0 ou X est un vecteur a N composantes X; (1 <i < N). Cela revient donc
de la recherche d’une racine a (N + 1) variables d’une fonction H qui représente un vecteur a N
composantes (H;i(X, i) ou 1 <1 <N). La paramétrisation sélective consiste a ne prendre en compte que
N variables dans la résolution de H(X, 1) = 0 et a imposer la variable restante qui est fixée a une
valeur p. Si on adopte la notation Xy+; = W, le systéme algébrique que 1’on souhaite résoudre est le
suivant :

H(X,n) ZH(Xp sy Xy P Xy XN+1)= 0 (2.48)

La valeur du coefficient p imposé peut étre définie de plusieurs fagcons qui sont en réalité les
moyens avec lesquels est réalisée 1’estimation. Pour le calcul de la (p+1)™™ solution dans la technique

. . . A A o 5 . . y qe
de continuation, soit (X ., , X ;)5 "> X,y ) |'estimation obtenue par le prédicteur, la valeur de p
> ‘ Se X it x© 5 (0)
n’est autre que X (notée X, ) soit X(pﬂ)k(notee X).
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L’indice k de la variable sur laquelle le coefficient p s’applique varie. D’aprés ce que nous venons
de dire, une fois I’estimation de X,,:; (notée X) effectuée, sa k“™ composante n’est plus corrigée. C’est
pourquoi, de maniére générale, on choisit comme composante fixée, la variable pour laquelle la
variation relative a été la plus importante au calcul du point précédent n° p. Ceci s’explique par le fait
qu’il s’agit de la variable pour laquelle I’estimation risque le moins d’étre trop ¢loignée de la solution
recherchée. Autrement dit, on a :

X =X,
Aka = max {Axpla"'a AXp(N+1)} ou AX ,:M

o X (2.49)

(p—l)j‘

Une fois I’indice k connu et une fois ’estimation X' effectuée, on peut rechercher une racine de H
par le processus de Newton-Raphson (correcteur) sur les N variables restantes de X. Le schéma (
2.41 ) s’écrit ici a chaque itération r de la maniére suivante :

oH, o OH o .
a_Xi()_(( ) e anll(_ )) y};@ ) aXNIH (X )) AXY) HI(X(r))

8);1()_(( ) - aXii(_(W) aX: (_(r)) aX:+11 (_(r>) AXf:_)l B Hk_lé Z((r)) (2.50)
_ko_(m) BX:I X") an: X"y .. aXN: X A}fgjl Hk(?_((r))

aH_NO_((r)) .. 9y (_<r)) H,, (_(r)) aHN.(_(r)) AXY), H,, X

aXl an ! an+1 aXN+1

AX(? =X — X pour j#k
avec (2.51)

AX{? =X - X" =0 (valeur non corrigée)

On remarque que si Xy = Xys+, s0it X, = |, il s’agit localement d’une technique de continuation
séquentielle (ou p = Ap). En revanche, lors d’un retournement, le paramétre |1 ne sera pas la variable
de plus grande variation relative et par conséquent la correction de la prédiction faite notamment sur [
permettra d’obtenir une inversion du sens de déplacement de |l au voisinage du point de retournement.
La continuation par paramétrisation sélective nous permet donc de passer la difficulté des points de
retournement & condition de pouvoir calculer les termes (9H/du)c’est-a-dire (OH/9Xy,,). La figure

suivante (Figure 2.13) nous permet d’illustrer notre propos.
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—— Solution
— Estimation
— Correction

> O

1 U > u
’ ﬁp;s E v ﬁpﬂ
Hp+4 Hp+3 Hp+2

Mo M Mo oo Mpo

Figure 2.13 : Continuation a paramétrisation sélective

Sur la Figure 2.13, les points sont estimés par le prédicteur suivant :

X(p+1)l

= Xpl + (Xpl _X(p—l)l)

X =X +AX, =X +(X,-X,,) o 1. ' (2.52)
P p P P P P X(p+1)N :XPN+(XPN _X(]H)N)

X(p+1)(N+l) =M =0+ (P'p _“p—l)

On remarque d’aprés la figure que pour les p™ et (p+1)™ points, on ne corrige pas i (on se
comporte comme en continuation séquentielle). En revanche pour les (p+2) et (p+3)™ points, i n’est
plus la composante de plus grande variation relative. C’est un Xy avec k < N+1 qui n’est plus corrigé,
ce qui permet de réaliser le retournement en obtenant en particulier Q,,. Enfin, a partir du (p+4)™
point, on repart en continuation séquentielle dans cet exemple.

Nous allons maintenant décrire deux techniques de continuation proches 1’une de 1’autre et pour
lesquelles la correction se fait sur toutes les variables X; (1 <1 <N) et sur L.

2.2.2.4 CONTINUATION DE TYPE « ARCLENGTH » ET « PSEUDO-ARCLENGTH »

Ces deux techniques de continuation nécessitent 1’introduction de ’abscisse curviligne s de la
courbe de réponse (X, p). En réalité, cette abscisse curviligne sera approchée par la longueur de ligne
brisée définie par I’ensemble des points (X, LL,) successivement calculés.
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Celle-ci est alors définie par la relation de récurrence suivante :

s;=0

Pour p>1,

(2.53)

S, =S, t Asp

asy = [, X, [+ by -, ) = Ji( X,V 41, -1, )

=l

La continuation de type « arclength » consiste a rechercher la solution (X,:1, Wy+1) de sorte qu’elle
soit a I’intersection de la courbe réponse et d’une hypersphére, de rayon As, centrée sur le dernier
point trouvé (X, 1,). L estimation de départ (X ) doit vérifier I’équation de I’hypersphere E et
le systéme augmenté a résoudre est :

HX,w)=H (X, Xy,1)=0
B =] XX, o, a5 =30 - X, F e, - a7 =0 (254)

i=1

p+l > I’J‘ p+l

Pour la continuation de type « pseudo-arclength », I'idée est de rechercher la solution (X1, upﬂ)
de sorte quelle soit a I’intersection de la courbe réponse et d’un hyperplan orthogonal a la tangente a la
courbe au point précédent (X, l,) et situé a une distance Al de ce dernier. La prédiction (X et sl )
doit vérifier I’équation de I’hyperplan E et le systéme augmenté a résoudre est :

H(X’M)ZH(XU'”’XN’“‘):

. N .
EX =X, . (X=X, )+, (—p, )-a1=> X (X, - X, )+1, (-p,)-a1=0

i=l1

(2.55)

L’équation de I’hyperplan en ( 2.55 ) découle de la linéarisation de I’équation de 1’hypersphere
formulée en ( 2.54 ). As représente la distance entre deux points de la courbe solution tandis que Al
correspond a la distance entre un point et la projection du second sur la tangente du premier. A ce titre,
la seconde méthode porte le nom de « pseudo-arclength ». Contrairement a la méthode de type
«arclength », la technique de continuation « pseudo-arclength » doit utiliser une estimation ou
prédiction qui a plus de contraintes liées a la vérification de 1’équation E lors de la correction. En effet,
la prédiction utilisée pour une méthode « pseudo-arclength » peut servir de prédiction a une méthode
de continuation « arclength » avec As = Al. L’inverse ne se vérifie pas forcément.

Néanmoins, dans un cas comme dans [’autre, ’introduction d’une équation supplémentaire E,
permet de corriger chaque prédiction sur I’ensemble des variables X; (1 <1 < N) et sur le paramétre de
continuation L. Ainsi, le probléme particulier des points de retournement peut &tre résolu, a condition
de prendre certaines précautions comme nous allons le voir. Pour I’'une ou I’autre des techniques de
continuation, il est courant d’employer une prédiction tangente qui consiste a utiliser la tangente du
dernier point trouvé comme prolongement local de la courbe. Par différentiation de la premiére
équation de ( 2.54 ) (resp. ( 2.55)) combinée avec la deuxieéme €quation, on obtient I’estimation :

As (resp. Al)

pl'p+l =l"l’p +Al‘1p =l“l’p i

2
oH " 9H
(ax(_p,up)J -j(xp,up) +1 (2.56)

. . oH ) .
>_(p+1:>_(p+A>_(p:>_(p (aX(_p’ p)j 'i(Xpiu’p)‘A“’p
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Comme nous pouvons le voir, on a une incertitude sur la direction de la prédiction, ce qui est
représenté sur les figures ci-dessous. Le choix de la direction (c’est-a-dire le signe de A;lp) doit
préserver le sens de parcours de la courbe. A ce titre, on impose habituellement un produit scalaire
positif entre les vecteurs directeurs tangents de deux points successifs :

PAX L ADG F AL AL = 0 (2.57)
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Figure 2.14 : Continuation de type "arclength"

— Solution
— Estimation
— Correction
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Figure 2.15 : Continuation de type "pseudo-arclength”
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Sur ces figures, pour la prédiction [1,,; on a tracé en pointillés 1’autre direction de prédiction qui

ne vérifie pas la relation ( 2.57 ).

Pour la phase de correction, a partir de I’estimation, on applique la méthode de Newton-Raphson
sur le systéme augmenté ( 2.54 ) ou ( 2.55 ) selon la technique utilisée. Le schéma de correction s’écrit
a chaque itération r de la manicre suivante :

IH o o OH oo
——(X ® = X() (&)
az(— H) au(_ ) (X(”‘)—ij__ [H(X(”,u‘”)] (2.58)
IE x ey 2E oo oy | L - ) (B
X m

On remarquera que dans le cas de la technique de continuation « arclength », lors de la phase de
correction, la courbe solution et I’hypersphére ont toujours plus d’un point en commun tandis que dans
le cas de la technique de continuation « pseudo-arclength », on peut se retrouver dans un cas ou
I’hyperplan utilisé ne croise jamais la courbe solution. Ce dernier cas se produit principalement
pendant un retournement et pour lever cette difficulté, on est amené a diminuer le pas Al. La gestion
du pas est I'un des aspects pratiques des techniques de continuation.

2.3 CONCLUSION

Ce chapitre nous a donc permis de nous doter des €léments nécessaires pour traiter le cas
pratique qui va suivre. Nous avons vu qu’on ne traitait pas les systémes non linéaires comme
des systémes linéaires mais que la linéarisation était une €tape qui permettait de tirer des
conclusions sur la stabilité des points hyperboliques du systéme étudié.

En effet, comme nous le savons (cf. Annexe A), ’intégration temporelle peut étre réalisée
par un grand nombre de schémas numériques choisis pour leurs caractéristiques en terme de
convergence, stabilité, précision et amortissement numérique. Néanmoins, pour connaitre les
comportements asymptotiques, plutdt que de réaliser une intégration temporelle prolongée
avec de faibles pas de temps, nous avons vu dans ce chapitre toute 1’utilité d’outils tels que la
méthode de tir et la coupure de Poincaré. Mais cela n’était pas suffisant pour déterminer la
stabilité des solutions obtenues et nous avons vu comment y parvenir par la détermination des
coefficients de Floquet.

Enfin, un point de fonctionnement a lui tout seul n’a aucun intérét et c’est bien sir la
sensibilité des cycles limites aux différents parametres qui nous intéresse. C’est a ce titre que
nous avons rappelé la définition des bifurcations et montré la performance des techniques
dites de continuation et qui permettent de réaliser ce type d’étude paramétrique. Et nous
allons donc dans ce qui suit, mettre tout cela en pratique pour le cas de 1’entrainement de
pompe a vide en bout d’arbre a cames.
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CHAPITRE 3

APPLICATION AU TOC (1 DDL)

Nous allons maintenant mettre en application ce qui a été présenté précédemment. Le systéme
considéré et abordé au premier chapitre est I’entrainement de la pompe a vide en bout d’arbre a cames.
Le TOC est le nom donné chez PSA pour le joint de Oldham assurant I’accouplement entre 1’arbre a
cames et la pompe a vide. Comme nous 1’avons vu (cf. Figure 1.6 et Figure 1.7), la pompe a vide a la
particularité de se trouver en fin de chaine cinématique (attelage mobile / entrainement de distribution
/ distribution) ce qui rend difficile la connaissance de I’acyclisme vu par celle-ci. Les spécifications
demandées aux fournisseurs de pompe a vide sont d’autant plus difficiles a réaliser et c’est également
pourquoi cette application a été choisie dans le cadre de cette étude.

Ce chapitre se découpe en cinq parties. La premiére partie présentera le systéme physique ainsi que
la problématique qui a conduit a s’intéresser a ce systeéme. Il s’agit d’un composant qui a rencontré des
cas de rupture a la fatigue pour lesquels la connaissance phénoménologique était insuffisante avec des
outils numériques mis en place pas suffisamment adaptés a la problématique. La deuxiéme partie de ce
chapitre définira alors les hypothéses de modélisation prises en compte ainsi que les paramétres
influents choisis. Ensuite dans une troisiéme partie, on décrira la résolution temporelle semi-analytique
adoptée (Amado [AMAO4a], [AMAO4b]). A partir de la, on pourra réaliser dans la quatriéme partie
une étude paramétrique a 1’aide d’une technique de continuation spécifiquement adaptée au cas étudié.
Enfin, la derniére partie décrira les résultats obtenus lors de travaux exploratoires.
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3.1 LA PROBLEMATIQUE

3.1.1 DESCRIPTION DU SYSTEME PHYSIQUE

Le systéme que nous allons étudi¢ est I’entrainement des pompes a vides (PAV) par joint de
Oldham (TOC). Le TOC est la piece mécanique (« joint de Oldham ») qui réalise I’accouplement entre
I’arbre a cames (AAC) et la pompe a vide présente uniquement sur les moteurs diesel. L’AAC est
piloté par le vilebrequin via la courroie de distribution : il tourne 2 fois moins vite que le vilebrequin et
sa rotation est acyclique comme celle du vilebrequin. Toutefois, I’AAC présente son propre acyclisme
puisque, outre la démultiplication, la courroie de distribution introduit des modes de facade plus ou
moins importants et sur une certaines plages du régime moteur. La pompe a vide est quant a elle fixée
sur le carter moteur, en bout d’AAC (Figure 3.1). L’axe de la pompe et celui de 'AAC sont
mésalignés : le TOC a pour role de transmettre la rotation de 'AAC a la pompe malgré ce
mésalignement et ceci de maniére homocinétique (méme vitesse de rotation en amont et en aval).

Systéme assemblé

Systéme en

TOC wvuel) TOC (vue 2) vue éclatée

Figure 3.1 : Systeme d'entrainement de pompe a vide

Afin de pouvoir monter I’ensemble, des jeux fonctionnels sont présents de part et d’autre du TOC,
c’est-a-dire entre le TOC et I’AAC et entre le TOC et la pompe. Ces jeux sont a 1’origine de pertes de
contact induisant des chocs plus ou moins importants et susceptibles d’endommager les picces
concernées. Les conséquences de ces chocs constatés sur des essais moteur sont I’usure des pieces du
systéeme avec en particulier un matage de 1’arbre a cames responsable d’une augmentation des jeux
fonctionnels pouvant aller jusqu’a la rupture en fatigue du TOC (Figure 3.2). En cas de rupture de
I’entrainement de pompe a vide, celle-ci ne peut plus assurer son rdle principal qui est de fournir une
assistance au freinage par la mise en dépression de I’amplificateur de freinage. Il s’agit alors d’un
évenement redouté de niveau 4 (niveau maximal car sécuritaire) selon le classement utilisé par PSA en
terme de sireté de fonctionnement. On notera que pour un moteur essence, la dépression nécessaire a
I’assistance de freinage est prélevée au niveau du boitier papillon.
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Usure d *emhout de Usure de TOC, cioté
pompe ivide

=

pompe dvide

Matage d’emhout Rupiure de TOC
d’athre i cames i b faticue

Figure 3.2 : Conséquences possibles des chocs
dans l'entrainement de pompe a vide

3.1.2 LES LIMITATIONS DU MODELE ADAMS

Un mod¢le numérique d’entrainement de pompe a vide a été réalisé sous le logiciel ADAMS, en
tenant compte des hypothéses de modélisation décrites dans ce qui suit (cf. 3.2). ADAMS est un
logiciel multi-corps rigides qui traite l’intégration numérique via plusieurs types de solveurs
([LAIOO]). Dans ADAMS, on n’écrit pas les équations différentielles du systéme, seules les
géométries, les inerties, la rotation imposée de I’arbre a cames et les efforts extérieurs sont
implémentés. Le calcul se fait ensuite de maniére transparente pour |’utilisateur.

Sous ADAMS, nous n’avons pas acces au pas de temps de calcul mais uniquement au pas de
stockage (pour la représentation graphique). La valeur maximale du pas de calcul est imposée par ce
pas de stockage mais on ignore comment se fait le calcul. Pour des raideurs de contact importantes, les
premiers résultats ont montré que la réponse était trés sensible a la valeur choisie pour le pas de
stockage, dés lors que celui-ci n’est pas suffisamment petit. Autrement dit, la précision des résultats
nécessite un pas de stockage petit qui accroit considérablement le cotit en temps de calcul (cf. 3.3.4.2).
De tels résultats nous incitent a développer des modeles spécifiques sous Matlab (cf. 3.3) qui seront
mieux maitrisés et qui présenteront des temps de calcul moins prohibitifs pour une étude paramétrique.
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3.2 LES PARAMETRES DU MODELE

3.2.1 HYPOTHESES DE MODELISATION

Le modele qui va étre décrit ci-dessous est un modele simplifié. Nous considérons que les piéces
sont parfaitement alignées et nous ne prenons en compte que le jeu présent entre le TOC et I’AAC.
Pour cela, on suppose que le TOC est solidaire de la pompe et que I’on a un seul et méme solide noté
TP = {TOC + PAV}. Dans ce cas, I’'unique jeu résultant (entre TP et ’AAC) est un jeu purement
angulaire noté €.

Le contact entre TP et ’AAC a lieu sur une ligne paralléle a ’axe commun de I’AAC et de TP a
une distance de celui-ci égale au rayon r,,. de I’arbre a cames (Figure 3.3). Le contact est donc de type
plan/cylindre mais on remarquera que si on a une géométrie parfaite, pour des raisons de symétrie, le
contact se fait simultanément sur deux lignes diamétralement opposées.

"
=

Figure 3.3 : Contact d'entrainement et contact opposé

3.2.2 LE PILOTAGE EN ROTATION DE L’ARBRE A CAMES

On suppose, dans un premier temps, que I’AAC présente un comportement découplé vis-a-vis du
systéme ¢étudié. En effet, il est naturel de penser que les chocs au niveau du TOC vont modifier
notablement la cinématique de I’arbre.

On considere I’arbre a cames comme étant une piéce rigide. Sa rotation, paramétrée par son angle
de rotation 0,,, est par conséquent imposée. Sa vitesse angulaire est constituée d’une composante
continue Myue (Waae = N2 = vitesse de rotation moyenne ou pulsation AAC (rad/s)) ainsi que des
composantes harmoniques représentant I’acyclisme.

De manicre générale, I’acyclisme AAC décroit en fonction du régime moteur avec néanmoins
parfois une remontée d’acyclisme (pic d’acyclisme) correspondant & un mode de la fagade de
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distribution. L’amplitude et 1’étendue (sur la plage de régime) de ce pic d’acyclisme dépend bien
évidemment du moteur étudié. Pour chaque moteur, des mesures d’acyclisme AAC sont effectuées
pour plusieurs valeurs du régime moteur, en distinguant chaque harmonique. On peut ainsi déterminer,
par interpolation, une valeur d’acyclisme pour n’importe quelle valeur du régime (Figure 3.4).

AQ; (° aac) Evolution de I’acyclisme AAC sur H4
(0 — créte) en fonction du régime moteur
1,2
1
0,8
06 Mode de
facade de
04 distribution
0.2 /
O T T T T
1000 2000 3000 4000 5000
Nmot régime moteur (tr/min)

Figure 3.4 : Evolution de l'acyclisme en H4 AAC en fonction du régime moteur N,

Par conséquent, la vitesse de rotation de I’AAC d’angle 0,,. a un régime moteur moyen N0t = 204c
donné peut facilement étre exprimée au cours du temps t par :

Nlno NQ M
Qpact) = Tt"‘ ZAQj sin (SQj Oy T+ (ng) (3.1)

=1

3.2.3 LE COUPLE RESISTANT DE LA POMPE A VIDE

La pompe a vide fournit un couple résistant ['.(t) qui s’oppose au mouvement de rotation de
I’ensemble. Dans le cadre de notre modeéle simplifi€¢, on suppose que ce couple agit sur I’ensemble du
systeme TP définit précédemment. Il en est de méme pour les aspects inertiels : I’inertie du TOC étant
négligeable devant celle de la pompe a vide notée I, c’est cette derniére qui sera prise en compte
pour le systéme TP.

Comme pour ’acyclisme AAC, on ne connait pas a I’avance la valeur de I',(t). Chaque pompe
fournit un couple résistant qui dépend du régime moteur et qui est différent d’un modéle a 1’autre. On
ne peut connaitre ['s(t) qu’en réalisant des mesures pour plusieurs valeurs de régime moteur N, et en
interpolant entre chaque mesure.

Toutefois, pour une valeur de régime moteur fixée, ['5(t) n’est pas constant au cours du temps : on
distingue en effet d’une part un couple résistant moyen constant Iy et d’autre part un couple alternatif
sur plusieurs harmoniques. Ceci est dli au fait qu’au cours de la rotation de la pompe, afin de faire du
vide, on a un certain nombre de palettes qui vont balayer des volumes de chambres différents, et qui,
au fur et a mesure de leur passage, vont créer des variations de pression au sein de ces chambres. Cela
va induire des variations au niveau du couple résistant que nous supposerons ici sinusoidales.

Ny
[ (=T, + > AT;sin (5, 0, t+¢p) (3.2)

=
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3.2.4 LA MODELISATION DU CONTACT

Pour décrire les chocs entre le systéme TP et ’AAC, plusieurs mod¢lisations sont possibles. Dans
un premier temps, on envisage de comparer un modéle de contact instantané utilisant une loi de
restitution avec un modele utilisant une raideur de contact et un amortissement de contact.

3.2.4.1 PARAMETRAGE DES SOLIDES

Si on note 6 I’angle relatif entre TP (paramétré par Op) et ’arbre a cames (paramétré par 0,,.), on
veut que :
0=0rp —0p0c=—¢/2 corresponde a la prise de contact c6té entrainement.
0=0rp— Opoc =+ €/2 corresponde a la prise de contact c6té opposé.

La position du systéme dans le jeu (sans contact) correspondrait donc au cas :

€ €
——<0p -0, <+—
2 TP aac 2 (33)

soit
~fcp<l (3.4)
2 2

A cet égard, le paramétrage des picces se fait aisément aprés avoir pris soin de choisir un sens de
rotation pour DI’arbre a cames (Figure 3.5). Nous prendrons comme sens de rotation le sens
trigonométrique (sens inverse des aiguilles d’une montre). L’origine du systéme est bien évidemment
choisie sur I’axe de rotation commun de TP et de I’AAC. Ces deux solides sont paramétrés par rapport
a un méme axe du repére de référence qui est fixe.

€ Contact
2 d’entrainement

\(—g: 9: _E

- 2

€
Paramétrage de PAAC Paramétrage de TP Cas Orp=0 et Oac = 5

Figure 3.5 : Paramétrage angulaire des piéces

3.2.4.2 CALCUL QUASI-STATIQUE DE LA RAIDEUR DE CONTACT

Dans le cas du modele avec une raideur de contact notée K, nous avons vu (cf. 1.2.2.4) qu’il est
nécessaire de déterminer la valeur de K tenant compte des déformations locales dues aux chocs et non
prises en compte dans un mode¢le de corps rigides.

Par conséquent, on réalise un calcul quasi-statique 2D avec les propriétés de symétrie du systéme.
Le calcul a été réalisé sous ABAQUS implicite avec utilisation des multiplicateurs de Lagrange et un
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coefficient de frottement de Coulomb égal a 0,1. Les configurations au repos et en déformation sont
représentées dans la figure ci-dessous (Figure 3.6). Le matériau utilisé pour ’arbre a cames est de
I’acier fritt¢ SI10F isotrope élastique (en vert). Le TOC de pompe a vide est celui du moteur DWS. 11
est considéré comme rigide et indéformable (en bleu). On impose a ce dernier un angle de rotation
tous les 0,1.107 rad, entre 0 (prise de contact) et 2.10~° rad. A chaque pas quasi-statique de
chargement, on calcule le couple engendré sur I’arbre a cames en tenant compte des symétries
géométriques du probléme. Le temps CPU pour I’ensemble des configurations est de 8 834 secondes.

Configuration avec un angle
imposé de 2.10 rad
sur la butée rigide

Configuration au repos

T

mmm
ERmnut
RRaEREEnuny]

Figure 3.6 : Représentation du calcul quasi-statique de la raideur de contact sous Abaqus

Les résultats obtenus nous permettent de tracer ci-dessous la loi théorique qui lie I’angle de
déformation (pour notre modele, ce sera I’angle d’interpénétration) au couple engendré. En minimisant
par les moindres carrés, on

remarque que cette loi est 16 | | | |
régie par une loi de Hertz 3
. © Calculs Abaqus
de la forme : 14 | — Loi de Hertz I
— Raideur de contact constante
1,2
Ccontact =26400 (89) 12+ ol

Afin  d’adopter un
modéle avec une raideur
de contact constante, on
utilisera  finalement la
valeur K =7 600 Nm/rad
pour modéliser le contact.

o
o
T
|

o
T
|

Couple engendré par le contact (Nm)
o«
T
|

i o8
T
:

Les calculs obtenus
sous Abaqus, la loi de

Hertz associée et la loi 2k .
avec une raideur de
contact qui soit constante o | ! ! ! ! ! . ‘ !

. y y 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 4
sont tous trois representes Angle d'interpénétration (rad) % 1073
cl-contre.

Figure 3.7 : Raideur de contact de TOC sur DWS issue des calculs Abaqus
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3.2.4.3 CHOIX DE L’AMORTISSEMENT DE CONTACT

Comme nous 1’avons dit au 1.2.4.2, I’amortissement de contact est un parametre difficile a évaluer
et soumis a des corrélations expérimentales si possible. Dans un premier temps, nous utiliserons pour
notre modeéle, un amortissement de contact tel que & = 15 %, ce qui correspond a un taux de restitution
conforme a ce que I’on rencontre dans la littérature ([TOU97]) et équivalent r = 0,62 (cf. 1.2.4.3).

3.2.5 SCHEMA GENERAL

On trace ci-dessous (cf. Figure 3.8) le schéma général, récapitulatif du systéme étudié. La pompe a
vide est représentée en bleu tandis que I’arbre a cames est en rouge. La vue en coupe permet
notamment de distinguer le contact du c6té entralnement (contact « naturel » correspondant au bon
fonctionnement théorique de I’entrainement de pompe a vide) du contact coté opposé (contact
correspondant a la traversée compléte du jeu angulaire € par la pompe a vide apres s’étre détachée de

son entrainement).

Vue tranversale

Arbre a cames

Pompe a vide

]
|

Q(t)

'

I'(t)

Contact c6té entrainement Contact c6té opposé

Figure 3.8 : Schéma général du modele étudié
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3.3 LA RESOLUTION SEMI-ANALYTIQUE

3.3.1 MISE EN EQUATION
Nous allons dans ce qui suit, mettre en équation le modéle simplifi€é que nous traitons dans ce

chapitre. Aprés avoir exprimé la formulation générale du probléme, nous écrirons les équations
différentielles du mouvement dans chaque phase : le vol libre et le contact.

3.3.1.1 FORMULATION GENERALE

Le probléme a étudier ici est un systéme différentiel non autonome (cf. 2.1.1.1ii)) et non linéaire a
un degré de liberté qui est I’angle relatif 6 entre TP et I’arbre a cames.

Soit Orp I’angle décrit par I’inertie de TP, notée I, celle-ci est soumise au couple résistant I'y et
au couple engendré par les chocs Ceopaer. On a :

Ipav éTP (t) = _Fres (t) - Ccontact (e(t)’ e(t)) (35)

Orona:
B(t) =01p (1) — 6, (1) (3.6)

ou 0,,. est complétement piloté par I’acyclisme (cf. 3.2.2).

L’équation différentielle s’écrit alors sous sa forme générale :

Ipav e(t) = _Ipav éaac (t) - 1—‘res (t) - Ccontact (e(t)’ e(t)) (3 7)
ou
Ccontact (e(t), e(t)): O Si - % S e(t) S +§
C ot (800,00 = K(e(t) + %j +Ch() i <~ (38)
C ot (0D, 6(D) = K [em - %j +CO() s B>+

Le caractére non autonome du systéme provient des expressions de I’acyclisme au niveau de 1’arbre
a cames ( 3.1 ) et de celles du couple résistant de pompe a vide ( 3.2 ). En revanche, le caractére non
linéaire du systéme provient de la discontinuité apportée par le couple généré par le contact et défini
en3.2.4.

Nous allons voir maintenant que la formulation générale peut étre subdivisée en deux équations
différentielles linéaires : celle gérant la phase de mouvement en vol libre (cf. 3.3.1.2) et celle décrivant
la phase de contact (cf. 3.3.1.3).
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3.3.1.2 LA PHASE DE VOL LIBRE

Lorsque TP est dans le jeu, I’équation différentielle régissant son mouvement est facile a mettre en
place et peut se résoudre analytiquement comme nous allons le voir. Notons, d’autre part, que dans
cette configuration (phase de vol libre) pour laquelle on a — /2 <6 <+ ¢/2, les résultats sont communs
aux deux modeles (loi de restitution, raideur de contact avec amortissement de contact). On a tout
simplement Ceopaee(t) = 0.

Dans le jeu, TP n’est qu’une simple inertie I,,, en rotation qui subit un couple résistant C,.;. Dans
ce cas, I’équation différentielle régissant la rotation 61p de TP est tout simplement :

Ipav éTP(t) == Fres(t) (39)
.o Nr
soit Ly Op () =—T = > AT sin (3, 0y, t+p;) (3.10)

=1

ou encore
N!Z

Np
Ipav e(t) == 1—‘0 —ZAFJ- sin (Sl"j ® ¢ t+ (pl"j)+ Ipavzsflj (Diac AQ_] sin (SQj ® a5¢ t+ (PQj) (311)
= =
On note les conditions initiales a t =t; : 0(t,) =0,

{eai):ei (3.12)

3.3.1.3 LE CONTACT : MODELE AVEC DUREE DE CHOC

On note respectivement K et C, la raideur angulaire de contact et 1’amortissement angulaire de
contact (de type visqueux). K et C sont des constantes réelles positives. L’équation différentielle
régissant le mouvement de TP dans le contact est donc :

Ipav éTP (t) +C (QTP (t) - éaac (t)) +K (eTP (t) - eaac (t) + 85 %) == 1—‘res ®

(3.13)
8, =+1 sicontact coté entrainement
avec .
8, =—1 sicontact co6té opposé
En injectant I’expression de éaac (t) et [s(t), on obtient I’équation différentielle :
.. . e Np ( )
[,0+CoOt)+Ko(t)= —-I,-Kd,.—— ) Al sin O ®,,. t+ P
pav () () () 0 82 JZI ] I} “Yaac (pl"] (3]4)

aac

No
2 2 .
+ IpaVZSQj O, AQ; sin (SQJ O, t+ (pgj)
=
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3.3.2 RESOLUTION SUR CHAQUE PHASE DE MOUVEMENT

3.3.2.1 SUR LA PHASE DE VOL LIBRE

Nous savons que I'y et I'; (1< j < Nr) dépendent de w,... On se place par conséquent a un régime
moteur fixé (m,,. constant) de sorte que I’équation différentielle ( 3.11 ) puisse s’intégrer de la maniére
suivante :

Pour —%SO(t)S+% et t>t,, soit 0, =0(t) et 0. =0(t,):

Np '
0(t) =0, +(éi —ZL cos (8Fj O, +(prj)+26 0, AQ; cos(S P O i+ Qg )J (t—ti)
j=1 8l'j ® ga¢ pav j=1
T . .
2 IO t_t Z 812-J aac Ipav (Sln (SI"J O gac t+ (ij )_ sin (SI"J (Daac i + (pFJ ))
Ng (3.15)
- ZAQJ (Sin (69j O gac t+ (PQ_]) —sin (69j (’Oaac i T (PQJ))
j=1
N '
e(t) = éi _& (t - ti )+ ZL (COS (61"1 ®ane t+ (PFj )_ cos (8F] (Daac i + (pFJ ))
Ipav j=1 5Fj @ e pav

No
- ZSQ_] ® aa¢ AQ_] (COS (SQ_] ® e t+ (PQj )_ cos (SQJ (L 1 + (PQ_] ))

=

On connait donc parfaitement la solution temporelle du systéme en phase de vol libre a partir des
conditions initiales (Figure 3.9). On remarque qu’on obtient dans I’expression analytique de 6 un
polynéme du second degré en t ainsi que des termes supplémentaires en « sin (8qj Wac t + Qgj) »
apportés par I’acyclisme AAC et des termes en « sin (3rj Maac t + @rj) » apportés par le couple résistant
variable du systéme TP. Si on cherche, par exemple, a déterminer I’instant t. tel que | 6(t.) | = €/2, on
obtient alors une équation algébrique non linéaire qu’on ne peut résoudre analytiquement. Il sera
néanmoins possible d’approcher la valeur de t. numériquement.

Phase de vol libre
T
— ti=0.0000s
— ti=0.00755
0ol ' — i=00120s
— Contact
+€/2
5
=)
=
o
E N’
© >
g 07 //_\\\ |
—€/2 :
-0.01 .
0 0.01 0.02
Temps (s)

Figure 3.9 : Phase de vol libre a 3 instant initiaux t; différents
(on part du contact d’entrainement 6; = - ¢/2)
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3.3.2.2 PENDANT LE CONTACT

Pour résoudre I’équation différentielle ( 3.14 ), on résout tout d’abord 1’équation du second ordre
sans second membre, puis on recherche une solution particuliére avec la prise en compte du second
membre de I’équation.

i) Equation sans second membre

L’équation ( 3.14 ) sans second membre s’écrit :

B(t)+COMH+Ko@)= 0 (3.16)

Ipav
On note A le discriminant de 1’équation caractéristique :
Ay=C*—-41 K (3.17)

Une telle équation a une solution analytique de la forme suivante :

oc_(t)={A_ co{—“_AOtJ+B_ sin[ /=4 tB exp[— =
21 21 2

pav

—C—-./A —C+4/A (3.18)
2—0tJ+B+ exp(TotJ siA; >0

pav

tj siA; <0

pav pav

a,()=A, exp{

pav

aAo(t):(AA0t+BA0)exp[2_IC tJ siA; =0

pav

ou A, Ai, Ap, B_, B et Bpg sont des constantes réelles.

ii) Equation avec second membre : solution particuliére

L’équation ( 3.14 ) avec second membre peut s’écrire :

I, 6 +COM+KO(D)= Fy (1)

(3.19)

aac

Np No
F ()=-T,-K3, % =3 AL sin (8y; 0, t+9p )+ 1, D 8% 0, AQ; sin (8y; @, t+0g;)
j=1

=

On cherche une solution particuliere B(t), de la forme suivante :

N
B(t)= Cp+ Z(AFJ cos(8rj Oy T+ Ppy )+ By sin(SFj O, t+ O ))
=

. (3.20)
+ Z(Aﬂj cos(ﬁQj O, t+ Qg )+ By, sin(SQj O, t+ Qg ))

=l
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En écrivant Fy(t) =1

pav

E(H= KC,

[+ Srj 0,,

[ 61"103

[+ SQJ O,

[ 69160

€
KCy=-T,-K8,~

[+ 8Fj (Daac C BFj + (K 812"J aac
[_ 6l"j maac C AFj + (K 612"J
84 e € By + (K =582, 02

[_ 8 0y C A +IK (

aac

aac

2 2
- 8Qj aac

La solution de ce systéme s’écrit :

ﬁ(t)+CB(t)+KB(t),ona:

C BFJ + (K 612"_] Wyyc pav)AFj] cos (61"_] ®yac t+ (pF])

C AFJ + (K 812"1 Oyac pav )Brj] sin (61"_] Mzac t+ (PFJ)

(3.21)
C BQ_] + (K 6£2)_| Wyac pav)AQj]COS (69_] Wyyc t+ (pQ_])
C A + (K 6?2_] ®yac pav)BQj sin (8(2_] Mzac t+ (PQ])
En identifiant Fg(t) ( 3.21 ) avec Fg(t) ( 3.19 ), on obtient le systéme algébrique suivant :
lW)AJ]zo Vitel quel< j< N,
Lo )By|=- Yitelque 1< j<N, (3.22)
pav)AQJ]=0 Vjtelque 1< j< N,
L )Bol=84 0% 1, AQ,  Vitelquel<j<N,
O @, C
=+ 1 ~ AT,
2
(Sl"j ® aa¢ C) (K 8 (Daaprav)
2
K- 61"] aac pav AF
Jelk-sholl,)
(Sl"j O gac C K- 8 (’Oaaprav (323)

Cp =—0-5, £
K 2
Vj telquel < j< N,
Ag =
V) telquel<j< N
By, =

60y 0 €52 02l

®aqc pav

B AQ.
(5 Qj Oa C) (K 6£21J D] pav )2 |
(K 0 ?2} aac pav ) (8 éJ - aaCIpav ) AQJ
(59j ®aac C) (K 62 Cl)aaclloav)
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iii) Solution générale
L’évolution temporelle de 6 pendant la phase de contact a par conséquent la forme suivante :
6(t)=6_() = a_(t) + B(t) siA, <0
B(t)=6, (=0, (D+P1H)  siA; >0 (3.24)
0(t)=0,, (D=0, () +P(t) siA;=0

0(t)=06_(t)= [A_ cos [—“_AO tJ + B _sin (—“_AO t}] exp [— C
21 21 21

pav

soit

tJ+B(t) siA, <0

pav pav

0()=0, () =A, exp[_i;—m t]+B+ exp(_cz-;—\/z tJ+B(t) SiA >0 (325)

pav pav

B(t)=0,, ()= (AAO t+ B, ) eXP{z I

tJ+B(t) siA, =0

pav

ou A, A, An, B, Bs et By sont des constantes réelles et B(t) est la solution particulicre
déterminée précédemment au ii).

Il reste maintenant a déterminer les constantes A, A;, Axp, B, B: et By a partir des conditions
initiales (0, éi) de la phase de contact a t = t; notées comme pour la phase de vol libre ( 3.12 ) :

A A
0, = A_cos Mti + B_sin | 0| t; | |exp| — < t; |+ B(t;)
2Ipav 21pav 2 pav
-CA_+,/|A,|B_ A .
0, = cos t |+ siA, <0
21, 21,
-CB_ —/|A)| AL A .
| 0 sin | 0| t Xp(——C tiJ‘FB(ti)
21, 21, 21,
-C-,/A -C+4A
ei :A+ exp —— N0 t, -f-BJr exp — 0 t,‘ +B(ti) (326)
21, 21,
-C—-,/A -C-,/A
0, = 0A+exp 0 . siA, >0
21, 21,
-C+,A -C+,/ :
=B, exp : ti]ﬂs(ti)
2Ipav pav
0, =(A,t, +Bo)eXP(2_I tij+B(ti)
- siA, =0
. -CA CB - :
0; = St Ag - || exp € t; | +B(t;)
21, 21, 21,
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avece :

B(t) CB + Z(AFJ COS(STJ aac t+ (pl"J)+ Bl"] Sm(srj aact + (Pl"j ))

=l

No
+ Z(AQJ COS(SQJ aact + (pQJ)+ BQJ Sln(SQJ L t+ (ij ))
F (3.27)
B(t):Z(SFJ(DaaCB COS(SFJ aact+(prj) 6l"J(DaacA Sln(Sl"_] aact+(ij))
+Z(89J(DaacB COS(SQJ aact+(pQJ) 6QJ(’oaacA Sln(SQJ aact+(ij))
Apres résolution du systéme ( 3.26 ), on trouve :
21 A|A A
== | 0| (ei _B(ti))cos | 0| t
|A0| 2Ipav 2Ipav
S C [A18] C
—(91 —B(t)+ T (0; _B(ti))j Sln[mtiﬂ exp[mtij
21 VA A
== M(ei _B(ti))Sin | 0| 4
|A0| 2Ipav 2Ipav
+10, -B(t)+ ¢ (0, =B (t,)) |cos ﬂ | lexp LS (3.28)
1 1 2 Ipav 1 1 2 Ipav 1 2 Ipav 1
L [ C—JAy | C+.4/A,
A= \/E 0, B(ti)-’-(—zlpav (0, -B(t)) exp[ T
_ Ipaw A _ . C+\/A—0 _ C_\/E
B+_+\/A_o 0; B(ti)+{—21pav (0, =B (1)) eXp{_zlpav t;
. C C
=[(ei—s(ti))+ (ei—B(ti))}exp[2I ti}
pav pav
B o :{_(éi _B(ti))ti + ¢ (9 -B( ))( — tiJJeXp( ti}
2Ipav ZIpaV
95
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En injectant les expressions de A, A., Axy, B, Bs et By dans la relation ( 3.25 ), on obtient
I’expression analytique compléte de la phase de contact a partir des conditions initiales (6, 1)

Pour |9(t)|>% et t>1,, soit 6, =0(t), 6, =0(t) et A,=C>—41 K<0:

A, A,
0(t) = B(t)+f[@( B(t))COS{;/F(t—ti)}

A0
[(e —Bty)+ IC (6, -B(t, ))Jsin(@(ttoﬂexp[%m(tti)J

p pav

0(t) =B (1) + JITLI (6, —B(t,)) cos | 0

_(AZ +C? (Gi—B(ti))"'zIC (('91_['5(ti))Jsin[;/|IA70|(t—ti)ﬂexp(z_lljV (t—ti)]

2
41 pav

pav pav

pav

(3.29)

Pour |9(t)|>% et t>t,, soit O, =0(t), 0, =0(t,) et A0=C2—4IpavK>0:

0 =B (1) - \/21[9 B(t)+[ 21\/_()}(91—B(ti))JeXp[ﬁ—m(t—ti)J

5, o+,
\/A_o{e l3(t)+[ T (6, =B (t,)) |exp W(t_ti)

(3.30)
b)=p(H)+ 2Jg[e B(t)+[ 2IFJ(9 B, ))Jexp[i;—pir‘)(t—ti)J

(;Jf {e Bt + [ Miv—J(e B, ))]exp{czl—pi—(t )J

Pour |9(t)|>% et 121, soit 0, =0(t), 0, =0(t) et Ay=C> 41, K=0:

9(t)=[3(t)+[(éi—B(ti)) t)+—(9 B(t))( - tnexp[%“‘ti)} (3.31)

pav pav

. . . . 21 . )
00 =B~ — H(ei ~B))+— 06 —B(ti))] (t-t)- =2, —B(ti))} exp[—ia —ti)J

pav pav 2 Ipav

Quel que soit le signe de Ay, les expressions ( 3.29 ), ( 3.30 ) et ( 3.31 ) s’écrivent en fonction de la
méme solution particuliere [ définie par ( 3.27 ) et ( 3.23).
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3.3.3 SOLUTIONS TEMPORELLES

Une fois I’expression analytique connue dans la phase de contact ( ( 3.29 ), (3.30 ) et (3.31))et
connaissant I’expression analytique de la phase de vol libre ( 3.15 ), nous allons maintenant déterminer
la solution compléte des modeles étudiés. Qu’il s’agisse du modele avec loi de restitution ou bien du
modele avec raideur et amortissement de contact, la résolution du probléme linéaire par morceaux se
fait de manieére semi-analytique par raccordement des phases de mouvement.

3.3.3.1 MODELE AVEC LOI DE RESTITUTION

Pour le modé¢le avec loi de restitution, on comprend bien que, connaissant I’expression analytique
de la phase de vol libre, il suffit de déterminer les instants auxquels ont lieux les chocs. La solution
générale peut ainsi étre obtenue de manicre itérative ou chaque impact donne, via la loi de restitution,
les nouvelles conditions initiales pour la phase de vol libre suivante.

Soit t; 'instant initial de la phase de vol libre avec les conditions initiales données par ( 3.12 ). Si
on note t;; 1’instant d’impact correspondant a la fin de la phase de vol libre, d’aprés ( 3.15 ), celui-ci
vérifie :

€
Oftiy) =+ (3.32)
soit
. Np Al No
0, +] 0, - Z# 08 (Oj Wyye Ly +Pry) + 289j M, AL COS (69j O iy (ij) (ti+1 - ti)
=1 “Tj aac “pav =1
T, & AT . .
-——\t,, -t ) + I — O t,, + N O t. + ;

7 Ipav ( i+l 1) JZl 812—J (Diac . (Sll'l( Ij ('Oaac i+l (pFJ) Sll’l( Ij ('Oaac i (PFJ )) (333)

No
- ZAQJ (Sin (6Qj (Daac ti-%—l + (ij) —sin (6Qj (Daac ti + (ij)): T

il

o | ™

ti+; est la solution d’une €quation algébrique non linéaire ( 3.33 ) qu’on ne peut pas résoudre
analytiquement. En revanche, cette équation peut étre résolue numériquement avec la précision que
I’on souhaite. Pour se faire, soit h, un réel suffisamment petit, on pose le vecteur Ty (t;) :

t.

t,+h,
T, () =] t;+2h,
t; +10h,
A I’aide de I’expression analytique ( 3.15 ), on détermine les vecteurs A, (t;, h;) et AB.»(t;, hy) :

0(t,)+¢e/2 0(t)—€e/2
Ot +h,)+e/2 0(t, +h,)—€/2
A8, (T, (t.)=| O(t,+2h,)+e/2 et A, (T, (t))=| 8(t,+2h,)—€/2

O(t; +10h,)+¢€/2 O(t; +10h,)—¢€/2
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On détecte ensuite s’il y a un changement de signe dans les composantes de chacun des vecteurs
AO1(Th(t)) et ABo(Th(t;)). Si pour chaque vecteur les composantes ont le méme signe, alors on
détermine Mel(lht(ti + IOht)) et Mgz(lm(ti + IOht)) pUiS A_egl(Im(ti + 20ht)) et A_esg(Iht(ti + 20ht)) et
ainsi de suite jusqu’a ce qu’on obtienne une inversion de signe dans au moins I’un des deux vecteurs.

Supposons que le changement de signe intervient au moins dans I’un des 2 vecteurs AQ,;(Ty(t;)) et
AB:(Th(ti)). S’il existe, on note ng (1 <ng <10 et j =1 ou 2) le numéro de la composante du vecteur
AB(Tw(t;)) juste avant le changement de signe et par conséquent tel que :

9(t1+(n21—1)ht)+§20 et e(ti+n£1ht)+§<0

9(t1+(n£2—1)ht)+§SO et G(ti+n82ht)+§>0

Si seul ng; existe ou bien que ng; < ng, alors on sait que le prochain impact a t;.; a lieu sur le contact
d’entrainement entre les instants ty;, €t tyy tels que tpin =t + (ng — 1hy <ty <t + nghy = theee Sioseul
ng, existe ou bien que ng < ng, alors on sait que le prochain impact a t;; a lieu sur le contact opposé
entre les instants ty, et tha tels que que tmin =t + (g — 1h <ty <t + nphy = tye. On connait donc la
valeur de ti+; avec une précision h; (grossieére au départ). Afin d’avoir une meilleure précision, on itére
le processus décrit précédemment a partir de Tyy10(tmin) €0 ne considérant, selon le c6té du contact, que
le vecteur AQg;(Thy10(tmin)) ou AO(Thyio(tmin)). A chaque étape n de ce processus du type dichotomie,
on obtient la valeur de t;;; avec une précision de h/10". Le nombre d’étapes est par conséquent assez
restreint et la convergence se fait rapidement avec des calculs vectorisés. Pour notre étude, on
caractérise t;;; en prenant la valeur par défaut avec une précision de 107 s.

Une fois ti-; déterminé numériquement, la phase de vol libre suivante est connue analytiquement
d’apres ( 3.15 ) a partir des conditions initiales (0,,,, 0,,,) at=ti;; définies par la loi de restitution :

0., =0(t;,)
éi+1 =—T é(tiJrl)

La solution temporelle débutant a t = ty se construit de maniére semi-analytique par raccordement
aux instants t; (i > 0) des phases de vol libre successives. On remarque alors que la solution temporelle
est complétement caractérisée par la matrice des instants t; et des conditions initiales (9,,0,)
correspondantes :

Cette matrice suffit ensuite a tracer 1’évolution temporelle 0(t) et O(t) grice aux expressions
analytiques des phases de vol libre. On voit ici apparaitre la solution discrétisée aux points de
changement de phase t;. Ces points correspondent aux points itérés par les fonctions de passage qui
seront définies plus tard au 3.3.5. Un exemple d’évolution temporelle est donné sur les tracés qui
suivent (Figure 3.10).
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Figure 3.10 : Evolution temporelle de 0 et 6
(loi de restitution avec r = 0,98)

3.3.3.2 MODELE AVEC RAIDEUR DE CONTACT

Pour le mode¢le avec raideur de contact et amortissement de contact, la méthode semi-analytique est
similaire a celle du mod¢le précédent, a ceci prés qu’on a alternance entre phase de vol libre et phase
de contact. Soit t;; I’instant qui initie une phase de vol libre, nous avons vu précédemment (3.3.3.1)
comment déterminer numériquement 1’instant de prise de contact t;. Pour ce modéele, les instants de
prise de contact sont en revanche déterminés par excés & 107 s prés, afin de s’assurer du début effectif

du contact avec (8;, éi) =(0(t,), Q(ti)) déterminés par ( 3.15 ). La phase suivante est une phase de

contact définie, selon le signe de Ay, par ( 3.29 ), ( 3.30 ) ou ( 3.31 ). Le contact cesse alors a 1’instant
ti+ défini par :

. €
0(t;,1) =sign(6) =
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soit en supposant uniquement le cas Ay <0 :

21, | A A

T (6; =B (t;) cos ol

Bt + (tiy — 1)

| 0 pav

o C [ /1A C
"{(ei_B(ti))"‘T(ei_B(ti))Jsm 1 (tiy —t) eXP(_zl

pav pav pav

(tis - ti)j - sign(ei)g

ti; est la solution d’une équation algébrique non linéaire qu’on ne peut pas résoudre
analytiquement. C’est la méme chose pour Ay > 0. En revanche, cette équation peut étre résolue
numériquement avec la précision que I’on souhaite d’une maniére similaire a celle décrite au 3.3.3.1.
Dans notre cas, on estime t;;; par excés a 10 s prés. La solution temporelle compléte se construit alors
par raccordement comme au 3.3.3.1. On représente ci-dessous (Figure 3.11) un exemple d’évolution
temporelle du modele avec raideur de contact ou I’angle et la vitesse sont cette fois-ci continus.
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Figure 3.11 : Evolution temporelle de © et ©
(raideur de contact K = 7600 Nm/rad)
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3.3.4 VALIDATION DU MODELE SEMI-ANALYTIQUE

3.3.4.1 COMPARAISON DES 2 MODELES

Afin de pouvoir corréler les deux modeles entre eux, nous avons tracé ci-dessous la solution de
chacune des approches avec des conditions initiales identiques et en utilisant la relation d’équivalence
déterminée précédemment. Nous avons distingué deux cas : I’un sans et ’autre avec prise de contact
de manicre durable. Le premier cas correspond a une succession de rebonds, le second cas a un collage

temporaire du systéme sur I’un des cotés. Cette étude nous permettra de retenir un seul de ces deux
modeéles.

i) Cas d’une succession de rebonds

On se place dans un cas ou il n’y a pas de prise de contact, c’est-a-dire lorsqu’on n’observe que des
« rebonds ». De maniére pratique, il suffit de choisir un taux de restitution r important afin de diminuer
les pertes d’énergies au niveau des chocs. Nous avons tracé ci-apres 1’évolution temporelle de 1’angle

relatif (Figure 3.12) et de la vitesse relative (Figure 3.13) avec les mémes conditions initiales pour
chacun des modéles.

12 T

— Modgéle avec loi de restitution (r = 0,95056)

—— Modéle avec raideur de contact (K = 10> Nm/rad ; C = 500 Nm.s/rad)
‘\\ —— Contact

10 /

Angle relatif (rad)

0(t) o =

—€/2

| | | | | | | | | | |
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1
Temps (s)

Figure 3.12 : Evolution temporelle de 0 pour les deux modeéles
(r=0,95056 | K = 10"* Nm/rad et C = 500 Nm.s/rad)
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20 : :
—— Modele avec loi de restitution (r = 0,95056)
—— Modéle avec raideur de contact (K = 10'? Nm/rad
C =500 Nm.s/rad)
15 1] =
10 1 7
B(t) I
/]
g : \ '
) % \
=
(3]
g w
8 A
S o y
\
-10H g 2]
-15 H _
20 | | | |
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
Temps (s)

Figure 3.13 : Evolution temporelle de 0 pour les deux modeéles
(r=0,95056 | K = 10" Nm/rad et C = 500 Nm.s/rad)

Le modé¢le avec loi de restitution correspond a un comportement asymptotique du modéle avec
raideur de contact pour K — + co. C’est pourquoi nous avons utilisé une raideur élevée (K = 10"
Nm/rad) pour comparer les deux modéles qui vérifient la relation ( 1.29 ).

On remarque bien ici que ces deux modeles concordent relativement bien. Néanmoins les 2 courbes
s’écartent I’une de 1’autre au fur et a mesure du temps. Ceci s’explique facilement car chaque impact
est traité différemment selon la méthode utilisée, comme on peut le voir sur le premier impact (Figure
3.12). Cet écart, dii a la prise en compte ou non de la non-interpénétration, va s’accentuer avec
I’accumulation du nombre de chocs rencontrés. On remarque que, pour t = 0,09 s, on traverse
entiérement le jeu dans un cas et pas dans ’autre. Toutefois, le comportement du systeme a étudier ne
présente pas nécessairement une succession de rebonds. Nous allons donc considérer le cas ou la prise
de contact se fera de maniére plus durable. Il suffit pour cela de diminuer la valeur de r afin
d’augmenter les pertes d’énergie pendant les chocs, comme nous allons le voir dans ce qui suit.
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ii) Cas du collage

1
[ ]
T

.
1 VAN

§ x 10
I I — Mode¢le avec loi de restitution (r = 0,73772)
——  Modéle avec raideur de contact (K = 10" Nm/rad
—— Contact C =3000 Nm.s/rad)
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0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
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Figure 3.14 : Evolution temporelle de © pour les deux modeles
(r=0,73772 | K = 10" Nm/rad et C = 3000 Nm.s/rad)
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La encore les deux modeles concordent. Les déplacements angulaires (Figure 3.14) sont
relativement proches. Ils s’écartent I’un de I"autre au fur et & mesure des impacts comme pour le cas
précédent. Néanmoins, la prise de contact « remet a zéro » ces €carts. On voit trés clairement les
points de prise de contact ou la vitesse relative « converge » vers 0 (Figure 3.15). Ces prises de contact
font que les deux modéles ont un comportement plus semblable que dans le cas d’une succession de
rebonds.

Toutefois, un tel comportement n’est pas sans conséquences quant au cott de calcul au cours de la
prise de contact. Pour le modéle avec raideur de contact, on a une succession de rebonds de courte
durée et de faible amplitude jusqu’a ce que le systeme oscille de maniére durable sur la raideur de
contact. En revanche, pour le mode¢le avec loi de restitution, chaque prise de contact correspond dans
ce cas a un collage qui est la conséquence d’une succession infinie d’impact jusqu’a un point dit
« d’accumulation » [TOU97]. Le calcul d’une infinité d’impact n’est bien évidemment pas sérieux et il
est nécessaire d’introduire dans le code de calcul une amplitude de rebond minimale au dessous de
laquelle on considére que le systeme est collé. C’est ce qui a été réalisé pour obtenir la solution du
mod¢le avec loi de restitution dans les figures précédentes. Malgré cela, les temps de calcul avec la loi
de restitution de Newton sont relativement plus importants dans ce cas que ceux du modé¢le utilisant
une raideur de contact.

iii) Choix du modele

Compte tenu de ce que nous venons de dire concernant le cas du collage, il apparait naturellement
préférable d’utiliser le modele avec raideur de contact. En outre, ce dernier permet d’avoir directement
acceés aux efforts de contact contrairement au modéle avec loi de restitution. Enfin, ces deux modéles
ont été comparés avec une forte raideur de contact qui réduit considérablement les durées de choc pour
s’approcher du choc instantané représenté avec la loi de restitution. En utilisant une raideur de contact
plus modérée, on pourra simuler un comportement avec des durées de chocs de I’ordre de grandeur de
celles que I’on observe expérimentalement.

Par conséquent, le modéle retenu que nous allons utiliser est le modéle avec raideur de contact (et
amortissement de contact). Reste encore a montrer I’efficacité de sa résolution semi-analytique vis-a-
vis d’une résolution purement numérique...

3.3.4.2 VALIDATION DU MODELE CHOISI

Afin de démontrer la précision et la rapidité de la méthode semi-analytique, on confronte le modele
choisi a deux mode¢les numériques : le premier résolu sous ADAMS (cf. 3.1.2) et le second par
intégration numérique directe des équations différentielles sous Matlab.

i) Avec ADAMS

En ce qui concerne I’effort de contact F. utilisé sous ADAMS, ce dernier est selon la direction
tangente a I’arbre a cames et est calculé par la fonction « bistop ». Cette fonction bistop apporte
quelques particularités dont la principale est que le coefficient d’amortissement utilisé est non linéaire
continu. Un polynome de degré 3 est utilisé pour interpoler les valeurs intermédiaires entre un
amortissement nul dans le jeu et la valeur constante C en contact aprés une interpénétration tres faible.
Cette régularisation permet d’éviter les discontinuités au niveau de I’effort de contact en introduisant
progressivement et continiment ’effet de la vitesse dans la gestion de la force de contact. Pour cette
raison, nous ne comparerons le modeéle ADAMS avec le modéle semi-analytique que dans le cas ot on
n’a pas d’amortissement (C = 0 soit § = 0).
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Nous allons donc tracer ci-dessous les résultats obtenus sous ADAMS et les comparer a ceux du
modele semi-analytique sans amortissement, et ceci, dans la méme configuration paramétrique. Si on
regarde les périodes caractéristiques théoriques, nous avons pour la configuration choisie :

dans la phase de vol libre, la plus petite période est celle liée a la rotation de 1’arbre a cames en
44, ce qui nous donne, pour N = 4400 tr/min un temps caractéristique de 6,8.107 s.

dans le contact , la fréquence la plus élevée est la fréquence propre de choc (a cause de la
raideur de contact K élevée) de pulsation | K/

pav » C€ qui nous donne un temps caractéristique
(2n T, /K ) d’environs 5.10°s.

La valeur maximale du pas de calcul est donc déja imposée par ce dernier temps caractéristique.
Nous avons donc d’abord pensé qu’un pas de stockage de 107 s serait suffisant (en espérant que le pas
de calcul diminuerait, si nécessaire, au niveau de la frontiére vol libre / contact). Hélas, les résultats ne

correspondent pas comme nous pouvons le voir et il est nécessaire de diminuer le pas de stockage
(Figure 3.16).

T
Intégration (10 s)
(C) — Modklesemi-aalytique
Contact

Telatif (rad)

P
=

Angl

. . . .
50 05 1 15 2 25 3 35 4 45 50 05 1 18 2 25 3 35 4
Temps (5) <™ Temps(s)

Figure 3.16 : Comparaison du modele semi-analytique et du modele ADAMS
pour un pas de stockage de 107 s (a), de 5.10° s (b) et de 10° s (c)

On n’a pas de concordance entre les modéles mais il semble que plus on diminue le pas de stockage
(et par conséquent le pas de calcul maximal utilis¢ par ADAMS) et plus la solution numérique se
rapproche de la solution semi-analytique. En outre, nous n’avons pas pu descendre en dessous d’un
pas de stockage de 10™® s car nous avons été limité par la mémoire de la station. En effet, avec un pas

de 10 s sur une durée de 0,005 s, cela revient a écrire un vecteur colonne de 5 millions de
composantes.

En revanche, nous savons d’aprés les périodes caractéristiques, que c’est la phase de contact qui
nécessite un pas de calcul minimal. Nous avons décidé, par conséquent, d’utiliser 2 pas de stockage
différents. Le premier a 107 s pour une grande partie de la phase de vol libre, et le deuxiéme a 10” s
en s’assurant que toute la phase de contact se fait avec ce dernier pas. Les instants de basculement
entre les 2 pas sont arbitraire et on s’aide de la solution analytique pour avoir 1’ordre de grandeur de
ces instants. On intégre numériquement étape par étape et on visualise a chaque fois la solution afin de
décider si on change ou non de pas de stockage. Cette procédure (notée « Pas spécial ») n’est pas
exploitable aisément mais elle nous permet de valider le mod¢le semi-analytique (Figure 3.17).
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Figure 3.17 : Comparaison du modele semi-analytique et du modele ADAMS
avec deux pas de stockage (107 s et 107 s)

Comme nous pouvons le voir le modéle semi-analytique (implémenté sous MATLAB) et les
résultats du modele ADAMS concordent sur cette derniére figure. Afin de comprendre 1’intérét
pratique du modele semi-analytique pour le systéme étudié, nous avons indiqué ci-dessous (Tableau 3)
les temps de simulation nécessaires a 1’obtention des courbes précédentes sur 1’intervalle de temps [0 ;
0,005] avec la méme configuration paramétrique (Figure 3.16 et Figure 3.17) :

Temps de calcul
Modele de pénalisation (MATLAB) 2s
Pas=1.10"s 5 min
— -8 .
Modéle ADAMS Pas=5.10"s 10 min
Pas=1.10"%s 45 min
Pas = “Spécial” +de3h

Tableau 3 : Temps de calcul pour le modele semi-analytique et pour le modele ADAMS

Les écarts sont conséquents, sans méme tenir compte du fait que seule la derniére procédure (Pas =
« Spécial ») est valable et que cette derniére se fait de maniére trés archaique en stoppant
arbitrairement la simulation pour permuter le pas de temps lorsque qu’on s’approche de la frontiére.
Toutefois, nous nous sommes placés dans un cas contraignant avec une importante raideur de contact.
Avec une raideur de contact plus faible, on obtient de meilleurs résultats avec ADAMS mais le temps
de calcul le plus faible est de loin celui obtenu par la résolution semi-analytique. Enfin, dans le but de
comparer le modele semi-analytique avec une intégration numérique plus facile a manier, nous avons
réalisé plusieurs intégrateurs « simples», implémentés sous Matlab, et que nous allons tester
maintenant.
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ii) Avec l’intégration numérique

Pour le probléme qui nous intéresse, I’intégration numérique avec un schéma numérique classique
tel que celui de Runge-Kutta a I’ordre 4 (cf. Annexe A) s’est révélé assez décevant. Nous avons donc
réalisé un intégrateur micux adapté au probléme défini par les équations ( 3.11 ) et ( 3.14 ). Le schéma
de résolution utilisé est du type « point milieu » modifié. Soit z, la solution calculée numériquement
pas a pas (valeur approchée de la solution exacte y, = y(t,)) et avec la condition initiale zy = y,, le
schéma d’intégration utilisé est le suivant :

Soitn >0,
z, =27, +Ef;lk
2

£ :f(tn+h,zzj ol fg:f(tmzo)
h est le pas du schéma
t,y =t, +h

*
Zn+1 = Zn + hfn+l

On distingue alors deux approches pour I’intégration numérique. La premicre est une résolution a
pas constant. Il s’agit donc d’un calcul direct, sans controle du pas de temps h. Afin d’assurer la
stabilité et la convergence de la solution, on est amené & utiliser un pas de temps trés faible (h = 107
s), ce qui induit un colt de calcul conséquent. La deuxiéme approche consiste a utiliser 2 valeurs de
pas de calcul différents, h; = 108 s eth, = 10° s. Ces pas de calcul h; et h, seront respectivement
utilisés sur la phase de contact et sur celle de vol libre. Tant que la solution calculée z, correspond a la
phase de vol libre, on utilise le pas h,. Par contre, dés qu’on arrive a une itération n = m telle que z,
corresponde a une solution en contact, alors on revient un pas de calcul en arriére pour n =m — 1 et on
utilise le pas de calcul hy, afin d’obtenir I’instant d’impact et I’ensemble de la phase de contact de
maniére suffisamment précise. Dés lors qu’on repasse dans la phase de vol libre, on bascule le pas de
temps a nouveau sur h,. Ce processus permet de gagner énormément de temps de calcul, tout en
gardant une bonne corrélation avec le modéle semi-analytique comme le montrent les courbes ci-
dessous (Figure 3.18).
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Figure 3.18 : Comparaison du modéle semi-analytique et de [’intégration numérique
a pas constant h = 10% s (a) et avec 2 pas h; = 10% s et h, = 10° 5 (b)
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3.3.5 INTRODUCTION DE LA FONCTION DE PASSAGE

Maintenant que nous avons choisi le modeéle que nous allons utilisé, a savoir le modele avec raideur
et amortissement de contact, nous allons dans ce qui suit introduire la fonction de passage Fp. Cette
fonction est nécessaire a la bonne compréhension du calcul temporel et du calcul des matrices
jacobiennes nécessaires a 1’étude des solutions périodiques.

Soit (8,,0,) les conditions initiales en angle relatif et en vitesse relative a I’instant t = t, = 0 pour
le systéme deﬁnl par I’équation ( 3.7 ) au 3.3.1.1. Si (0, 0 o) correspond a une phase de vol libre
(respectivement phase de contact), on note (61,6 ) l’angle relatlf et la vitesse relative solution de
I’équation ( 3.7 ) a I’instant t = t; correspondant a la fin de la phase initiée a t, et donc au début de la
phase de contact (respectlvement de vol libre). On introduit alors la fonction de passage Fppo, 17 qui a
(6,,9,) a ty associe la solution (0,, 4 )at.Ona:

Fpry 10 (90’60)%(91761) (3.34)

On définit alors les composantes de la fonction vectorielle Fp, 117 = i Fpigo, 7> Feoo, 117 ) par :

Foig. 1 (90,90)—>91 (3.35)

et
Fpore, 1 (90,90)—>61 (3.36)

Si (0,,0,) correspond a une phase de vol libre alors Fppo, ) est complétement défini par les
relations analytiques ( 3.15 ) en connaissant t, et une fois que l'instant t; a ét¢ déterminé
numériquement (cf. 3.3.3.2). En revanche, si (0,0, ) correspond a une phase de contact alors Fpyy, 11
est complétement défini par les relations analythues ( 3.26 ) en connaissant t, et une fois déterminé
numériquement ’instant t; (cf. 3.3.3.2).

On définit ainsi par récurrence les fonctions de passages Fpjo, 13, Eppi1, 1235 ---» Eppd, ii+17. Connaissant
les instants t; et ti;;, la fonction Fpp, +17 est connue a partir des relations ( 3.15 ) ou ( 3.26 ) selon la
phase de mouvement effective. Enﬁn soit I’instant t; auquel on souhaite arreter la résolution
temporelle, on définit de manicre analogue la fonction de passage Fpp.i vy quia (6, 6;_;) obtenue en
te (dernier instant ou la solution change de phase de mouvement) associe la solution (0, 6, ) obtenue
en un instant arbitraire t; (qui n’est pas forcément un instant de basculement d’une phase de
mouvement a une autre).

Finalement, on introduit la fonction globale Ep(y, «; qui est la composée des fonctions de passage
Fppi, 17 rencontrées au cours de la résolution temporelle. On note donc :

EP[to,tf](eov e0): (efv ef)zEP[tH,tf] O”'OEP[ti,tM] OEP[tH,ti] O"'OEP[tl,tz] OEP[tO,tl](eO’ eo)

soit

oo B w1 0B 10 0 By 0 Eppg 1) (3.37)

EP[tO’tf] :EP[tf—latf]

et on introduit également les composantes de Fpy, ¢ de sorte que :

Forg ='(F Pl ] FP21tg,601) > FPl[to,tf](GO’GO):ef et Fpope (90,9 ) ef (3.38)

Nous verrons notamment plus tard I’intérét d’introduire une telle fonction dans la recherche et
I’étude de stabilité des solutions périodiques qui rentrent dans le cadre de 1’étude menée par technique
de continuation.
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3.3.6 INTERFACE GRAPHIQUE

Afin de faciliter la manipulation du modéle semi-analytique, une interface graphique a été réalisée
pour effectuer les simulations temporelles, les différents tracés de courbes et les coupures de Poincaré
(Figure 3.19).

W Couple Entrainement |
: ative | Plan de phase (AV)

Figure 3.19 : Interface graphique — Simulation temporelle, tracés de courbes, plans de phase et
coupures de Poincaré
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3.4 LLA TECHNIQUE DE CONTINUATION UTILISEE

Apres avoir présenté la résolution semi-analytique temporelle (cf. 3.3), nous allons maintenant
traiter 1’étude des cycles limites en fonction d’un parametre W ainsi que leur stabilité. Pour ce faire,
nous avons vu dans le chapitre précédent (cf. 2.1.3.3) qu’il était nécessaire de déterminer la matrice
monodrome du systéme. Nous verrons que cette matrice est déterminée ¢galement de manicre semi-
analytique. Enfin, pour suivre 1I’évolution des cycles limites, nous allons décrire la technique de
continuation spécifiquement développée dans le cadre de notre étude. Nous supposerons par la suite
que le contact est tel que Ay < 0.

3.4.1 STABILITE DES CYCLES LIMITES OBTENUS

On considére une solution T-périodique (8(t), 8(t)), solution de ( 3.7 ) et telle que :

{e(t0 +T)=06(t,) =9, (3.39)

0(t, + T)=0(t,) =6,

3.4.1.1 ECRITURE DE LA MATRICE MONODROME

Comme il a été vu au 2.1.3.3, pour étudier la stabilité d’un cycle limite, il faut calculer les valeurs
propres de la matrice monodrome @ ( 2.26 ) qui dans notre cas s’écrit :

20 aaTe(t0+T) g—e(t +T)

228(9—_5)(1:0 +T)= éO 660 (340)
0>>0 t T —(t T
860(0+ ) 890(0+ )

En introduisant la fonction Fp, «; ( 3.37 ) définie en 3.3.5, composée des fonctions de passages
Frpi ooy (0<i<f-l),avecty=ty+ T, il vient :

OFpy 1 (00.80) Fm . (00.6,)

aEP[t t](eo»éo) 20, 06
¢ = T = - “ . 3.41
- 3(90,60) R USTA. (60,60) R USTA. (60,60) ( /
20, 00,

Comme on peut le voir, @ n’est autre que la matrice jacobienne de I’application Fp(, . A partir de
la relation de composition ( 3.37 ), on peut écrire & comme étant le produit chronologique des
matrices jacobiennes des fonctions de passages Fppi 117 (0 <1< f-1):

= aEP[t t. ](91761) aEP[p,,t](ef—laéf—l) oF P[t t, (elae ) a P[t, t](GO’éO)
o= i = L . » . . 3.42
=115 5) 26,0.0) 6] alne (Y

ioYi

Nous allons voir dans ce qui suit, comment se calcule cette matrice monodrome @ a partir de la
relation ( 3.42 ) de maniere semi-analytique.
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3.4.1.2 CALCUL SEMI-ANALYTIQUE DE LA MATRICE MONODROME

Nous allons dans cette partie montrer comment se calcul de maniére semi-analytique la matrice
monodrome P pour une solution périodique de période T initi€e a t, avec comme conditions initiales

(65, 6,)-

Nous avons vu au 3.3 comment s’obtenait de maniére semi-analytique les instants de passage d’une
phase de mouvement a une autre t; (1 <1 < f-1) ainsi que les conditions initiales de chaque phase
associées (0,,0,). A partir de ces valeurs, il nous reste a déterminer les matrices jacobiennes des

fonctions de passage Foppi, ti+1)-

Si entre t; et t;+;, la solution se trouve dans une phase de vol libre, d’aprés ( 3.15 ), ona:

96(ti1) _,
06,
90(t) _,
R it i
96, (3.43)
90(t,)
1+ — 0
06,
06(ti,) _,
06,

En revanche, si entre t; et ti.;, la solution se trouve dans une phase de contact, d’apres les relations
suivantes ( 3.26 ), (3.25), (3.23 ) et (3.20 ) pour Ay < 0, il vient apres calcul :

Afin d’alléger I’écriture, on pose :

90(t;,) Ao C Ao _C
—aei =| cos —2Ipav (ti+1 1) |A0| n 2Ipav (ti+l ti) exXp 2Ipav (ti+l ti)
y [a1 A |

ae(‘fwl) _ pav sin | 0| (ti+1 _ti) exp (_L(tiﬂ _ti)

aei i |A0| 2Ipav i 2IP3V

‘ - - 3.44
90 (t;,) _ _2Ksin |A0| (t., —t.)]||exp|— ¢ (t.,, —t.) ( )

aei \/|A0| 2Ipav - 1 2IP3V " 1
oo _| (A, ) e (sl .

aéi =|cos 21, ( i+1 ti) \/msm 20, (ti+1 tl) exp 20, ( i+1 tl)

A
CS; =cos —2|I 0| (ti+1 —tl)
pav (3.45)
A
SN, =sin | O| (ti+1 —tl)
21,
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On obtient finalement :

aEP[t,,t,H](ei’éi):(l tig —t
a(e,,6,)

i Vi

SiVttelquet, <t<t,,, ona—%SG(t)S+§, alors

. €
SivVttelquet, <t<t,, ona|e(t)|2—,

pav (347)

CS, +—
alors E)F b et (6 6 \/7

7K exp[—i(ti“ _ti)j
3(91’91) “ZBSN, €S, ——=—SN 2 Lpay

A ﬁ

On remarque que ces matrices jacobiennes des fonctions de passage peuvent étre complétement
déterminées de maniére semi-analytique au cours de la résolution temporelle. Les phases de
mouvement (vol libre / contact) apparaissant en alternance, la matrice monodrome P est par
conséquent le produit chronologique alterné des matrices ¢lémentaires définies ci-dessus.

3.4.1.3 CAS PARTICULIER D’UN CYCLE LIMITE SANS PERTE DE CONTACT

Supposons ici, que le cycle limite corresponde a une solution T-périodique en contact permanent
entre I’instant ty et I’instant t; = t; =ty + T. D’aprés ( 3.47 ), la matrice monodrome correspondante
s’écrit donc :

2: _2K“ 14 exp(—zlc TJ (3.48)
——=SN, CS, ——SNO pav
|A0| \/|A0|
i s — | V1A _ A
avec, dans ce cas précis, CS, =cos| ——T | et SN, = —T].
pav pav

L’équation caractéristique de @ qui doit étre vérifiée par les valeurs propres Ag; €t Ag, €st :

A’ +tr (D)L + det () =0 (3.49)

or

tr(P)=2CS, exp [— % T]

pav

2 4K
det(P)= [csg |C SN? + Lo SN ] exp (—Ii TJ = exp (— Ii TJ

Aol [A| -

(3.50)

pav

ce qui donne :

A +2CS, exp[—%T}k+exp(—I£T}=O (3.51)

pav pav
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Cette équation a un discriminant positif (car Ag <0 et T > 0) ce qui donne :
A

A
VO T | —sin MT exp[—LTJ
21, 21, 21,

(3.52)

Ao, =(CS, —=SN, )exp —LT =| cos
21,

A A
7\,¢2=(CSO+SNO)eXp(—iTJ= cos 2| 0|T +sin #T exp[—%T]

pav pav p

11 est facile de démontrer (cf. Annexe B) que quelle que soit la configuration paramétrique choisie,
les inégalités suivantes sont vérifiées :

|Agi|<1 et |Agy|<1 pourT>0 (3.53)

Autrement dit, d’apres la théorie de Floquet (cf. 2.1.3.3), on en déduit que tout cycle limite qui ne
présente pas de perte de contact est forcément asymptotiquement stable.

3.4.1.4 CAS PARTICULIER D’UN CYCLE LIMITE AVEC UNE PERTE DE CONTACT

Supposons ici, que le cycle limite corresponde a une solution T-périodique avec une seule perte de
contact par période. Quel que soit I’instant initial choisi pour décrire le cycle limite, nous savons que
la matrice monodrome, bien que dépendante explicitement de ce temps initial (cf. 2.1.3.3), présente les
mémes valeurs propres (coefficients de Floquet). L expression la plus simple pour une des matrices
monodromes possibles est obtenue pour un instant initial t, choisi en début de phase de vol libre, t
désignant le début de la phase de contact et t, = t, + T étant la fin de celle-ci, ce qui donne :

21
CS, ﬁLLSN0 CS, JFLSN0 (t, —ty) + —=SN,
_ V|A0| |A0| |A0| C
2= expl — (L=t | (3.54)
_ 2K N, s, ——S N, |2 N, 1, - t,) -
A A A
Il vient :

tr(@)=| ——2o SN, (t, —t,)+2CS, exp[—zf (tz—tl)J
pav

4|

det(g )=6Xp(—1£(t2 —t)

pav

J (3.55)

Ceci ne permet pas de conclure de maniére systématique quant a la stabilité du cycle limite. Par
conséquent, dés qu’on aura une ou plusieurs pertes de contact, la détermination de la stabilité devra se
faire au cas par cas, par le calcul semi-analytique des coefficients de Floquet.
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3.4.2 LA GESTION DES ALGORITHMES DE PREDICTION/CORRECTION

Aprés avoir traité la détermination de la stabilit¢é pour une solution périodique, nous allons
maintenant décrire comment la technique de continuation va nous permettre d’obtenir ces cycles
limites en fonction de I’évolution d’un parameétre noté L avec un maximum d’efficacité.

En régle générale, pour une technique de continuation classique (cf. 2.2.2), on définit un seul
algorithme de prédiction/estimation et un seul algorithme de correction. On part d’un pas initial
d’abscisse curviligne donné As = As; qui, s’il ne permet pas a 1’algorithme de correction de converger
vers la solution ou que cette convergence nécessite un nombre d’itérations élevé, doit étre diminué. Sa
valeur est ensuite augmentée sur les points suivants si elle permet une convergence avec un nombre
trés faible d’itérations. Cette gestion du pas As n’a pas été évidente a réaliser dans le cas présent. En
effet, comme nous le verrons dans ce qui suit (cf. Figure 3.21) nous allons observer des bifurcations du
type retournement en trés grand nombre et avec des variations de courbure extrémement importantes.
Avec une technique de continuation « classique », nous avons rencontré de réelles difficultés pour
obtenir un diagramme de bifurcation avec des temps de calcul non prohibitifs. Plusieurs algorithmes
de prédiction et de correction ont été testés afin de déterminer celui qui était le plus adapté a
I’application modélisée. Selon le type de technique de continuation utilisée (séquentielle, a
paramétrisation sélective, pseudo-arclength, arclength), les difficultés de convergence de 1’algorithme
n’ont pas lieu sur les mémes points.

Suite a cela, une technique de continuation a été spécifiquement programmeée en prenant en compte
plusieurs algorithmes de prédiction/correction. Ainsi, lorsque pour un pas d’abscisse curviligne donné,
I’algorithme de correction ne converge pas, avant de réduire le pas, on change d’algorithme de
prédiction/correction parmi plusieurs possibilités. Cela permet de ne baisser le pas As que si aucune
des techniques utilisées ne fonctionne. Pour la plupart des points calculés, cette augmentation des
itérations due a un changement d’algorithmes est néanmoins payante en terme de colt de calcul et
d’efficacité en comparaison a une diminution systématique du pas As.

En outre, 'une des autres spécificités de la technique de continuation employée est également la
vérification systématique de la conformité des points obtenus avant stockage de leur valeur. Par
conformité, j’entends I’adéquation du signe de la variation de parametre Ap obtenue avec 1’évolution
des multiplicateurs de Floquet caractérisant la stabilit¢ de la solution. En effet, lors des premicres
simulations réalisées, il arrivait qu’au voisinage des bifurcations nceud-col, la continuation reparte en
arriére par la méme branche de cycles limites que celle par laquelle elle était arrivée. Des lors, pour
éviter ce type d’erreur, avant de confirmer que le point sur lequel I’algorithme de correction a
convergé est valable, on calcule ses coefficients de Floquet. Si le nouveau point induit une variation de
paramétre négative (inversion de sens d’évolution), alors ce point n’est stocké que si ses coefficients
de Floquet confirment la bifurcation nceud-col en sortant ou entrant dans le cercle unité par la valeur
réelle +1 (cf. 2.1.4.2). Si ce n’est pas le cas, la procédure se poursuit comme si 1’algorithme de
correction n’avait pas converge.

Par conséquent, on n’obtient pas de nouveau point pour I’étude paramétrique dés lors que I’une des
conditions suivantes est réalisée :
- il n’y a pas de convergence avérée au bout d’un nombre d’itérations fixé a ’avance ;
- il y a divergence de I’algorithme en cours (écart prédéfini a I’avance) ;
- la solution obtenue présente des coefficients de Floquet qui ne sont pas conformes avec le sens
d’évolution de la branche de cycle limite suivie.
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3.5 TRAVAUX EXPLORATOIRES

Avant de passer aux applications moteurs, plusieurs étapes ont été nécessaires pour comprendre la
phénoménologie mise en jeu et comprendre la complexité du probléme étudié. Nous allons voir
comment évolue le comportement de la solution selon qu’on considére une excitation purement
harmonique ou bien une excitation du systéme riche en harmoniques.

3.5.1 CAS D’UNE EXCITATION HARMONIQUE

Dans un premier temps, on ne prend en compte qu’une excitation harmonique avec un acyclisme
AAC en h4 uniquement et un couple résistant de pompe a vide constant égal a I'y. Par conséquent, la
période d’excitation du systéme est :

60 1 27
=— 3.56
2 4w ( /

mot aac

T=1
4 N
En augmentant AQy, ’amplitude de I’acyclisme AAC, on va déclencher des vibro-impacts dont les
vitesses d’accostage vont évoluer avec I’acyclisme. Le prochain graphique (Figure 3.20) représente
I’évolution de la vitesse d’impact maximale (coté entrainement et c6té opposé) en fonction de
I’acyclisme adimensionné (AQy/4m,,.)/(€/2). Au départ de la courbe, pour un acyclisme nul, le systéme
reste en permanence en contact et on obtient une solution périodique stable sans impact. En
augmentant 1égérement le niveau d’acyclisme, on finit par provoquer le décollement de la pompe a
vide (TP) entrainée par son inertie lors de la décélération de 1’arbre a cames, puis rattrapée par celui-ci
générant un impact du coté entrainement. Le point (a) sur la figure montre une solution périodique
stable a un impact par période sur le c6té d’entrainement. Dans un premier temps, plus on augmente
I’amplitude d’acyclisme et plus le nombre d’impact et la vitesse maximale d’accostage coté
entrainement augmente (Figure 3.20 : points (a), (b), (c) et (d) avec respectivement 1, 2, 3 et 4 impacts
par période coté entrainement).

Puis, le niveau d’acyclisme fait perdre la stabilité de la solution périodique observée (tracé rouge).
Il s’en suit une succession de bifurcations que nous détaillerons plus loin. Lorsque la solution T-
périodique redevient stable (Figure 3.20 : points (e) et (f)), celle-ci présente plusieurs impacts du coté
entrainement et un seul impact du c6té opposé avec une vitesse d’impact plus grande en valeur absolue
que la vitesse d’accostage maximale c6té entrailnement. Si on continue a augmenter 1’acyclisme, on
arrive a nouveau dans une zone ou la solution T-périodique est particuliérement instable.

Globalement, sur la plage d’acyclisme observée (Figure 3.20), on observe 5 zones de perte de
stabilité de la solution T-périodique. Dans la figure suivante (Figure 3.20), seules quelques solutions
temporelles T-périodiques stables sont tracées, avec a chaque fois le nombre d’impact indiqué de
chaque co6té du contact. Les points (a) a (t) permettent de suivre 1’évolution globale du comportement
du systéme. A partir du point (m), on ne trouve plus de solution instable. L’énergie apportée par
I’acyclisme augmente jusqu’a ce qu’a partir du point (r) le niveau d’acyclisme (converti en couple)
soit trés grand devant la valeur du couple résistant, ce qui a pour conséquence un comportement quasi-
symétrique en terme de vitesses d’impact entre le contact coté entrainement et le contact c6té opposé.
Enfin, a partir du point (t), le niveau d’acyclisme (en débattement angulaire) est trés grand devant le
jeu angulaire qui ne fait que limiter I’amplitude de débattement du systéme qui est complétement
piloté par I’acyclisme : on a de chaque c6té un impact par période définie par 1’acyclisme avec des
temps de vol libre extrémement courts. Notons que de maniére pratique, ce niveau d’acyclisme n’est
jamais atteint sur les moteurs étudiés.
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Figure 3.20 : Evolution des cycles limites 1T-périodiques en fonction de l’acyclisme adimensionné.
Détail de quelques solutions temporelles 1T-périodiques stables.
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3.5.2 ETUDE DES BIFURCATIONS

On souhaite maintenant se focaliser sur la premicre zone d’instabilité. Par souci de simplification,
on ne considére que les vitesses d’impacts coté entrainement. La zone considérée est représentée
Figure 3.21. On remarque entre autre la présence de plusieurs points de bifurcation nceud-col du type
« retournement » (cf. 2.1.4.2) ou la solution 1T-périodique change de nature (stable / instable) et de
direction dans le diagramme de bifurcation (sens croissant ou décroissant du parameétre de controle).

Sur cette figure, la solution 1T-périodique est tout d’abord stable. En augmentant 1’acyclisme, la
solution devient instable suite a une bifurcation du type dédoublement de période. C’est le début d’une
série de bifurcations diverses qui définissent ce qui est appelé la premiére zone d’instabilité (sur les 5
zones vues précédemment). Dans la figure suivante (Figure 3.21), quelques points de retournement
notés (a) a (h) ont été sélectionnés. A chaque point choisi, correspondent sur la figure deux courbes :
I’'une avant la bifurcation, I’autre aprés la bifurcation. A chaque fois, il s’agit d’une solution 1T-
périodique instable pré- et post- bifurcation nceud-col brutale avec changement du nombre d’impact
par période et changement de direction vis-a-vis de I’acyclisme. La solution 1T-périodique repart « en
arriére » avec un acyclisme décroissant avant de rencontrer a nouveau un point de bifurcation du type
nceud-col mais ou cette fois-ci la solution 1T-périodique retrouve sa stabilité de maniére moins
brusque et sans changement du nombre d’impact contrairement aux points de retournement détaillés
dans la figure suivante (Figure 3.21). On obtient ainsi de suite une succession de bifurcations dans
I’ ordre suivant :

- perte de stabilit¢ de la solution 1T-périodique par dédoublement de période. Un des

multiplicateurs de Floquet sort du cercle unité par la valeur réelle — 1 ;

- Dbifurcation nceud-col brutale : avec le pas de discrétisation de la technique de continuation

utilisée, on ne détecte pas forcément la solution stable. Le multiplicateur de Floquet incriminé
(cf. 2.1.4.2) passe brutalement d’une valeur réelle négative inférieure a — 1 a une valeur
positive supérieure a + 1 comme on peut le voir plus loin (cf. Figure 3.22). C’est le cas par
exemple des points (a), (b), (c) et (d) de la Figure 3.21. La solution évolue ensuite avec un
acyclisme décroissant. Ce type de bifurcation est accompagné d’un changement du nombre
d’impacts coté entrainement par période dans la solution (de 7a 6 en (a),de 6 aSen(b),de 5 a
4 en (c)etde 4 a3 en (d)). Ce type de bifurcation est a rapprocher des bifurcations rasantes qui
apparaissent dans les modéles de contact avec loi de restitution (cf. 2.1.4.2v)). Il est probable
qu’avec un modele avec loi de restitution, on obtiendrait des bifurcations rasantes.

- bifurcation nceud-col classique. La solution 1T-périodique redevient stable et change de sens de

variation relativement a I’acyclisme. Cela correspond a I’entrée du multiplicateur de Floquet
dans le cercle unité (par la valeur réelle + 1).

Cet enchainement s’interrompt au point (¢) de la figure qui correspond a une bifurcation nceud-col
brusque pour laquelle le changement de nombre d’impacts intervient du c6té opposé. Pour le point (e),
on passe d’une solution 1T-périodique instable a 3 impacts par période coté entrailnement a une
solution 1T-périodique instable avec le méme nombre d’impact coté entrainement mais avec 1 impact
par période du coté opposé. A partir de ce point, sur la Figure 3.21, la solution 1T-périodique présente
un et un seul impact du co6té opposé. Le diagramme de bifurcation suit ensuite le méme type
d’enchainement de bifurcation que précédemment :

- Dbifurcations nceud-col brusques avec changement du nombre d’impacts coté entrainement

(points (f), (g) et (h) de la figure) ;

- Dbifurcation nceud-col classique avec gain de stabilité locale du cycle limite ;

- perte de stabilit¢ de la solution 1T-périodique par dédoublement de période (sauf pour la

derniére solution stable représentée sur la figure).

Toute la zone d’instabilité représentée ci-aprés (cf. Figure 3.21) montre donc la coexistence de
solution 1T-périodique (stables / instables) et de nombreuses bifurcations (nceud-col / dédoublement)
pour une plage de paramétre de contréle relativement restreinte.
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Figure 3.21 : Tracé des points de bifurcation de solutions 1T-périodiques.
Détail de quelques points de retournements par la représentation temporelle pré- et post-bifurcation.
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Figure 3.22 : Evolution du multiplicateur de Floquet de plus grand module

en fonction de [’abscisse curviligne utilisée par la méthode de continuation.

Mise en évidence des retournements brusques sur les points de bifurcation
(a), (b), (c), (d) et (e) présentés en Figure 3.21.
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Figure 3.23 : Evolution des conditions initiales des solutions 1T-périodiques obtenues par

continuation ( — stables, — instables, — projections 2D ) en fonction de [’acyclisme.

Mise en évidence des variations de courbure du diagramme de bifurcation présenté en Figure 3.21.
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En outre, on se rend bien compte des variations brusques des cycles limites au cours de la
technique de continuation en tragant 1’évolution des conditions initiales a t, (angle relatif 0o, vitesse
relative 0,) des cycles limites obtenus en fonction de 1’acyclisme (Figure 3.23). Sur certains des
retournements tracés précédemment, on n’arrive méme pas a distinguer sur la figure les branches de
cycles limites avant et aprés bifurcation. Lorsqu’on projette la courbe 3D en 2D (traits noirs) pour
n’observer que 1I’évolution de I’angle relatif initial ou de la vitesse relative initiale, on mesure bien a
quel point les variations de courbure sont importantes sur le diagramme. Une grande partie du travail
de thése a été de mettre au point une technique de continuation, décrite précédemment, et qui ne soit
pas mise en défaut lors des points de retournement brusques que nous venons de voir.

Attachons nous maintenant a 1’étude des bifurcations de solutions 1T-périodiques par
dédoublement de période et donc a 1’apparition de solutions 2T-périodiques. Ce type de bifurcation
intervient lorsqu’en augmentant [’acyclisme, la solution 1T-périodique perd sa stabilité. La solution
2T-périodique stable qui apparait alors peut étre obtenue a son tour par technique de continuation.
Dans la figure ci-dessous (Figure 3.24), nous avons choisi de tracer la solution 2T-périodique
engendrée par un dédoublement de période.

- T T T T T
-8 Retournement suivi. ... -
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§= i
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Figure 3.24 : Ajout d’une portion de branche 2T-périodique ( — stables, — instables)
au diagramme de bifurcation représenté en Figure 3.21.

Sur cette figure, on remarque bien que I’on retrouve la méme difficulté sur les branches 2T-
périodiques, a savoir des points de retournement brusques qui peuvent mettre a défaut les techniques
de continuation classiques rencontrées dans la littérature. Sur la plage d’acyclisme ou ont été tracées
les branches 2T-périodiques ci-dessus, les zones stables sont relativement faibles en raison des
dédoublements de période (2T — 4T) qui interviennent rapidement. C’est également le cas pour les
autres branches 2T-périodiques pour lesquelles nous avons uniquement tracé les cycles limites stables
dans la figure qui suit (Figure 3.25). Comme on peut le constater les cycles limites 2T périodiques
stables sont peu étendus et nécessitent d’un long temps de calcul CPU lors de la technique de
continuation.
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Figure 3.25 : Tracé des branches de solutions 2T-périodiques stables,
ajouté au diagramme de bifurcation représenté en Figure 3.21.

Afin de caractériser cette zone, c’est-a-dire de déterminer tous les attracteurs, avec des temps de
calcul raisonnables, on décide d’utiliser la résolution semi-analytique temporelle (cf. 3.3) sur les
branches de cycles limites 1T-périodiques instables. Ainsi, pour chaque plage d’acyclisme
adimensionné ou la solution 1T-périodique est instable (et ne correspond pas a une branche de
retournement), on effectue une simulation semi-analytique sur [0, 200T] en ne conservant que les 100
dernieres périodes pour lesquelles on trace sur la figure qui suit (Figure 3.26) la vitesse maximale
d’impact (c6té entralnement et coté opposé€). Ainsi, de la méme fagon qu’avec une section de Poincaré
(cf. 2.1.1.3), on peut distinguer les cycles limites stables des attracteurs chaotiques. On remarque que
sur la figure, les régions chaotiques apparaissent par une cascade de dédoublement de période (cf.
2.1.4.3). Par contre, aux vues de la rapidité avec laquelle la cascade se déclenche, il ne nous a pas été
possible de calculer le ratio permettant de savoir si cette cascade vérifie ou non le scénario avec la
constante de Feigenbaum.

Comme on pouvait le prévoir a partir de la Figure 3.25, on voit bien sur la Figure 3.26 que la zone
d’instabilités (avec les nombreuses bifurcations que nous avons vues) est largement dominée par des
comportements chaotiques. La partie agrandie sur la figure permet entre autres de voir un
comportement 3T-périodique stable apparaissant subitement aprés une zone chaotique et dégénérant a
nouveau en comportement chaotique par cascade sous-harmonique.
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Figure 3.26 : Caractérisation complete des attracteurs de la zone correspondant au diagramme de
bifurcation représenté en Figure 3.21. Zoom sur une zone plus restreinte.
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3.5.3 INFLUENCE DE LA VITESSE MOYENNE ®,,,

Si on considére maintenant les variations de la vitesse moyenne de I’arbre a cames (avec un
acyclisme en vitesse qui reste constant), on retrouve naturellement le méme type de comportement que
précédemment (cf. Figure 3.27).

En effet, d’aprés les équations de chaque phase de mouvement (cf. 3.3.1.2 et 3.3.1.3), la vitesse
moyenne de [’arbre a cames ., intervient dans le membre de droite des équations différentielles sous
la forme suivante :

N!Z

N
> AT sin (5, 0, t+@)+ 1, Z;agj 0, AQ, sin (5 0, t+9,) (3.57)
=

=1

Pour le deuxiéme membre ci-dessus, on remarque qu’au niveau de I’amplitude dynamique fournie
au systeme (équivalente a une accélération), une augmentation de 1’ensemble des acyclismes AQ;
(1=j<Ng) est équivalente a I’augmentation seule de la vitesse moyenne AAC au carré (my)°.

A faible vitesse, le systéme reste en contact permanent. A partir d’environs 2000 tr/min, la pompe a
vide commence a perdre contact, générant ainsi des chocs périodiques c6té entrainement avec des
vitesses d’impact qui augmentent en valeur absolue au fur a mesure que la vitesse moyenne augmente.
Enfin, a partir d’un certain seuil (= 2700 tr/min), la pompe a vide impacte des deux cotés (traversée
compléte du jeu), faisant apparaitre un comportement chaotique qui disparait et réapparait au fur et a
mesure que I’on augmente la vitesse moyenne de I’arbre a cames. On distingue bien sur la figure ci-
dessous I’alternance des zones chaotiques et des zones périodiques stables. Globalement, en
augmentant la vitesse moyenne ®,,., le niveau moyen des vitesses relatives d’impact augmente (en
valeur absolue). Enfin, au-dela de 4000 tr/min, le systéme reste T-périodique stable de la méme fagon
que ce que I’on avait observé précédemment au-dela d’un certain seuil d’acyclisme (cf. 3.5.1).
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Figure 3.27 : Evolution des vitesses maximales d’impact (coté entrainement et opposé)
en fonction de la vitesse moyenne g,
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3.5.4 CAS D’UNE EXCITATION MULTI-HARMONIQUE

Nous savons que |’arbre a cames est soumis a I’acyclisme moteur et que ce dernier comporte de
nombreuses harmoniques en Hn moteur (n =2, 4, 6, ...) ce qui donne des harmoniques en hn (n =4, 8,
12, ...) a I’arbre a cames. Il est donc nécessaire pour nous, de prendre en compte toute cette richesse
harmonique pour voir quels effets cela induit sur le comportement du modéle réalisé.

On consideére donc les excitations suivantes :

- Acyclisme (5 premiéres harmoniques) par le biais de la vitesse instantanée de I’arbre a cames
sous la forme :

Q,cO=w, +AQ sin(dw, t+ @, )+AQ,sin(8@, t+ @y, )+...

. . . (3.58)
AQ,sin(12w, .t + @y, )+ AQ, sin(16@,, ¢ + @,, )+ AQ, sin(20w, .t + ¢, )

avee

AQ, =36 tr/min, AQ, =15 /min, AQ, =9 tr/min, AQ, =8 fr/min et AQ, =4 tr/min
Qg =+160°, @q, =—710°, @q; =—175°, @o, =+70° et @, =-10°

- Couple résistant multi-harmonique sous la forme suivante :

[, (1)=T,+A> sin(w, ¢+, )+ AL sinRaw,, t+ @, )+... (359)
AT, sin(3w, t+ @, )+ AL, sin(6w, t + ¢, ) ’

avec

Al = 0,140 Nm, AT, =0,190 Nm, AL, =0,490 Nm et AL, =0,045 Nm

I, =L890Nm et { . . . .
Pry = 1755, Pry =25, Pry ==10° et @, ==70

Le parametre de contrdle que I’on fait varier reste la vitesse moyenne de I’arbre a cames ®,,. Les
résultats sont présentés dans la figure ci-aprés (cf. Figure 3.28). Comme avec une excitation en h4, a
partir d’une valeur de vitesse AAC critique, des pertes de contact apparaissent du coté entrainement
pour des vitesses d’impact en valeur absolue croissante. En revanche, dés qu’il ya contact sur les deux
cotés, une zone chaotique apparait. Le calcul du plus grand exposant de Lyapunov le prouve dans le
deuxiéme cas présenté. Cette zone chaotique arrive de maniére trés brutale et on n’arrive pas a
distinguer les bifurcations qui y conduisent. Cela s’explique par le fait que, comme nous I’avons vu
précédemment (Figure 3.21), les bifurcations nceud-col dans les zones chaotiques surviennent lorsque
le nombre d’impact par période change. En prenant en compte ici les harmoniques jusqu’au h20 AAC
(hautes fréquences), ce changement de nombre d’impact intervient a la moindre augmentation de la
vitesse AAC. C’est pourquoi, la zone chaotique survient si brutalement et sur une si grande plage de
vitesse AAC (jusqu’a 4000 tr/min AAC, on ne retrouve pas de cycle limite stable impactant des 2
cotés du jeu).

De plus, Iaugmentation de I’inertie de la pompe a vide I, fait décroitre la vitesse critique
d’apparition des impacts et des zones chaotiques. Cependant, I’allure générale des diagrammes (a) et
(b) reste trés similaire.
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Figure 3.28 : Evolution des vitesses maximales d’impact (coté entrainement et opposé)

. . . I 2
en fonction de la vitesse moyenne @ .q,.. Comparaison entre deux valeurs d’inertie I,,, = 0,24 g.m” (a)

et Ly =042 g.m’ (b) et calcul du plus grand exposant de Lyapunov pour le deuxiéme cas

(c).

Chapitre 3 — Application au TOC

125



3.6 CONCLUSION

Ce chapitre a présenté une résolution semi-analytique sur un modeéle a un degré de liberté des
équations dynamiques non linéaires de 1’entrainement de pompe a vide. Les résultats se sont révélés
performants en terme de précision et de rapidité de résolution (en particulier en comparaison avec les
résultats purement numériques pour la partie temporelle). La méthodologie exposée ci-dessus est
dédiée au probléme de TOC, bien qu’elle reprenne en majeure partiec des modeles et des outils
d’analyse connus de la littérature et présentés dans les deux premiers chapitres de ce mémoire.

L’étude réalisée se veut néanmoins originale par I’application industrielle utilisée avec la prise en
considération d’un grand nombre d’harmoniques de I’acyclisme moteur, ce qui se rencontre beaucoup
moins dans la littérature dédiée a ce type de systémes a jeu. Méme pour 1’étude les chocs de denture de
boite de vitesses (sujet souvent rencontré), les auteurs se contentent souvent de prendre en
considération que le premier harmonique (en H2) de I’acyclisme moteur. Or, dans notre cas, nous
avons vu qu’avec la prise en compte de plusieurs harmoniques, en augmentant le nombre et la valeur
des fréquences excitatrices introduites dans le systéme, on modifie notablement le comportement du
systéme. Dans ce cas, les transitions entre solutions périodiques stables et solutions chaotiques se font
de maniére brutale.

Dans la partie qui suit nous allons de maniére logique étendre la portée du modele. Il s’agira dans
un premier temps de ne plus se limiter a un seul degré de liberté. Puis, nous tenterons de corréler le
modele, d’abord de maniére qualitative avec des cas applicatifs pratiques, puis de maniere quantitative
a I’aide d’un banc expérimental.
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CHAPITRE 4

EXTENSIONS DU MODELE

Dans ce dernier chapitre, nous allons étendre I’étude réalisée précédemment en prenant en compte
la déformation des pi¢ces concernées. Jusqu’a présent, nous avons étudié I’entrainement de pompe a
vide par une modélisation ramenée a un seul degré de liberté. Nous avons vu que, malgré cela, nous
avons pu mettre en exergue la richesse et la complexité des comportements dynamiques du modele
analysé. Aprées avoir considéré la multiplicité des fréquences d’excitations représentant les différents
harmoniques moteurs, nous allons maintenant enrichir la représentativité du systéme par la prise en
compte de plusieurs degrés de liberté. Nous comparerons le précédent modéle a un degré de liberté
avec le modele multi-ddl développé. Afin de corréler la modélisation choisie, un banc expérimental
suffisamment représentatif a été mis en place.

Le chapitre qui suit est par conséquent séparé en quatre parties. La premicre partiec montre de
maniere générale, la problématique multi-ddl et décrit la méthodologie qui permet de traiter cela de
maniére similaire a celle utilisée pour le cas a un degré de liberté. Ensuite, nous considérerons dans la
seconde partie, une distribution du type masses concentrées. Il s’agira de prendre en compte les modes
de torsion de I’arbre a cames qui entraine la pompe a vide en le représentant par une succession
d’inerties en série. Ensuite, dans la troisiéme partie, le modele initial sera testé succinctement et de
maniére qualitative sur des applications moteurs PSA (DV4TD et DV6). La quatriéme partie enfin,
abordera le banc expérimental réalisé pour corréler le modeéle. Cette derniére partie traitera entre autres
des difficultés expérimentales liées a la maitrise de I’acyclisme et a la reproduction de vibro-impacts
périodiques entretenus.
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4.1 PROBLEMATIQUE GENERALE

4.1.1 MODELE GENERAL

Soit Q' et Q", deux solides couplés par une non linéarité du type jeu bilatéral définissant le
contact entre ces deux solides. On note gl t[uf,ué,- -,ui], QH t[uil,ulzl,---,uﬂl et
g=t[gl g“ =t[u1,~ SU LU, ] respectivement les champs de déplacement des systémes
Q' Q" et Qz{QI +Q"r Q' et Q" sont respectivement soumis aux efforts extérieurs

F'0="[F' ©). B ©), F: ()] et F"(0="[F"©), B (1), F" (1),
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Figure 4.1 : Modele général

u

n+l

On suppose que la non linéarité de contact est localisée entre les degrés de liberté u, = ufl et

= u{l (Figure 4.1). On distingue ainsi la phase de vol libre dans le jeu € entre les deux solides et
Contacten A

la phase de contact sur 1’un des cotés (coté A dit d’entrainement ou c6té B dit opposé) :

Vol libre Contacten B
Upsy <, — /2 Uy, — &2 <up <u, +¢/2 u, + &2 <upy
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Le contact est modélisé par une raideur de contact avec un amortissement de contact. Le vecteur
Fcontacr effort de contact linéaire par morceaux engendré s’écrit alors :

t
Feontacr= [O: = 0, iy, fI/II’ 0,--, O] (4.1)
ou
€ . . . €
kc (um—l _un +E)+Cc(un+l _un)ﬂ S1 un+1 S un _E
. & €
fo =ty = 0 » Stu, ——<u,,<u,+—- (4.2)
2 2
€ . . . €
kc (um—l _un _§]+Cc(un+l _un)9 S1 un +§ S un-%—l

ou k. et c. sont respectivement la raideur de contact et I’amortissement de contact.

Les équations différentielles décrivant le systéme complet s’écrivent alors :

M ii(t)+C™" () + K™ u(t) = F(t) + Feonrace (4.3)

M' 0 c' 0 K' 0 !
avec ¥: M A, g1,11 _|= L, 5I,H _|2 L Fy = Eu(t)
0 M 0 g 0 K F (1)

1 . . . . I
K" sont respectivement les matrices de masse, d’amortissement et de raideur de Q.

=< =

I Al
, C et
I 11 . . . . i
, C" et K" sont respectivement les matrices de masse, d’amortissement, de raideur de Q" .

4.1.2 SYSTEME LINEAIRE PAR MORCEAUX

Le systéme différentiel a résoudre est linéaire par morceaux. Il peut en effet étre écrit sur les deux
phases de mouvement qui sont le vol libre et le contact.

Pendant la phase de vol libre, le mouvement des solides Q' et Q" est décrit par le systéme
différentiel linéaire suivant :

M ii(t)+C™" () + K™ u(t) = F(t) (4.4)

Pendant la phase de contact, le mouvement des solides Q' et Q" est décrit par le systéme
différentiel linéaire suivant :

Mi(t)+Cu(t)+ K u(t) =F(t) +F, (4.5)
00 0 0 00 0 0
C CIII 19 +Cc. —¢C t(_) K KIII t(_) +kc _kc tQ 16
= 4 = 4 A
METE T e e 0 BTE Tl ok vk 0 (+0)
00 0 0 00 0 0
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et F, =sign(u,,, —u,). kc,(o e 0 _E += 0 ... Oj (4.7)

+1 siu,,, =2u, (cotéB)

avec sign(u_,, —u )= e
T 21 siug, <ug,,  (cOté A)

Finalement le probléme a résoudre est un systéme différentiel linéaire par morceaux régit par :

u=F(t), si un—§<u <un+§ (vol libre)

n+l

(4.8)

n+l —

. € €
stu, <u —— or u +—<u_, (contact)
2 2

4.1.3 RESOLUTION EN BASES MODALES
4.1.3.1 PASSAGE EN BASES MODALES

Soit £I =[Bi B; Bi ] base des modes propres réels (de pulsations propres 0)1.I (i=1,...,n)) du
systéme Q' non amorti composée des vecteurs propres Eil vérifiant la relation
(-0l M'+K' JPi(ol)=0.

Soit £H =[ E;I 2121 B},ﬂ ] base des modes propres réels (de pulsations propres OJEI G =1,...,m))

du systtme Q" non amorti composée des vecteurs propres E}I vérifiant la relation
2 1 nYplf, ) _
(<o} M"+K" P} {o])-0.
Soit P=[P, P, ---P ., ] base des modes propres réels (de pulsations propres @, (k= 1....,n+tm))
du systéme global en contact Q = { Q'+ Q" } non amorti composée des vecteurs propres P, vérifiant

la relation (o, M+K)P, (@,)=0

Ces bases de vecteurs propres et leurs pulsations propres associées sont calculées numériquement
en prenant en compte les relations d’orthogonalité :

Pour Q"' = {Ql }+ {Q“} (systéme en vol libre) :
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Pour Q= {Q'+Q"} (systéme en contact) :

'‘PMP=I
=== = (4.10)

s D)

'PK P =diag(0, 0,0,

La solution u(t) peut donc étre projetée dans ces bases modales en tenant compte de la phase de
mouvement considérée :

u(t)=P""a(t) en vol libre (systeme "' ={0' }+ {2}

(4.11)
u(t)=Pa(t) en contact (systéme Q = {QI +Qf })
En introduisant I’amortissement du systéme, a(t) vérifie le systéme différentiel suivant :
En vol libre
0+ P () + ding (0] oo (0} P o P (0 ) a0 =2 M 0
(4.12)

En contact

A0+ PCP a(t) + diag (07,02, .., Ja(t)="P (E() + F,)

> n+m

On remarque que les matrices C et C""" introduisent un couplage des équations différentielles dans
chaque cas (vol libre et contact).

4.1.3.2 DECOUPLAGE DES EQUATIONS EN BASE MODALE : HYPOTHESE DE BASILE

On se place dans 1’hypothése de Basile, hypothése classique qui consiste a ignorer ce couplage,
c’est-a-dire & supposer que les matrices d’amortissements C et C"" sur chaque phase sont diagonales
sur la base des modes propres non amortis. On introduit alors un amortissement proportionnel, dit
également amortissement diagonal qui vérifie :

‘P CM PN = diag(2€] o), 28 @] 28] @', 28 N @!)
- = = (4.13)
'PCP=diag(2§, 00,,28,0,,.28,,,,0,,,,)

Comme on le congoit bien, cette simplification se justifie, globalement, dans le cas de faibles
couplages par I’amortissement. Celui-ci jouant principalement son réle aux niveaux des résonances, on
regarde généralement si les conditions suivantes sont satisfaites :

- les termes diagonaux de (‘P"" C"" P"") et (‘P C P) sont faibles (amortissements modaux faibles) ;

- les termes hors-diagonaux de (‘P™" C"" P"") et (‘P C P) sont petits devant les termes diagonaux

(diagonale dominante) ;
- les fréquences propres sont suffisamment espacées entre elles (densité modale faible).

Les conditions ne sont en moins pas suffisantes pour garantir la légitimité du découplage.
L hypothése de Basile ne repose sur aucune justification a priori et il faudra vérifier a posteriori sa
validité.
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Toutefois, nous nous placons dans le cadre de I’hypothése de Basile, de sorte que le systéme
différentiel s’écrive dans la base des modes propres de la fagon suivante :

Envollibre:

i)+ 2diadelo] -+ £l El'w - Bl a0 +diag (ol - (6 (0! ]+l Jaw =2 Few
(4.14)

En contact:

A1)+ 2diagE @), &, 1 Oy ) A0 +diad?, -, 02, Ja(t) =" P(F(1)+F,)

Il s’agit d’un systéeme différentiel linéaire par morceaux. La solution temporelle a(t) sur base
modale peut étre déterminée analytiquement sur chaque phase. De maniére similaire a celle utilisée
pour le probléme a un degré de liberté, nous allons ici résoudre le probléme général de manicre semi-
analytique.

4.1.3.3 RESOLUTION SEMI-ANALYTIQUE TEMPORELLE

On se propose ici de décrire le processus complet de résolution semi-analytique du probléme décrit
au 4.1.1. Les bases modales P"" et P et leurs valeurs propres associées (®,--,®., -, @ )et
(®,, -+, m,,,, ) sont calculées numériquement a partir des parametres du systemes. Soit le vecteur des
conditions initiales u, =u(0) = [ul @ u,(0)---u,,, (O)] t =t = 0, nous allons décrire ci-dessous les

différentes étapes de la résolution temporelle du probléme :
- Détection de la phase de départ a t =t, = 0 a partir de la valeur de u,.

- Résolution analytique du systéme différentiel linéaire en base modale correspondant a la phase
de mouvement concernée.

o S’il s’agit d’une phase de vol libre : Résolution analytique de I’équation suivante avec
comme condition initiale & t =1t, =0, a(0)=(P"")™" u(0) :

i)+ 2diadgled. & o] &0l Ehel ) a+diag (6 ol o ) o =)

o S’il s’agit d’une phase de contact : Résolution analytique de 1’équation suivante avec
comme condition initialeat=1t, =0, a(0)= P_l u(0) :

() + 2iaglEy ),y 0y, A0+ dind 02, )a() = P(E)+E,)

- Détermination de la solution analytique de la phase considérée sur base naturelle u(t) a partir de
la solution analytique sur base modale a(t) déterminée précédemment.

o S’il s’agit d’une phase de vol libre par la projection u(t)= El’“ a(t)
o S’il s’agit d’une phase de contact par la projection u(t) =P a(t)
- Résolution numérique de I’instant t; de fin de phase : t, =min (t tel que| u,, (t)—=u,(t) | = %}
t>t,

- Utilisation du vecteur u(t;) comme conditions initiales a t =t de la phase suivante...
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Par itérations successives, on géneére ainsi la solution temporelle du systeme étudié avec
raccordement numérique réalisé aux instants t; de changement de phase de mouvement (vol libre ou
contact).

4.2 APPROCHE MULTICORPS : MASSES CONCENTREES

Dans cette partie, nous allons étudier le comportement dynamique de I’entrainement de la pompe a
vide par un arbre a cames modélisé en torsion par une approche du type « masses concentrées ». Les
arbres a cames considérés seront ceux qui équipent les moteurs diesel DV4 ou DV6 du groupe PSA
Peugeot Citroén. Etant donné le peu d’informations dont on dispose concernant la pompe a vide, celle-
ci sera assimilée comme précédemment a une inertie I = I,,, soumise a un couple résistant instantané -
[Mes(t) connu.

4.2.1 CARACTERISATION DE L’ARBRE A CAMES

On considere les arbres a cames échappement des moteurs diesel DVATD et DV6. 1l s’agit de
moteurs 4 cylindres en ligne avec un AAC pour 1’admission et un AAC pour 1I’échappement. C’est ce
dernier qui entraine la pompe a vide. Le DV4TD est un moteur 2 soupapes par cylindre (4 cames par
AAC) tandis que le DV6 est un moteur 4 cylindres en ligne (donc 8 cames par AAC). Afin de réduire
la taille du mod¢le a étudier, on prend en compte uniquement la torsion de I’arbre a cames. Celui-ci est
considéré comme un ensemble d’inerties I; (j = 1 a n) en série reliées par des raideurs de torsion et un
amortissement visqueux interne. Les inerties I; sont obtenues en trongonnant 1’arbre a cames. Les
raideurs de torsion sont quant a elles obtenues en considérant la torsion entre chaque paire d’inertie
concentrées en un point matériel. Il s’agit d’une approche du type « masses concentrées », appliquée
en torsion. Les inerties et raideurs de torsion utilisées sont regroupées dans les tableaux qui suivent (cf.
Tableau 4 et Tableau 5).

Raideurs de torsion Inertie / axe rotation Raideurs de torsion Inertie / axe rotation
(Nm/rad) (*10° kg.m?) (Nm/rad) (*10° kg.m?)
k4 99 097 I 2,81 k15 29 044 115 6,57
ko 33743 12 2,38 k16 29 008 116 10,12
ks 25 261 13 4,55 k17 168 308 117 1,30
k4 43 167 14 10,12 k18 47 585 118 2,38
k5 168 308 15 1,30 k19 47 585 119 1,30
k6 47 585 16 10,31 k20 169 182 120 10,31
k7 47 585 17 6,57 k21 29 044 121 6,57
k8 169 182 18 10,12 k22 29 008 122 10,12
k9 29 044 19 1,30 k23 168 308 123 1,30
k10 29 008 10 2,38 k24 47 585 124 2,38
k11 168 308 11 1,30 k25 49 946 125 1,13
k12 47 585 12 2,38 k26 196 763 126 10,31
k13 47 585 13 1,30 k27 57 964 127 3,47
k14 169 182 114 10,31

Tableau 4 : Caractérisation par inerties concentrées de l'arbre a cames DV4TD
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Raideurs de torsion Inertie / axe rotation Raideurs de torsion Inertie / axe rotation
(Nm/rad) (*10° kg.m?) (Nm/rad) (*10° kg.m?)

k4 318 388 11 1,35 k14 132 653 114 14,79
ko 207 241 12 14,79 k15 65 814 115 4,14
ks 65 814 13 4,14 k16 65 814 116 14,79
k4 65 814 14 14,79 k17 138 593 117 2,04
k5 137 850 15 2,05 k18 40 969 118 2,77
k6 40 951 16 2,76 K19 40 969 119 2,04
k7 41 064 17 2,03 k20 138 593 120 14,79
k8 138 848 18 14,79 k21 65 814 121 414
k9 65 814 19 4,14 k22 65814 122 14,79
k10 65 814 10 14,79 k23 169 817 123 1,66
k11 131 735 11 2,14 k24 36 189 124 3,61
k12 41 906 12 2,60 k25 26 954 125 3,91
k13 42 023 13 2,13

Tableau 5 : Caractérisation par inerties concentrées de l'arbre a cames échappement DV6

Pour chaque cas, le premier mode de torsion de I’arbre a cames échappement se situe 1égerement
au-dela de 1000 Hz. Nous allons maintenant voir quelles excitations sont subies par le systéme. On ne
considérera ici que le DV6, I’étude du DVATD étant équivalente.

4.2.2 CARACTERISATION DES EXCITATIONS

Les excitations soumises au systéme et représentées ci-apres (cf. Figure 4.2) sont de trois types de

source :

- I’acyclisme multi-harmonique provenant du moteur et qui impose en entrée de 1’arbre a cames
(coté poulie de distribution) une vitesse instantanée €(t) sous la forme suivante :

=1

Ng
Qo cO=0, + ZAQj Sin(sgj O ¢Qj)

(4.15)

Une fois la composante continue retirée (correspondant a la vitesse moyenne ), cet
acyclisme imposé se traduit par un couple alternatif Cq(t) appliqué sur I’inertie I, et qui s’écrit :

No -AQ. No
C,(t) =k, [Zﬁcos(égj Oy t+ Py )J+cl (ZAQj sin(SQj o)aact+¢gj)j (4.16)
=1 YQj %aac =

ou ¢ est I’amortissement qui relie la butée (poulie AAC) a I’inertie I; (i.e. élément (1,1) de la
matrice d’amortissement C"" ou C) obtenu a partir de I’amortissement diagonal choisi .
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On écrit ce couple Cq, sous la forme :

Co®)=>(ACy, sin(ho,t)+A.Cqy, cos(ho,t)) (4.17)

aac aac
h=1

Afin de résoudre le systéme, on sépare le couple provenant de I’entrainement de distribution en
une partie en « sin » et une partie en « cos ». On a les inégalités suivantes entre nombres entiers

18, etdgy, <N ainsi que les relations :

(4.18)
AC, =0
Sih#8,, ¢ ° &
A.Cy, =0
. AQ;
VIShsN,VI<j<N,, ASCQh:kIWSIH¢9j+C1AQjCOS¢9j
Sih=3,, QJA;;
AcCoqp =k, j COS @, +¢, AQ. sin @,
8!2j O‘)aac ' ! !

- le couple des cames (au nombre de 8 par arbre pour le DV6) noté Cc,umex 0U k désigne le couple
de la came prise en compte (1 < k < 8). Les couples Ccametr, Ccamezs ---» Ccames SoONt
respectivement associées (dans le cas du moteur DV6 par exemple) aux inerties Iy, Iy, Ig, T1o, 14,
Lig, Ing et Ino.

NC
Pour 1Sk <8, Crpu()=Co + > AC, sin(3¢y ® .t + ey ) (4.19)

=

Les cames (1 et 2), (3 et 4), (5 et 6) et (7 et 8) correspondent respectivement aux cylindres
moteur n° 1, 23 Jet4d (d’()l‘1 CCamel(t) = CCameZ(t)’ CCameS(t) = CCame4(t)’ CCameS(t) = CCame6(t) et
Ceame7(t) = Ccames(t),). L’ordre d’allumage étant 1-3-4-2, le couple des cames sur chaque
cylindre est tout simplement déphasé de m/2 selon cet ordre d’allumage. Les propriétés qui en
découlent sont donc les suivantes.

C01 = Coz = Co3 = C04 = Cos = C06 = C07 = C08

AC;, =AC;, =AC; =AC,, =AC;; =AC;, =AC;, =AC
5cj1 = 5cp = 5@3 - §Cj4 - 5st - 5@'6 - 5017 - 5018 (4.20)
VIsjsNg, Peji = Peip> Peip = Peur Pojs = Pejs € Pejp = Ps

T T
_Ea Peiz =Pciy =% et Qe = Py _35

Peis = Peji

De la méme fagon que pour I’acyclisme, pour chaque couple de came, on préférera écrire celui-
1 1 < < :
ci sous la forme suivante (1 <8, etdey SN):

N
Pour1<k <8, C,,.10=C, +Z:(ASChk sin(ho,, t)+A.C, cos(ho,t)) (421)

aac aac
h=1
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avec,

AC, =0
Sih#3g, {Aschk Iy
. c“nk =
Pour Sk <8 VI<h<N,VI<j<N,, AC, —AC. cosg (+22)
) sCne = AL COS Pry
Sih=238, AC. =AC. si
cLwe = ALy sm @

- le couple résistant instantané de la pompe a vide, appliqué a I’inertie I+ et qui s’oppose a la
rotation de I’arbre a cames :

Nr
T () =Ty +> A sin(5, 0.t +@;) (4.23)
=
La encore, on écrit ce couple de la maniére suivante :

N

I.t=-Cg, —Z(ASCrh sin (hcoaact)+ A.Cp, cos(h(o t)) (4.24)

aac
h=1
avec les relations 1 <0, SFNF <N, Crp=-Tyet:

ACr, =0
A.C =0
ACp, =—Al, cos @y,

Sih#3dy, {

VI<Sh<N,VI<j<N, (4.25)

Sih=3§,
Y {Accrh =—Alsin g,

C ame C ame CCame8 3 V1
n ot ﬂc ? Arbre a cames n Pompe a vide
ki ko ks S I Kn-1 ka
A R ﬂmh:l—'ﬂpln #._I__ily_l___\_,

Q(t) [(t)

Figure 4.2 : Schéma du modele multi-ddl en torsion

On peut notamment comparer le schéma ci-dessus (cf. Figure 4.2) avec le modéle a un degré de
liberté utilisé dans le chapitre précédent (cf. Figure 3.8). Dans la base naturelle de 1’ensemble des
rotations angulaires des inerties [; a I, (avec n =27 pour le DV4TD d’apres Tableau 4 et n = 25 pour
le DV6 d’aprés Tableau 5), nous pouvons écrire le vecteur effort (ici couple) F(t) mentionné au
paragraphe 4.1 d’apres les trois sources d’excitation que nous venons de voir.
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Pour le DV6 par exemple, on obtient donc :

(4.26)
Co(® 0 AsCoq AcCy,
CCamel (t) COl ASChl ACC’hl
0 0 0 0
C Came2 (t) COZ A S Ch2 A C ChZ
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
C Came3 (t) C03 A N Ch3 A C Ch3
0 0 0 0
C Came4 (t) C~’04 A N Ch4 A C Ch4
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 il 0 N 0
F(t) = = + z sin(ho,, t)+ Z cos(haw,, t)
C Came$5 (t) COS h=1 A S ChS h=l1 A C ChS
0 0 0 0
C cames (V) Coe AsChe AcCh
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
CCame7 (t) C07 ASC‘h7 ACCYh7
0 0 0 0
C Came8 (t) COS A N Ch8 A C ChS
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
=L () Cro ACry, AcCyy,

On distingue par conséquent dans le vecteur F(t), une partie constante, une partie constituée d’une
somme de N harmoniques (dont certaines possiblement nulles) en « sin(hm,,t) » et de N harmoniques
(dont certaines également possiblement nulles) en « cos(hm,,.t) ». A partir de ce vecteur excitation, on
pourra, comme présenté au 4.1, calculer de maniére semi-analytique la solution temporelle recherchée.

Nous allons maintenant dans la partie qui suit présenter quelques résultats obtenus avec ce modele
en « inerties concentrée » et le comparer au modele initial a un degré de liberté.
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4.2.3 RESULTATS OBTENUS : COMPARAISONS 1 DDL /26 DDL

Afin de mettre en évidence, I’intérét du modéle a inerties concentrées vis-a-vis du modéle a un
degré de liberté, une comparaison a ¢été réalisée avec les mémes jeux de parameétres. C’est
volontairement qu’on ne prend pas en compte de couple résistant au niveau des cames de manicre a
fournir la méme énergie au systéme dans les deux cas. Cette énergie fournie se résume a 1’acyclisme
moteur (impos¢ comme condition aux limites au niveau de 1’arbre a cames) et au couple résistant de la
pompe a vide. La configuration d’excitation de base en terme d’acyclisme et de couple résistant de

pompe a vide est décrite dans les tableaux suivants (Tableau 6 et Tableau 7) :

Harmonique Ampli?ude Phasage Harmonique Amplitude Phasage
(tr/min) (degré) (Nm) (degré)
h4 Q=36 | ¢;=+160 hO I'hy=1,890 X
h8 Q=15 | ¢=-70 hi\yy=1 | I''=0,140 | ¢;=-175
h12 Q=9 | @3=-175 h2\y=2 | I2=0,190 | ¢,=-25
h16 Q4=38 ©s=+70 h3\y3=3 | I5=0,490 | ¢03=-10
h20 Qs=4 ¢s=-10 ho\vy=6 | T4=0,045 | ¢s=-70

Tableau 6 : Acyclisme nominal Tableau 7 : Couple pompe nominal

Ces valeurs font partie des données d’entrée des simulations que nous avons réalisées. Dans le cas
1 ddl, I’acyclisme d’arbre a cames est imposé a I’ensemble de I’AAC. Pour le cas multi-ddl en
revanche, on introduit la flexibilité en torsion de I’arbre a cames par 1’utilisation d’inerties concentrées
ce qui nous conduit a 26 ddls pour le systéme complet. La pompe a vide reste ramenée a une simple
inertie. L’acyclisme, identique a celui du cas 1 ddl, est ici introduit au niveau de la premiére inertie
d’AAC a I’extréme opposé¢ de I’emplacement de la pompe a vide. Les paramétres de contact (raideur,
amortissements et jeu) sont les mémes dans les deux cas.

Ne serait-ce déja que sur les figures tracées dans ce qui suit (Figure 4.3 et Figure 4.4), on note déja
la différence de comportement sur les solutions temporelles obtenues par simulation dans les cas 1 ddl
et 26 ddIs. Comme nous allons le voir plus tard, en prenant en compte la flexibilité de 1’arbre a cames
en rotation, on généere des pertes de contact et donc des chocs pour des vitesses de rotation plus faibles
que dans le cas d’un arbre a cames rigides soumis aux mémes acyclismes. Dans 1’exemple représenté a
3500 tr/min, dans le cas 1 ddl, on ne traverse complétement le jeu angulaire qu’une fois par tour AAC
alors qu’en prenant en compte la torsion de ’arbre a cames, le jeu est traversé 8 fois par tour. De
méme en terme de vitesses d’impact, on atteint des valeurs pres de 10 fois plus élevées en considérant
ces degrés de liberté supplémentaires.

Néanmoins, du point de vue comportemental, on peut se poser la question s’il y a tant d’écarts que
cela. Nous allons nous rendre compte que pas du tout. En réalisant une technique de continuation sur
les deux modéles avec la vitesse arbre a cames ® = ®,,c comme parameétre de variation, on se rend
compte que globalement on retrouve les mémes phénoménes mais a des niveaux différents. Sur la
Figure 4.5, on se place cette fois-ci dans la configuration déja présentée sur le premier cas de la Figure
3.28. Nous représentons en bleu le cas a 1 degré de liberté et en noir le cas a 26 degrés de liberté.
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Figure 4.4 : Solution périodique du modele a 26 degré de liberté
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Figure 4.5 : Comparaison du modeéle a I degré de liberté(en bleu) et du modele a 26 degré de liberté
(en noir) en terme de comportement vis-a-vis de [’évolution de la vitesse d ’arbre a cames

En passant au modele a 26 degrés de libertés, on remarque tout d’abord un changement important
dans les valeurs de ® qui déclenchent les impacts sur le c6té d’entrainement et qui délimitent le début
de comportements chaotiques. Il s’en suit ainsi des niveaux d’impacts plus importants. Ces
phénomeénes apparaissent pour des valeurs de ® plus faibles. En outre, une fois le comportement
chaotique déclenché, on retrouve des solutions périodiques stables avec traversée de jeu et impact des
deux cotés.

Ce type de résultat est trés important puisqu’on comprend bien qu’a partir du modele a un degré de
liberté, dans le cas présent, on conclut qu’avant 2000 tr/min de vitesse moyenne d’arbre a cames, on
n’a pas le moindre probléme d’impact. En revanche, en considérant la flexibilit¢ de I’AAC, on
remarque que trés rapidement aprés 1000 tr/min, on a des chocs au niveau de I’entrailnement de la
pompe a vide.

Comme on le voit, il ne suffit dans pas de connaitre la valeurs de 1’acyclisme du c6té de la poulie
AAC (valeurs que I’on mesure sur moteur) pour déterminer les zones de chocs. L’AAC se déforme en
torsion sous I’effet des chocs au niveau de la pompe a vide, de I’acyclisme de la poulie AAC issus de
I’attelage mobile via la courroie de distribution et des couples résistants des cames en contact
permanent sur les dispositifs mécaniques de commandes de soupapes. Avec les résultats numériques
du modele multi-ddl, en représentant a chaque instant la position angulaire de chaque inertie qui
constitue I’AAC, on peut visualiser les oscillations vibratoires qui sont transférées le long de 1’arbre a
la suite des chocs. C’est le cas de la figure suivante qui montre 1’évolution dynamique du systéme pour
le cas d’un choc sur le c6té entrainement (Figure 4.6). Chaque inertie de 1’arbre a cames est
représentée par sa position angulaire en bleue par rapport a la vitesse moyenne avec a I’extrémité
gauche la poulie AAC et a I’extrémité droite le bout d’arbre a cames qui « voit » la pompe a vide.
Cette derniere est représentée en noir par sa position angulaire par rapport a I’extrémité de I’ AAC. Les
traits rouges représentent les limites du jeu angulaire au niveau de 1’accouplement. Enfin, si ces
vibrations se voient bien sur la figure suivante, c’est encore mieux de visualiser ce mouvement a partir
de séquences enchainées (du type vidéo), ce qui a été réalisé trés simplement a partir de I’ensemble
des images obtenues par le calcul.
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4.3 APPLICATIONS MOTEURS

Dans cette partie, nous allons décrire deux cas d’application de pompes a vide entrainées sur
moteur diesel et pour lesquelles les résultats numériques ont été conformes aux attentes. Il s’agit pour
le premier cas de I’application DV4 (cylindrée de 1,4 L) et pour le deuxiéme cas de 1’application DV6
(cylindrée de 1,6 L).

4.3.1 APPLICATION DV4TD

La pompe a vide DV4TD a connu des problémes de perte d’accouplement avec 1’arbre a cames. La
problématique est Iégerement différente de ce dont nous avons parlé jusqu’a présent. Le probléme était
celui d’une usure latérale de butée d’arbre a cames sur la culasse. Cette usure avait pour conséquence
de décaler I’arbre a cames de sorte que 1’on perdait ’entrainement de la pompe a vide. Pour y
remédier, des modifications ont di étre apportées entre autres au niveau de 1’embout de ’arbre a
cames et du TOC. L’embout d’AAC a vu sa gorge d’accouplement plus importante puis évidée de
maniére cylindrique en fond de gorge comme représenté sur la figure ci-dessous (Figure 4.7). Cet
évidement a eu pour but non seulement de lubrifier la zone de contact mais également d’atténuer les
couples engendrés par les impacts dont nous avons déja parlé. Le TOC de pompe a vide a quant a lui
été rallongé de maniére 1égérement biseautée (Figure 4.8).

Embout de pompe a vide
avec fond de gorge évidé
pour atténuer la raideur de
contact et faciliter la
lubrification

Vue de profil

Embout d’arbre a cames DV4TD }
ou vient se placer le TOC de pompe a vide R—

Figure 4.7 : Modification de [’embout d’arbre a cames DV4TD
suite a la problématique d’entrainement de pompe a vide
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Fonctionnement normal : VYue du TOC de PAV DV4TD :
PAV
/ NS 5
AAC

DV4TD —

Fonctionnement dégradé (butée latérale usée) : ‘ '

PAV .

AAC
DV4TD == oo

Figure 4.8 : Fonctionnement normal et dégradé de [’entrainement de pompe a vide DV4TD

Pour valider cette modification en terme de tenue du TOC de pompe a vide vis-a-vis des chocs,
outre les essais réalisés sur moteur, des calculs ont été effectués par le département de modélisation et
de validation de I’architecture mécanique a partir du modele développé dans le cadre de cette thése.
Bien que les principales difficultés aient été liées a des efforts longitudinaux (usure latérale de butée
culasse/AAC), ces calculs ont également servis a s’assurer qu’on n’aggravait pas la situation sur les
chocs d’accouplement de pompe a vide méme en fonctionnement dégradé avec un jeu angulaire plus
important.

Le but de ces calculs était la détermination des niveaux de choc avec trois types d’embouts d’arbre
a cames DV4, a savoir :

- Dentralnement de pompe a vide DV4TD de départ, le cas série (réf.. 9645956180) a Iorigine
des problémes de perte d’accouplement de pompe a vide ;

- I’entrainement de pompe a vide avec un arbre a cames a embout allongé (réf. 9658404880)
(gorge plus profonde) et le TOC de pompe a vide plus long ;

- D’entrainement de pompe a vide DV4TD finalement retenu avec I’arbre a cames proposé par le
fournisseur MAHLE (réf. AA33049788) avec un embout allongé (gorge plus profonde) et un
évidement cylindrique supplémentaire en fond de gorge (abaissant ainsi la valeur de la raideur
de contact de I’accouplement).

Pour chacun des cas, afin de déterminer la raideur de contact, on détermine par éléments finis le
déplacement obtenu sous une charge de 6 Nm sur I’embout d’arbre a cames. Cela se fait de manicre
similaire a ce qui a été présenté au 3.2.4.2, mais pour un seul cas de charge (couple de 6 Nm). Cette
valeur de raideur de contact est ensuite utilisée dans le modele semi-analytique.

Les résultats de calcul sont alors regroupés dans le tableau suivant (Tableau 8). Les calculs sont
réalisés en fonctionnement normal mais aussi en fonctionnement dégradé avec une butée latérale AAC
usée ce qui diminue la surface de contact entre le TOC et I’arbre a cames et augmente le jeu angulaire
au niveau de I’entrainement.
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Couple de choc maxi Couple de choc maxi
Dépl ‘ Raideur AAC/TOC coté entrainement AAC/TOC coté opposé
cplacement |- o - ontact (Nm) (Nm)
sous 6Nm .
angulaire . ) . .
(CIl Il’lm) Nm/ d) Fonctionnement Fonctionnement Fonctionnement Fonctionnement
( ra normal butée latérale usée normal butée latérale usée
Cas série de
départ 0,011 9016 18,5 29,5 20,0 22,0
9645956180
Cas allongé
(gorge AAC) 0,021 4722 13,5 20,0 14,0 19,5
9658404880
Proposition
MAHLE 0,028 3542 12,0 15,5 12,0 15,5
AA33049788

Tableau 8 : Résultats de calcul de couple de choc pour ’application DV4TD

On constate qu’en terme de couples encaissés les évolutions réalisées, cas série — cas allongé —
proposition MAHLE, sont progressivement meilleures du fait d’un assouplissement du contact
(raideur de contact plus faible). Cette diminution de la valeur des couples issus des chocs se voit tant
sur le coté d’entrainement du TOC et de la pompe a vide que sur le coté opposé (apres traversée
compléte du jeu angulaire).

En outre, avec la proposition MAHLE, méme en mode de fonctionnement dégradé, on atteint des
valeurs de couples maximaux issus des chocs (15,5 Nm) inférieurs aux valeurs que I’on avait au départ
en mode de fonctionnement normal (18,5 Nm et 20 Nm). Le cas allongé (gorge AAC profonde),
méme s’il résolvait partiellement le cas de déplacement latéral AAC, présentait néanmoins des valeurs
de couple de choc plus ¢élevé en mode dégradé que le cas précédent en fonctionnement normal. C’est
par conséquent la troisiéme possibilité qui a été retenue. Il s’est avéré par la suite, qu’effectivement
nous n’avons pas connu de probléme de tenue de TOC de pompe a vide DVATD avec ’application de
la proposition MAHLE.

Nous n’avons pas pu corréler le modele sur ce cas d’application. Bien que 1’ordre de grandeur des
couples de chocs obtenus (une vingtaine de Nm) soit conforme aux valeurs attendues, nous n’avons
pas pu mesurer ces couples de choc sur moteur. En revanche, si on ne peut pas encore se prononcer du
point de vue de la prédictibilit¢ du modele, en terme d’outil comparatif entre plusieurs solutions
proposées, il nous a donné dans ce cas la des résultats satisfaisants. Nous allons voir maintenant dans
la partie qui suit comment il se comporte sur I’application moteur DV6.
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4.3.2 APPLICATION DV6

Pour I’application DV6, en revanche, nous avons connu des problémes de casse de TOC tels ceux
mentionnés au chapitre 3. Dans notre cas, 1’architecture du moteur est plus particuliére puisque la
courroie de distribution entraine la rotation de 1’arbre a cames admission, qu’on a un relais chaine

entre les deux AAC qui assure la rotation de I’arbre a cames échappement, ce dernier entrainant a
extrémité la pompe a vide (inertie de 83e-6 kg.m?) par I’intermédiaire d’un TOC (Figure 4.9).

son

Pour cette application, le niveau d’acyclisme au niveau de la poulie de I’AAC admission est
principalement dépendant de I’acyclisme moteur provenant de I’attelage mobile, de celui provenant de
la pompe a injection et de I’architecture de la facade de distribution. Le mode de fagade de
distribution, a environs 135 Hz, est excité a 4000 tr/min par I’harmonique H2 du vilebrequin (et qui se

retrouve en harmonique h4 au niveau des AAC).

AAC admission

Pompe a vide

AAC échappement

Relais chaine

Courroie de distribution

Poulie vilebrequin

Figure 4.9 : Facade de distribution DV6 - problématique de |’entrainement de pompe a vide
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Pour cette application, les principales variations de vitesse proviennent du vilebrequin et de la
pompe a injection. En calant cette derniére par rapport a la rotation vilebrequin, on peut a partir de ce
phasage, additionner ou soustraire les sollicitations de la facade en H2 moteur et donc le niveau de
I’harmonique en h4 au niveau des AAC. Dans la figure suivante, on visualise apres traitement (Figure
4.10), la décomposition harmonique de deux relevés d’acyclisme AAC obtenus expérimentalement
avec deux valeurs de calage de la pompe a injection : I’un pour une valeur maximale de I’harmonique
h4 AAC (cas « PIRE » en rouge) et I’autre pour une valeur minimale de cette méme harmonique (cas
« OPTI » en bleu). On remarque que ce type de phasage optimal de la pompe a injection permet de
diviser par plus de 4 le niveau de I’harmonique h4 au niveau des AAC (I’'une des principales
contribution) en impactant de maniére trés minimale sur les harmoniques plus élevées.
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Figure 4.10 : Comparaison de l’acyclisme transmis a 4000 tr/min a [’AAC échappement DV6
entre un calage de la pompe a injection optimal (en bleu) et un calage au pire (en rouge)

Des calculs temporels ont alors été réalisés avec le modele semi-analytique et a partir des données
obtenues expérimentalement (acyclisme AAC, couple de caractérisation de la pompe a vide). L’allure
des couples d’impact (Figure 4.11) obtenus numériquement a 4000 tr/min montre un meilleur
comportement du calage optimal qui est cohérent avec les essais d’endurance PSA qui ont validé la
tenue du TOC DV6. Pour la configuration optimale, on peut observer en effet dans les tracés qui
suivent un nombre d’impact moindre avec des valeurs maximales plus faibles et cela des 2 cotés du
jeu (valeurs de couple d’entrainement instantané négatives et positives).

Configuration optimale Configuration au pire
60 60 : ;
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Figure 4.11 : Résultats comparatif des couples engendrés par les chocs sur [’entrainement de PAV
DV6 pour un calage de la pompe a injection optimal (en bleu) et pour un calage au pire (en rouge)
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4.4 EXPERIMENTATION

Afin de valider la fiabilité des résultats numériques obtenus par le modele semi-analytique, nous
avons souhaité réaliser un banc expérimental simple et dédié a cela, qui reproduise le phénomeéne de
vibro-impact. Nous allons dans cette partie dégager la problématique inhérente au montage que nous
avons voulu réaliser. Aprés avoir expliqué les limitations des mesures faites sur moteur PSA qui
justifient Iutilisation d’un banc expérimental adapté, nous décrirons le dispositif du banc, présenterons
les résultats obtenus et les confronterons au modele semi-analytique.

4.4.1 LES LIMITATIONS DES MESURES EXISTANTES SUR GMP

4.4.1.1 LES MESURES MOTEUR

Suite a I’apparition des problémes de tenue de 1’entrainement de pompe a vide sur moteurs diesel,
PSA a fait réaliser un banc d’essai sur le moteur incriminé. Cependant, ces essais ne permettent pas de
validation du modéle numérique pour les raisons suivantes :

- L’acyclisme de I’arbre a cames ne peut pas étre, pour I’instant, mesuré c6té pompe a vide
(manque de place a cause de la pompe). En outre, on ne peut pas prendre comme entrée dans le
modele I’acyclisme de I’arbre a cames mesuré du c6té « distribution » car alors on ne tient pas
compte de la torsion de I’arbre et de 1’excitation provenant des couples sur les cames.

- Le couple résistant de la pompe a vide est caractérisé sur un banc a part, avec la pompe seule et
pour quelques vitesses de rotation. Celui-ci présente plusieurs composantes harmoniques qui ne
sont pas précisément connues puisque le couple résistant de la pompe n’est pas mesuré en
fonctionnement.

- Les mesures dont nous disposons se font sur une lente montée en rampe de régime moteur.
Aucune mesure n’est faite a régime stabilisé pour I’instant.

- La mesure du couple d’entrainement dont nous disposons a été réalisée via un couple maitre
(barreau de torsion) placé en bout d’arbre a cames. La premiére conséquence est que I’on n’a
strictement aucune information pendant les phases de vol libre. En outre, le barreau de torsion a
été mal dimensionné puisqu’il présente un mode de torsion sur la plage d’essai, ce qui fausse
certains résultats.

En outre, I’excitation de ’arbre a cames est trop riche en harmoniques et mal maitrisée. Il est en
effet, plus facile de corréler le modele avec une seule harmonique pilotée plutét qu’avec toutes les
harmoniques d’un moteur complet. Malgré cela, il n’est pas pour autant plus simple de générer un
acyclisme a une seule harmonique.

4.4.1.2 LES MESURES BV

Les autres mesures qui ont été envisagées pour corréler le modele sont les mesures de grenaille sur
boite de vitesse. La encore, nous avons dii renoncer a cette voie. En effet, la grenaille de BV est la
conséquence de vibro-impacts entre les pignons d’entrainement et les pignons fous associés. Il s’agit
donc d’un phénomene similaire, néanmoins beaucoup plus complexe. Les premiéres études réalisées
montrent un fort comportement chaotique ainsi qu’une méconnaissance des efforts de couple
appliqués aux pignons fous (barbotage et trainée du pignon fou sur son arbre). En outre, les mesures
sont des mesures d’acyclisme et essentiellement des mesures acoustiques qui ne peuvent pas étre
exploitées dans le cadre d’une validation du mod¢le de choc. Enfin le jeu inter-denture n’a pas été
mesuré précisément. Pour ces raisons, nous avons abandonné [’utilisation des ces résultats
expérimentaux et nous sommes tourné vers un dispositif expérimental spécifiquement dédié au
modele.
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4.4.2 DESCRIPTION ET CARACTERISTIQUES PRINCIPALES DU BANC

Le probléme du TOC et celui des chocs de pignons fous soulévent la méme problématique : des
vibro-impacts sur un systéme tournant a grande vitesse et présentant un jeu angulaire. C’est pourquoi,
devant les difficultés rencontrées sur systéme réel, nous avons estimé qu’un essai de principe sur un
systéme a jeu angulaire le plus simple possible permettrait de valider le modéle numérique qui pourra
alors étre utilisé de maniére plus confiante pour le TOC, voire pour d’autres applications par la suite.
Néanmoins, un tel dispositif doit étre soumis a un certain nombre de contraintes (besoins) liées au
phénomeéne que 1’on souhaite reproduire ainsi qu’aux informations que 1’on souhaite mesurer, et tout
ceci de la maniére la plus simple possible. Nous allons voir dans ce qui suit quelles sont les
caractéristiques principales du banc d’essai.

4.4.2.1 CARACTERISTIQUES GENERALES

Le banc d’essai réalisé¢ est un montage qui a été spécialement congu pour les besoins PSA. Il s’agit
de I’entrainement en rotation d’un arbre de faible inertie par une chaine cinématique en rotation a
I’aide d’un systéme a jeu angulaire simple. On applique sur cet arbre entrainé, a I’aval de ce jeu
angulaire, un couple de freinage, variable entre 0 et 2 Nm. En amont du jeu angulaire, la chaine
cinématique est entrainée avec une vitesse moyenne de rotation comprise entre 1000 et 3500 tr/min
avec un acyclisme en h2 (variation de la vitesse de rotation au rythme de 2 cycles de variation par
tour) fourni par un moteur électrique et un dispositif a cardan. Les parameétres que 1’on souhaite
pouvoir régler sont le régime moteur, le niveau d’acyclisme en h2, le couple résistant de 1’arbre
entrainé et la valeur du jeu angulaire (les essais se feront avec une valeur de jeu qui sera ensuite
agrandie sur une autre valeur fixe). La photographie ci-dessous (Figure 4.12) montre le banc d’essai
dans son ensemble.

Figure 4.12 : Photographie d’ensemble du banc d’essai a jeu simple
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4.4.2.2 LLA GENERATION D’ACYCLISME

L’¢étude et la réalisation de ce banc d’essai est, a premier abord, un travail de conception et de
construction d’un systéme mécanique constitué d’une ligne d’arbre en rotation. Dans le cas de
I’entrainement de pompe a vide, nous avons vu précédemment que I’excitation majeure responsable
des pertes de contact (et par conséquent des vibro-impacts) était I’acyclisme moteur que 1’on retrouve
au niveau de I’arbre a cames. Il a donc été nécessaire de reproduire des variations de vitesse acyclique
pour ce banc de principe. Par conséquent, la particularité de ce banc d’essai est que les lignes d’arbres
sont animées d’une vitesse moyenne qui peut étre élevée (plus de 3000 tr/min) sur lesquelles vont étre
provoquées des variations importantes de vitesses de rotation qui vont selon le jeu de paramétre utilisé
provoquer ou non des chocs au niveau du jeu angulaire.

L’acyclisme est obtenu par un cardan placé en sortie d’un moteur électrique asynchrone de 5,5kW.
Le réglage de cet acyclisme en angle est obtenu en faisant varier I’angle d’inclinaison du cardan (angle
entre le moteur et I’axe de 1’arbre en sortie de cardan). La courbe ci-dessous (Figure 4.13) montre
I’évolution théorique de I’amplitude des oscillations acycliques en H2 en fonction de 1’angle donné au
cardan.

Valeurs théoriques de I’amplitude d’acyclisme fournies par un cardan

Acyclisme Olcrete A (deg)
o
T
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Angle moteur/cardan (deg)

Figure 4.13 : Génération d’acyclisme — courbe théorique et photographies du dispositif de a cardan
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4.4.2.3 LES CONTRAINTES LIEES AU JEU ET AUX CHOCS

Le phénoméne que 1’on souhaite observé est complexe et les chocs peuvent se révélés violents
lorsqu’on tourne a 3000 tr/min. Afin de minimiser les perturbations éventuelles sur les mesures que
I’on va réaliser, un certain nombre de précautions et de régles de construction ont été adoptées.

Les guidages en rotation ont été réalisés a 1’aide de piéces usinées avec grande précision (a
quelques microns) de maniére & ce que les axes des paliers soient alignés au 1/100°™ de mm ou moins
et que le jeu dans les roulements soit limité a quelques microns au maximum. Pour obtenir cela, d’une
part les roulements utilisés sont des roulements de précision a faibles jeux, et, d’autre part, les
tolérances d’usinage des pieces dans lesquelles sont montés les roulements sont calculées de maniére a
ce que le jeu résiduel interne au roulement aprés montage soit compris entre un jeu de quelques
microns et un léger serrage (non génant si maitrisé avec de trés faibles déformations des billes sur les
pistes de roulement dans le domaine ¢€lastique).

En outre, la transmission des couples au niveau des accouplements rigides entre piéces est réalisée
par adhérence entre les surfaces en contact et non par cisaillement des vis ou de clavettes. Si des
clavettes doivent tout de méme étre installées (pour avoir un indexage angulaire par exemple), elles
sont installées par paire, diamétralement opposées et le couple n’est pas transmis par les clavettes. La
transmission des couples est donc réalisée a I’aide de brides ou de manchons en deux parties fortement
serrées les uns contre les autres a 1’aide de vis hautes résistances précontraintes avec des efforts
déterminés par calculs et appliqués en mesurant les couples de serrage au moment du montage.

Une fois ces précautions prises au niveau de la ligne d’arbre vis-a-vis de vibrations parasites
indésirables pouvant masquer les signaux liés aux chocs, il a fallu considérer la zone proche du
contact. Ces zones d’impacts doivent résister aux chocs sans se mater ou du moins de maniére
extrémement limitée. Pour cela, les deux piéces en contact sont réalisées avec un acier 35 NCD 16
traité pour avoir une résistance a la rupture de 1500 MPa. Par ailleurs, pour que les chocs aient
toujours lieu dans la méme zone et pour limiter la dispersion des points de contact, une forme spéciale
a ¢té donnée a cette zone. Il s’agit d’une calotte sphérique dont le rayon de courbure est de 56,5 mm
(Figure 4.14).

Figure 4.14 : Jeu angulaire : vue assemblée et vue de la zone de contact (calotte sphérique)

Enfin, pour mesurer la vitesse de la ligne d’arbre en amont du jeu, nous avons placé un codeur
angulaire sur un arbre parralléle entrainé par courroie. La courroie utilisée est une courroie crantée a
armature métallique ayant une raideur en traction élevée et tendue par deux galets tendeurs en milieu
de brin a 100 N (valeur mesurée avec capteur d’effort au moment du montage). De cette manicre, la
fréquence naturelle de battement de la courroie est approximativement de 1300 Hz et la fréquence du
mode d’oscillation de torsion d’environ 1700 Hz. En revanche, cette courroie est entrainée par un
pignon a 20 dents qui peut générer a priori une résonance trés perturbante pour les mesures.
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4.4.2.4 1.LA GENERATION DU COUPLE DE FREINAGE

Nous allons voir maintenant comment est généré le couple qui va freiner I’arbre entrainé et
permettre de se placer dans des conditions ou non d’impact. Sans ce freinage, le moindre acyclisme va
faire perdre le contact au niveau du jeu angulaire sur la ligne d’arbres et engendrer systématiquement
des impacts. Le frein est un frein électromagnétique a
poudre pouvant développer un couple de freinage de 2 Nm a
une vitesse comprise entre 60 et 3000 tr/min a condition que
I’énergie thermique dissipée soit correctement évacuée
(Figure 4.15). La température du stator du frein doit rester
inférieure a 100°C. Un ventilateur est d’ailleurs mise en
marche pendant les phases d’essais et diriger vers le frein
pour favoriser une température limitée.

s B _- / ’

Figure 4.15 : Frein a poudre du banc d’essai

4.4.3 DESCRIPTION ET PERFORMANCES DU SYSTEME DE MESURE

Dans ce qui va suivre, nous allons présenter bri¢vement les systémes de mesure mis en place dans
le cadre de ce banc d’essai. Nous distinguerons la mesure des vitesses instantanées de rotation des
arbres, la mesure de I’accélération angulaire de I’arbre entrainé, la mesure du couple de freinage de
I’arbre entrainé et enfin le systéme d’acquisition de mesures.

4.4.3.1 SYSTEMES DE MESURE DES VITESSES INSTANTANEES DE ROTATION DES ARBRES

Pour la vitesse en amont et en aval du jeu angulaire, on dispose dans chaque cas d’un codeur
incrémental Heidenhain de 5000 divisions par tour et un top par tour (Figure 4.16) ainsi qu’un
convertisseur fréquence tension avec trois gammes de mesure.

Lorsque I’arbre sur lequel est monté le codeur tourne, ce
dernier fourni un signal en forme de créneau dont Ia
fréquence est proportionnelle a la vitesse instantanée de
rotation de l’arbre. Ces signaux sont difficiles a exploiter
directement car ils ont une fréquence élevée en particulier si
la vitesse de rotation est élevée (300 kHz lorsque 1’arbre
tourne a 3600 tr/min). Aussi, il a été décidé de convertir le
signal fréquentiel de sortie codeur en une tension électrique
analogique proportionnelle & sa fréquence a [’aide d’un
convertisseur fréquence tension étalonné avant essai.

il

Figure 4.16 : Mesure de vitesse instantanée
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4.4.3.2 MESURE DE L’ACCELERATION ANGULAIRE

La mesure de I’accélération angulaire n’est quant a elle réalisée que du coté de I’arbre a cames
entrainé. C’est un accélérometre a jauges de 15,3 grammes, spécialement congu et réalisé pour ces
essais, et comprenant une masse sismique reliée a une embase de fixation par deux bras sur lesquels
sont collées les jauges. Il est placé sur la tranche opposée aux 2 zones de contact.

Au cours des essais, 1’accélérométre étant animé
d’un mouvement de rotation, la transmission du
signal ¢électrique fourni par les jauges est assurée par
un systeme de télémesure. Pour pouvoir fonctionner,
I’émetteur doit €tre alimenté en courant électrique.
Ceci est réalisé a I’aide d’une boucle d’induction.

Enfin, D’accélérométre a été étalonné. Les
résultats de 1’opération d’étalonnage montrent que
I’accélérométre possede une fréquence propre
voisine de 5000 Hz.

Figure 4.17 : Emplacement de [’accélérometre

4.4.3.3 MESURE DU COUPLE DE FREINAGE

La fixation du stator du frein a été congue et réalisée de maniere a étre utilisée non seulement pour
assurer 1’arrét en rotation du stator mais aussi pour permettre la mesure du couple de freinage. Pour
cela un flasque a été monté sur le stator. Ce flasque est relié au bati du banc d’essai par deux leviers
horizontaux diamétralement opposés. L’un des leviers est muni de jauges de déformations
mécaniques, 1’autre est relié a un amortisseur d’oscillations. L’extrémité du levier muni de jauges de
déformation est reliée au bati du banc d’essai par I’intermédiaire d’une bielle de trés grande raideur
axiale mais trés souple dans le sens radial. Les jauges mesurent les déformations mécaniques
engendrées par [’effort appliqué par le levier sur le stator du frein pour empécher ce dernier de tourner.
Le signal électrique qu’elles fournissent est ainsi proportionnel au couple de freinage.

La fréquence propre de I’oscillation de rotation autour de I’axe de banc du systéme constitué par le
stator du frein, le flasque, les leviers, la bielle et I’amortisseur est de 230 Hz. Cette fréquence n’est pas
trés €levée, et pour prendre en compte le risque d’excitation de cette fréquence, le systéme de mesure
de couple a été doté d’un amortisseur visqueux.

4.4.3.4 SYSTEME D’ACQUISITION DES MESURES

Enfin, tous les signaux de mesure qui sont des tensions électriques variant entre -2,5 et +2,5 Volts
pour I’accélération angulaire et entre 0 et 10 Volts pour tous les autres signaux, sont envoyés sur les
cinq premieres voies d’un enregistreur graphique. Celui-ci est doté d’un disque dur informatique de
grande capacité qui permet de faire de I’acquisition numérique de mesures et de sauvegarder les
résultats obtenus dans des fichiers informatiques. Pour chaque configuration, 1’acquisition est
déclenchée par I’apparition du signal de top tour. 5% du contenu des fichiers de mesure correspondent
a des mesures acquises avant 1’apparition du top tour. Les mesures sont numérisées a la cadence de 20
000 mesures par second et par signal mesuré. La durée des acquisitions est comprise entre 0,6 et 2
secondes, ce qui correspond a une dizaine de tours de rotation des arbres.
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4.4.4 1LES RESULTATS EXPERIMENTAUX

Nous allons maintenant présenter les résultats de ce banc expérimental. Comme nous allons le voir,
nous avons eu un important probléme de résonance au niveau de ’entrailnement du codeur angulaire
pour la mesure de la vitesse angulaire de I’arbre amont. Pour bien expliquer le probléme rencontré,
nous allons présenter pour un cas de référence avec impacts bilatéraux, les résultats de mesure sur les
différents capteurs utilisés.

4.4.4.1 CAS DE REFERENCE : GENERALITES

La configuration considérée comme cas de référence représente une acquisition effectuée sur 10
tours de rotation avec une vitesse moyenne de I’ordre de 2100 tr/min, un angle de cardan entre le
moteur asynchrone et la ligne d’arbre d’environs 8° et un couple résistant de 1’ordre de 0,5 Nm. Dans
cette configuration, on a des chocs des deux cotés du jeu angulaire. En réalité, contrairement a ce que
I’on aurait voulu observer, sur toutes les configurations testées, on retrouve ces doubles impacts de
part et d’autre du jeu angulaire. Ceci est trés facheux car cela limite énormément la corrélation du
modéele numérique. En effet, on n’arrive pas a délimiter des conditions avec et sans impacts, bien que
lors de la conception du banc, on souhaitait pouvoir observer les deux types de comportement. Comme
nous allons le voir par la suite, ceci est di a une résonance d’ordre élevé qui apparait
systématiquement sur tous les relevés expérimentaux. Le cas dit « de référence » que nous allons
présenter est représentatif des autres points de fonctionnement mesurés.

4.4.4.2 RESONANCES LIEES A LA MESURE DE LA VITESSE AMONT

Voici ci-dessous (Figure 4.18) un exemple de tracé brut de la vitesse de rotation de I’arbre amont
donnée par le codeur angulaire, entrainé en parall¢le de la ligne principale par une courroie crantée
comme le montre la Figure 4.16.

Mesure vitesse amont
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Figure 4.18 : Mesure de la vitesse de la ligne d’arbre amont sur 10 tours
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Si on passe dans le domaine fréquentiel (par FFT), on obtient alors le spectre (auquel on a retiré la
composante continue) tracé ci-dessous (Figure 4.19). On n’observe bien le pic en ordre 2 généré par le
dispositif de cardan ainsi que les harmoniques successives en H4, H6 qui s’atténuent rapidement. Ceci
s’explique par le fait que le cardan ne produit pas un sinus parfait mais qu’également, méme avec un
sinus parfait en H2, les chocs produisent 1’apparition de pics en H4, H6, etc.
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Figure 4.19 : Décomposition harmonique de la vitesse de la ligne d’arbre amont mesurée

En revanche, ce qui frappe en premier lieu, ce sont les pics aux alentours de 700 Hz et 1400 Hz. 1l
s’agit de pics qui correspondent aux harmoniques H20 et H40 de la rotation de la ligne d’arbres. En
fait, il s’agit du méme phénomene que celui qui se produit dans la siréne de courroie de distribution et
dans la siréne de boite de vitesse. En effet, notre codeur angulaire est mis en rotation par une courroie
tendue, engrenée par une poulie a 20 dents. L’erreur de transmission engendre alors des résonances
systématiques en H20 et H40 ainsi que des pics secondaires de part et d’autre de chaque résonance
comme le montre I’exemple suivant d’une mesure de siréne d’engrenages de boite de vitesse (Figure
4.20).

Erreur de transmission Spectre du bruit de siréne
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Figure 4.20 : Erreur de transmission et spectre du bruit de siréne sur un rapport a 23 dents
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Comme on peut aisément I’imaginer, ces résonances deviennent ’excitation principale du systéme.
En effet, en raison d’une certaine flexibilité de la ligne d’arbre amont, il ne s’agit pas uniquement
d’erreurs de mesure du codeur car ces fréquences de 700 et 1400 Hz se retrouvent également au
niveau de I’arbre aval. Il s’agit donc bien de vibrations qui se répercutent sur 1’ensemble du banc et
qu’il faut donc prendre en considération car elles sont de premier ordre dans la réponse du systéme.
Cela permet de comprendre par la méme occasion pourquoi, il n’a pas été possible d’obtenir des
configurations expérimentales sans choc. En effet, ces résonances sont d’un niveau d’amplitude
important qui va systématiquement provoquer le décollement de 1’accouplement au niveau du jeu
angulaire. En effet, ’accélération angulaire étant proportionnelle au produit de I’amplitude
d’acyclisme en vitesse, de la vitesse de rotation et de I’ordre de I’harmonique considérée, on peut tres
rapidement obtenir des niveaux de décélération instantanée de I’arbre amont tels que méme la faible
inertie de 2,46.10" kg.m? de 1’arbre aval décolle systématiquement étant donné la limite de couple
résistant a 2 Nm qu’on ne peut dépasser sur le banc.

Par ailleurs, la figure ci-dessous (Figure 4.21) montre la décomposition harmonique de la vitesse
relative issue des mesures des deux codeurs angulaires. On remarque bien que les harmoniques autour
du H20 (700 Hz dans ce cas) viennent apporter de la complexité sur un banc qu’on voulait au départ le
plus simple possible pour effectuer les corrélations d’usage. Aujourd’hui, avec du recul, on peut
affirmer qu’il aurait été¢ préférable d’utiliser une courroie en poly-V au lieu d’une courroie crantée
pour entrainer le premier codeur.

Décomposition harmonique vitesse relative mesurée
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Figure 4.21 : Décomposition harmonique de la vitesse angulaire relative entre l'inertie entrainée
(arbre aval) et la ligne d’arbre amont. Résultats tirés des mesures brutes des deux codeurs angulaires.
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4.4.4.3 LES MESURES DE COUPLE RESISTANT ET D’ACCELERATION D’ARBRE AVAL

En ce qui concerne le couple résistant de 1’arbre entrainé, celui-ci s’est révélé étre relativement
constant comme on le souhaitait dés le départ. La décomposition harmonique ci-dessous (Figure 4.22)
provenant des mesures réalisées sur 10 tours de rotation peut en témoigner. Les harmoniques présentes
sont bien négligeables vis-a-vis de la composante continue.
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Figure 4.22 : Décomposition harmonique de la mesure brute du couple résistant de I’arbre aval

Decompo harmonique accelerometre sur arbre aval
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Figure 4.23 : Décomposition harmonique de la mesure de I’accélérometre
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4.5 CORRELATION DU MODELE AVEC LES ESSAIS

Compte tenu de I’écart d’inertie entre la partic amont trés inerte (comprenant le moteur
asynchrone) et la faible inertie entrainée en aval du jeu angulaire, nous allons pouvoir corréler le
modele numérique a un degré de liberté a partir des résultats expérimentaux. Cette configuration a été
préalablement souhaitée avant la réalisation du banc d’essai afin de pouvoir faire ce type d’hypothése
pour la corrélation numérique. Nous considérerons donc la mesure du premier codeur angulaire (celui
entrainé par une courroie crantée en amont du jeu), comme donnée d’entrée du modele sur une ligne
d’arbre supposée rigide (hormis inertie aval de 2,46.10 kg.m?).

La corrélation présentée ci-dessous se fait sur la configuration expérimentale avec laquelle ont été
obtenues les courbes suivantes déja vues précédemment : Figure 4.18, Figure 4.19, Figure 4.21, Figure
4.22 et Figure 4.23. Il s’agit d’une configuration pour laquelle 1’angle donné par le cardan est
d’environs 8°. Les parameétres que nous nous sommes autorisé a faire varier au niveau du modele
semi-analytique sont uniquement la raideur de contact et le taux d’amortissement de contact :
autrement dit les parametres de contact. Les parameétres utilisés dans le modéle numérique sont
regroupés dans le tableau suivant (cf. Tableau 9).

Items Valeurs Commentaires
Vitesse de rotation moyenne Valeur obtenue a partir de la
(composante en HO de la ligne d’arbre en 2 103 tr/min décomposition harmonique des
amont du jeu) mesures du codeur (cf. Figure 4.21).
Acyclismes (amplitudes et phasages) Valeurs obtenues a partir de la décomposition
de la ligne d’arbres en amont du jeu harmonique des mesures du codeur angulaire
(composantes en Hn avec n entier naturel) (cf. Figure 4.21).
Jeu angulaire 0.012 rad (?btenu au préalabl; en m?su‘rant 1’e
déplacement angulaire butée a butée.
Raideur de contact k 3.10* Nm/rad Obtenus par corrélation du modéle
- numérique avec les résultats
Amortissement de contact &, 0,7 expérimentaux
Inertie de | a’lrbre entram? equlvalente a1 246.10% ke.m? Dimensionnement du banc
celle d’une pompe a vide I,
Couple résistant moyen appliqué a Valeur obtenue a partir des mesures
v . . 0,428 Nm L .
I’inertie entrainée en aval du jeu de couple résistant (cf. Figure 4.22)

Tableau 9 : Paramétres numériques utilisés pour la corrélation essais / calculs
sur un point de mesure avec un angle de cardan d’environs 8°.

A partir de ces valeurs, nous avons réalisé des calculs numériques par la méthode semi-analytique
présentée au chapitre précédent. Les résultats sont présentés en vert dans la figure suivante (cf. Figure
4.24). Nous distinguons 3 cas notés (a), (b) et (c¢) qui différent par le nombre d’harmoniques prises en
considération comme valeurs d’entrée sur I’acyclisme de la ligne d’arbres rigide en amont du jeu. Ces
cas correspondent respectivement a la prise en compte des deux harmoniques principales, ¢’est-a-dire
celles en H2 et H20 uniquement (a), puis a la prise en compte de toutes les harmoniques de H1 a H40
(b) puis enfin a celle des harmoniques de H1 a H70 (¢). Pour information, les harmoniques H40 et H70
correspondent tout de méme a des fréquences respectives d’environs 700 Hz et 1230 Hz.
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Figure 4.24 : Comparaison de la vitesse relative entre un point de mesure avec un angle de cardan de
8° environs (en bleu) et des calculs numériques (en vert) avec comme excitations les harmoniques H2
et H20 uniquement (a), les harmoniques de HI a H40 (b) et les harmoniques de HI a H70 (c)
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Les résultats obtenus sont trés satisfaisants et les principales valeurs caractéristiques ont été
regroupées dans le tableau ci-dessous (cf. Tableau 10). Comme on peut le voir, la dynamique
principale est celle en harmonique H20 non prévue au préalable et due a la courroie crantée. Cela
correspond a une dynamique en 350 Hz que le modeéle semi-analytique arrive a reproduire avec une
erreur de ’ordre de 10% quel que soit le cas (a), (b) ou (c¢) considéré. Le signal temporel de la vitesse
relative est trés similaire a celui mesuré sur le banc, avec des valeurs extrémales du méme ordre de
grandeur bien que sous-estimées. Ceci est di a I’erreur plus importante obtenue au niveau de la
composante en H2, celle qu’on voulait mettre au premier plan par 1’utilisation d’un cardan. On obtient
une valeur de composante en H2 plus importante et plus proche de la mesure en prenant en compte
plus d’harmoniques dans [’excitation, mais au-dela de H70, il n’y a plus aucun gain sur cette
composante.

Vitesse relative | Vitesse relative Composante Composante
maximale sur 10 | minimale sur 10 harmonique en harmonique en
tours (rad/s) tours (rad/s) H2 (rad/s) H20 (rad/s)
Résultats
numériques avec 07,76 -11,24 1,04 3,92
acyclisme H2 & H20
Résultats
numériques avec 11,94 - 14,92 1,40 3,84
acyclisme H1 a H40
Résultats
numériques avec 11,80 -12,29 1,60 3,86
acyclisme H1 a H70
Résultats 13,91 -16,34 2,98 3.46
experimentaux

Tableau 10 : Comparaison des principales caractéristiques (vitesse relative maximale, minimale,
composantes en H2 et en H20) correspondant aux résultats numériques (a), (b) et (c) et au résultat
expérimental de la Figure 4.24.

L’explication de cet écart sur la composante en H2 réside dans le fait que la corrélation des
parametres de contact (raideur et amortissement) a été réalisée sur le phénomene principal, a savoir la
courroie crantée qui impose une dynamique en H20 (a 350 Hz ici) et par conséquent, bien loin de
I’acyclisme en H2 engendré par le dispositif a cardan. C’est notamment I’amortissement de contact &,
qui pris a 0,70 atténue excessivement la composante en H2. Cette valeur de 0,70 est d’ailleurs
relativement élevée, comparée a ce que I’on peut trouver dans la littérature. Cela parce qu’elle est le
résultat d’une corrélation vis-a-vis d’un phénoméne en H20 a prés de 2000 tr/min. Etant donné que
I’amortissement de contact (tout comme le taux de restitution) est variable selon la vitesse d’impact, il
serait naturel de penser que 0,70 est une valeur trop élevée pour la composante en H2. Plus I’excitation
est a hautes fréquences et plus celles-ci sont amorties et inversement, plus elle est lente et moins elle
est amortie. Malheureusement, le mod¢le semi-analytique présenté ne permet pas d’affecter un taux
d’amortissement différent par fréquence d’excitation.

Dans notre exemple, si on utilise un amortissement de contact de 1’ordre de 0,10 a 0,30, I’énergie
du systéme se retrouve alors de maniére plus importante dans les fréquences plus basses mais de
maniére continue, caractéristique d’un comportement chaotique. Le chaos apparait alors en raison des
hautes fréquences (H20) qui ne sont pas suffisamment amorties.
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4.6 CONCLUSION

Dans ce dernier chapitre, nous avons vu que les démarches présentées au chapitre 3 pouvaient étre
généralisées avec un systeme de taille plus importante. En effet, nous avons montré que la démarche
semi-analyique ne se limitait pas simplement a des études de systémes a un degré de liberté. Cette
extension du modéle permet d’envisager d’autres applications susceptibles d’€étre modélisées et
présentant le méme type de problématique. Dans le cas de I’entrainement de pompe a vide, nous avons
vu que le fait de prendre en compte la torsion de 1’arbre a cames modifie sensiblement les résultats
numériques obtenus. Outre les niveaux de réponse qui différent avec le modele a un seul degré de
liberté, le modéle multi-ddl en torsion permet de mettre en évidence les vibrations induites par les
impacts.

Ensuite, nous avons test¢ le modéle semi-analytique sur deux types d’applications PSA :
I’entrainement de pompe a vide sur motorisation DV4TD et sur motorisation DV6. Les résultats
obtenus sont qualitativement conformes a ce qui a été observé sur moteur. Sur 1’application DV4TD,
nous avons pu vérifier par calcul que I’assouplissement du contact (raideur de contact plus faible)
obtenu par la modification géométrique de I’interface permettait de diminuer le niveau des impacts de
I’entrainement de pompe a vide. Ainsi, le fonctionnement dégradé de I’entrainement de pompe a vide
DVA4TD avec la butée latérale d’arbre a cames usée, n’engendre pas des chocs conduisant a la rupture
du TOC. Sur DV6, les calculs du modéle semi-analytique ont permis de corroborer le fait que le
calage de la pompe HP au niveau de la facade de distribution avait un impact direct sur le niveau des
couples d’impact de la pompe a vide en bout de 1’arbre a cames d’échappement.

Les tendances ont ¢té confirmées de manicére qualitative sur ces deux applications mais afin de
corréler le modele numérique de maniére quantitative, nous avons voulu reproduire
expérimentalement le phénomeéne de vibro-impact en rotation de maniére simple et maitrisée. Pour
cela, nous avons eu besoin de reproduire une rotation acyclique dont I’amplitude de fluctuation de
vitesse pouvait étre modifiée. Le dispositif retenu a été¢ une ligne d’arbre entrainée par un moteur
¢électrique via un cardan formant un angle réglable influant directement sur le niveau d’acyclisme
engendré. En bout de ligne, une tres faible inertie est accouplée via un jeu angulaire et est soumise a
un couple résistant fourni par un frein a poudre. Les vitesses en amont et en aval du jeu ont été
mesurées par des codeurs angulaires qui ont mis en évidence un phénoméne de résonance haute
fréquence non prévu au départ. Cette perturbation correspond a la réponse de la courroie crantée
entrainant le codeur angulaire mesurant la vitesse amont.

Malgré cela, le modele semi-analytique a montré de bons résultats de corrélation en ajustant les
parametres de contact. Compte tenu de 1’important écart d’inertie volontairement mis entre la partie
amont et la partie avale du jeu, nous avons utilisé le modéle a un degré de liberté. Les harmoniques de
la vitesse amont mesurées sont directement utilisées comme entrée du modele numérique. Nous avons
vu qu’on obtenait déja un bon niveau de prédiction en utilisant uniquement les 2 principales
harmoniques observées (H2 et H20). L’augmentation du nombre d’harmoniques prises en compte
permet d’affiner le niveau de H2. Enfin, nous avons expliqué 1’écart par le fait que le mod¢le utilise un
amortissement de contact constant et indépendant de la vitesse d’impact. Des améliorations restent a
réaliser sur cette voie et la prise en compte du frottement entre les piéces reste un élément a ajouter.
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CONCLUSION GENERALE

L’¢étude présentée dans le cadre de cette thése a permis une certaine avancée sur la compréhension
des phénomeénes de vibro-impacts au sein du groupe PSA Peugeot Citroén, en particulier quant au
dimensionnement en fatigue des TOC de pompes a vide et de maniére générale quant a 1’analyse de
stabilité des systémes dynamiques non linéaires. Apres avoir présenté les différentes problématiques
de contact/impact susceptibles d’étre étudiées au sein du groupe motopropulseur, nous avons présenté
les diverses techniques de modélisation les plus rencontrées dans la littérature. Cette présentation du
moteur, par le biais des impacts, a permis d’aborder la notion essentielle d’acyclisme moteur et la
compréhension de la transmission de ces vibrations tout au long de la chaine cinématique qui constitue
entre autres le groupe motopropulseur.

Le type de modélisation retenu pour représenter le contact a été celui d’une raideur de contact
discontinue (constante par morceaux) associée a un amortissement de contact discontinue (constant
par morceaux). Il ne s’agit pas du modele le plus courant rencontré dans la littérature. On utilise de
manigére privilégiée soit des modélisations de contact les plus simples possibles sans amortissement de
contact (raideur de contact seule) ou avec une loi de restitution, soit des approches Lagrangiennes
associées a des maillages éléments finis plus fins. Le modéle retenu nous a semblé un bon compromis
compte tenu de I’approche temporelle choisie pour résoudre le systéme. Trés rapidement, la
représentation du contact par raideur et amortissement de contact s’est montré beaucoup plus
pertinente que I’utilisation d’une loi de restitution, cette derniére présentant des réels colits de temps
CPU pour des cas de prise de contact de la solution (collage suite a une succession infinie d’impacts
jusqu’a un point dit « d’accumulation »).

Afin de pouvoir analyser en particulier les phénoménes engendrés par la non-linéarité de contact,
nous avons présenté les outils indispensables pour I’interprétation des résultats. Il s’agissait de pouvoir
identifier le type de comportement asymptotique obtenu, connaitre sa stabilité et I’évolution de celle-ci
dans le temps a travers 1’étude des bifurcations. Pour ce dernier point, combiné a une résolution
temporelle, la technique de continuation apparait de loin comme la plus adaptée a une étude
paramétrique d’un systéme non linéaire. Dans la pratique, compte tenu des grandes variations
observées au niveau des bifurcations, il a fallu adapter une technique de continuation spécifique, basée
sur les techniques classiques connues, mais avec une stratégie propre privilégiant le changement
d’algorithme de prédiction/correction avant la réduction du pas de continuation.

De cette fagon, la modélisation réalisée pour I’entrainement de pompe a vide a permis de mettre en
évidence des différences de comportement du systéme selon les jeux de paramétres utilisés (réponse
sans perte de contact, avec impacts d’un seul c6té ou des deux cotés). Outre ces différences, nous
avons pu constater également des changements du comportement plus radicaux avec d’un coté des
zones de chocs entretenus de manicres périodiques et stables et de 1’autre c6té des zones d’instabilités
avec des comportements chaotiques. En outre, nous avons pu mettre en exergue I’importance de
I’utilisation de I’ensemble des harmoniques présentes dans I’acyclisme moteur (qui agissent dans la
brutalit¢ du passage entre orbite stable et zone chaotique) ainsi que I’importance de prendre en
considération la flexibilité de I’arbre a cames en rotation (apparition des chocs plus tot c¢’est-a-dire
avec moins d’énergie apportée au systeme).
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Comme nous 1’avons vu, les modélisations disponibles issues de ce travail de thése ne se limitent
pas a une étude a un degré de liberté (bien que celles-ci mettent déja en évidence la complexité des
phénomenes non linéaires observés). De maniére générale, pour un cas avec plusieurs degré de liberté,
la résolution numérique est similaire dans le sens ou le probléme est résolu de manicére semi-
analytique, en distinguant les phases de mouvement ou la pompe a vide est en vol libre des phases de
mouvement ou celle-ci est en contact avec ’arbre a cames. Les pulsations et vecteurs propres du
systéme pour chacune des phases sont calculés numériquement. Les équations différentielles sont alors
projetées sur chaque base modale concernée : on obtient un systéme différentiel linéaire découplé qui
peut étre résolu analytiquement a partir des parametres du systéme. La solution modale obtenue sur
chaque phase est alors projetée sur la base naturelle initiale. Finalement, comme dans le cas a 1 degré
de liberté, les instants de changement de phase de mouvement définis par la valeur de jeu angulaire
sont déterminés numériquement afin d’obtenir la solution temporelle globale.

La prise en compte de plusieurs degrés de liberté a notamment permis de visualiser les vibrations
au niveau de ’arbre a cames qui proviennent des chocs répétés entre celui-ci et la pompe a vide.
Compte tenu de I’inertie de I’arbre a cames qui est équivalente a celle de la pompe a vide, la différence
observée entre le modele a un degré de liberté et le modele multi-ddl se comprend aisément. 1 est
naturel qu’en modélisant la flexion de I’arbre a cames, on apporte plus d’énergie au systéme qui
engendre des vibro-impacts avec des niveaux d’acyclisme ou de régime moteur plus faibles que ceux
théoriquement nécessaires avec le modele a un degré de liberté. Enfin, cette généralisation permet
également de prendre en compte les couples exercés au niveau des cames (issus du contact permanent
entre la came et la commande de soupapes).

Du point de vue qualitatif, le modele semi-analytique développé a jusqu’a présent répondu
parfaitement aux attentes pour comparer par exemple deux types de solutions différentes envisagées.
C’est ce que nous avons vu avec les applications moteur diesel PSA DV4TD et DV6. Dans le premier
cas, nous avons vérifi¢ le gain apporté par la correction géométrique apportée au niveau du TOC.
Cette diminution des couples d’entrainement, liés aux chocs, a pu étre confirmée tant en
fonctionnement normal qu’en fonctionnement dégradé avec la butée latérale d’arbre a cames usée.
Dans le deuxi¢me cas, le modele semi-analytique a permis de vérifier que I’architecture de la fagade
de distribution (calage de la pompe HP) avait une influence importante sur le niveau des chocs générés
sur la pompe a vide en bout de I’arbre a cames échappement.

Du point de vue quantitatif, il a fallu valider les performances du modéle semi-analytique proposé,
par une corrélation sur une étude expérimentale. Ce travail est nécessaire si [’on veut pouvoir étre
prédictif et agir trés tot en pré-dimensionnement lors de la définition des spécifications demandées aux
fournisseurs de pompes a vide. Afin de simplifier au maximum le banc expérimental, nous avons mis
en place un essai de principe, les mesures sur moteur complet étant plus complexes, plus coliteuses et
moins flexibles en terme de variations paramétriques. Le systéme retenu a consisté en un entrainement
d’arbres alignés avec un jeu angulaire en bout de ligne. Pour reproduire les impacts, un moteur
¢électrique et un joint de cardan permettent de générer un acyclisme, c’est-a-dire des fluctuations de
vitesses de rotation, en amont du jeu. Pour maitriser le niveau des chocs, I’inertie en aval du jeu est
freinée par un frein a poudre. Le grand écart d’inertie qui existe volontairement entre 1’entrainement
(comprenant I’inertie moteur) et le petit arbre de trés faible inertie entrainé en bout de ligne (apres le
jeu) permet de se concentrer sur la corrélation du modele a un seul degré de liberté sans prendre en
compte la flexibilité de la ligne en amont du jeu angulaire.

Pour comparer les résultats numériques avec les résultats expérimentaux, nous avons mesuré en
particulier le couple résistant et les vitesses angulaires en amont et en aval du jeu. Malheureusement
pour la partie amont, ['utilisation d’une courroie crantée pour entrainer le codeur angulaire a 1’aide
d’un pignon a 20 dents a apporté au systéme une composante harmonique haute fréquence en H20 :
soit 20 fois la fréquence de rotation de I’ensemble. Cette fréquence, non prévue au départ, s’est avéré
étre la composante majeure des vibrations de la ligne d’arbre (supérieure a la composante en H2
générée par le cardan). Néanmoins, les résultats du modele semi-analytique ont été trés satisfaisants.
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Cette composante haute fréquence est bien prédite et I’écart qui existe sur la composante en H2 peut se
comprendre aisément par les hypothéses initiales du modéle : amortissement de contact constant, pas
de modélisation des frottements ...

Malgré cet état d’avancement prometteur, aujourd’hui encore, des améliorations du mod¢le sont en
cours de réalisation. Les évolutions recherchées sont notamment le choix de 1’amortissement de
contact (dépendant de la fréquence ou de la vitesse d’impact) ou bien la prise en compte des
frottements entre les piéces en contact. Bien évidemment, ces éventuelles évolutions doivent tenir
compte les hypothéses du modéle semi-analytique. Une autre variante réalisée consiste a modéliser le
contact par une raideur de Hertz. Le modele devient alors numérico-analytique alternant des phases de
vol libre déterminées de maniére semi-analytique et des phases de contact résolues entiérement
numériquement. Méme si une partie de I’intégration est modifiée, I’approche reste la méme ...

Enfin, du point de vue expérimental, un banc acyclique de caractérisation de fagade (et
d’entrainement de pompe a vide est en cours d’¢élaboration. Le banc de principe a cardan présenté dans
cette thése permet de voir I’influence des différents parameétres qui sont I’acyclisme, la vitesse, le jeu
et le couple résistant sur I’entrainement a jeu d’une simple inertie. Un moteur instrumenté permet de
connaitre les couples d’entrainement engendrés par les chocs d’entrainement de pompe a vide. Le
banc acyclique de caractérisation de fagade a pour but d’avancer encore dans la validation de la tenue
des pompes a vide en permettant de tester les pompes a vide avec des niveaux d’acyclismes
paramétrables. Cette derniére étape permettra de connaitre les limites de tenue des pompes a vides vis-
a-vis de leur entrainement.
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ANNEXE A : INTEGRATION TEMPORELLE

A.1) PRINCIPE

Soit I’équation d’équilibre suivante :
dim(q) =dim(F) =n
F(t) connues Vt=>0 (5.1)

Mg+ -
=1 q(t) inconnues Vt>0

[@!
[l

q+Kq=F avec

q(0) et §(0) connues

La réponse sur base naturelle de discrétisation correspond a une discrétisation temporelle de la
forme suivante :

ﬂ(tl) =9,

qat) =4,

q(ty)=q,

() =4 (n*2m) inconnues
q(t,) =g,

() =49,

Il s’agit de réaliser un schéma d’intégration temporelle, généralement apres avoir effectué¢ un
passage a un systéme du 1% ordre (équation d’état) de la forme suivante :

Dy+Ky=F (52)

La discrétisation temporelle peut alors étre écrite par exemple de la maniére : (5.3)
Xn+l :Xn +At Xn+1 Xn+1 - Xn +At Xn
(schéma implicite) ou (schéma explicite)

Dans la pratique, les schémas implicites sont particulierement adaptés a la dynamique lente avec
une matrice de masse consistante et pour laquelle le traitement des non linéarités sera plus délicat. En
revanche, les schémas explicites sont particuli¢rement adaptés a la dynamique rapide (crash, impact,
explosion) pour laquelle le traitement des non linéarités (matérielles, géométriques, contact /
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frottement) est plus facile avec néanmoins des limitations sur le pas de calcul apportées par la finesse
nécessaire de maillage (stabilité conditionnelle).

De maniére générale, on a : y ou A est la matrice d’amplification.

Ces schémas d’intégration sont accompagnés d’un certain nombre de propriétés que nous allons
voir dans ce qui suit.

A.2) PROPRIETES DES SCHEMAS TEMPORELS

A.2.1) Convergence

Si on considére un pas de temps At constant (t, =n At), alors le schéma est convergent si et
seulement si, pour tout t, fixe, on a : y, = y(t,).
7 n—ooo

A.2.2) Précision

La relation y =Avy +L, vue précédemment est équivalente a la relation suivante
—n+l == n N R R
y(t)=Ay(t,) +Ln +At.T(t,) ou 7T(t,) est lerreur de troncature locale. Cette valeur n’est
oénéralement pas accessible (sinon on connaitrait la solution exacte !). En revanche, si on peut écrire
ﬁ T(t) || <c.At",Vte [0 T] aveck >0, alors le schéma est cohérent et précis a I’ordre k.

A.2.3) Stabilité

Si on considére un systéme 1 ddl autonome (L, = 0), alors y,; = A" yo. Si on a | A |borné Vn,
alors | A | <1 et le schéma est donc stable. De maniére générale, on peut avoir une limitation
éventuelle sur le pas At, c’est-a-dire qu’on a une stabilité conditionnelle en fonction de la valeur de At.

Pour un systéme matriciel, on étudie les valeurs propres 2A(A) de A. On définit

p(A) =Max | A (é)| , le rayon spectral qui doit étre inférieur a 1 pour que le schéma soit stable. On
notera queé si on a la stabilité et la cohérence alors le schéma est forcément convergent.

A.2.4) Amortissement numérique et déphasage

Soit I’équation différentielle & 1 ddl suivante, §+20Eq+w’q=0 avecq,etq,, la solution
exacte bien connue est :

q(t) = e (g, cos(@rt) + bsin(ar)) on@=+1-E w et b=(g, +Eaq,) @
La solution algorithmique a, quant a elle, la forme suivante :
q, =¢ =" (q, cos(@t, )+ b sin(@’t,))
ot & est I’amortissement algorithmique (#& ) et @ est la pulsation propre algorithmique (# @ ).

Par conséquent, outre I’imprécision sur I’amplitude de la réponse, le schéma d’intégration introduit
un amortissement numérique ainsi qu’un déphasage numérique.

Le choix du schéma numérique pour résoudre un probléme doit tenir compte de ces propriétés. De
maniére générale, on émet des hypothéses sur les variations temporelles des grandeurs et sur la
satisfaction des équations différentielles. Nous allons voir ci-aprés les différentes méthodes de
construction de schémas d’intégration.
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A.3) METHODES DE CONSTRUCTION D’UN SCHEMA

Dans le but d’alléger les notations, on se place dans le cas 1 ddl. On souhaite résoudre 1’équation
suivante découlant de (A1) :
Mg+Cq+Kq=F (5.4)

A.3.1) Méthode des résidus pondérés

Pour 7€ [ 0 At ], on a I’approximation :

(1) Caa T o T n T (55)
qt)=q, +q,T+q, —+-+q) ———+o — :
2! (p—-D! p!
On détermine a'gp ) par pondération de (5.4 ) :
At
[W®[Mg+Cq+Kq-Fldr=0 (5.6)
0

Le choix de p et de W est pris en tenant compte de critéres de précision et de stabilité. En pratique,
on choisit p =2, d’ot a'”, noté o, correspond a une accélération moyenne et est donnée par :

TW(‘C).‘Ci dt

9, ="
, Ati.jW(r).dr
Ma, +C[q, +6,Ata, ]+K[qn+91Atqn+62A—tan}=§ avec L
2 J’W(r).F(r).dr
F=2

At
Une fois o, obtenu, on a le schéma suivant : J W(1).dt
0

At?

9, =9, +q, -At+a, .

(57)

qn+l = qn + a’n At

A.3.2) Méthodes de Runge-Kutta

Les méthodes de Runge-Kutta consistent a discrétiser chaque pas At, = t,;; — t, en une subdivision
temporelle t, =ty o < t,; < ... < tyx = tyr1. L’idée est de calculer par récurrence les points (q,.,;,q ;)

en t, a I’aide des points intermédiaires (q,,,;,q,.1;) €0 toj (1 <j <k)avec:

ty;=t, +c;At,, 1<j<k, c;e[0,1]

ql’l,j :qn +Atﬂ Zalj qn,j

I<j<i
qn,j:qn +Atn Zajj qn’j ISISk
I<j<i
Mq,;+Cq,; +Kq,;=F
Le schéma d’intégration s écrivant : L ' ’ ' . (5.8)
9Qn1 =4dn +Atn ij qn,j
1<j=k
Qe =G, +AL, Db, G,
1<j<k
qu+1 +an+1 +an+1 =F
175
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On représente conventionnellement la méthode de Runge-Kutta par le tableau suivant :

C 0 0 0 0
Ca Az 0 . 0 0
Ck Akl axo cee Ak 0

by b, bk 4 by

avec les propriétés Zau =c, et ij =1.

I<j<i 1<j<k
Les méthodes de Runge-Kutta sont d’ordre au moins égal a k.

Pour k = 1, le seul choix possible est b; = 1, ce qui donne le schéma d’Euler, rarement utilisé car
diverge facilement. Pour k = 2, on peut avoir la méthode du point milieu ou la méthode de Heun par
exemple. La méthode de Runge-Kutta « classique » correspond a k = 4.

Pour notre étude, nous validerons plus tard la résolution semi-analytique effectuée a I’aide d’un
schéma d’intégration numérique du type point milieu modifié (cf. 3.3.4.2ii)).

Toutes les méthodes de Runge-Kutta restent néanmoins des méthodes a un pas, contrairement a
celles que nous allons décrire dans ce qui suit.

A.3.3) Schémas a plusieurs pas

Pour te [0 At ], on écrit :

p
q(1) = Z N(1)q,,,; Ou gus est’inconnue a chercher (5.9)

=0

Ju+1 st déterminé par pondération de ( 5.4 ), éventuellement sur plusieurs pas. Ainsi on peut
obtenir par exemple un schéma a 3 pas de Houbolt :

o _ 2 qn+l _5 qn +4 qn—l _qn—Z
qn+l -

At?
) 11q,,-18q,+9q,,-249,., (schéma précis au 2™ ordre et
Qo = 6 At inconditionnellement stable) (5.10)

M qn+1 + C qn+1 + K qn+1 = Fn+1

Parmi les schémas a pas multiples les plus connus, on distingue la méthode de Nystrom (ordre 2),
la méthode de Milne (ordre 4), les méthodes d’ Adams-Bashforth, les méthodes d’Adams-Moulton et
les méthodes de prédiction-correction. Pour plus de détails sur ces méthodes, nous invitons le lecteur a
se reporter a [DEMO91].
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A.3.4) Développements en séries de Taylor

On fait les approximations suivantes

. AtP
Aoy =4, TAtQ, +- "+?[(1 -B, )qﬁp) +B, qgi)l
p-1

(p-D!

Qo =G, FALG, +--+ [1-B,)a” +B, 4% (5.11)

a0 =q0 + at[(1-B,Ja +B,9%]
q'") est déterminé en écrivant ( 5.4 ) d tyy : M, +Cq,,, +Kq,,, =F,.,
En pratique, on choisit p = 2, ce qui donne le schéma de Newmark :
. AP . ,
qn+1 = qn +At qn +T[(1_2’B)qn +2[3qn+1]

Qo =4, +AL[1-7)d, +7d,0] (B,=2B , B,=Y) (5.12)

M qnﬂ +C qn+l +K an = F

n+l

En version explicite, avec M et C diagonales, =0,y =1/2, on obtient le schéma des différences
centrées qui est précis au second ordre. En version implicite, avec B=1/4 et y=1/2, on a le schéma

de I’accélération moyenne (formule du trapéze) qui est précis au second ordre et inconditionnellement
stable.

Annexes 177



ANNEXE B : DEMONSTRATION DE ( 3.53)

Dans cette partie, nous nous proposons de démontrer le relation ( 3.53 ). Soit Ag= C> — 4 Lo K <O,
Lov>0,K>0,C>0etT>0, il faut démontrer que :

A A
s MT —sin MT <exp LT
21, 21, 21, (5.13)
et
|A0| |A0| C
cos| —— T |+sin| ——T ||<exp| ——T
2Ipav 2 pav P 2Ipav (514)
Puisque Ay = C* — 4 I,, K , on en déduit que 1I|A |<C d’ou exp |AO|T <exp < T
0 pav s 0 s 2Ipav 2Ipav

A
Ainsi, pour démontrer ( 5.13 ) et ( 5.14 ), il suffit de démontrer | x =#T que :

pav
Vx>0, |cos(x)—sin(x)|<exp(x) et Vx>0, |cos(x)+sin(x)|<exp(x) (5.15)
Ce qui est €équivalent, en passant au carré a :

Vx>0, (cos(x)—sin(x))2<exp(2x) et Vx>0, (cos(x)+sin(x))2<exp(2x) (5.16)

soit

Vx>0, 1-sin(2x)<exp(2x) et Vx>0, 1+sin(2x)<exp(2x) (5.17)
On pose :

Vx, fi(x)=1-sin(2x), fo(x)=1+sin(2x) et g(x)=-exp (2x) (5.18)
Il vient :

Vx, fi’(x)=—2cos (2x), f2’(x)=2cos(2x) et g’ (x)=2exp(2x) (5.19)
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De maniére évidente, on a :
Vx>0, fi'(x)£2<g'(x) et f,'(x)<2<g'(x) (5.20)

Pour démontrer la relation ( 5.17 ), il nous faut maintenant utiliser le théoréme suivant.

Théoréeme des accroissements finis :

Soient deux fonctions f et g a valeurs dans R, de classe C' sur R, et soit f* et g’ leur dérivée

respective, on note U un ouvert de R .

SiVueU, f(u<g'(u,alors ¥V (ab) € R*R tel que Ja, b] c U, f(b) — f(a) < g(b) —g(a)

A I’aide du théoréme des accroissements finis, énoncé ci-dessus, appliqué a f; et g ainsi qu’a f; et g,
enprenant U=]0,+ o [,a=0etb=xetdapres ( 5.20), il vient :

Vx>0, f0)-f0)<g)-g0) et ) -HO)<g(x)-g0) (521)
soit
Vx>0, fix)-1<gx)-1 et fLx)-1<gx) -1
c’est-a-dire
Vx>0, fix)<gkx) et f(x)<gk) (5.22)

de sorte que la relation ( 5.17 ) et a fortiori les relations ( 5.13 ) et ( 5.14 ) sont démontrées.
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